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Vorwort 


Die durchgreifende Mathematisierung besonders der Naturwissenschaften, die weitgehend 
mathematische Behandlung ökonomischer Probleme und der ständig an Bedeutung zunehmende 
Einsatz von Rechenautomaten weisen der Mathematik eine wichtige Rolle zu. In der Kleinen 
Enzyklopädie/Mathematik haben sich Herausgeber und Verlag bemüht, dem Bedürfnis weiter 
Kreise nach möglichst rascher und sicherer Information über die Gebiete der Mathematik und 
zugleich nach leichtverständlicher Darstellung zu entsprechen. 

Die Kleine Enzyklopädie/Mathematik vermittelt einen Gesamtüberblick und dient gleichzeitig 
der Einführung in die wichtigsten Disziplinen. Das wird einerseits dadurch erreicht, daß im Ge- 
samtaufbau des Buches auf die Elementarmathematik Schritte in die höhere Mathematik folgen 
und am Schluß Spezialgebiete im Kurzbericht gebracht werden, und andererseits dadurch, daß 
in vielen Hauptabschnitten die Schilderung ausführlicher beginnt, gegen Schluß aber straffer 
wird und durch Formeln, Beispiele oder Zusammenfassungen Ausblicke gegeben werden. 

Das bloße Aneinanderreihen von Lehrsätzen oder Formeln hielten wir zur Einführung für unge- 
eignet. Erst durch die Darlegung oder wenigstens die Andeutung der beweiskräftigen Eigen- 
schaften kann der Leser die geschilderten Zusammenhänge erfassen. Insofern unterscheidet 
sich die Kleine Enzyklopädie/Mathematik grundlegend von einer Formelsammlung. 

Wenn freilich die zum Beweis notwendigen Eigenschaften über den aus Rücksicht auf den Um- 
fang gebotenen Ausschnitt hinausreichen, wird der Leser stets darauf hingewiesen, daß er am 
Rande des für ihn zunächst Erfaßbaren steht. Auch Fragen, warum ein Begriff so und nicht 
anders festgelegt wurde, mit wie sparsamen Voraussetzungen sich ein Satz herleiten läßt, kurz, 
alle Fragen, die das innere Gefüge der Mathematik betreffen und mit denen die spezielle Arbeit 
des Mathematikers beginnt, werden nur angedeutet. In dieser Hinsicht unterscheidet sich die 
Kleine Enzyklopädie/Mathematik von einem Fachbuch für den Wissenschaftler und Spezialisten. 
Es ist ein systematisch geordnetes, populärwissenschaftliches Nachschlagewerk und zugleich 
ein Buch zum Selbststudium. 

Jedem, der beginnt, sich in die Mathematik einzuarbeıten, bereiten erfahrungsgemäß ihre For- 
melzeichen im Anfang Schwierigkeiten. Ausdrücke wie a +b, a—b, ab, a:b,axb, y, 
S fe)dx, Za,, sinz, arccosx, log x faßt man am besten zunächst als Kurzdarstellungen von 
Rechenanweisungen auf, die an gegebener Stelle ausführlich erläutert werden und nach denen 
man durch Einsetzen von Zahlen oder anderen Größen für a, b, a, 6, y, x, a; neue Zahlen oder 
Größen findet. Mit einigem Fleiße würden sich dabei Regelmäßigkeiten finden und daraus Ge- 
setzmäßigkeiten herleiten lassen; das Buch enthebt den Leser dieser Mühe und entwickelt un- 
mittelbar die geltenden gesetzmäßigen Zusammenhänge, Obgleich sich dabei immer aus dem 
Text ergibt, welche Zahlen oder Größen eingesetzt werden dürfen, sind in vielen Formeln wich- 
tige Einschränkungen noch einmal angegeben, z.B. n ganz, p rational oderg< 1. 

Von zunächst Ungewohntem sollte sich dabei kein Leser abschrecken lassen. Die reichlich ein- 
gestreuten geschichtlichen Angaben zeigen, welche intensive Arbeit großer Mathematiker not- 
wendig war, um die hier geschilderten Vorstellungen und Rechenverfahren zu entwickeln. Sie 
sind so allgemein und umfassend, daß sie sich auf eine Vielfalt praktischer Probleme anwenden 
lassen. 

In zahlreichen Beispielen wird gezeigt, wie sich Vorgänge und Zusammenhänge in Natur und 
Technik durch diese Vorstellungen in mathematischer Schreibweise kurz und übersichtlich dar- 
stellen lassen, so daß es ein Leichtes ist, unbekannte Größen zu berechnen. Dabei wird. deutlich, 
wie unerläßlich Mathematik für die polytechnische Bildung ist. 


Insbesondere haben wir uns bemüht, Gebiete zu schildern, in denen spezifische Verfahren ent- 
wickelt wurden, z.B. Statistik, Fehler-, Ausgleichs- und Näherungsrechnung, Landesvermessung, 
astronomische Zeitrechnung und lineare Optimierung. Oft sind in den Beispielen die Zahlen- 
rechnungen noch einmal abgetrennt, so daß man ohne diese die Beispiele als erläuternden Text 
lesen kann. Ist man sich aber seiner Sache sicher, so läßt sich jedes Beispiel auch als Aufgabe mit 
ausführlicher Lösungsangabe auffassen. 

Eine starke Gliederung des Stoffes, viele Zwischenüberschriften (Spitzmarken), zahlreiche Ta- 
bellen sowie ein ausführliches Register am Ende des Buches sollen dem Benutzer eine schnelle 
und zuverlässige Orientierung erleichtern. Diesem Zweck dient auch die Verwendung von Farben; 
so erscheinen Formeln auf gelbem Grund, wichtige Lehrsätze sind rot, Beispiele blau unterlegt. 
Zusätzlich wird in komplizierten Beispielen der Rechnungsgang durch farbige Pfeile verdeutlicht. 
Sehr großer Wert ist auf eine methodisch zweckmäßige und in der Ausführung ansprechende 
Gestaltung der Textillustration gelegt worden. Da die vier Farben Schwarz, Rot, Blau und Gelb 
zur Verfügung stehen, lassen sich wichtige Beziehungen in den Abbildungen anschaulich vor 
Augen führen. 

Eine Vielzahl von Photos und Farbtafeln unterstützt die Veranschaulichung des Stoffes und gibt 
dem Leser darüber hinaus interessante Einblicke in die Geschichte der Mathematik. 

Das Bemühen der Autoren um eine allgemeinverständliche Darstellung, die oft Abweichungen 
von der üblichen Form notwendig machte, erfordert unseren besonderen Dank. Den Autoren 
der Kurzberichte über Spezialgebiete der Hochschulmathematik sind wir darüber hinaus dank- 
bar für ihren Mut, nur wenig über ein Gebiet zu sagen, das sie beherrschen. Bildlich gesprochen, 
nehmen sie den Leser bei der Hand und schildern ihm von einer Anhöhe aus die wesentlichen 
Züge einer Landschaft, an deren weiterer Gestaltung sie selbst maßgeblich beteiligt sind. Zu den 
vielseitigen bei der Entwicklung des Großen Handbuchs der Mathematik aufgetretenen Fra- 
gen war uns Herr Professor Dr. Hans Reichardt ein unermüdlicher, hochgeschätzter Rat- 
geber. Die Vollständigkeit der behandelten Gebiete, die Art der Darstellung im jeweiligen 
Hauptabschnitt und Verbesserungen zahlreicher Einzelheiten verdanken wir ihm. 

Das Große Handbuch der Mathematik soll möglichst vielen Zugang zu diesem umfassenden und 
grundlegenden Wissensgebiet verschaffen. Es will darüber hinaus ein Wissensspeicher sein, der 
hilft, Lücken zu schließen, Unsicheres zu festigen und sich über Neues einen Überblick zu ver- 
schaffen. Es soll allen Benutzern ein zuverlässiger Ratgeber sein und alle Zweifler von der Ein- 
fachheit und Erlernbarkeit der Mathematik überzeugen. 

Wir bitten alle unsere Leser um tätige Mithilfe bei der weiteren Verbesserung dieses Buches. 
Für jeden Hinweis auf Mängel oder Lücken und für jede Anregung sind wir dankbar. 
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Einleitung 


Die großen und tief in das Leben aller Menschen eingreifenden Erfolge der Technik in allen ihren 
Formen haben bewirkt, daß die Erkenntnis von der Bedeutung der Mathematik in die breitesten 
Kreise eingedrungen ist; denn ein jeder weiß oder ahnt zumindest, daß diese Erfolge in ihrer Ge- 
samtheit ohne Mathematik nicht zu erzielen gewesen wären. Daher ist das Interesse an der Mathe- 
matik immer mehr gewachsen, und damit ist auch das Bedürfnis größer geworden, sich über diese 
Wissenschaft nach Möglichkeit zu informieren. 

Nun ist die Mathematik in vielen Beziehungen eine besonders extreme Wissenschaft; das gilt in 
besonderem Maße für die Darlegung ihrer Probleme. Während ein Forscher, der ganz auf dem 
Können seiner Zeit steht, in der Medizin, der Zoologie, der Botanik, der Geographie, der Geologie, 
oder auch in den Sprachwissenschaften, der Geschichte, der Astronomie den größten Teil seiner 
Probleme und seiner Ergebnisse, womöglich auch noch seine Methoden oder die Grundprinzipien 
seines Spezialgebietes einem Laien so darlegen kann, daß dieser einen Eindruck von dem Inhalt 
„dieses Gebietes erhält, ist das in der Chemie und der Physik von heute viel schwerer möglich — und 
noch schwieriger ist es in der heutigen Mathematik. Nicht nur der äußere Umfang der Resultate 
ist stark angewachsen, die Probleme sind so schwer zu behandeln und liegen so tief, daß kein Mathe- 
matiker mehr einen nicht nur oberflächlichen Überblick über die gesamte Mathematik haben kann. 
Daher kommt es auch oft, daß von Mathematikern, die sich auf weit voneinander verschiedene 
Gebiete spezialisiert haben, keiner ein rechtes Verhältnis zu den Problemen des anderen hat. 
Dieser Zersplitterung der Mathematik, die durch das Nebeneinander vieler Spezialgebiete entstanden 
ist, sucht man dadurch entgegenzuwirken, daß man nach Möglichkeit aus verschiedenen Gebieten 
gemeinsame, manchmal gar nicht an der Oberfläche liegende Stücke herauspräpariert, daraus eine 
neue, noch abstraktere Theorie und gerade damit wieder Verbindungen zwischen den scheinbar 
weit auseinanderliegenden Spezialrichtungen schafft. Man kann diesen Prozeß als eine wiederholte 
Abstraktion ansehen: Während die grundlegenden Disziplinen, wie etwa Algebra und Geometrie, 
durch Abstraktionen aus der täglichen Erfahrung entstanden sind, kommt man zu einer solchen 
verbindenden Theorie durch weitere Abstraktionen, z. B. aus der Algebra und der Geometrie, und 
solche Abstraktionsprozesse können unter Umständen noch mehrfach übereinander getürmt werden. 
Bei dieser Gelegenheit sei betont, daß man unter abstrakter Denkweise in der Mathematik nichts 
Minderwertiges zu verstehen hat — das Wort abstrakt wird ja manchmal schon fast als Schimpfwort 
gebraucht —, sondern daß es in seiner ursprünglichen Bedeutung gemeint ist, nämlich abgezogen; 
das bedeutet hier: Weglassen alles in dem betreffenden Zusammenhang und für einen bestimmten 
Zweck Unwesentlichen. Um ein ganz einfaches Beispiel zu nennen: In der Geometrie kommt es 
nicht darauf an, in welcher Farbe die geometrischen Figuren gezeichnet sind, während in einem 
anderen Zusammenhang bei einer Zeichnung, in der geometrische Figuren vorkommen, z.B. bei 
Ornamenten, deren Farben sehr wohl eine Rolle spielen können. 

Aus all dem ergibt sich, daß es nicht mehr möglich ist, einem Laien einen Überblick über die ge- 
samte heutige Mathematik zu geben. Dabei sind unter Laien alle zu verstehen, die nur den üblichen 
Schulstoff der Mathematik kennen. Aber auch Diplom-Mathematiker oder Mathematiklehrer wer- 
den auf vielen Teilgebieten der Mathematik immer noch als Laien anzusehen sein, da es in einem 
vier- oder fünfjährigen Studium ganz einfach nicht möglich ist, Fachmann auf allen Gebieten der 
Mathematik zu werden. Das Große Handbuch der Mathematik kann deshalb nicht den Ehrgeiz 
haben, Kenntnisse über alle Spezialgebiete der Mathematik zu vermitteln; es muß sich vielmehr 
beschränken. Das scheinbar Einfachste, mit den heutigen Grundlagen der Mathematik zu beginnen 
und darauf bis zu einer gewissen Höhe aufzubauen, ist in Wahrheit nicht das Einfachste. 

In ihrer historischen Entwicklung ist die Mathematik zunächst einmal in ganz naiver Weise vor- 
gegangen. Sie hat angefangen bei den Zahlen 1, 2, 3 usw. und bei den anschaulich ganz selbstver- 
ständlichen Figuren der Geometrie, den Punkten, Strecken, Geraden, Ebenen im Raum, Winkeln, 
Dreiecken, Kreisen, und ist zu komplizierteren Gebilden aufgestiegen, wobei das Reich der Zahlen 
und das der Figuren sich nicht getrennt voneinander entwickelten, sondern durch den Begriff des 
Messens miteinander verbunden sind. In dieser vom anschaulich Einfachen und Selbstverständ- 
liehen zu komplizierteren Problemen fortschreitenden Entwicklung vollzog sich der Aufbau der 
Mathematik zum Beispiel bei den Babyloniern und den Ägyptern, und dabei wurden schon erstaun- 
liche Leistungen erzielt wie etwa in der Astronomie die Vorausberechnung von Mondfinsternissen. 
Auf eine völlig neue Stufe der Entwicklung wurde die Mathematik durch die alten Griechen ge- 
hoben, die sich veranlaßt sahen, nicht nur immer weiter vorwärts zu stürmen, sondern sich Rechen- 
schaft darüber abzulegen, was man eigentlich macht, wenn man Mathematik treibt. Der Erfolg 
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war, daß durch sie die Mathematik zu einer Wissenschaft im heutigen Sinne wurde. Einmal erkann- 
ten sie, daß ein Beweis darin besteht, eine mathematische Behauptung durch einfachste logische 
Schlüsse, die genügend oft durch die Anschauung oder Erfahrung unterstützt und nahegelegt wer- 
den, auf bereits bekannte Dinge zurückzuführen. Zum anderen fanden sie, daß eine solche Zurück- 
führung nicht ohne Ende weitergehen kann, sondern nur bis zu gewissen einfachsten Eigenschaften 
der Zahlen oder Figuren, die durch Anschauung oder Erfahrung gesichert erscheinen. 

Auf diesem Wege stellten sie zum ersten Mal bewußt ein System von einfachsten @rundtatsachen 
zusammen (z.B. der, daß durch zwei Punkte genau eine Gerade geht) und entwickelten anderer- 
seits die Grundlagen der Logik. Beides zusammen ergibt dann einen systematischen, deduktiven, 
vom Einfachen zum Komplizierteren aufsteigenden Aufbau der Geometrie. 

Diese euklidische Geometrie blieb, abgesehen von einigen kleinen Ergänzungen, lange das Vorbild 
einer Wissenschaft. Trotzdem hat man es etwa zwei Jahrtausende lang bei weitem nicht in dem 
gleichen Maße versucht, die Algebra und später die Analysis in gleicher Weise aufzubauen. Die 
Grundeigenschaften der natürlichen Zahlen waren für die alten Griechen etwas Selbstverständliches, 
und erst Teilbarkeitsfragen und einige Primzahlprobleme haben sie interessiert. Auch mit den 
gewöhnlichen Brüchen verstanden sie umzugehen, jedoch kamen sie nicht auf die Idee, negative 
Zahlen einzuführen. Dagegen waren sie im Zusammenhang mit dem gleichschenklig-rechtwinkligen 
Dreieck darauf gestoßen, daß die Brüche nicht zur Beschreibung aller Größenverhältnisse aus- 
reichen: Sie bemerkten, daß das Verhältnis von Kathete und Hypotenuse in einem solchen Dreieck 
nicht durch einen Bruch dargestellt werden kann. Daraus zogen sie aber nicht etwa die Konsequenz, 
wie es heute als selbstverständlich erscheinen würde, den Bereich der Brüche in geeigneter Weise zu 
erweitern, so daß ein den alten Bereich der Brüche umfassender Bereich neuer Zahlen entstehen 
würde, in dem dann dieses und möglichst auch alle anderen geometrischen Verhältnisse zahlen- 
mäßig beschrieben werden können. Sie machten vielmehr gerade das Umgekehrte, sie geometri- 
sierten ihre Algebra. Es entstand dabei zwar eine Lehre, die ein Äquivalent für unsere Theorie der 
reellen Zahlen war; aber durch die Geometrisierung entstanden solche Komplikationen, daß es zu 
einem Stillstand der griechischen Mathematik kam. 

Doch die Praxis der Astronomen und der Seefahrer erforderte gebieterisch trigonometrische Rech- 
nungen, die nur mit Hilfe von Tafeln gewisser trigonometrischer Funktionen bewältigt werden 
konnten. Dabei kam es aber nicht mehr darauf an, die zu berechnenden Größen mathematisch 
exakt zu erfassen, sondern es genügte, sie näherungsweise anzugeben, da ja die Beobachtungswerte 
auch nur mit einer sehr beschränkten Genauigkeit gemessen werden konnten. So kam man bald auf 
die abbrechenden Dezimalbrüche, die sich für die praktische Rechnung als viel geeigneter als die 
gewöhnlichen Brüche erwiesen. Darüber hinaus wird man sicher auch das Gefühl gehabt haben, 
daß man um so genauere Ergebnisse erhält, mit je mehr Dezimalstellen man rechnet, ja noch mehr, 
daß man mit genügend vielen Dezimalen jede beliebig vorgeschriebene Genauigkeit erreichen kann. 
Damit hatte man im tiefsten Grunde schon das Wesen der reellen Zahlen erfaßt und scheute sich 
dann auch nicht mehr, von Dezimalbrüchen mit unendlich vielen Stellen zu sprechen. Wäre deren 
Theorie konsequent aufgebaut worden, so hätte man damals schon eine exakte Theorie der reellen 
Zahlen gehabt. 

An einem interessanten und außerdem prinzipiell sehr wichtigen Beispiel kann man sehen, wie diese 
Auffassung, allerdings in einer etwas anderen Form, schon bei ARCHIMEDES auftrat. ARCHIMEDES 
versuchte, den Flächeninhalt gewisser krummlinig begrenzter Stücke der Ebene zu berechnen. Zu- 
nächst einmal gelang es ihm, mit seiner berühmten Exhaustions-(Ausschöpfungs-)methode den 
Flächeninhalt zu berechnen, der von einem Parabelstück und einer Sehne eingeschlossen wird. Er 
konnte diesen Flächeninhalt tatsächlich mathematisch exakt berechnen; ein Flächenverhältnis, 
eine Zahl, auf die es dabei entscheidend ankam, erwies sich als !/s. Dagegen gelang es ARCHIMEDES 
nicht, ein entsprechend einfaches Ergebnis für den Flächeninhalt des Kreises zu finden. Ist r der 
Radius, so ist r?r dieser Flächeninhalt, und ARCHIMEDES hätte zur Lösung des Problems die 
Zahl n berechnen müssen. Wie wir heute wissen, konnte ihm das nicht gelingen, da ihm nur die 
Brüche zur Verfügung standen; er mußte sich damit begnügen, die Zahl z zwischen zwei Brüche, 
zwischen 31/, und 310/7,, einzuschließen. Zu dem Zweck berechnete er durch wiederholte Anwen- 
dung des Satzes von Pythagoras die Flächeninhalte des dem Kreis einbeschriebenen und des um- 
beschriebenen regelmäßigen 96-Ecks und gab dafür Näherungswerte an. Es ist klar, daß sich ArcHı- 
MEDES bewußt war, z in immer engere Grenzen einschließen, ja mit einer vorgeschriebenen Genauig- 
keit berechnen zu können, wenn er die Eckenzahl genügend groß nimmt. Diese Möglichkeit aber, 


eine Zahl durch Brüche mit vorgeschriebener Genauigkeit näherungsweise festlegen zu können, ist 
eben das Wesen der reellen Zahlen. 
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Diese gefühlsmäßige Vertrautheit mit dem Wesen der reellen Zahlen festigte sich im Laufe der Zeit 
bei allen möglichen Gelegenheiten immer mehr, so z.B. — lange vor der Begründung der Differen- 
tial- und Integralrechnung — bei der Aufstellung von Logarithmentafeln, bei der Erfassung der 
Punkte der Ebene und des Raumes durch Koordinaten in der analytischen Geometrie von DESCARTES 
und dann in großem Maße bei dem Aufbau der Differential- und Integralrechnung, begonnen von 
LEIBNIz und Newton, weitergeführt wie in einem Rausch der Entdeckerfreude durch die BER- 
NOULLIS, durch EULER und FERMAT, durch CAuc#y, GAuss und andere — keiner dachte mehr daran, 
daß man sich intensiv mit den Grundlagen der Theorie der reellen Zahlen zu befassen habe. 
Grundlagenfragen spielten aber auf zwei anderen Gebieten eine Rolle, in der Geometrie und in der 
Algebra. In der euklidischen Geometrie war, wie schon angedeutet, ein System von einfachsten geo- 
metrischen Sätzen an die Spitze gestellt worden, aus denen sich dann weitere Sätze der Geometrie 
herleiten ließen. Diese einfachen Sätze, Axiome genannt, stellten einen Extrakt der damaligen 
geometrischen Erfahrungen dar und waren anschaulich so klar, daß man nicht das Bedürfnis hatte, 
sie zu beweisen. Eine Ausnahme gab es allerdings dabei, das Parallelenaxiom. Es besagt, daß es zu 
einer gegebenen Geraden und einem gegebenen Punkt, der nicht auf dieser Geraden liegt, genau 
eine Gerade gibt, die durch den gegebenen Punkt hindurchgeht, ohne die gegebene Gerade zu 
schneiden. War es nicht vielleicht doch möglich, diesen Satz dadurch aus dem Axiomensystem 
zu beseitigen, daß man ihn auf Grund der anderen Axiome beweist ? — 2000 Jahre hat man ver- 
geblich mit diesem Problem gerungen, bis es drei Mathematikern, GAUSS, LOBATSCHEWSKIin Kasan 
und BöLyAı in Ungarn gelang, zu zeigen, daß das Parallelenaxiom unabhängig von den anderen 
Axiomen besteht. — Die Bedeutung dieser Erkenntnis wird aber erst im Zusammenhang mit anderen 
Entwicklungen klar. 

In der Algebra kam man bei dem Versuch, eine Formel für die Lösung der Gleichungen 3. Grades 


zu finden, auf den zunächst sinnlosen Ausdruck | —1. Wenn man aber mit ihm so rechnete, wie mar 


es mit den üblichen Wurzeln, z.B. V2, V3 oder auch Yr gewohnt war, kam immer etwas Vernünf- 
tiges heraus. Das stärkte den Glauben an die Existenzberechtigung dieses Gebildes, für das sich 
inzwischen die Bezeichnung i eingebürgert hat. Doch dauerte es fast 300 Jahre, bis GAuss zeigte, daß 
das, was man bisher getan hatte, in durchaus sinnvoller Weise gedeutet werden kann als eine Er- 
weiterung des Bereiches der reellen Zahlen, in der es eine neue Zahl gibt, deren Quadrat gleich — 1 ist. 
Aber auch GAauss war noch so innig mit den reellen Zahlen vertraut, daß er sie bedenkenlos ge- 
brauchen zu dürfen glaubte. Erst einige Schwierigkeiten, die in der damaligen Mathematik im 
Zusammenhang mit der Klärung des Begriffes Grenzwert durch CAucay und andere Mathematiker 
auftraten, gaben Veranlassung dazu, sich ernsthaft Gedanken über die reellen Zahlen zu machen. 
Man erkannte, daß ihre Begründung sogar auf verschiedene Weise gegeben werden kann, indem 
man sie auf Brüche zurückführt. Diese wieder ließen sich auf die natürlichen Zahlen reduzieren, 
und wieder zeigte es sich, daß es auch auf dem Gebiet der natürlichen Zahl möglich war, deren 
Eigenschaften in wenigen, völlig selbstverständlich erscheinenden Grundtatsachen, den Peanoschen 
Azxiomen, zusammenzufassen. 

Mit dieser Reduktion auf die natürlichen Zahlen war die Grundlage für die Theorie der reellen 
und der komplexen Zahlen gelegt, damit aber auch für die gesamte reelle und komplexe Analysis 
(d.h. für Differential- und Integralrechnung, für Differentialgleichungen, Variationsrechnung, 
Funktionentheorie u. a.) und darüber hinaus sogar noch für die Geometrie; denn in der analytischen 
Geometrie wird gelehrt, wie man die Grundgebilde der Geometrie, vor allem die Punkte, mit Hilfe 
ihrer Koordinaten beherrschen kann. Da aber die Koordinaten reelle Zahlen sind, ist letzten Endes 
auch die Geometrie auf die Theorie der natürlichen Zahlen zurückgeführt. 

Auf eine andere Entwicklung, die vor etwa 150 Jahren sehr zögernd begonnen hat, muß in diesem 
Zusammenhang noch hingewiesen werden. Man wußte längst, daß einige Regeln für das Multi- 
plizieren und einige für das Addieren von Zahlen eine große formale Ähnlichkeit aufweisen. Ähnliche 
ganz einfache Gesetzmäßigkeiten beobachtete man auch bei anderen mathematischen Operationen, 
z. B. beim Ausführen von mehreren Bewegungen nacheinander, beim Zusammensetzen von Per- 
mutationen und bei vielen anderen Gelegenheiten. Aber nur sehr langsam zog man daraus die 
Konsequenz, die gemeinsamen Grundeigenschaften herauszupräparieren und daraus durch rein 
logische Prozesse neue und immer tiefer liegende Eigenschaften herzuleiten. Dieses sich so all- 
mählich entwickelnde Gebiet ist die heutige Gruppentheorie, und wieder sehen wir ganz ähnlich 
wie in der euklidischen Geometrie das Auftreten eines Ariomensystems (einer Zusammenstellung 
der gemeinsamen Grundeigenschaften) mit den sich daran anschließenden Entwicklungen. 

Große Teile der modernen Mathematik, vor allem der Algebra, aber in immer steigendem Maße 
auch der Analysis und der Geometrie, werden jetzt axiomatisch aufgezogen. Das sieht dann etwa 
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so aus: Gegeben ist eine Gesamtheit (meist Menge genannt) von mathematischen Objekten (Ele- 
mente dieser Menge) mit irgendeinem Axiomensystem, d.h. mit einigen Sätzen, die die Grund- 
eigenschaften dieser Objekte beschreiben. Es entstehen nun folgende Probleme: Zunächst das, 
möglichst weitgehende Folgerungen aus den Axiomen zu ziehen, also die Theorie einer solchen Struk- 
tur möglichst weit zu treiben; dann aber das weitere, eine Übersicht zu bekommen über alle kon- 
kreten Realisierungsmöglichkeiten des jeweiligen Axiomensystems. Es kann sein, daß es im wesent- 
lichen nur eine solche Möglichkeit, daß es mehrere oder sogar unendlich viele voneinander wesent- 
lich verschiedene Möglichkeiten der Realisierung gibt; es kann aber auch vorkommen, daß man 
keine solche Realisierungsmöglichkeiten findet; das ist sicher dann der Fall, wenn sich die gegebenen 
Axiome untereinander widersprechen. Gibt es viele Realisierungsmöglichkeiten, so sucht man 
charakteristische Größen, durch die man die verschiedenen Möglichkeiten nach endlich vielen 
Schritten wirklich voneinander unterscheiden kann. Bei manchen Strukturen sind diese Probleme 
völlig gelöst, bei anderen ist man noch weit davon entfernt. Man sieht hier übrigens sehr deutlich, 
wie eng Axiomatik und mathematische Logik miteinander zusammenhängen. 

Noch gebieterischer wurde die Forderung nach einer leistungsfähigen mathematischen Logik, als 
im vorigen Jahrhundert in einer dieser neuen Strukturtheorien, der Mengenlehre, Widersprüche 
auftraten. Die Mengenlehre ist insofern die einfachste Sirukturtheorie, als in ihr nur irgendwelche 
Gesamtheiten betrachtet werden, deren Objekte keinerlei Axiomen unterworfen sind. Es könnten 
also Mengen von Punkten in der Ebene oder im Raum, Mengen von irgendwelchen Zahlen, z. B. 
Primzahlen, gerade oder positive rationale Zahlen, oder Mengen von Bewegungen, von Funk- 
tionen, von geometrischen Figuren, aber auch von Menschen, Sternen, Stühlen oder sonst irgend 
etwas sein. Da keine Strukturvoraussetzungen gemacht werden, sind zwei solche Mengen als 
gleichwertig anzusehen, wenn sie gleich viel Elemente haben. 


Was das bedeutet, ist bei endlichen Mengen jedem naiven Menschen unmittelbar klar; es war aber 
eine großartige Leistung, auch für unendliche Mengen so etwas wie eine Anzahl ihrer Elemente 
zu definieren, ihre sogenannte Mächtigkeit. Diese hat allerdings eine Reihe von Eigenschaften nicht, 
die uns von der Anzahl der Elemente einer endlichen Menge her vertraut sind; z.B. gibt es in 
diesem Sinne ebenso viele natürliche Zahlen wie Brüche, aber nicht so viele Brüche wie reelle Zahlen, 
und die Menge der Punkte auf einer Geraden ist der Menge der Punkte in der Ebene gleich mächtig. 
Alles das sind Dinge, die trotz ihrer scheinbaren Unanschaulichkeit noch vom Standpunkt der 
völligen mathematischen Exaktheit durchaus einwandfrei sind. Widersprüche aber traten bei einer 
uferlosen Bildung von solchen Mengen auf; z.B. ist der Begriff „Menge aller Mengen“ in sich 
widerspruchsvoll. Trotzdem lag hier keine Krisis der Mathematik vor, wie diese Erscheinung 
manchmal genannt wurde, sondern die Mathematiker nahmen Anlaß, einmal genauer darüber 
nachzudenken, was man eigentlich tut, wenn man irgendwelche mathematischen Begriffe definiert. 
In der Tat entwickelte sich eine systematische mathematische Logik, und man weiß heute ganz 
genau, wie solche Widersprüche zu vermeiden sind. 


Man könnte meinen, daß diese sehr weit getriebene Abstraktion in Gestalt der Aziomatisierung, 
der sehr allgemeinen Strukturtheorien und der mathematischen Logik immer weiter von einer 
handfesten angewandten Mathematik wegführen. Aber es war schon, wie wir heute wissen, kein 
Zufall, daß bereits LEIBNIZ, der sich neben seiner unmittelbaren schöpferischen mathematischen 
Arbeit auch schon mit einigen Grundfragen der Logik beschäftigte, eine funktionsfähige Rechen- 
maschine konstruiert hat. 

Zwar hat das Auftauchen von fabrikmäßig hergestellten Rechenmaschinen, die von Hand 
oder von einem Motor angetrieben werden, zu keinen bedeutenden prinzipiellen Überlegungen 
Anlaß gegeben. Aber das wurde ganz anders, als die elektronischen Rechenmaschinen ent- 
standen, durch die die Rechengeschwindigkeit ganz erheblich gesteigert wurde. Diese Maschinen 
sind nicht etwa so eingerichtet, daß sie eine große Anzahl von mehr oder weniger komplizierten 
Grundoperationen ausführen können, von denen zur Lösung irgendeines rechnerischen Problems 
eine relativ geringe Anzahl in geeigneter Weise miteinander zu kombinieren wäre. Ganz im 
Gegenteil: Sie arbeiten nach einem Schwarz- Weiß-Prinzip, da in jedem ihrer Bestandteile entweder 
Strom fließt oder nicht. Trotzdem kann man mit diesen Maschinen Rechnungen bewältigen, die 
sonst praktisch nicht zu erledigen wären, da diese Maschinen mit einer unvorstellbaren Geschwin- 
digkeit sehr viele solcher einfachsten Operationen ausführen und damit ein kompliziertes und lang- 
wieriges Programm in praktisch annehmbarer Zeit durchrechnen können. Natürlich wird die Dauer 
einer solchen Rechnung davon abhängen, wie geschickt ein solches Programm aufgestellt ist. 
Bald stellte es sich nach gewissen Vorarbeiten, die schon vor der Erfindung der elektronischen 
Rechenmaschine geleistet worden waren, heraus, daß für die Programmierung Gesetzmäßigkeiten 
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zu beobachten sind, die auch in der mathematischen Logik eine Rolle spielen, wenn man sich 
z.B. mit der Theorie der Algorithmen (systematische Rechenverfahren) beschäftigt. Damit war 
wieder einmal der praktische Nutzen gewisser rein mathematischer Untersuchungen nachgewiesen 
worden, die aus theoretischen Bedürfnissen angestellt worden waren — ein wahrhaft klassisches 
Beispiel für die enge natürliche Beziehung zwischen reiner und angewandter Mathematik, hier der 
Rechentechnik. 


Es erscheint in diesem Zusammenhang angebracht, auf den Unterschied zwischen prinzipieller 
oder theoretischer Lösbarkeit eines mathematischen Problems und seiner praktischen Lösbarkeit 
hinzuweisen. Man pflegt in der Mathematik häufig nicht vereinzelte, zahlenmäßig gegebene Pro- 
bleme zu behandeln, sondern allgemeine Probleme, die noch von gewissen Daten abhängen, die 
auf viele, meist sogar unendlich viele Arten zahlenmäßig gewählt werden können. Ein ganz ein- 
faches Beispiel: Es ist der Flächeninhalt eines Dreiecks in Abhängigkeit von seinen drei Seiten 
zu bestimmen. Für diesen Flächeninhalt gibt es eine Formel, die für alle Dreiecke gültig ist, obwohl 
es für jede Seitenlänge unendlich viele Möglichkeiten gibt. 


Man betrachtet ein solches Problem als gelöst, wenn man eine Formel, eine rezeptmäßige Vor- 
schrift, einen Algorithmus angeben kann, mit deren Hilfe man die Lösung in jedem Fall, wie auch 
die Ausgangsdaten gegeben sind, berechnen kann. Dabei wird man natürlich fordern, daß die 
Formel oder das Verfahren in endlich vielen Schritten zahlenmäßig durchgerechnet werden kann. 
Wenn das der Fall ist, betrachtet der Vertreter der reinen Mathematik das Problem als gelöst. 
Es kann aber durchaus vorkommen, daß das Problem trotzdem praktisch immer noch unlösbar 
ist, da die Anzahl der nötigen Rechenschritte zwar endlich, aber doch so groß ist, daß die Durch- 
rechnung einfach nieht möglich ist. Auch kann sich ergeben, daß für relativ kleine oder besonders 
einfache Werte der Ausgangsdaten die Durchrechnung praktisch möglich, für größere oder kompli- 
zierte Daten aber nicht mehr möglich ist. In solchen Fällen wird man versuchen — und das kann 
zu neuen interessanten, rein mathematischen Problemen führen — ein anderes, leistungsfähigeres 
Verfahren zu finden, oder aber man begnügt sich damit, die Lösungen nur näherungsweise zu 
bestimmen. Schließlich wird man versuchen, schneller arbeitende Rechenmaschinen zu bauen, 
mit deren Hilfe es dann möglich sein wird, eine viel größere Anzahl von Fällen als bisher durch- 
zurechnen. 


Ein ganz gewaltiger Sprung war in dieser Hinsicht die Erfindung der elektronischen Rechenma- 
schinen. Sie hatte zur Folge, daß neue Disziplinen, vor allem der angewandten Mathematik, ent- 
standen, die man früher nicht entwickelt hat, weil man von vornherein wußte, daß die wesent- 
lichen Probleme dieser Disziplinen doch nicht in praktisch annehmbarer Zeit zu bewältigen sein 
würden. Zwei Beispiele für prinzipiell lösbare Probleme sind das Mühle- und das Schachspiel. 
Prinzipiell lösbar sind beide deswegen, weil es auf Grund der Spielregeln nur endlich viele Spiel- 
abläufe gibt. Das Mühlespiel ist auch praktisch gelöst, indem man eine genaue Vorschrift für den 
Anziehenden geben kann, wie er auf alle möglichen Spielweisen seines Gegners zu reagieren hat, 
damit er auf jeden Fall gewinnt. Das gleiche Problem, ob beim Schachspiel Weiß immer gewinnen 
kann, ist jedoch trotz der Endlichkeit des Problems noch ungelöst; auch wenn man alle zur Zeit 
existierenden elektronischen Rechenmaschinen auf der Welt nur zur Lösung des Schachproblems 
einsetzen würde, käme man nach dem jetzigen Stand immer noch nicht zum Ziel; man 
würde dazu Rechenmaschinen brauchen, die noch unvorstellbar viel schneller arbeiten als die 
jetzigen. 


Vergleicht man die hier nur in groben Zügen angedeutete Entwicklung der Mathematik von ihren 
einfachsten Grundbegriffen Zahl, Rechenvorschrift, Figur und Maß bis zu ihrer heutigen, weit- 
gehend durchaxiomatisierten Gestalt mit der großen Fülle höchst abstrakter Strukturen und mit 
den neuen, noch lange nicht ausgeschöpften Möglichkeiten der modernen Rechenautomaten mit 
dem Inhaltsverzeichnis des vorliegenden Großen Handbuchs der Mathematik, so entdeckt man viele 
direkte und indirekte Beziehungen. 


So deckt sich der Stoff des ersten Teils ‚„Elementarmathematik‘‘ zu einem großen Teil mit derjenigen 
Mathematik, wie sie sich vom Altertum an über das Mittelalter hinweg und vor der Begründung 
der Differential- und Integralrechnung entwickelt hat. Nur werden hier die Arithmetik, die Lehre 
von den Zahlen, und die Geometrie nicht nebeneinander geschildert, sondern nacheinander dar- 
gestellt. Am Anfang stehen die natürlichen Zahlen mit den Rechenregeln für die @rundoperationen, 
wie sie sich dem naiven Menschen als ganz selbstverständlich anbieten. Sofort aber schließt sich 
daran der awiomatische Aufbau an, beginnend bei den natürlichen Zahlen und aufsteigend bis zu 
den komplexen Zahlen. 
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Bereits bei diesen einfachen Grundbegriffen wird eine Schreibweise angewendet, die die alten 
Griechen noch nicht kannten und deren Fehlen ein Grund für eine äußerst umständliche und schwer 
zu übersehende Darstellungsweise war, nämlich die meist Buchstabenrechnung genannte. Sie ist 
heute in der Schule eine Selbstverständlichkeit. Die Bezeichnungen sind hier den mathematischen 
Grundbegriffen aufs beste angepaßt, aber andererseits so bequem zu handhaben, daß schon manch- 
mal die Gefahr des gedankenlosen mechanischen Rechnens mit Buchstaben besteht. Dieser Sug- 
gestivwirkung muß besonders auf der Schule schon scharf entgegengetreten werden: Das Primäre 
ist die mathematische Idee, die rechnerische Durchführung das Sekundäre und nicht umgekehrt! 
In einem Brief an SCHUMACHER schrieb GAuss am 1.9.1850 hierüber: „Es ist der Charakter der 
Mathematik der neueren Zeit..., daß durch unsere Zeichensprache und Namengebung wir einen 
Hebel besitzen, wodurch die verwickeltsten Argumentationen auf einen gewissen Mechanismus 
reduziert werden... Wie oft wird jener Hebel eben nur mechanisch angewandt, obgleich die 
Befugnis dazu in den meisten Fällen gewisse stillschweigende Voraussetzungen impliziert. Ich 
fordere, man soll bei allem Gebrauch des Kalküls, bei allen Begriffsverwendungen sich immer der 
ursprünglichen Bedingungen bewußt bleiben, und alle Produkte des Mechanismus niemals über 
die klare Befugnis hinaus als Eigentum betrachten ...“ 

Viele Aufgaben bestehen darin, aus gegebenen Größen gesuchte Größen zu bestimmen. Bei den 
alten Griechen wurden Aufgabe, Lösungsweg und Lösung in vielen Worten meist recht umständ- 
lich dargelegt, mit der Buchstabenrechnung aber lassen sich solche Aufgaben meist sehr einfach 
und übersichtlich formulieren. Oft genug kommt es dann vor, daß Probleme, die zunächst als 
völlig voneinander verschieden erscheinen, in den nun entstehenden Gleichungen oder Gleichungs- 
systemen dieselbe Gestalt haben. Hier zeigt sich wieder eine Parallelität zwischen der Art der 
rechnenden Formulierung von Problemen und der Abstraktion, die im Absehen von der Bedeutung 
der gegebenen und der gesuchten Größen besteht und nur den mathematischen Kern übrig läßt. 
Hier können natürlich zunächst nur die elementar behandelbaren und oft auftretenden Typen 
von Gleichungen und Gleichungssystemen berücksichtigt werden. 

Charakteristisch für die moderne Mathematik ist das funktionale Denken. Es besteht darin, daß 
man sich mit funktionalen Zusammenhängen beschäftigt, wie also gewisse Größen von gewissen 
anderen abhängen, z.B. der Flächeninhalt oder die Winkel eines Dreiecks von dessen Seiten. 
Beispiele für dieses Denken lernen wir hier an den elementaren Funktionen kennen. 

Die elementare Geometrie beschäftigt sich mit Punkten, Strecken, Winkeln, Geraden, Dreiecken, 
Vierecken, Kreisen, Tetraedern u. a. in der Ebene und im Raum. Dabei spielt durch das Bedürfnis, 
die Gebilde zu messen, der Zahlbegriff, wie er zuvor entwickelt wurde, eine wesentliche Rolle. 
Natürlich darf dadurch das rein geometrische Denken, besonders beim Lösen irgendwelcher Pro- 
bleme, auf keinen Fall vernachlässigt werden. Man wird versuchen, geometrische Probleme rein 
geometrisch, d.h. durch zeichnerische Konstruktion, zu lösen. Wie man räumliche Probleme 
durch Zeichnungen in der Ebene behandeln kann, ist Aufgabe der darstellenden Geometrie. In der 
analytischen Geometrie dagegen erfolgt die innigste Verschmelzung zwischen Geometrie und Rech- 
nung: durch den Koordinatenbegriff lassen sich geometrische Probleme in Zahlenprobleme ver- 
wandeln; damit wird die Geometrie den weittragenden Methoden der Analysis zugänglich. 

Die Anfänge der Analysis selbst werden im 2. Hauptteil „Schritte in die höhere Mathematik‘‘ behan- 
delt. Wenn auch in der Elementarmathematik schon der Begriff des Grenzwertes anschaulich 
verwendet wurde, so beginnt die höhere Mathematik gerade mit einer strengen Theorie der Grenz- 
werte. Sie bildet dann die Grundlage einerseits für die Theorie der unendlichen Reihen von Zahlen 
und Funktionen, die zur praktischen und theoretischen Erfassung einzelner Zahlen und ganzer 
Funktionen äußerst nützlich sind, und andererseits für den Sietigkeitsbegriff von Funktionen sowie 
vor allem für die Differential- und Iniegralrechnung, deren Bedeutung nicht nur für die gesamte 
Mathematik, sondern auch für die Anwendungen in Physik, Technik u. a. grundlegend ist. Viele 
Probleme der Geometrie und der Physik präsentieren sich in Gestalt von Differentialgleichungen, 
also in Beziehungen zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen, deren heute sehr umfang- 
reiche Theorie hier natürlich nur in ihren einfachsten Teilen wiedergegeben werden kann. Besonders 
reizvoll ist die Differentialgeometrie, eine Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf 
die Theorie der Kurven der Ebene und des Raumes sowie der Flächen im Raum. 

Wie schon oben bemerkt, ist die theoretische Lösung eines Problems häufig noch von einer un- 
mittelbaren Anwendung konkreter Fälle weit entfernt, weil die dabei auftretenden Zahlenrech- 
nungen zu umfangreich werden. Aufgabe der graphischen Darstellungen und numerischen Methoden 
ist es, theoretische Lösungen in unmittelbar anwendbare zu verwandeln, wobei den elektro- 
nischen Rechenmaschinen eine besonders bedeutsame Aufgabe zukommt. Die Wahrscheinlich- 
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keitsrechnung und die Statistik spielen ebenfalls in den Anwendungen eine große Rolle, z.B. in 
der Wirtschaftsmathematik und in der Kybernetik, in der sich eine besondere Regelungsmathe- 
matik herausgebildet hat. 

Im letzten Hauptteil ‚Spezialgebiete im Kurzbericht‘‘ wird der Versuch unternommen, einen 
Einblick in eine Reihe von Forschungsgebieten der heutigen Mathematik zu geben. Aus den an- 
fangs genannten Gründen ist hier ein näheres Eingehen auf die einzelnen Probleme unmöglich, 
und Gebiete, die z. Z. noch im Werden oder in einer starken Umwandlung begriffen sind, können 
nicht berücksichtigt werden. Wer sich über einzelne Gebiete näher orientieren will - und das gilt 
auch für die ersten beiden Hauptteile - möge die Fachliteratur hinzuziehen. 


FE ua 


Hans Reichardt 





ELEMENTARMATHEMATIK 





DAS RECHNEN MIT ZAHLEN UND ALLGEMEINE ZAHLSYMBOLE 


I. Die natürlichen Zahlen ......:::..» 19 III. Rationale Zahlen - Bruchrechnung .. 33 
» Blade 1. ug 33 

Bohlen und: Ziffern een eaecsunsans 19 Grundlag er Sn —i 
Das Rechnen mit natürlichen Zahlen .. 22 ee emeinen Brüchen ...... r 
Blementare Zahlentheorie ........ ++: 26 Berknenmit, Disimalirüchäne mn RR 
N 0 IV. Allgemeine Zahlsymbole ...........- 41 
Grundlagen urn. nee es 41 
Brundlägen ersiueseerneirnenne 30 Rechnen mit algebraischen Summen .. 42 
Das Rechnen mit ganzen Zahlen ..... 31 Brüche mit allgemeinen Zahlsymbolen 46 


I. Die natürliehen Zahlen 


ZAHLEN UND ZIFFERN 


Was sind natürliche Zahlen ? Unsere Vorfahren wurden durch zweierlei Bedürfnisse vor die Not- 
wendigkeit gestellt, sich mit Zahlen zu beschäftigen; dies führte zu Kardinalzahlen und Ordinal- 
zahlen. 

Kardinalzahlen. Der Mensch mußte verschiedene Afengen von Dingen - z. B. Feuersteine, Hunde, 
Jagdgefährten — miteinander vergleichen, um festzustellen, welche Menge mehr Elemente (Bestand- 
teile, Glieder) enthält. Wir tun das heute in der Regel durch Abzählen und Vergleichen der so 
sewonnenen Anzahlen; das setzt aber voraus, daß man zählen kann, d. h., daß man die Zahlen 
schon kennt. Man kommt aber auch einfacher zum Ziel: Will man z. B. ermitteln, ob Männer und 
Pierde in gleicher Anzahl vorliegen, so setzt man einfach einen Reiter auf je ein Pferd. Mit anderen 
Worten: Man schafft eine paarweise Zuordnung zwischen Männern und Pferden. Diese Zuordnung 
kann aufgehen - dann sind genausoviel Männer wie Pferde da, man sagt auch: die Mengen sind 





Männer und Pferde - ohne Zuordnung Männer und Pferde - mit Zuordnung. 
1 Mann bleibt übrig 


gleichmächtig - oder es bleibt von einer Sorte etwas übrig; davon sind dann mehr vorhanden (Abb.). 
Sicher ist mancher beim Decken eines Tisches auch schon so vorgegangen, daß er Mengen von 
Tassen, Untertassen, Löffeln u. a. einander zugeordnet hat. Alle Mengen, zwischen denen sich eine 
solche paarweise Zuordnung ohne Rest herstellen läßt, haben also die entsprechende Anzahl als 
gemeinsame Eigenschaft (Abb.). Auf diese Art werden auch heute von unseren Kindern die Kardi- 
nalzahlen (Grundzahlen) gewonnen. 


Nicht auf allen Kulturstufen ist die Abstrak- 
tion so weit gediehen. Es gibt Naturvölker, 
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die für gleiche Zahlen verschiedene Zahlwörter benutzen, wenn sie in Verbindung mit unter- 
schiedlichen Dingen gebraucht werden. Zwei Frauen sind also etwas anderes als zwei Pfeile ; hier ist 
die Ablösung der Anzahl von den übrigen Eigenschaften der Mengen noch nicht gelungen. 


Ordinalzahlen. Das zweite Bedürfnis bestand im 
Schaffen von Ordnungen innerhalb ein und derselben 
Menge. Nach irgendwelchen Gesichtspunkten - etwa 
der Größe, dem Alter oder der Tapferkeit des Reiters - 
mußte z. B. festgelegt werden, wer bei der Jagd an 
erster, zweiter, ... Stelle ritt (Abb.). Etwas ganz Ähn- 
liches liegt vor, wenn man die Elemente einer Menge 
abzählt; nur ist die dabei hergestellte Ordnung im all- 
gemeinen ohne Bedeutung. Auf diese Weise entstehen 
Ordinalzahlen (Ordnungszahlen). 






| Ordınalzahlen sind Platzunummer: 


Gemeinsame Anzahl: drei Kardinal- und Ordinalzahlen haben sich im Zusammen- 

hang miteinander entwickelt und bilden die beiden 

Aspekte der natürlichen Zahlen, zu denen man - verabredungsgemäß - häufig auch die Null 
rechnet. 


Zahlwort und Ziffer. Für Kardinal- und Ordinalzahlen mußten zur mündlichen und schriftlichen 
Verständigung und zum Merken Zahlwörter und Zahlzeichen (Ziffern) gebildet werden, letztere 
besonders zur Abkürzung und zum bequemen Rechnen 
(Abb.). Die große Ähnlichkeit zwischen den Wörtern 
für einander entsprechende Kardinal- und ÖOrdinal- 






Menge von vier Jägern, ungeordnet und nach der Größe geordnet 


zahlen in allen Sprachen oder Schriften ist ein Zeichen für ihren engen Zusammenhang. Im 
Deutschen kennzeichnet man die Ordinalzahl meist durch die Endsilbe -te oder -ste (vier -— der 
Vierte; hundert - der Hundertste), in der Schrift durch Anfügen eines Punktes (z. B. am 30. 4. 1777 

3 wurde GAuss geboren). Wegen der großen Ähnlichkeit genügt 
Zahlwort: neun es, sich im folgenden auf Kardinalzahlen zu beschränken; 


. i für Ordinalzahlen gelten entsprechende Überlegungen. 
Zahlzeichen: Mt ll oger X.oder 9 Zahldarstellungen. Die einfachsten Zahldarstellungen 
treten wohl auf Kerbhölzern (Abb.) auf, die besonders zum 
Notieren von Schulden üblich waren - wie man aus der Rede- 
wendung erkennt: er hat etwas auf dem Kerbholz. Auch heute 
noch, besonders bei langwierigen Zählungen, bedient man sich der Strichmethode, nach der auch 
Robinson Crusoe die Tage zählte. Sehr bald aber - wenn die Zahlen größer werden - geht bei 
dieser Zahlendarstellung die Übersicht verloren; sie kann 
wieder hergestellt werden durch Zusammenfassen zu Grup- 
pen. Etwas ganz Entsprechendes liegt vor, wenn neue 
Zahlwörter zu bilden oder neue Zahlzeichen zu erfinden 
sind: Es wäre höchst unökonomisch, für jede Zahl ein voll- 
kommen neues Wort und eine neue Ziffer einzuführen. 
Man setzt vielmehr Wörter und Zeichen für größere Zahlen 
aus denen der kleineren zusammen, wobei diese Bausteine 
selbst wieder durch Zusammenfassung von Einheiten oder 
kleineren Gruppen entstanden sind. Je nach Art dieser 
Zusammenfassung und der Anordnung der Zeichen unter- 
scheidet man Additionssysteme und Positionssysteme. 


Additionssystem. Das bekannteste Beispiel für ein Additionssystem ist die römische Zahlen- 
schreibweise. Von den Grundzeichen werden je zehn zur nächsthöheren Gruppe zusammengefaßt; 


Drei Zahlzeichen für das Zahlwort 
„neun“ 


g 
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Kerbhölzer 
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Sazwischen gibt es noch Hilfszeichen (Abb.). Über den Ursprung dieser Zeichen besteht übrigens 
&==ine vollständige Klarheit. Auch werden einige von ihnen - z. B. M für 1000 nach mille - erst seit 
dem Mittelalter in dieser Form benutzt. Die Römer schrieben CIO für 1000. 
Das Wesen eines Additionssystems besteht darin, daß alle air Rn x cC M 
Zahlzeichen durch Aneinanderfügen von möglichst wenigen FUNGZEIENEN. 1 10 100 1000 
dieser (hier sieben) Zeichen gebildet werden. Dabei gilt noch 

die Regel, daß stets das Zeichen für die größere Zahl links von VL D 
dem für die kleinere steht. Diese Regel erfährt eine Ausnahme Hilfszeichen: 

durch das Bestreben, möglichst wenig Ziffern zu verwenden. /77SZe/@en. 5 50 500 
Neun kann dargestellt werden als 


VIII (5+4) oder IX (10-1). Beispiel: MDCCLXVII 1768 


Die letztere Schreibweise wird bevorzugt. Steht also das Zeichen Römische Zahlzeichen 

iner kleineren Zahl links, so ist die entsprechende Zahl zu 

subtrahieren statt zu addieren. Es ist aber nicht gestattet, mehrere Grundzeichen oder ein Hilfs- 
zeichen voranzustellen : 


MCMLIX für 1959, aber nicht LM, sondern CML für 950. 


Nachteile eines Additionssystems sind: Die Zahlzeichen sind im allgemeinen sehr lang und daher 
wmübersichtlich; werden die Zahlen größer (hier z. B. über 10000 hinaus), so muß man immer neue 
Ziffern erfinden, will man die Zahlzeichen nicht übermäßig lang machen; schriftliche Rechnungen 
sind im Additionssystem äußerst umständlich. Eine Gegenüberstellung von Additions- und Posi- 
tionssystem könnte man in dem Gedicht „Der Zwölf-Elf“ von Christian Morgenstern sehen. 


Positionssystem. Das heutzutage benutzte Positions- oder Stellenwertsystem geht auf die Inder 
zurück, von denen es über den vorderen Orient (arabische Ziffern) zu uns kam. Es ist in dieser Voll- 
kommenheit in der geschichtlichen Entwicklung der Zahlendarstellungen eine recht späte Frucht. 
In ihm werden je zehn Individuen (Einer E) zu einer neuen Gruppe zusammengefaßt, dem Zehner Z, 
und davon wieder zehn zu einem Hunderter H. usw. Jedoch wird für diese übergeordneten Gruppen 
kein neues Symbol (wie bei den Römern) eingeführt, sondern sie werden durch die Stellung inner- 
balb des ganzen Zahlzeichens kenntlich gemacht. In dem römischen Zeichen XXX für dreißig hat 
jede der drei Ziffern den Zahlwert 10, und da es sich um ein Additionssystem handelt, ergibt sich 
die ganze Zahl durch Addition der drei Einzelwerte. In dem Zeichen 444 für vierhundertvierund- 
vierzig haben auch alle drei Ziffern den gleichen Zahlwert vier; innerhalb des ganzen Zahlzeichens 
stehen sie aber an verschiedenen Stellen, haben also verschiedene Stellenwerte ; und zwar steht der 
niedrigste Stellenwert - die Einer - am weitesten rechts: 


321 bedeutet: 3H +2Z -+ IE, 
CCCXXTI bedeutet: 100 + 100 + 100 +10 +10 +1. 


Da das Zusammenfassen jeweils zu Zehnergruppen erfolgt, spricht man von einem dekadischen 
(griech. deka, zehn) Positionssystem, auch von einem Dezimalsystem (lat. decem, zehn). Das römi- 
sche Zahlensystem ist demnach ein dekadisches Additionssystem. Die Zahl zehn heißt auch @rund- 
zahl oder Basis des Systems. Die Stellenwerte sind demgemäß die Potenzen von zehn, z. T. mit 
besonderen Bezeichnungen 






Bezeichnung 
Million 










101 1000000000 Milliarde 
102 1000000000000 Billion 
10° 1000000000000000000 Trillion 


Es folgen - jeweils mit 6 Nullen mehr — Quadrillion, Quintillion, Sextillion, Septillion, Oktillion, 
Nonillion, Dezillion. Seltener sind Bildungen wie Billiarde für 101°; in der UdSSR, in den USA 
und in Frankreich wird 10° als Billion bezeichnet. Es ist wahrscheinlich, aber nicht sicher, daß 
die Wahl der 10 als Grundzahl mit der Zehnzahl der Finger zusammenhängt. In alten Zähl- 
maßen (Dutzend, Gros) finden sich Hinweise auf ein verschwundenes Zwölfersystem; das franzö- 
sische quatre-vingt für achtzig deutet auf ein (allerdings nicht-positionelles) Zwanzigersystem hin. 
Unsere Zeitmaße (1h = 60 min, 1 min = 60 s), ebenso wie die Einteilung des Vollwinkels in 360°, 
erinnern an das Sexagesimalsystem (Sechzigersystem) der Babylonier. Dieses Zahlensystem zeigte 
bereits deutliche Züge eines Positionssystems. Zur vollkommenen Ausbildung eines solchen Systems 
fehlte aber vor allem die konsequente Benutzung eines Zeichens für leere Stellen, einer Null. Deren 
Einführung ist eine der größten Leistungen der Inder (um 800 u. Z.). Für jedes Positionssystem 
müssen soviel verschiedene Ziffern vorhanden sein, wie die Grundzahl angibt. Es gilt die Regel: Je 
größer die Basis, desto mehr Ziffern, desto kürzer die Zahlzeichen. 


Dualsystem. Besondere technische Bedeutung hat das Dual- oder Zweiersystem gewonnen, das 
auch dyadisches oder Binärsystem genannt wird. Stellenwerte sind in ihm die Potenzen der Basis 
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2, also 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,.... Diese Stellenwerte liegen wesentlich dichter beieinander als die 
des Zehnersystems; die Zahlzeichen werden also verhältnismäßig lang. Dafür braucht man aber 
nur zwei Ziffern: O0 und 1. Für die Dual-Eins hat sich die Schreibweise L eingebürgert: 


7=1- 41: 2+1-1=-1-22+1-2:+1:2°=- LLL, 
9=1:-8+0:4+0:2+1:-1=1:23+0:22?+0-.27+1-2%°= LOOL, 
22=1:16+0-8+1-4+1:2+0:1=1:2+0:23+1-2+1-.217+0-2°= LOLLO. 
Dieses Dualsystem wird in Digitalrechnern (s. Rechenautomaten) oft verwendet. 


Anordnung der natürliehen Zahlen. Jede natürliche Zahl hat genau einen (unmittelbaren) Nach- 
folger; z. B. ist 96 Nachfolger von 95. Das bedeutet, daß es in der Folge der natürlichen Zahlen 
keine letzte gibt, daß diese Folge nie abbricht. Die Zahl 0 ist nicht Nachfolger; jede natürliche Zahl 
außer 0 aber hat genau einen (unmittelbaren) Vorgänger; das bedeutet, daß die Folge der natür- 
lichen Zahlen in 0 als ihrem ersten Glied einen Anfang hat. 

Für je zwei natürliche Zahlen z, und z, gilt stets genau eine der drei Beziehungen: 


Zı < 2a, d.h. 2ı ist kleiner als 2,2z.B.3 < 7, 
2 = 2, d.h. 2ı glechz, . B5=5, 
2ı > 22, d.h. zı ist größer als z2,z.B.8 > 6. 


Will man zum Ausdruck bringen, daß eine Zahl z, höchstens so groß wie z, ist, so schreibt man 
2] = 23, d.h. z, kleiner oder gleich z,. Demzufolge bedeutet z, = z,, d.h. z, größer oder gleich z,, 
daß 2, mindestens so groß ist wie 2,; richtig ist demnach sowohl 4 < 19 als auch 11 < 11, 

Diese Beziehungen haben eine Eigenschaft, die man als Transitivität bezeichnet; sie hat z. B. für 
die Kleiner-Beziehung dieForm: Ausz, <z, und 
2, < 2, folgt z, < 2,. Die Größer- bzw. Kleiner- 
Beziehung ordnet die natürlichen Zahlen linear 
an. Ausdruck dieser linearen Anordnung ist 
der Zahlenstrahl (Abb.). Auf ihm sind die na- 
türlichen Zahlen durch eine Menge isolierter 
(diskreter) Punkte dargestellt. Daß z, kleiner ist 
als z,, ist dann gleichbedeutend damit, daß der zu 2, gehörende Punkt auf dem Zahlenstrahl links 
vom Punkt z, liegt. 





Zahlenstrahl 


DAS RECHNEN MIT NATÜRLICHEN ZAHLEN 


Addition und Subtraktion. Das Addieren ist die einfachste Rechenoperation (Rechenart) mit natür- 
lichen Zahlen, das Subtrahieren ist die Umkehrung dazu. Sie sind Rechenoperationen erster Stufe. 


Addition. Das Addieren spiegelt das Zusammenfügen, das 
Vereinigen zweier Mengen wider (Abb.). Als Operationszeichen 
dient + (lies plus). Die Addition kann auch aufgefaßt werden 
j als abgekürztes Vorwärtszählen: 5+3 as 51-+6+1+-7 
+1-38; daher auch der volkstümliche Name Zusammen- 
zählen oder Zuzählen für Addieren. Die beiden Zahlen, die 
addiert werden, bezeichnet man als Summanden, das Ergebnis 
heißt Summe. 

| Addition | 


en 





Vereinigen zweier Mengen 


„+ 3-8 Die Bezeichnung Summe wird in doppelter Bedeutung ver- 

wendet: 8 ist die Summe von 5 und 3; der Ausdruck 3 +5 

ist eine Summe. Die Addition zweier natürlicher Zahlen ist stets ausführbar, d. h., zu zwei natür- 

lichen Zahlen gibt es stets genau eine dritte, die Summe der beiden ist. Für die Addition natür- 
licher Zahlen gelten verschiedene Gesetze: 


Kommutatives Gesetz. Die Reihenfolge der Summanden hat keinen Einfluß auf das Ergebnis; 


so ist z.B.5-+3=3+5 = 8, Da diese Vertauschbarkeit der Summanden für alle natürlichen 
Zahlen gilt, schreibt man kurz: 











EEE m 





zn — Dabei sind a und b - wie auch im fol- 

| kommutatives Gesetz der Addition |a+5b=b-+a | genden - Symbole für beliebige natür- 

— - _— _— liche Zahlen. 

Assoziatives Gesetz. Zunächst ist die Addition nur für zwei Summanden erklärt. Sollen drei 

Zahlen addiert werden, so müssen erst zwei von ihnen addiert werden, und aus dieser Summe 

kann dann mit der dritten Zahl eine neue Addition aus zwei Summanden gebildet werden. Dabei 

ist die Reihenfolge der Zusammenfassung ohne Einfluß auf das Ergebnis: 

den Dusammenlamme sı0 tar ae VBBRSREBIEETBESETEEgEEn 
g gilt für alle ig 

natürlichen Zahlen. Nach ihm dür- ne a 


= 12, 
= 12. 
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fen die Klammern weggelassen werden: 5 + 3+ 4 = 12. Entsprechend lassen sich Additionen 
von mehr als drei Summanden ohne Klammern schreiben. 





Monotoniegesetz. Die Kleiner-Beziehung ieh. zwei nekarlichen Zahlen bleibt erhalten, 
wenn zu beiden Zahlen die gleiche Zahl addiert wird; aus 3 < 4 folgt z.B. 3+ 7 <4 + 7. Auch 
dieses Gesetz gilt für alle natürlichen Zahlen. 





Die S ürakiion. Auf diese Rechentgeraison führt der zum Hinzufigen asesegerete Vor- 
zang, das Wegnehmen oder Abziehen. 

Operationszeichen ist hier das Zeichen — (lies minus). Die Subtraktion kann auch aufgefaßt werden 
als abgekürzies Rückwärtszählen, z.B. 7-3 als 7=-1>-6-1->5-—1>- 4 (Abb.). Man gelangt 
von der Addition zur Subtraktion, wenn man bei bekannter Summe 
nach einem Summanden fragt, .B.4+ ?=[1; U =-7-4.Die 
Subtraktion ist demzufolge die Umkehrung der Addition. Die Zahl, 
von der subtrahiert wird, heißt Minuend; die Zahl, die subtrahiert 
wird, heißt Subtrahend, das Ergebnis Differenz. 





Wie das Wort „Summe“ wird auch „Differenz“ in zweienäf Bedeu- 
tung gebraucht: Die Differenz von 7 und 3 beträgt 4; der Ausdruck 


7 — 3 ist eine Differenz. 
Die Subtraktion zweier natürlicher Zahlen ist zum Unterschied von der Addition nicht immer aus- 


führbar; z. B. hat die Aufgabe 2 — 9 keine natürliche Zahl als Lösung. Bedingung ist: Der Minuend 
darf nicht kleiner sein als der Subtrahend. ELZZZIETETTIITTEETELIEELTER 
Operationen erster Stufe am Zahlenstrahl. Ad- mmmmmmmEmmEN 
dition und Subtraktion natürlicher Zahlen lassen 
sich als Streckenaddition und Streckensubtraktion am 
Zahlenstrahl darstellen (Abb.). 

EZZZIZZEEEIZEIEIIIEEE EEE 
Schriftliches Addieren. Dabei werden die Suommandda ——m 
so untereinandergeschrieben, daß gleiche Stelenwerte 0 123 45 
untereinander stehen. Die Addition beginnt bei den 5+3=8 


Einern - wegen des Kommutativgesetzes in beliebiger 
Reihenfolge - von oben oder von unten, dann fort- EEE 


laufend von rechts nach links zu höheren Stellen- Bao mama Fa Korn Dora pi a 


werten. Überschreitet man bei einer Spaltenaddition 








die nächste Stellenzahl, so wird der entsprechende 5-3=2 
Betrag übertragen: Operationen am Zahlenstrahl 
RES en 1 nn E. = ee amt 
+1 84 . Eder A _ genehrieben. als. + 1684 
ne 1 ae . | ee 9086 
10. 


Entsprechend erfolgt die Addition bei mehr als zwei Summanden. 


Schriftliches Subtrahieren. Subtraktionen können auf zwei etwas voneinander verschiedene Arten 
vorgenommen werden: 

(a) Wegnehmen: 7 weniger 3 ergibt 4,(b) Ergänzen: von 3 bis 7 ist 4. Entsprechend sind auch zwei 
Verfahren der schriftlichen Subtraktion gebräuchlich, das norddeutsche Verfahren (a) und das 
süddeutsche oder österreichische Verfahren (b). Gemeinsam ist beiden, daß Subtrahend unter Minuend 
geschrieben (Einer unter Einer usw.) und mit den Einern begonnen wird. Der Unterschied wird im 
folgenden Beispiel besonders bei den Zehnern deutlich. 





norddeutsches Verfahren süddeutsches Verfahren 

da 2 weniger 6 nicht geht, wird ein 82 328 6 bis 2 geht nicht. 6 bis 12 ergibt 6. Der 
Hunderter aufgelöst, und 12 weniger 6 — 7163 „aufgelöste‘‘ Hunderter wird nicht vom 
ergibt 6. Danach muß statt „3 H we- 75165 Minuend weggenommen, sondern zum 
niger 1 H'* gerechnet werden „2 H Subtrahenden hinzugefügt. Das führt 
weniger 1 H“; das ergibt 1 H. zum gleichen Ergebnis: 2H bis 3H 


ist IH. 
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Das süddeutsche Verfahren ist durchsichtiger, wenn z. B. die Aufgabe zu se eg 
mehreren „Auflösungen“ von Stellenwerten hintereinander zwingt, weil Beispiel: 70003 
der Minuend mehrere aufeinanderfolgende Nullen enthält. Ferner g-  — 11628 
stattet es, die Subtraktion mehrerer Subtrahenden in einem Schritt | 58375 
auszuführen. So würde bei untenstehendem Beispiel die Rechnung bei 
den Einern erfolgen: 6 + 9+ 8 = 23, von 23 bis 31 ist 8. Die drei dazu aufgelösten Zehner sind 
Beispiel: 6311 dem Subtrahenden zuzuschlagen; bei den Zehnern ist also zu rechnen 
Ne 3+4+2+6= 15 und 6 ist 21, usw. 


s Br 329 Multiplikation und Division. Das Multiplizieren und das Dividieren sind 
0... 1046 die Rechenoperationen zweiter Stuje. 
ren 4268 Multiplikation. Zum Multiplizieren gelangt man durch Addieren (Ope- 
—. ration erster Stufe) mehrerer gleicher Summanden, z.B. 
12+ 12+ 12 = 3: 12 = 36 (Abb.) 
Operationszeichen ist also ein Punkt in halber Höhe (lies mal), früher 
auch ein ER Kreuz x. 


EEE Tr 


ultıplikand gleich Frodukt 
IPHKANG 5 21. 1104uU 


Haktor 





Wegen der Vertauschbarkeit von Multiplikand und Multiplikator wer- 
den beide auch gemeinsam als Faktoren bezeichnet. 
Die Bezeichnung Produkt wird wieder in doppeltem Sinn gebraucht: 
36 ist das Produkt von 3 und 12; der Ausdruck 3 - 12 ist ein Produkt. 
Die Multiplikation zweier natürlicher Zahlen ist stets ausführbar, d.h. zu 
zwei natürlichen Zahlen gibi es immer genau eine dritte, die Produkt der 
beiden ist. Für jede natürliche Zahl «a gilt: 

a0=0-.a=0 unda-1=1'’a=a. 
Kommutatives Gesetz. Esglt 3» -4=4+4+4=12undd- -3=3+3+3+3= 12, also 
4-3 = 3-4. Die Faktoren eines Produktes dürfen vertauscht werden, ohne daß sich das Ergebnis 
ändert. Dies gilt für alle natürlichen Zahlen als Faktoren: 


Assoziatives Gesetz. Sind drei pr — — —— 
Zahlen miteinander zu multiplizie- kommutatives Gesetz de Tultipl ikai 
ren, so sind zunächst zwei von ihnen — — - - 
zu multiplizieren und dieses Produkt dann mit der dritten. Dabei ist die Reihenfolge der 
Zusammenfassung ohne Einfluß auf das Ergebnis; z.B. 3:4:7=(3:4)- 7=12:7= 834; 
3:4-:.7 = 3-f(4 -7)= 3:28, zu - - ._ 
— 84. Auch dieses Gesetz gilt 
für alle natürlichen Zahlen. = u — 
Deshalb ist es erlaubt, die Klammern ra 3-4-7 = 84. Entsprechend wird bei mehr als 
drei Faktoren verfahren. 


Monotoniegesetz, Mit 3 <4 ist auch 3-8 < 4:8, aber 3:0 = 4-0. Auch das gilt für alle 
natürlichen Zahlen a, 5, ce: 





12 +12 +12 
= 3'122 = 36 








NMonotonlepesetz der MUIGD 





Division. Zwei verschiedene Vorgänge der Wirklichkeit führen auf die andere Grundrechenart 

zweiter Stufe, die Division. 

a) Teilen: 12 Birnen werden in 4 gleiche Teile geteilt, 
Ergebnis 3 Birnen (Abb.); 

b) Enthaltensein: Wie oft sind 4 cm in 12 cm enthalten? 





3 mal (Abb.). 
am 5 Reben ER 
4cm 4cm 4cm 
Teilen Enthaliensein 


12 Birnen werden in 4gleiche Teile geteilt 


Mathematisch gelangt man zur Division als Umkehrung der Multiplikation, indem man bei Bekannt- 
sein von Produkt und einem Faktor nach dem anderen Faktor fragt; sowohl 3° ? = 15 als auch 
2:3 = 15 führen auf ? = 15:3. 


in 
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Wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren führen beide Fragen, die dem Enthaltensein und dem 
Teilen entsprechen, auf die gleiche Divisionsaufgabe. USERS ist der Perpapur hs je 
durch). 

Man sagt sowohl der Quotient von 15 und 
3 ist 5 als auch der Ausdruck 15: 3 ist 
ein Quotient. 


Ausführbarkeit der Division. Die Division zweier natürlicher Zahlen ist im Bereich der natür- 
lichen Zahlen nicht immer ausführbar ; z. B. gibt es keine natürliche Zahl n, für die gilt 3-n = 7; 
7 ist also durch 3 nicht teilbar. Man schreibt auch 7:3 = 2 Rest 1. Grundsätzlich unmög- 
lich ist die Division durch 0; denn 5:0=n würde heißen: n-0 = 5. Für jede Zahl nr ist 
ein solches Produkt aber 0, also niemals 5. Auch beim Dividend 0 ist die Division durch 0 nicht 
möglich, weil dieser Aufgabe kein eindeutiges Ergebnis zugeschrieben werden kann. Es könnte ja 
sein 0:0 = 17 wegen 0:17 = Dee Dee Sl ru ne a 








Reihenfolge der Rechenoperationen. Kommen in einer Aufgabe Rechenoperationen verschie- 
dener Stufen vor, so ist die Reihenfolge der Ausführung von Einfluß auf das Ergebnis: 7-5 + 3 
liefert 7:8 = 56, wenn man erst addiert, aber 35 + 3 = 38, wenn zuerst multipliziert wird. 
Entsprechendes gilt, wenn Subtraktionen oder Divisionen auftreten. Deshalb muß man die Reihen- 
folge der Ausführung verabreden 





Wegen der Form der Rechenzeichen kann man dafür - solange keine Operationen dritter Stufe auf- 
treten - auch sagen: 






1. der praktischen Situation — in anderer Reihenfolge aus- 
geführt werden, so sind Klammern zu setzen. Das je- 
weils in Klammern Stehende wird dann zuerst behandelt: 


(12 +9) :3—- 8-(5—-2)=108:3 —- 8-3 = 36 — 24 = 12. 


Distributives Gesetz. Dieses Gesetz der Verteilung drückt einen Zusammenhang zwischen Rechen- 
operationen verschiedener Stufe aus; z.B. gilt 5-(4+3)=5-7= 35, aber auh 5-4+5+3 
—= 20 + 15 = 35; also ist 5°-(4+ 3) = 5-4 -+ 5-3. Diese Art, wie sich bei der Multiplikation einer 
Summe der Andere Faktor auf die Summanden verteilt, ist für alle natürlichen Zahlen a, b, c die 
gleiche: — - 

Aus dem distributiven Gesetz sind ableitbar | 
die Beziehungen (a —b) c=a'c—b+*c; - 
(a+b):ce=a:c+b:efürc#I; (ab): c=s:co-b; en 


Schriftliche Multiplikation. Da bei der schriftlichen Multiplikation das distributive Gesetz 
ausgenutzt wird, kommt man mit dem kleinen Einmaleins aus. Im Prinzip geht man folgender- 
maßen vor: 





2356 - 473 = 2356 : (400 + 70 + 3) 
2356 : 4(00) + 2356 + 7(0) + 2356 + 3 


9424(00) + 16492(0) + 7068 = 1114388, 


Auch die Multiplikation des ersten Faktors 2356 (in der zweiten Zeile) wird ausgeführt, indem man 
diesen Faktor in seine Einer, Zehner usw. zerlegt. Die abschließende Addition der Teilprodukte 
wird ebenfalls schriftlich ausgeführt. Statt Nullen an die Teilprodukte, die zu höheren Stellen- 
werten des Multiplikanden gehören, anzuhängen, rückt man sinngemäß ein. Dabei sind verschie- 
dene Schreibweisen üblich. 


ui 


Beispiel: 2356 - 473 r 2356- 3. ....2356- 473. 
9424 wu 2838 
16492 oder 16492 selten 2365 
7068. ae) 1419 
- 1114388 lasse ©, Ber 
1114388 


Bei dem letzten Verfahren wurde statt des Multiplikanden zunächst der Multiplikator zerlegt. 


Über-Kreuz-Multiplikation. Eine wesentliche Zeit- und Arbeitsersparnis wird bei der Über-Kreuz- 
Multiplikation (multiplicatio per crocetta) erreicht. Sie gestattet es, unter die (untereinandergeschrie- 
benen) Faktoren sofort das Resultat zu setzen. Aber „sie nimpt viel > wie schon der Rechen- 


meister Adam Rızs (1492—1559) bemerkte. Sie beruht auf folgender Überlegung: 
Einer entstehen als ......... Einer mal Einer (E, ' E,), 
Zehner (Z) als ....s.scc0.00.. E,'Z, und Z, E,, 
Hunderter (H) als ........-- E,'H, H,'E, und Z,'Z, usw,, 
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wobei jeweils der Übertrag zu berücksichtigen ist. Für das nachstehende Beispiel ergeben sich die 
folgenden Schritte S, bis S,. Die Rechnung wird im Kopf ausgeführt, nur die rotgedruckte Ziffer 
wird jeweils geschrieben. 


3482 -6879 = 23952678 


Schritte Rechnung Schiebezerte/ 
57 482 9. 218 3 
6879 
55 34  n2r 7 FREIE 
53 2487 8+2:8+8°7+4-9= 7116 
6879 
4 3482 11#2>6+8:.8#74- 7439142 
27 
3482 14 +8:6+4°8 +3 :7=115 
ex; 
Ss 3+82 745.6 +3.8=59 
6879 
57 znae 5.73:.6*=23 
6879 





Dieses Verfahren wird auch von Schnellrechenkünstlern verwandt, die dann alles im Kopf aus- 
führen. Es ist besonders bequem, wenn man eine Zahl mit sich selbst zu multiplizieren, zu quadrie- 
ren, hat. 

Zur Erleichterung kann man auch den zweiten Faktor in umgekehrter Ziffernfolge auf einen 
Zettel schreiben und diesen dann Schrittweise von rechts nach links über dem ersten Faktor ent- 
lang schieben (Schiebezettelmethode). Dann braucht man nur immer die Zahlen zu multiplizieren, die 
untereinander stehen. 


Schriftliche Division. Das schriftliche Divisionsverfahren beruht auf der Tatsache, daß für 
alle natürlichen a, d,c (c # 0) gilt: (a +b):ce= a:c + b:c. Diese Tatsache wird auf den in Einer, 
Zehner, Hunderter usw. zerlegten Dividenden angewendet; z.B. 86:2 = (80 +6):2= 80:2 


+6:2= 40 +3 = 43. Da die . R : , _ 
Division die Umkehrung der 11201: 23 = 487; oder kürzer, indem 11208 ‚23= 487, 


Multiplikation ist, muß das Pro- 9: die einzelnen. Bub- 200 Rest 7. 
dukt aus Quotient und Divisor 200 traktionen im Kopf 168 

den Dividend liefern, und das 184 ausgeführt werden: = 

muß auch für die Teilquotienten 161 

gelten. So ergibt sich das neben- 161 

stehende Divisionsschema. G; 


Reehnungen und Benennungen. Die besprochenen Rechenoperationen sind nur für Elemente aus 
bestimmten Zahlenbereichen erklärt, also für Zahlen, die frei von jeder Benennung sind. Sehr oft 
werden nun aber Zahlen praktischen Sachverhalten entnommen und treten im Zusammenhang 
mit Benennungen auf, z.B. 5m, 30 cm, 7kp, 25kWh. Sollen solche Zahlen in Rechenoperationen 
eingehen, so ist zu überprüfen, ob die vorliegenden Benennungen einander entsprechen; gegebenen- 
falls muß umgewandelt werden (z. B. m in cm). Ferner ist es vorteilhaft, auch die Benennung, die 
dem Ergebnis der Rechnung hinzugefügt wird, bereits vorher festzulegen. Die Rechnung selbst 
erfolgt auf alle Fälle ohne Benennungen! 


ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE 


Teilbarkeit. Es ist 12:4 = 3, aber 15:4 = 3 Rest 3. Die Zahl 12 ist durch 4 teilbar, 15 ist nicht 
durch 4 teilbar. Man sagt auch, 4 ist ein Teiler von 12, 4 teilt 12 (symbolisch 4|12); 4 ist aber kein 
Teiler von 15 (44 15). Allgemein heißt eine (natürliche) Zahl « durch eine andere b teilbar, wenn es 
eine natürliche Zahl n gibt, so daß a = n- b ist; b heißt dann Teiler von a (wie auch n Teiler von a 
ist). Die Zahl 0 ist durch alle Zahlen « #£ 0 teilbar. Jede Zahl a £ 0 ist durch 1 und sich selbst teil- 
bar, doch spricht man hier von unechten Teilern. 








Die natürlichen Zahlen 27 


Primzahlen. Primzahlen sind Zahlen, die nur unechte Teiler haben; z. B. ist 5 nur durch 1 und 5, 
13 nur durch 1 und 13 teilbar; 5 und 13 sind also Primzahlen. Die 1 selbst zählt man nicht zu den 
Primzahlen, so daß die Primzahlfolge mit 2 be- 
ginnt: 

Primfaktorenzerlegung. Jede natürliche ae 

Zahl ist entweder selbst eine Primzahl oder läßt sich als Produkt von Primzahlen schreiben, in 
Primfaktoren zerlegen: 





120 = 4 = 30 





also 120 


Zu derselben Zerlegung gelangt man, wenn man etwa ausgeht von 120 = 10 12. Mittels des Eukli- 
dischen Algorithmus läßt sich beweisen, daß die Primfaktorzerlegung bis auf die Reihenfolge ein- 
deutig ist, d. h., es gibt - bis auf die Reihenfolge — nur eine einzige Möglichkeit, eine natürliche Zahl 
in Primfaktoren aufzuspalten (vgl. Herleitung am Schluß dieses Hauptabschnitts). Diese Formulie- 
rung des Satzes wäre unrichtig, würde man auch 1 zu den Primzahlen rechnen. Durch Anwenden 
der Potenzschreibweise läßt sich die Primfaktorenzerlegung einer natürlichen Zahl bequemer schrei- 
Bon, 2.B.1008: = 2:23:22. 3-3-.7 = 24: 82:7, 


Sieb des Eratosthenes. Der griechische Mathematiker ERATOSTHENES von Kyrene (etwa 
275—194 v. u. Z.) gab folgendes Verfahren an, sämtliche Primzahlen in einem Abschnitt der natür- 
lichen Zahlen zu finden: Man streicht aus einem Abschnitt der Folge natürlicher Zahlen nach der 
2 jede durch 2 teilbare Zahl, dann nach der 3 jede durch 3 teilbare Zahl, dann nach der 5 jede durch 
5 teilbare Zahl usw. Es bleiben gerade die Primzahlen des Abschnitts stehen. Wie man aus der 
Tabelle sieht, sind bis zur 100 nur vier Streichungen nötig, die letzte für alle durch 7 teilbaren 
Zahlen. Das liegt daran, daß 7: 7 = 49 < 100, aber bereits 11-11 = 121 > 100 ist; 11 ist ja die 
auf 7 folgende nicht gestrichene Zahl, also die nächste Primzahl. 





"zweite, dritte, WW vierte Streichung. 





Will man von einer Zahl, z. B. 1303, feststellen, ob sie Primzahl ist, so braucht man dazu nicht das 
Siebverfahren bis 1303 fortzusetzen. Vielmehr braucht man nur zu prüfen, ob 1303 durch Prim- 
zahlen p teilbar ist, für die p® < 1303 gilt. Primzahlen qg mit g? > 1303 kommen als Teiler nur in 
Frage, wenn auch Primzahlen p als Teiler auftreten. Für 1303 braucht man die Division also nur 
für die Primzahlen p = 2, 3, 5,..., 31 zu versuchen, denn 37? ist bereits 1369. 


Unendlichkeit der Primzahlfolge. Schon EukLıD (um 300 v.u. Z.) legte sich die Frage vor, 
ob die Folge der Primzahlen einmal abbricht oder ob es unendlich viele Primzahlen gibt. Er bewies 
indirekt, daß es keine größte Primzahl geben kann. Angenommen, es gäbe eine größte Primzahl P; 
dann bildet man die natürliche Zahl N=2-3-5-7-11--- P+ 1, die das um 1 vermehrte 
Produkt sämtlicher Primzahlen einschließlich P ist. Diese Zahl N ist durch keine der Primzahlen 
bis P teilbar, da sie bei jeder Teilung den Rest 1 läßt. Also ist sie entweder selbst Primzahl oder hat 
Primzahlen als Teiler, die in der Folge 2, 3,..., P nicht auftreten. Beides steht aber im Wider- 
spruch zu der Annahme, P sei die größte Primzahl - also ist die Folge der Primzahlen unendlich. 
Eine Tafel im Anhang gibt die Primzahlen zwischen 1 und 1000 und ihre natürlichen Logarithmen an. 
Die größte bisher ermittelte Primzahl ist 2?21? — ], sie hat 969 Ziffern. Ungelöst ist allerdings noch 
das Problem, ob es auch unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, d. h., ob auch die Folge von Paaren 
wie 5-7, 59-61, 641-643 oder 1451-1453 nie abbricht. 
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Gemeinsame Teiler und Vielfache. Größter gemeinsamer Teiler. Wenn t ein Teiler von «a ist, 
dann können in der Primfaktorenzerlegung von i nur Primzahlen auftreten, die in der Primfak- 
torenzerlegung von a vorkommen und auch höchstens mit dem Exponenten, den sie in der Zer- 
legung von a haben; z. B. 12|60; 12 = 2?- 3; 60 = 2?- 3- 5. Ist t gemeinsamer Teiler von a und b, 
so kann ti nur Primfaktoren enthalten, die in a und in 5b vorkommen, und zwar höchstens in der 
kleinsten in a oder b auftretenden Potenz; z. B. ist 12 ein gemeinsamer Teiler von 48 und 360; aus 
den Primfaktorenzerlegungen 12 = 2?- 3, 48 = 2%- 3 und 360 = 2%- 3?- 5 erkennt man, daß 48 
und 360 mehrere gemeinsame Teiler haben: 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Von ihnen ist 24 = 2°3- 3 der größte. 
Man sagt: 24 ist der größte gemeinsame Teiler (ggT) von 48 und 360. Jeder gemeinsame Teiler von 
a und b geht also im größten gemeinsamen Teiler von a und b auf; denn dieser ist das Produkt aus 
allen in a und 5 auftretenden Primfaktoren, und zwar B eispiel:. 1260 = 2- 32. 6-7 


genau in der kleinsten vorkommenden Potenz. Darauf 3024 — 24. 38.7 
beruht auch ein Verfahren zur Ermittlung des gg T, das 5544 = 233.32-.7-11 
sich, wie im nebenstehenden Beispiel gezeigt ist, ganz ent- GT WB 
sprechend auch für mehrere Zahlen anwenden läßt. ee er, 22.327 = 252 


Haben zwei Zahlen a und b keinen gemeinsamen Teiler (außer 1), ist ae ggT (a, 5) = 1, so nennt 
man a und b teilerfremd oder relativ prim. 


Euklidischer Algorithmus. Für größere Zahlen ist das Zerlegen in Primfaktoren häufig sehr 
mühsam, da es ja immer durch Probieren geschehen muß; z.B. für 23613864709 (Produkt der 
‚Primzahlen 112843 und 209263). Will man auch bei solchen Zahlen den ggT bestimmen, so ist ein 
Verfahren zweckmäßig, das die Primfaktorzerlegung nicht verwendet - der Euklidische Algorithmus. 
Er sei hier ohna Beweis am Beispiel für die Zahlen 53667 und 25527 durchgeführt: 


53667 : 25527 = 2, Rest 2613 
25527 : 2613 = 9, Rest 2010 Der Divisor, bei dem die Division aufgeht, ist der ggT. 
2613: 2010 = 1, Rest 603 Es ist also ggT (53667, 25527) = 201. 
2010: 603 = 3, Rest 201 
603: 201 = 3 


Für den Fall teilerfremder Zahlen geht das genauso, z. B. 


87:41 = 2, Rest 5 Es gilt also ggT (87, 41) = 1. 
441: 5= 8, Restl Die Zahlen 87 und 41 sind teilerfremd. 
d: 1= 5) 


Will man mit dem Euklidischen Algorithmus den ggT zu mehr als zwei Zahlen bestimmen, etwa 
zu a, b und c, so muß man schrittweise vorgehen: Erst ist ggT (a, b) = d zu ermitteln, dann ist 
ggT (a,b,c) = ggT (d, ce). 


Kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches. 60 ist ein gemeinschaftliches Vielfaches von 6 und 
15, denn 60 ist sowohl Vielfaches von 6 als auch von 15. Es gibt aber noch mehrere, sogar unendlich 
viele gemeinschaftliche Vielfache von 6 und 15. Wenn nämlich eine Zahl v Vielfaches von a und 5 
ist, so sind alle Vielfachen von v auch gemeinschaftliche Vielfache von a und b. Gemeinschaftliche 
Vielfache von 6 und 15 sind 30, 60, 90, 120, .... Von ihnen ist 30 das kleinste; man sagt: 30 ist das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache (kgV) von 6 und 15; es ist Teiler jedes anderen Vielfachen. 
Wenn e = kgV (a, b) ist, dann muß e alle Primfaktoren enthalten, die in der Zerlegung von a oder 
b vorkommen, und zwar in der höchsten auftreten- =, Son Tt 

den Potenz. Diese Tatsache dient auch zur Ermitt- Beispiel: 40= 22-5 


lung des kgV, nach dem nebenstehenden Schema für 36 = 2°. S 
drei Zahlen. Bei größeren Zahlen wird dieses Ver- 126 — A Cal 
fahren wegen der Primfaktorenzerlegung wieder un- kgV 98.32.5-.7 — 2520 


günstig. Doch kann man sich dann helfen, indem 
man mit dem Euklidischen Algorithmus den ggT bestimmt und dann die Beziehung ausnutzt 
a'b 
YilG,8) a >—, 
a; 
Zahlen a, b ausgedehnt werden! 


Teilbarkeitsregeln. Die Zahl 84 ist durch 4 und durch 3 teilbar, daher auch teilbar durch 4:3 = 12, 
Dieser Paulup ist ner? nur Sriauht, wenn die beiden Teiler BOHRER Bi sind. Algennin ae 


Diese Beziehung kann jedoch im allgemeinen nicht auf mehr als zwei 





Das Beinen von Poller; möglichst das sölbrlign Erkennen de Teilbarkeit durchs, gewisse 
Zehlen, ist nicht nur für die Primfaktorenzerlegung, sondern vor allem auch für das Kürzen in der 
Bruchrechnung zweckmäßig. Die hierfür aufgestellten Regeln benutzen einfache Gesetzmäßig- 
keiten der dezimalen Zahlenschreibweise; z. B. brauchen bei der Teilbarkeit durch 2 oder 5 Viel- 
fache von 10 nicht berücksichtigt zu werden, weil 10 durch 2 und durch 5 teilbar ist. Das Ent- 
sprechende gilt für Vielfache von 100 in bezug auf die Teilbarkeit durch 4 und durch 25 und schließ- 
lich für Vielfache von 1000 in bezug auf die Teilbarkeit durch 8. Alle Potenzen von 10, also 10, 
100, 1000 usw., lassen bei Teilung durch 3 sowie auch bei Teilung durch 9 den Rest 1. Aus den 
Regeln über das Rechnen mit Resten folgt, daß z. B. 600 = 6: 100 dann den Rest 6:1 = 6 läßt 
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und 240 = 2:100 + 4: 10 den Rest 2:1 + 4:1 = 6. In bezug auf die Teiler 3 oder 9 hat danach 
die Quersumme jeder Zahl denselben Rest wie die Zahl selbst. Dabei versteht man unter der Quer- 
sumrne die Summe der Zahlenwerte aller Ziffern ; 7309 hat also die Quersumme 7 +3+0+9= 19 
und ist weder durch 3 noch durch 9 teilbar. 

Alle geraden Potenzen von 10, also 100, 10000, 1000000 usw. lassen bei Teilung durch 11 den 
Best 1, die ungeraden Potenzen (10, 1000 usw.) lassen den Rest 10 oder 10 — 11= — 1. Hier hat 
die alternierende Quersumme denselben Rest wie die Zahl. Wie man die alternierende Quersumme 
bildet, zeigt ein Beispiel. 


Beispiel: 85976 8+9+6=23 or | 
5+7=12 alternierende Quersumme 23 — 12 = 11 
Also ist 85976 durch 11 teilbar. | | 





Reehenproben. Rechnen mit Resten. Für die Tatsache, daß a und 5 bei Division durch d den- 
selben Rest r lassen, schreibt man a = b (modd) (lies a kongruent b modulo d),z.B. 17 =42(mod 5). 
Für den Rest r gilt dann auch «=r(modd) und 5b =r(modd). So ist 17 = 2 (mod 5) und 
42 = 2 (mod 5). Dafür, daß a durch d teilbar ist, kann man dann auch schreiben a = 0 (mod d). 


Es gelten folgende Regeln: Beispiel: 
es sei a, = b, (mod d) 22=4 (mod 6) 
und Ga, = b, (mod d) 15=3 (mod 6) 
Dann gilt: a, +a,=b, + b, (mod d) 37=7 (mod 6) = 1(mod 6) 
4—-%=b, — b, (mod d) 7=1 (mod 6) | 
Ga '%=b,*b, (mod d) 330 = 12 (mod 6) = 0 (mod 6) 


Die Beispiele zeigen auch, wie man immer wieder auf das einfache Restsystem 0, 1, 2,...,‚d— 1 
(hier 0, 1,..., 5) zurückführen, reduzieren kann, indem man beliebig oft d addiert oder subtrahiert. 
Diese Regeln über das Rechnen mit Resten finden Anwendung beim Überprüfen von Rechnungen, 
indem man - statt die Rechnung mit den Zahlen selbst zu wiederholen — mit den Resten modulo d 
rechnet; wegen der bequemen Berechenbarkeit der Reste tut man dies gern für d = 9, oftmals 
auch für d = 11. Ergeben sich dabei Widersprüche, so ist man sicher, daß die Rechnung falsch ist; 
treten keine Widersprüche auf, so muß die Rechnung nicht unbedingt richtig sein: Man kann sich 
noch um Vielfache von d verrechnet haben; deshalb ist auch eine Rechenprobe mit d = 2 von zu 
geringer Aussagekraft. 


Neunerprobe. Jede Zahl läßt bei der Division durch 9 den gleichen Rest wie ihre Quersumme. 
Dies ist eine Verallgemeinerung der Teilbarkeitsregel durch 9. Sie ermöglicht die bequeme Aus- 
führung der Neunerprobe bei den Grundrechenarten: 


vr a7: EA: 






Addition: Reduzieren auf einfaches Rest- Beispiell: Aufgabe —Quersumme —>Neunerrest 
system beachten! Die Rechnung kann 412 7 7 


höchstens bis auf Vielfache von 9 falsch + 3964 22 > + 4 
sein, z. B. durch Vertauschen zweier + 4722 15 +6 
Ziffern. 9098 — 26 =8 ——17=8 
Subtraktion : Hier ist besonders das Redu- Beispiel2: Aufgab rsumme ->Neunerrest 
zieren auf das einfache Restsystem zu be- me : ey mis 21 50 . 3 
achten, wenn man bei Subtraktion der — 3986 26 Se _ 8 


Reste zueinem negativen Ergebnis kommt. BT re pr yet 
Multiplikation: Der Neunerrest des Pro- Bei spiel 3: Aufgabe ——Quersumme —»Neunerrest 


duktes stimmt hier nicht mit dem Produkt 617 14 5 
der Neunerreste überein, das Produkt . 382 13 RE» 4 


kann nicht richtig sein; richtig ist 235 694. DIS Esel, ee ,B=1l _—,0=2 
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Elferprobe. So wie die Quersumme den Neunerrest einer Zahl liefert, so erhält man durch die 
alternierende Quersumme den Elferrest, wobei darauf zu achten ist, welche Stellen einen Beitrag 
zum Minuenden und welche einen zum Subtrahenden der alternierenden Quersumme liefern. Im 
nebenstehenden Beispiel kann die Done höchebeue um MeBeheN von 11 —_— sein.. 

Wendet man Neüner- und 
Elferprobe bei der gleichen 








Aufgabe an, so erhält man | | 2468 „ 0, - 83= a 4 
Aufschluß über die Richtigkeit + 4293 5- 13 Zonen 3 
der Rechnung bis auf Vielfache > © un murge, un 7 > 7 
von 99. — 


I. Die ganzen Zahlen 


GRUNDLAGEN 


Warum ganze Zahlen? Es gibt in der Realität Verhältnisse, bei denen man mit den natürlichen 
Zahlen zur Charakterisierung der Größen nicht auskommt, weil bei ihnen noch zwei gegensätzliche 
Tendenzen, zwei entgegengesetzte Richtungen, möglich sind; z. B. ist die Temperaturangabe 23 °C 
unvollständig; es muß hinzugesetzt werden, ob sie ober- oder unterhalb des Gefrierpunktes gemessen 
worden ist (Abb.). Zwar ist ein Betrag von 100 Mark 
immer der gleiche. Wird er aber im Zusammenhang 
mit den Eigentumsverhältnissen einer Person ge- 
nannt, so ist wichtig, ob er als Guthaben in einem 
Sparbuch oder als Kredit von der Sparkasse geführt 
wird. Auch für die Höhenlage eines Ortes ist es 
wesentlich, ob er auf einer Erhebung 395 m über NN 
(Normalnull) oder in einer Tiefebene 395 m unter NN 
liegt. Zur Kennzeichnung dieser entgegengesetzten 
Tendenzen werden die jeweiligen Zahlenangaben mit 
Vorzeichen versehen, z.B. +23 °C und — 23 °C oder 
+ 395m und — 395 m, bei Jahresangaben vor und 
nach der Zeitrechnung auch — 300 und +300. Dabei 
muß ein Bezugspunkt existieren, von dem aus ge- 
messen wird. Seine Festlegung erfolgt meist nach 
praktischen Gesichtspunkten, aber an sich willkürlich; z. B. gibt es Temperaturskalen (Fahrenheit) 
mit anderem Nullpunkt. In Fällen der Begrenztheit nach einer Richtung kann man durch entspre- 
chende Festlegung des Bezugspunktes auf die Vorzeichen verzichten (absolute Temperaturskale 
nach Kelvin). Auch Höhenangaben auf der Erde könnte man grundsätzlich vom Erdmittelpunkt 
aus messen. Die unter Berücksichtigung der Richtung gewonnenen positiven Zahlen +1, +2, +3, .. 
und negativen Zahlen —1, — 2, —3,... nennt man, zusammen mit 0 (eigentlich + 0), ganze Zahlen. 
Ausführbarkeit der Subtraktion. Mathematisch ist die Einführung der ganzen Zahlen not- 
wendig, damit die Umkehroperation der Addition, die Subtraktion, stets ausgeführt werden kann; 
z. B. hat die Subtraktion 7 — 11 mit natürlichen Zahlen keine Lösung. Man sagt auch: Die Glei- 
ia x + ll = 7 ist im REN, der ae Auktion re = 





Temperatur 23 °C 





Anordnung der ı ganzen Zahlen, J ede ganze , Zahl hat genau einen ‚(niniiteihanen) a und 
genau einen (unmittelbaren) Nachfolger. Das bedeutet, daß es in der Folge der ganzen Zahlen weder 
eine erste noch eine letzte Zahl gibt. Für zwei ganze Zahlen g, und g, gilt stets genau eine der drei 


Beziehungen 1 <9 Be 
z.B. -3<-+2 z.B. +83= +83 z.B. -1l1> —-7 
m — u Bei FR Die Zahlengerade. Ähnlich wie die natür- 


lichen Zahlen am Zahlenstrahl kann man die 
ganzen Zahlen an der Zahlengeraden veran- 
schaulichen, wobei man von links nach rechts 
zu immer größeren Zahlen fortschreitet (Abb.). 
an a u En 2 0 Dabei eh man den ganzen Zahlen je all- 
Zahlengerade gemeinen nicht die Punkte auf der Zahlen- 
geraden zu, sondern die gerichteten und daher 

mit einem Pfeil versehenen Strecken der entsprechenden Länge. 
Absoluter Betrag. Durch die Zuordnung auf der Zahlengeraden entsprechen z. B. den beiden 
ganzen Zahlen + 4 und — 4 zwei Pfeile, die die gleiche Länge, aber entgegengesetzte Richtung haben. 
Man sagt auch: + 4und — 4 haben den gleichen absoluten Betrag (kurz: Betrag) und schreibt | + 4| 
= | —4| = 4. Das Wort negativ wird danach auch noch zur Kennzeichnung einer Beziehung zwischen 
zwei Zahlen verwandt: + 4 ist das Negative zu —4, d. h., es hat denselben Betrag, aber entgegen- 

gesetztes Vorzeichen. 





Die ganzen Zahlen ol 


DAS RECHNEN MIT GANZEN ZAHLEN 


Beehenoperationen erster Stufe. Für die Rechenarten erster Stufe ist wegen der äußeren Überein- 
stimmung der Zeichen die Unterscheidung von Vorzeichen und Rechenzeichen besonders wichtig. 
Um hier Verwechslungen zu vermeiden, schließt man vorerst die ganzen Zahlen in Klammern ein 


(Abb.). | | 
Addieren. Bei der Festlegung der +5 
Addition mit ganzen Zahlen orientiert | ee | 
man sich an der Addition natürlicher +3 ! 

| 


Zahlen, speziell an deren Ausführung N | 
sam Zahlenstrahl. So wird au dar m 
Zahlengeraden eine entsprechend -I 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9 
Pfeiladdition nahegelegt (Abb.). Für 


die zugeordneten Zahlen wird daher pn 
festgesetzt: (+3) H1+5)=+8 
| 
' Een 
I 
' | 2 N 
| 


LITE 0 +] 


49402). 8) rn 
(-6)+1-2)=—8 


Vorzeichen und Rechenzeichen ——— 


Z.B. ist (+5) + (+ 1) = +16 und 
(—19) +(—8) = —27. Entsprechend -—4 3 nn; 0 + #2 #2 Hart +6 





wird für die Addition zweier Zahlen \ | 
mit verschiedenen Vorzeichen ver- | EEE 


einbart: m 
E (+S)+-2)= #3 


Addieren auf der Zahlengeraden 











man 
Z.B. ist (+15) + (—-28) = — 13 und (- 37) + (+47) = +10. Ä 
Gesetze der Addition. An Beispielen wie (-9) +(+7)= — 2 und (+7)+(-9) = —2 ist zu 
ersehen, daß auch bei der Addition ganzer Zahlen die Summanden vertauscht werden dürfen. 
Neben diesem Vertauschbarkeitsgesetz 
gelten auch die übrigen Gesetze, die 
von der Addition natürlicher Zahlen 
ber bekannt sind. Bezeichnen also a, b 
und c ganze Zahlen, so gilt: 
Subtrahieren. Die Subtraktion muß auch bei ganzen Zahlen die Umkehrung der Addition sein; 
(—7) — (+3) = x ist also gleichbedeudent mit © +(+3) = — 7. Entsprechend der Festlegung der 
Addition ist aber (-10) + (+3) = —7, demnach x = — 10. Also ist (-7) — (+3) = —10; es ist 
aber auch (-7) +(-3) = — 10. Dieser Zusammenhang besteht nicht nur für diese Subtraktions- 
aufgabe, sondern für jede-B SahlES hier! Banner Zahlen: 










So ist etwa (+ 28) — a 167 = (+ 28) +(+ 16) — 1 44. Daran’ ist auch zu "erkennen, daß die ganzen 
Zahlen einen Bereich darstellen, in dem jede Subtraktion ausführbar ist. 


Algebraische Summen. Da man bei ganzen Zahlen jede Subtraktion durch eine entsprechende 
Addition ersetzen kann, bezeichnet man Rechenausdrücke, in denen die Glieder nur durch Opera- 
tionen erster Stufe verknüpft sind, als algebraische Summen. Enthalten sie mehr als zwei Summan- 
den, so empfiehlt sich bei der Ausrechnung folgendes Vorgehen: 

(+15) — (+27) + (-11) — (-9) + (+31) Umwandeln 

(+15) + (-27) + (-11)+ (+9) + (+31) Ordnen 

(+15) +(+9) +(+31) + (-27) + (-11) Zusammenfassen 

(+ ir, + (—- 38) Schlußaddition 
4 1 
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Reehenoperation zweiter Stufe. Multiplizieren. Das Addieren positiver ganzer Zahlen geschieht 
analog dem Addieren natürlicher Zahlen. Auch beim Multiplizieren positiver ganzer Zahlen orien- 
tiert man sich am Multiplizieren natürlicher Zahlen. Wegen 4 - 7 = 28 wird festgesetzt: (+4) (+7) 
= +28. Allgemein kann man formulieren: (+u):(+v) = +u°v. 

Was soll aber das Ergebnis von (+4) : (—7) sein ? — Die Multiplikation natürlicher Zahlen hatte 
ihren Ursprung in wiederholter Addition gleicher Summanden: 4:7 = 7 + 7+ 7+1. Da die 
positiven ganzen Zahlen den natürlichen entsprechen sollen, wird analog festgesetzt: (+4) : (—7) 
= (-7) +(-T) +(-T) + (—-T) Also ist (+4) (-7) = —28, allgemein (+u)(-v) = —-u°v. 
Ist der Multiplikator negativ, etwa (—7)- (+4), so kann man nicht in eine Addition umformen. 
Man vereinbart jedoch in diesem Fall die Multiplikation zweckmäßigerweise so, daß das Kommuta- 
tivgesetz gültig bleibt: (-7) (+4) = (+4): (-T7). Also ist (-7) (+4) = —28, allgemein 
(-u) (+v)= -u’v 

Um das Ergebnis der Multiplikation (— 7) (—4) zu finden, vergleicht man die bisher festgelegten 
drei Multiplikationen miteinander. Dabei stellt man fest, daß Vorzeichenänderung bei einem der 
beiden Faktoren eine Vorzeichenänderung des Produktes bedingt. Deshalb wird auch festgesetzt: 


(-T):(-4) = +28, allgemein (-u) : (-®) = +u°v. 
Zusammenfassend gilt damit für die Multiplikation: 





Beispiele: 1. (-13) (+5) = -65. 2. (- 8): —12) = +96. 
u (+36) = + 108. 
4. (-3i=(-3):.(-39):(-9°(-)- +8. 
Gesetze der Multiplikation. Wie bereits an der Einführung der Multiplikation und an dem 
Beispiel mit drei Faktoren ersichtlich ist, gelten | —— 
Kommutativ- und Assoziativgesetz auch für die 
Multiplikation ganzer Zahlen a, b, c. 
Für natürliche Zahlen (c > 0) galt außerdem das 


Monotoniegesetz Ausa <bfolgta-e <b-c 





Dieses Gesetz gilt für ganze Zahlen nicht; aus a < b und negativem c folgt ac > bc, wie folgendes 
Gegenbeispiel zeigt: 


Es ist (+5) <(+7), aber (+5) :(-3) > (+7): (-3). 
Dividieren. Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Deshalb ist (+ 12) :(-4) = x 
gleichbedeutend mit (-—4) + = + 12. Das ist aber nur für x = — 3erfüllt. In ähnlicher Weise kann 


man sich die Divisionsregeln für alle Vorzeichenkombinationen herleiten. Allgemein gilt: 







Beispiele: 


(+72):(+6) = +12. (+119):(-19)= 
(-75):(+25)=- -3. (-N):.(-N)=+ ER 


Positive ganze Zahlen - natürliche Zahlen. Mit den positiven ganzen Zahlen und der Null, also 
eigentlich mit den nichtnegativen ganzen Zahlen, läßt sich genauso rechnen wie mit den’natürlichen 
Zahlen; Beispiele einander entsprechender Auf- Bere 

gaben sind nebenan angegeben. Diese Tatsache Beispiele: 


diente ja zum Teil sogar als Leitfaden bei Fest- 7. 4+7=11l (+4) + (+7)= +11. 
legung der Rechenregeln. De RM (+42)- (+5)= + 7. 
Deshalb kann man bei den positiven ganzen 3, 3 - 9 = 27 (+3) » (+9) = +27. 
Zahlen das Vorzeichen weglassen, sie also gewis- 4, 39 : 3= 13 (+39) : (+3) = +13. 


sermaßen durch die natürlichen Zahlen ersetzen. 
Aus dem jeweiligen Zusammenhang muß dann entnommen werden, ob sie als natürliche Zahlen - 
mit Anzahlcharakter — oder als positive ganze Zahlen anzusehen sind. Die Schreibweise in Rech- 
nungen wird dann wesentlich einfacher: 

FN H-II- FH 29 - IT - 6 + 21,78; 

7°(-9) = —-63; (—-56) :(-7) = 8. 

Zur Gesehiehte der ganzen Zahlen. Die griechische Mathematik kennt die negativen Zahlen nicht, 
allerdings finden sich bei dem spätgriechischen Mathematiker DIoPHANT (um 250 u: Z.) erste Ansätze. 
Bei den Indern (um 700 u.Z.) jedoch war das Rechnen mit negativen Zahlen voll entwickelt. 
Interessant ist dabei, daß die Bezeichnungen für positiv und negativ von ihren Wörtern für @ut- 
haben und Schulden herrühren. Die negativen Zahlen spielen besonders in der indischen Gleichungs- 
lehre eine große Rolle. 
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In Europa fassen die negativen Zahlen erst recht spät Fuß; das liegt wohl daran, daß von der 
mathematischen Brücke zwischen Indien und Europa, den Arabern, die negativen Zahlen abgelehnt 
wurden. Den Durchbruch schaffte hier Michael Stireu (1487—1567) mit seiner Aröthmetica integra 
(1544). Die endgültige Verankerung der ganzen Zahlen in der Mathematik erfolgte aber erst 1867 
durch Hermann HANKEL. 


III. Rationale Zahlen — Bruchreehnung 


GRUNDLAGEN 


Was sind Brüche? Wenn 6 Äpfel unter 3 Kinder gleichmäßig verteilt werden sollen, so rechnet 
man 6:3 = 2 und weiß damit, daß jedes Kind 2 Äpfel bekommt. Hat man für den gleichen Zweck 
nur 2 Äpfel zur Verfügung, so muß man die Divisionsauf- 
gabe 2: 3 lösen. Diese Aufgabe ist aber mit natürlichen Zah- 
len nicht lösbar, sie geht nicht auf. Trotzdem wird man die 
Verteilung bewerkstelligen, indem man zum Messer greift. In 
diesem Fall wird die Äpfelmenge für jedes Kind durch den 


2 
Bruch Fr gekennzeichnet. Auch alle ähnlichen Fälle führen 


auf Brüche. 


z Ganzer. — 





Erklärungen. Jeder Bruch hat die Form u . Der Zähler p gibt 


die Anzahl der geteilten Ganzen an, der Nenner g gibt an, in 2 Äpfel für 3 Kinder 
wieviel Teile geteilt worden ist. Der Bruchstrich verläuft waage- 

recht; er tritt gewissermaßen an die Stelle des Divisionszeichens. Nur bei fortlaufendem Text und 
eingliedrigen Zählern und Nennern sind auch schräge Bruchstriche gebräuchlich: ?/,. Brüche mit 


i" 1» 1 
dem Zähler 1 heißen Stammbrüche, z.B. 3’8°’72° Brüche, deren Zähler kleiner ist als der 
Nenner, heißen echte Brüche, z. B. = . Ei, A ; ID. 
Brüche, bei denen der Zähler größer ist als der Nenner, heißen unechte Brüche, z.B. g’3°’ 7° 


5 
Auch Brüche mit gleichem Zähler und Nenner wie 5 sind unechte Brüche. 


Ist der Zähler eines Bruches gleich dem Nenner eines anderen und umgekehrt, so heißen die Brüche 


3 5. 17 6 
zueinander invers oder reziprok; z.B. — und —; — und —.. 
5 3.6 17 
4 3 
Fir: 5. Dagegen sind = und 5 5 ungleich- 
namige Brüche. Haben zwei Brüche gleiche Nenner, aber ler EL so ist ir mit dem 


Brüche mit gleichen Nennern heißen gleichnamig, z.B. 


2 6 
größeren Zähler der größere, z.B. 7<7 . Bei gleichen Zählern, aber verschiedenen Nennern, ist der 


Bruch mit dem kleineren Nenner R rain BB. 


9<E Zähler oder Nenner können auch negativ 
-3 —2 7 


sein, z.B. er . Wegen der Vorzeichenregeln beim Rechnen mit ganzen Zahlen gilt 
-3 3 3. -3 
ee er ee % In der Regel werden die Vorzeichen vor den Bruchstrich (in gleicher 


Höhe mit ihm) geschrieben, also nicht in Zähler oder Nenner. Erst dann gelten die angeführten 
Erklärungen der echten und unechten Brüche auch für negative Brüche. Daß im folgenden bei den 
Beispielen überwiegend positive Brüche benutzt werden, geschieht nur zur Vereinfachung der 
Darstellung; sinngemäß gilt alles auch für negative Brüche. 


Formänderungen. Teilt man einen Apfel in 3 Teile (Abb.) und nimmt davon I Teil, so hat man die 


1_%2 
gleiche Quantität wie bei einer Teilung in 6 Teile, wenn davon 2 Teile genommen werden, =. 


3 6 
2 45 20 2 4 6 24 
Entsprechend gilt z. B. ei ae 12’ au er ann: 
Erweitern. Wenn zwei Brüche derart beschaffen sind, daß Zähler und Nenner des zweiten Bruches 
gleiche Vielfache von Zähler und Nenner des ersten Bruches sind wie bei 
zweite Bruch sei aus dem ersten durch Erweitern entstanden: 


3 Mathematik 


8 4 d 
a sagt man, der 
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Ein Drittel ist genausoviel wie zwei 
Sechstel 


36 27 
4’ 8° 36 


Erweitern heißt: Zähler und Nenner eines Bruches mit der gleiehen 
Zahl multiplizieren. 


Kürzen heißt: Zähler und Nenner eines Bruches dureh die gleiehe 
Zahl dividieren. 


Man kann also jeden Bruch kürzen, in dem Zähler und 

2 2-3 6 
Nenner gleiche Faktoren enthalten. In 7 Tr3"ı 
deutet der Übergang von links nach rechts Erweitern, 
von rechts nach links Kürzen. Da das Kürzen im allge- 
meinen Zähler und Nenner verkleinert, ist es meist vor- 
teilhaft, Brüche möglichst weitgehend zu kürzen. 


Die rationale Zahl. Alle Brüche, die die gleiche Quantität 
darstellen, die also durch Erweitern oder Kürzen oder 
beides ineinander übergeführt werden können wie z.B. 
3.6 27 
(4; 8 „1 2 aeg 36’ 
zusammengefaßt, zu einer rationalen Zahl. Die Brüche 


.) ‚ werden zu einer einzigen Zahl 


sind lediglich verschiedene Darstellungsweisen ein und derselben rationalen Zahl. Es 


ist üblich, diese Zahl in der nicht weiter kürzbaren Schreibweise anzugeben, in diesem Fall also 


3 3 
mit —. Demnach hat 4’ wie alle nicht mehr kürzbaren Brüche, eine doppelte Bedeutung: Erstens 


e 


stellt es einen Bruch dar, zweitens eine rationale Zahl, steht also für die Gesamtheit aller Brüche, 
die sich durch Erweitern ergeben und verschiedene Schreibweisen derselben Zahl sind. Beim 
Rechnen kann jede Schreibweise einer rationalen Zahl je nach Bedarf durch eine beliebige andere 
Schreibweise derselben Zahl ersetzt werden. Auch Brüche mit dem Nenner 1 bzw. solche, die durch 


” * 6 18 
Erweitern aus ihnen hervorgehen, wie Tu ae de an werden in den Bereich der ratio- 
; N A j 15 5 | 
nalen Zahlen einbezogen und sind den ganzen Zahlen gleichwertig, z.B. Zap 5, u Fa 1, 


Auch hierbei gilt, daß - den Bedürfnissen entsprechend - eine Schreibweise durch die andere er- 
setzt werden kann. Die ganze Zahl 0 wird durch sämtliche Brüche dargestellt, die den Zähler 0 


N haben. 


Ein Nenner 0 ist in jedem Fall ausgeschlossen. 


Anordnung der rationalen Zahlen. Wie für die natürlichen und die ganzen Zahlen, so gilt 
auch für zwei rationale Zahlen r, und r, entweder r, < r, oder r, = r, oder r, > r,. Will man von 
zwei rationalen Zahlen feststellen, welche die größere ist, macht man sie gleichnamig, d.h., man 


sucht zwei ihrer Schreibweisen, die gleiche Nenner haben, und vergleicht die Zähler; aus -> = 
33 


21 
und 


für gleiche Zähler zu sorgen und die Nenner zu vergleichen ; aus 


20 


60 


folgt e: 
olg 20° 12° 


Fall ist das Produkt beider Nenner ein gemeinsamer Nenner. Manchmal ist es allerdings bequemer, 


35 
12 60 


Zwei gleichnamige Schreibweisen lassen sich immer finden; in jedem 


3 in 4, emelk 3: 
u Tr 28 "13° 


Auch im Bereich der rationalen Zahlen gibt es weder eine kleinste noch eine größte Zahl. Die Nach- 
folgerbeziehung gilt aber nicht mehr: Eine beliebige rationale Zahl hat weder einen unmittelbaren 
Vorgänger noch einen unmittelbaren Nachfolger. 


Zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen r, und r, liegen stets noch weitere, sogar unendlich 


viele rationale Zahlen r. Für sie gilt 


Is 
2 


-2 
FH) 


f 


1 


<r<rnoderr, >r>r,. 


(7 (# (3 


Zahlengerade 
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Die Zahlengerade. Wegen der Anordnung lassen sich auch die rationaien Zahlen durch Punkte 
bew. Pfeile auf der Zahlengeraden veranschaulichen. Dabei erscheint bei den einzelnen Punkten 
zur jeweils eine Schreibweise der dargestellten rationalen Zahl. Würde man alle Brüche veranschau- 
Echen, so stünden sämtliche Schreibweisen einer rationalen Zahl an derselben Stelle. Auch hier 
zült: Je kleiner (größer) die Zahl ist, desto weiter links (rechts) steht sie auf der Zahlengeraden. 


RECHNEN MIT GEMEINEN BRÜCHEN 


Diese Überschrift wurde an Stelle von Rechnen mit rationalen Zahlen gewählt, weil zunächst das 
Bechnen mit rationalen Zahlen an den gemeinen Brüchen als ihren Schreibweisen erläutert wird. 
In den folgenden Abschnitten werden die Dezimalbrüche als eine weitere Schreibweise rationaler 
Zahlen behandelt, für die sich auch das Rechnen etwas anders gestaltet. Die Bezeichnung gemeiner 
Bruch, ursprünglich im Gegensatz zu Sexagesimalbrüchen, dient der Unterscheidung von den 
Dezimalbrüchen (und hat nichts mit niederträchtig zu tun). 


Addieren und Subtrahieren. Dabei kann es sich um ein Operieren mit gleichnamigen oder ungleich- 
namigen Brüchen handeln. 


Gleichnamige Brüche werden addiert oder subtrahiert, indem man die Zähler 
addiert oder subtrahiert; der Nenner bleibt unverändert. 





a er ae Ve = 

el De WE NAT 

Demzufolge kann man jeden unechten Bruch in zwei Summanden aufspalten, von denen der erste 
7,1 22 20 2 


die Schreibweise einer ganzen Zahl hat und der zweite ein echter Bruch ist: 77 B= 7575 - 5 
8 1 22 2 
Man schreibt deshalb unechte Brüche häufig als gemischte Zahlen, z.B. 7 17; aha da; zwischen 


der ganzen Zahl und dem echten Bruch ist dabei ein Additionszeichen zu denken. Die Verwandlung 
gemischter Zahlen in unechte Brüche wird in älterer Literatur häufig als Einrichten bezeichnet. 


Ungleiehnamige Brüche werden addiert oder subtrabiert, in- 
dem man sie gleiehnamig maeht und dann addiert oder sub- 
trahiert. Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsehaftliehe 
Vielfache der Nenner. 


Gleichnamigmachen von Brüchen bedeutet, Schreibweisen der betreffenden rationalen Zahlen 
suchen, die in den Nennern übereinstimmen. Das Gleichnamigmachen ist also lediglich eine Form- 
änderung und geschieht im allgemeinen durch Erweitern. 





2 5 
a) 79 + r& In diesem (einfachsten) Fall ist der eine Nenner gemeinschaftliches Vielfaches der 
2 5 
anderen Nenner; daher ist für diese Brüche 12 der Hauptnenner. Man erweitert deshalb 3 und nr 


I... 8 7 15 16 4 


2 

| Tut mn u nn” 

=1 3° Meist vereinfacht‘ man sich die Ausführung, indem man die zweite Summe sofort zu einem 
.„2 75 8-7+15 

Bruch vereinigt, dessen Zähler dann die Summe der einzelnen Zähler ist: 32 se 


so mit 4 bzw. 3, daß sie ebenfalls den Nenner 12 erhalten: 


4 ; 1 4 12 
7 
er8- 11 
b) 7 + 10 "15: Hier muß ein gemeinschaftliches Vielfaches der Einzelnenner erst gesucht werden. 


Es ließe sich durch Probieren oder Raten finden, etwa 60. Die Brüche wären dann - der Reihenfolge 
nach — mit 10, 6 und 4 zu erweitern. Um 


Beispiel: Ewf die Zähler, mit denen man zu rechnen Besansel, 
ae Bu hat, möglichst klein zu halten, wählt man al an 12 

10 E- 9:5|3 als Hauptnenner HN das kleinste gemein- 21 8 12 

15 - 2.519 schaftliche Vielfache kgV der einzelnen 0 Ser 9 
= Nenner. Man bestimmt das kgV in der = ang 19T 

HN 2:3:5= 30 üblichen Weise etwa durch Zerlegen in Ewf 

1 3 11 5-+9-22 Primfaktoren. Aus derProduktdarstellung 21] —=3-7 23 — 8 

5 + AT — 30 des Hauptnenners ergibt sich auch der RT) 9:7 = 9] 
u 4 jeweilige Erweiterungsfaktor Ewf, wenn 9- 22-3 | 2-7= 14 

= —— — — die Primfaktoren des betreffenden Nenners HN 2:.3:7 2168 
30 15 weggelassen werden; ist z. B. der Haupt- Ye: 


nenner 2- 3 5, der letzte Nenner aber 15 = 3-5, so ist sein Erweiterungsfaktor 2. 
3* 
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c) Bei der Bestimmung des Hauptnenners durch Primfaktorenzerlegung der Einzelnenner braucht 
eine ganze Zahl, im rechtsstehenden Beispiel, nicht berücksichtigt zu werden, da sie den Nenner 1 
hat. Mit dem gefundenen Hauptnenner 168 erhält man 


800 3 11 r 640 — 63 — 154 + 336 759 253 ( 2) 
Tee Be Ce 168 168 56 \ 56)' 
3 E 2 
d) 5 En Er Hier haben die Nenner keine gemeinsamen Faktoren, sie sind paarweise teiler- 


113 

180° 
Gesetzedes Addierens. Auch für die Addition rationaler Zahlen gelten die für das Rechnen mit 
ganzen Zahlen angegebenen Gesetze, das Kommutativ-, Assoziativ- und Monotoniegesetz. 


fremd. Der Hauptnenner ist deshalb das Produkt der Einzelnenner; die Lösung ist 


Multiplizieren und Dividieren, Bei den gemeinen Brüchen lassen sich die Rechenoperationen zweiter 
Stufe leichter ausführen als die erster Stufe, weil das Bestimmen des Hauptnenners entfällt. Man 
braucht deshalb auch nicht zwischen Operationen mit gleichnamigen und mit ungleichnamigen 
Brüchen zu unterscheiden. 


Multiplizieren. Für die Bedeutung der Multiplikation von Brüchen im täglichen Leben gibt es 
viele Beispiele; z. B. die folgende Aufgabe: Ein Schleppzug mit Lastkähnen fährt mit einer Ge- 


1 3 
schwindigkeit von 45 km/h; welchen Weg legt er in 27 Stunden (h) zurück ? 


Das Produkt von Brüchen ist wieder ein Bruch; sein Zähler ist das Produkt 
der Zähler, sein Nenner ist das Produkt der Nenner der Faktoren. 


C AN 
dad 


Ganze Zahlen werden dabei wieder als Brüche mit dem Nenner 1 aufgefaßt. Um beim Rechnen 
große Zahlen (und damit Fehler) möglichst zu vermeiden, kürzt man vor dem Ausmultiplizieren. 


Beiinielsnd. Fe a eben a En ee 15). 
5 8 5-8 5-4 20 33.7. 98 „7.58 1.8, 8 8 

92 7-92 1-31 3 1 11 27 le 
TEE Yan 7 DIBRERUETER! el a 


Das letzte Beispiel zeigt, daß das Produkt zweier zueinander inverser Zahlen 1 ist. Diese Eigen- 
schaft läßt sich zu einer einfacheren Erklärung der Inversität ausnutzen: 


Zwei rationale Zahlen heißen zueinander invers oder reziprok, wenn ihr Produkt 1 ist. 


1 
2.B.sind —3 und — 3 zueinander reziprok wegen — 3 (-5) = 1. Danach gibt es zu jeder ratio- 


nalen Zahl außer 0 eine inverse. 
Dividieren. Die folgende Aufgabe möge zeigen, daß auch das Dividieren von Brüchen praktische 


1 
Bedeutung hat: Ein Kleinroller hat im Mittel einen Brennstoffverbrauch von 25 ! auf 100 km; 


1 
wie weit kann man fahren, wenn der Tank anfangs 67 ! enthält ? 


Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit seinem inversen Pat» HA d 
Bruch multipliziert. ar A: 


Von der Richtigkeit dieser Ausführung der Division überzeugt man sich durch folgende Überlegung: 





2i.-8 204 
ar da die Division die Umkehrung der Multiplikation ist, muß das Produkt aus 
2 ad c a 
Quotient und Divisor den Dividend ergeben, und es ist auch — ar ee =, bzw > 7a Mu = 
B ] al 5 7-8 7:2 14 2 3 6 | ch 28 6 A ee 
PET TI BT I ee ee ea 
Pt 16 30: 39 15-3 45 5 Pen 11 11-12 


1 TER Tr 
Da die Division rationaler Zahlen auf die Multiplikation zurückgeführt wurde, gilt 
Mit rationalen Zahlen ist jede Division - mit Ausnahme der durch 0 - ausführbar ! 
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. 3 5 

Doppelbrüche. Zähler und Nenner von Brüchen können selbst Brüche sein, z. B. 7’9°% 
5 8 


Wegen der umständlichen Schreibung führt man solche Doppelbrüche auf einfache zurück, indem 
man - entsprechend der ursprünglichen Erklärung - den Hauptbruchstrich durch das Divisions- 
zeichen ersetzt. 

Es ist wichtig, daß man den Hauptbruchstrich hervorhebt, indem man ihn etwas länger macht 
und bei Rechnungen in Höhe von Gleichheits- und Rechenzeichen setzt. Andernfalls treten Ver- 
wechslungen auf. 

















2 
nn 3 7 5 15 N Be er 1 
a a u a u er er ee 
5 8 
2 3 
| 1 3 215 1-8 
rt rer le er 
) 
Gesetze des Multiplizierens | Kommutativgesetz 
im Bereich der Assoziativgesetz a-(b’c)=(a'b)-c 
rationalen Zahlen = 
Distributivgesetz a'(b+e)=a-b+a'c 





DEZIMALBRÜCHE 


Grundlagen. In einem Positionssystem kommen den Ziffern innerhalb eines Zahlzeichens außer den 
Zahlwerten auch Stellenwerte zu; so gibt z. B. in 3752 die 5 durch ihre Stellung an, daß es sich um 


1 
5 Zehner (Z) handelt. Bei einem dekadischen Positionssystem beträgt jeder Stellenwert 10 des links 


von ihm stehenden. Solange nur natürliche bzw. ganze Zahlen in diesem System dargestellt wurden, 
mußten die Einer (E) letzter Stellenwert sein. 

Zur Darstellung rationaler Zahlen kann dieses System über die Einer hinaus fortgesetzt werden. 
Dann ergeben sich von links nach rechts im Anschluß an die Einer die Stellenwerte Zehntel z, 
Hundertstelh, Tausendstel t usw. War IT. 

vorher die Stellenzahl durch die Einer Beispiel: 58,37 bedeutet: 


nach rechts begrenzt, so ist sie jetzt bei- 58,37 =52+8E +3z+ a f 
derseits unbegrenzt. Daher muß eine 

Stelle — gewissermaßen als Bezugs- er EB 107 L5 100 
punkt — ausgezeichnet werden. Zu die- 3 7 

sem Zweck wird zwischen Einern und = 503 877, 0 Top‘ 


Zehnteln ein Komma gesetzt. 

Das entspricht auch dem Verfahren bei dezimal geteilten Maßen; 7,5 em bedeutet 7 cm und 5mm, 
weil ein Millimeter ein Zehntel eines Zentimeters ist, und 3,75 m bedeutet 3 m und 75 cm, weil 1 m 
die Länge von 100 cm hat. 

Außer in Verbindung mit solenen Benennungen (lies drei-Komma-fünfundsiebzig Meter) sind die 
Stellen nach dem Komma einzeln zu sprechen (für 2,31 lies zwei-Komma-drei-eins), da sonst leicht 
Fehler auftreten können; welche Zahl z. B. ist größer - drei-Komma-elf oder drei-Komma-neun ? 
Die Stellen nach dem Komma heißen Dezimalen, auch Dezimalstellen. Zehntel stellen also die erste 
Dezimale dar, Hundertstel die zweite usw. Die Zahl 4,81 hat drei Stellen, aber nur zwei Dezimalen. 
Jede nicht ganze Zahl, die im oben erläuterten Dezimalsystem geschrieben ist, z. B. 0,375 oder 17,8, 
nennt man Dezimalbruch. Unter einem Zehnerbruch hingegen soll ein gemeiner Bruch verstanden 


: N 3 17 
werden, dessen Nenner eine Potenz von 10 ist, also 10, 100, 1000 usw., z. B. 10’ 100000' Statt 


Dezimalbruch findet man auch die Bezeichnung Dezimalzahl, jedoch erfolgt die Verwendung dieses 
Begriffs nicht einheitlich in diesem Sinne. 


Umschreibungen. Vom gemeinen Bruch zum Dezimalbruch. Jeder Zehnerbruch läßt sich 
ohne weiteres in einen Dezimalbruch umschreiben, indem man seinen Zähler auf die durch den 


je 3 23 20 + 3 2 3 70105 
Beispiele: 1.79 — .0:3.,.2, 0 oo, "n + 100” 0,23. 3 100 ” 70,105. 
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Nenner im Dezimalsystem bezeichnete Stelle setzt und - sofern der Zähler mehrere Ziffern hat - 
auch die vorangehenden Stellen berücksichtigt. Wegen 10 = 2-5 enthalten alle Zehnerpotenzen 
nur die Primfaktoren 2 und 5 im Nenner. Daher kann man alle Brüche, deren Nenner auch keine 
anderen Primfaktoren enthalten, durch Erweitern stets zu einem Zehnerbruch umformen und 


35 3 1375 
—= 1,875. 


: 7 
dann den Zehnerbruch als Dezimalbruch schreiben. >" 00” 0,35; 1 3" I000 


Eine derartige Umformung ist unmöglich, wenn der Nenner des gemeinen Bruches andere Prim- 
faktoren als 2 und 5 enthält und diese sich nicht wegkürzen lassen. Solche gemeinen Brüche lassen 
. sich nicht zu Dezimalbrüchen der bisherigen Form umschreiben. Folgende Überlegungen helfen hier 
weiter: Die Division 2 : 7 ist innerhalb der natürlichen Zahlen nicht ausführbar. Im Bereich der 
rationalen Zahlen ergeben sich zwei Möglichkeiten: 


&) 2: =: - = —'- — —-: 


3 1 7 7° 
b) 2 :7 = 0,28571428... In Gedanken: 
20 20 
60 2 durch 7 gleich 0, Rest 2 = 10 
= 20 a re 
en Ti a ern 
= 60 8 4 40 
30 me re Me Es 
in 100 durch 7 gleich 100’ Rest 10 1000 
60 usw. 


Der Umwandlung des Restes auf die nächste Zehnerpotenz entspricht das Weiterrücken um eine 
Dezimale. Das Verfahren verläuft wie die schriftliche Division natürlicher Zahlen; beim Übergang 
von Einern zu Zehnteln im Dividenden ist das gleiche im Quotienten zu tun, also ein Komma zu 
setzen. 


a ol. 2 
Die beiden Ergebnisse der Division 2 : 7 werden gleichgesetzt, 7 0,28571428... Dabei kann die 
Division in b) nie abbrechen, weil sich sonst der entstehende Dezimalbruch auch als Zehnerbruch 


..2 
schreiben ließe, für 7 aber keine derartige Schreibweise möglich ist. Es entsteht also ein nicht- 


abbrechender, unendlicher Dezimalbruch. Da bei einer nicht aufgehenden Division durch 7 höchstens 
6 verschiedene Reste auftreten können (1, 2,..., 6), muß spätestens der siebente Rest schon unter 
den vorangegangenen aufgetreten sein, d. h., spätestens von der siebenten Stelle an wiederholen 
sich die Ziffern im Ergebnis in gleicher Reihenfolge, weil sich auch die Reste wiederholen. Der ent- 
stehende Dezimalbruch ist also periodisch, wobei die Länge der Periode beim Nenner (Divisor) 7 
höchstens 6 ist. 


Ist z ein gekürzter Bruch, und enthält q auch von 2 und 5 verschiedene Primzahlen, so ist der 
zugehörige Dezimalbruch periodisch, und seine Periode hat höchstens q — 1 Zittern. 
Die Periodizität wird gekennzeichnet, indem die Periode nur einmal geschrieben und überstrichen 
wird: 
1 


_ 34 7 2 1 |———n 
Fer 0,33... = 085 99 rt 1,416; 6 0,4230769 


(lies null-Komma-drei-vier-Periode-drei-vier oder eins-Komma-vier-eins-sechs-Periode-sechs). 
In den ersten beiden Beispielen sind die Dezimalbrüche reinperiodisch: Die Periode beginnt gleich 
nach dem Komma. Die letzten beiden haben zwischen Komma und Beginn der Periode weitere 
Ziffern. Man nennt diese Ziffern Vorziffern oder Vorperiode, die Dezimalbrüche heißen gemiäscht- 
periodisch; sie entstehen immer, wenn der Nenner die Faktoren 2 oder 5 mit enthält. 


Vom Dezimalbruch zum gemeinen Bruch. Die Umformung eines endlichen Dezimalbruchs 


ze p3 - 1 7 10 +7 17 
Bruch fol i ä IB u A ee I 
in an en ruch folgt aus seiner Erklärung, z. B. 0,17 10 Es 100 100 100: 


6,05 = 100” 2»: Man setzt also die Ziffern des Dezimalbruchs - bei Weglassen von Komma und 


= 0,34 


von „Anfangsnullen‘“ - als Zähler und diejenige Zehnerpotenz als Nenner, die der Dezimalenanzahl 
entspricht. Auch jeden periodischen Dezimalbruch kann man in einen gemeinen Bruch umwandeln. 
Bei einem reinperiodischen Dezimalbruch setzt man die Ziffern der Periode als Zähler und die der 


3 1 


Periodenlänge entsprechende Zehnerpotenz, vermindert um 1, als Nenner, z.B. 0,3 = 577° 
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Beispiell: Beispiel 2: 027, = = = 0,253 = - Auf der 
2 0,369 En 0,358 zunächst noch nicht bewiesenen Tatsache, 
q q daß mit unendlichen periodischen Dezi- 
p 2» ar malbrüchen genauso gerechnet werden 
1 a ee darf wie mit endlichen, beruht das in 
den nebenstehenden Beispielen ange- 
Do as ie 355 wandte Umwandlungsverfahren. Seine 
F ey 10 Anwendung setzt außerdem gewisse 
- 369 = 955 355 Kenntnisse über das Arbeiten mit Glei- 
Bun — = —;99 — —— chungen voraus. Die Anwendung der an- 
q 999 9 10 990 gegebenen Regel führt zum gleichen Er- 
p 41 Po 71 gebnis, wenn man aufspaltet und um- 
q = q - 198 formt: 
0,358 = 0,3 + 0,058 = 0,3 + 0,58 - 0,1 - ER Er 1 
le hd a a a a ET Ta Te Tees 


Jeder gemeine Bruch läßt sich als endlieher oder periodiseher Dezimalbruch sehreiben. — Jeder 
endliehe und jeder periodische Dezimalbruch lassen sich in einen gemeinen Bruch umwandeln. 
Gemeine Brüche einerseits, endlicehe und periodische Dezimalbrüche andererseits sind zwei ver- 
schiedene Schreibweisen der gleichen Zahlenart, der rationalen Zahlen. 


Um hier die Unterscheidung zweier Möglichkeiten - endlicher und periodischer Dezimalbrüche - 
zu vermeiden, kann man folgende Überlegung anstellen: Nach dem angegebenen Verfahren läßt 


sich zeigen, daß 0,9 = 1 ist. Daher kann man jeden endlichen Dezimalbruch und entsprechend 
jede ganze Zahl in einen periodischen Dezimalbruch verwandeln, indem man die letzte von Null 
verschiedene Ziffer um 1 erniedrigt und die Neunerperiode anhängt: 


0,84 = 0,839; 3,156 = 3,1559; 17 = 16,9. 


RECHNEN MIT DEZIMALBRÜCHEN 


Hier wird nur das Rechnen mit endlichen Dezimalbrüchen behandelt; periodische Dezimalbrüche 
sind vor dem Rechnen entsprechend zu runden - oder man muß mit gemeinen Brüchen rechnen. 


Addieren und Subtrahieren. Beim schriftlichen Addieren und Subtrahieren von Dezimalbrüchen 
verfährt man genauso wie bei natürlichen bzw. ganzen Zahlen: Gleiche Stellen werden unterein- 
ander geschrieben, Komma also unter Komma, se 

unter Berücksichtigung entsprechender Überträge Beispiele: 1. 713,28 2. 38,038 


wird spaltenweise von rechts nach links vorgegan- .= a 2 en 58 
gen, und beim Übergang von Zehnteln zu Einern en. a en 
wird auch im Ergebnis das Komma gesetzt. Die 737,235 28,8672 


bequeme Ausführbarkeit der Rechenoperationen 
erster Stufe ist ein wesentlicher Vorteil der Dezimalbrüche gegenüber den gemeinen Brüchen. 


Multiplizieren. Jeder endliche Dezimalbruch läßt sich in einen Zehnerbruch verwandeln; Zehner- 
brüche als gemeine Brüche lassen sich in bekannter :Weise multiplizieren, z. B. 0,175 3,5 


175 35 175 35 6125 on u A 
ee Bm m ‚ wobei nicht gekürzt werden darf. Das Ergebnis ist wieder ein 


Zehnerbruch, dessen Zähler das Produkt der Einzelzähler ist und dessen Nenner bei der Umwand- 
lung in einen Dezimalbruch soviel Dezimalen liefert, wie die Fak- 
toren zusammen haben. Das gleiche Ergebnis ergibt die nebenstehende Beispiel: 0,175 - 3,5 





Berechnung. Te 
Man multipliziert zwei Dezimalbrüche, indem man zunächst ohne Rück- 875 
sicht auf das Komma - also wie bei natürlichen Zahlen — multipliziert 0,6125 


und dem Ergebnis soviel Dezimalen gibt, wie dieFaktorenzusammen haben. 
Mit Zehnerpotenzen wird multipliziert, indem lediglich das Komma um soviel Stellen nach rechts 
versetzt wird, wie die Potenz Nullen hat: 7,136 - 100 = 713,6. 


Dividieren. Ein Quotient ändert sich nicht, wenn man Dividend und Divisor mit der gleichen Zahl 
multipliziert (vgl. Erweitern von Brüchen), z.B. 12:4 = 48:16 = 120:40 = 12:0,4=6:2 
— 3. Um sich auch beim Dividieren an das Verfahren bei den natürlichen Zahlen anlehnen zu 
können, formt man Dividend und Divisor unter Ausnutzung dieser Tatsache so um, daß der 
Divisor eine ganze Zahl ist, am einfachsten durch Multiplikation mit Zehnerpotenzen, z. B. 33 : 6,5 
—330 : 65; 6,729 : 13,58 = 672,9 : 1358. Jetzt läßt sich die Division wie bei natürlichen Zahlen 


40 ‘DAS RECHNEN MIT ZAHLEN UND ALLGEMEINE ZAHLSYMBOLE 


durchführen, wobei beim Übergang von Einern zu Zehnteln im Dividenden der gleiche Übergang 
auch im Quotienten durch Setzen eines Kommas vollzogen wird. 


Beispiele: 1. 47,275 : 3,1 2. 714,5 : 100 = 7,145. 
—= 472,75.:31 =: 15,25. 3. 1,92 : 1000 = 0,00192. 
162 
>77 Durch Zehnerpotenzen wird dividiert, indem das 


55 Komma im Dividenden um soviel Stellen nach links 
— gerückt wird, wie der Divisor Nullen hat. 


Abgekürzte Rechenverfahren. Das Multiplizieren und das Dividieren von Dezimalbrüchen liefern 
im allgemeinen Ergebnisse, die mehr Stellen haben als die Ausgangszahlen. Handelt es sich bei 
den Ausgangszahlen nicht um absolut genaue Zahlen, sondern um Näherungszahlen, die gerundet 
oder durch Messung mit Fehlern behaftet sind, so sind diese Stellen unzulässig oder besser sinnlos, 
weil eine nicht vorhandene Rechen- oder Meßgenauigkeit vorgetäuscht wird (vgl. Hauptabschnitt 
Fehler-, Ausgleichs- und Näherungsrechnung). 


Bei Rechenoperationen erster Stufe mit Näherungszahlen dürfen im Ergebnis nur soviel Dezi- 
malen als zuverlässige Dezimalstellen angegeben werden, wie die Ausgangszahl mit der geringsten 
Anzahl Dezimalstellen hat. Bei Multiplikation und Division hat das Ergebnis nur soviel gültige 
Ziffern (nicht Dezimalen!) wie die Ausgangszahl mit der kleinsten Anzahl gültiger Ziffern. 


Gültige Ziffern einer Zahl sind all ihre Ziffern mit Ausnahme der vor der ersten von Null verschie- 
denen Ziffer stehenden Nullen; z. B. haben sowohl 307,6 als auch 0,0002643 vier gültige Ziffern. 
Um sich das Berechnen von Stellen, die über die zuverlässige Stellenzahl hinausgehen, zu ersparen, 
benutzt man abgekürzte Verfahren, bei denen das Ergebnis von vornherein nur die geforderte oder 
die zulässige Stellenzahl hat. 


Abgekürztes Addieren und Subtrahieren. Haben die Summanden die gleiche Anzahl zuver- 
lässiger Dezimalen, so wird in der üblichen Weise addiert oder 
subtrahiert. Bei ungleicher Dezimalenanzahl wird wie folgt ver- 
2,7362 m 2,736 m fahren: Sei die kleinste vorkommende Dezimalenanzahl k, so run- 

+ 0,8749 ma + 0,875m det man alle mit größerer Genauigkeit angegebenen Werte auf 
+17,53 m@®9+ 1753 m %-+ 1 Dezimalen und addiert bzw. subtrahiert dann, wobei die 
+ 8,665 m® + 8,665m Jetzte Stelle nur beim Übertrag berücksichtigt wird, so daß das 
99.81 m Endergebnis nur k Dezimalen hat. Ist für die Summe bzw. die 

a Differenz von vornherein eine Genauigkeit bis zur k-ten Dezimale 

gefordert, so wählt man die Summanden ebenfalls möglichst bis zur (k + 1)-ten Dezimale genau. 


Abgekürztes Multiplizieren. Hier kommt es nicht auf die Dezimalstellen, sondern auf die 
gültigen Ziffern an. Wenn der eine Faktor k gültige Ziffern hat und der andere eine größere Anzahl, 
so rundet man diesen auf k + 1 Ziffern (eine Überstelle). Es ist zweckmäßig, den Faktor mitk + 1 

Ziffern als Multiplikator zu schreiben 


Beispiel: 


Beispiel: 27,8673 - 49,23 278,67 : 4,923 und - besonders für größere k - durch 
1114692 1114 68 passende Umformungen dafür zu sor- 

2508057 250 80 gen, daß der Multiplikand nur noch 

557346 557 Einer vor dem Komma hat, z. B. 

836019 83 27,8673 - 49,23 — 278,673 - 4,923. Das 

1371,907179. 1371,9 x 1372 anschließende Vorgehen wird am deut- 


lichsten durch Gegenüberstellung von 
normalem und abgekürztem Multiplikationsverfahren. Während bei der ersten Teilmultiplikation 
noch der ganze Multiplikator auftritt, wird bei den späteren Teilprodukten Stelle für Stelle weg- 
gelassen. Um sich hier nicht zu irren, markiert man die jeweils nur noch zum Übertrag für die 
nächsthöhere Stelle benutzte Ziffer durch Darübersetzen eines Punktes. Für das dritte Teilprodukt 
z.B. wird die Ziffer 6 markiert und gerechnet: 2: 6 = 12, als Übertrag wird 1 gemerkt, 2:8 + 1 
— 17,2:7+1=15,2:2+1=5. Bei der abschließenden Addition der Teilprodukte wird die 
letzte Stelle auch nur noch für den Übertrag berücksichtigt. Falls das Endergebnis dann - wie beim 
obigen Beispiel - noch immer eine Stelle über die Höchstzahl gültiger Ziffern hinaus aufweist, ist 
nochmals zu runden. Ist die Berechnung eines Produktes auf k Stellen genau gefordert, so führt 
man die Berechnung möglichst mit Faktoren aus, die jeweils k + 1 gültige Ziffern haben, und 
rundet dann. 


Abyekürztes Dividieren. Auch die Anzahl der im Quotienten anzugebenden gültigen Ziffern ist 
gleich der kleinsten in den Ausgangszahlen (Dividend oder Divisor) auftretenden Anzahl gültiger 
Stellen, so daß von vornherein entsprechend gerundet werden kann, wobei eine Überstelle belassen 
wird. Ist der Quotient k-stellig verlangt, so wählt man Dividend und Divisor möglichst (k + 1)- 
stellig; bei der k-ten Stelle des Quotienten ist dann das Runden zu beachten. Zur Erläuterung sei 
wieder die abgekürzte Division der ausführlichen gegenübergestellt. Dabei handelt es sich um die 
Berechnung des Quotienten 674,283 : 439,17 auf drei Stellen. 
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Beispiel: 67428,3 : 43917 = 1,535... 6743 : 4392 = 1,54 
43917 4392 
235113 2351 
219585 2196 
155280 155 
131751 176 
235290 231 


Statt an die jeweiligen Reste Nullen anzuhängen, wird bei der abgekürzten Division der Divisor 
jeweils um eine Stelle verkürzt. Diese Stelle wird jedoch beim Bilden des Zwischenproduktes im 
Übertrag berücksichtigt: 2351 :439= 5; 5-2= 10 (1 merken); 5-9+1= 4;5°:3+4 = 19; 
5-4-+1 = 21; beim nächsten Schritt: 155 :44 = 4, weil 44:4 = 176 näher an 155 liegt als 
44-3 = 132. 


Gesehiehtliehes. Die Lehre von den gemeinen Brüchen und dem Rechnen mit ihnen, so wie wir es 
heute betreiben, ist eigentlich das Werk der Inder (BRAHMAGUPTA, um 600 u. Z.). Von hier nahmen 
die Brüche ihren Weg über die Araber und die italienischen Kaufleute zu uns. Jedoch zeigt schon 
das Rechenbuch des Auumzs (Papyrus Rhind, um 1700 v.u. Z.) eine erstaunlich gut entwickelte 


Bruchrechnung: Es werden (außer 5) nur Stammbrüche benutzt und alle anderen Brüche zu solchen 
umgeformt (z.B. =; + 3) . Das Umformen selbst erfolgt weniger auf Grund hergeleiteter 
Regeln als vielmehr nach Tafelzusammenstellungen; das Rechnen mit Brüchen ist dadurch ver- 
hältnismäßig schwerfällig. Die Babylonier benutzten Sechzigerbrüche (Sexagesimalbrüche), her- 
geleitet von der Zeit- und der Winkelteilung. In gewisser Weise sind diese Brüche Vorläufer der 
Dezimalbrüche, da sie auf dem allerdings nicht voll ausgebildeten Positionssystem mit der Basis 
60 fußen. Das Rechnen gestaltete sich dadurch, daß keine Nenner geschrieben wurden, recht ein- 
fach. Die Griechen haben kein eigenes Bruchsystem entwickelt. Dürftig ist das Bruchsystem der 
Römer, das eigentlich nur Brüche mit dem Nenner 12 kennt, abgeleitet von dem Gewichtsmaß 
1 As = 12 Unzen; andere Brüche werden durch Zwölferbrüche angenähert. In Deutschland bürger- 
ten sich die gemeinen Brüche erst im Mittelalter ein; es dauerte jedoch bis etwa 1700, ehe die 
Bruchrechnung zum Unterrichtsgegenstand allgemeinbildender Schulen wurde. Auch hier wurde 
zunächst nur das Allernötigste meist ohne Begründung, in Form von Gedächtnisregeln, geboten. 
Die Dezimalbrüche treten erst verhältnismäßig spät auf. Als Begründer der Lehre von den Dezimal- 
brüchen gilt allgemein der holländische Kaufmann und Ingenieur Simon Srzvın (1548-1620). In 
seinem Werk, das den Dezimalbrüchen in Anlehnung an das dekadische Positionssystem zum Durch- 
bruch verhilft, fordert er u. a. die Einführung dezimal geteilter Münz-, Maß- und Gewichtssysteme 
in allen Ländern. Allerdings hat Stevin Vorläufer; zu ihnen zählen vor allem Johannes RE610- 
MONTANUS (1436-1476), VıETA (Francois VIktE, 1540-1603) und Christoff RUDoLFF (geb. um 
1500). 


IV. Allgemeine Zahlsymbole 


GRUNDLAGEN 


Charakter allgemeiner Zahlsymbole. So wie es im Straßenverkehr ein Symbol Parken verboten 
gibt (Abb.), das für alle Kraftwagen gilt, und so wie die Zahlzeichen 3, 7 u. a. Symbole darstellen 
für alle Mengen aus drei, sieben Elementen, so handelt es sich bei den allgemeinen Zahlsymbolen 
um Zeichen, die für beliebige Zahlen aus dem zugrunde gelegten Zahlenbereich stehen. 
Als allgemeine Zahlsymbole verwendet man gewöhnlich Buchstaben. Daher kommt 
auch der oft gehörte Name Buchstabenrechnung für den Umgang mit allgemeinen 
Zahlsymbolen, der unzutreffend ist, weil man mit Buchstaben nicht rechnen kann. 
Das Verwenden allgemeiner Zahlsymbole bietet nicht nur den Vorteil einer be- 
quemen allgemeinen Formulierung von Gesetzmäßigkeiten, die für eine gewisse 
Menge von Zahlen gelten, z. B. des kommutativen Gesetzes. Vor allem gestatten 
die allgemeinen Zahlsymbole auch eine allgemeine Lösung von Aufgaben und Parken 
Problemen, wobei dann die Ergebnisse für beliebig viele Einzelfälle durch bloßes verboten 
Einsetzen in das allgemeine Ergebnis und ohne umständliche, vollkommen neue 
Berechnungen gewonnen werden können. 

Es muß jeweils vereinbart werden, welche Zahlen für die allgemeinen Zahlsymbole eingesetzt 
werden dürfen bzw. für welche Art von Zahlen sie stehen — ob für ganze, rationale, reelle u.a. 
Wenn im folgenden nichts weiter hinzugefügt wird, stehen die allgemeinen Zahlsymbole für ratio- 
nale Zahlen. Abgesehen von der Bindung an eine solche Vereinbarung dürfen beliebige Zahlen 
für die allgemeinen Zahlsymbole eingesetzt werden. Ist jedoch ein solches Einsetzen erst einmal 
erfolgt, so darf für das gleiche Symbol im gleichen Ausdruck auch nur immer wieder die gleiche 
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Zahl eingesetzt werden; z.B. ist es nicht gestattet, ina'(b+c)=a'b-+a:'c auf der linken 
1 
Seite a = 3 und rechts a= — 7 zu setzen. Für verschiedene Symbole dürfen aber sehr wohl gleiche 


3 
Zahlen eingesetzt werden; so liefert z.B. 2a +5bfüra=b= — 7 den Wert —3. 


Einfache Umformungen. Ein eigentliches Rechnen mit allgemeinen Zahlsymbolen in dem Sinne, 
wie z. B. mit ganzen Zahlen gerechnet wird, ist nicht möglich. Es ist auch unexakt, statt von all- 
gemeinen Zahlsymbolen von allgemeinen Zahlen zu sprechen; denn eine solche Bezeichnung erweckt 
den Anschein, als würden die allgemeinen Zahlen neben ganzen, rationalen u. a. einen besonderen 
Zahlenbereich bilden. Man kann also lediglich Ausdrücke mit allgemeinen Zahlsymbolen unter 
Beachtung der Gesetze umformen, die für das Rechnen mit den Zahlen gelten, die nach der jewei- 
ligen Verabredung für die allgemeinen Zahlsymbole eingesetzt werden dürfen. Im folgenden sind 
also bei den Umformungen die Gesetze für das Rechnen mit rationalen Zahlen zu berücksichtigen, 
die allerdings auch für reelle Zahlen gelten (vgl. Hauptabschnitt Aufbau des Zahlenbereichs). 


Kommutativgestze |a+b=b+a; a -b = Berl I 
Assoziativgesetze a+(b+c)=(a+b)+c;a:(b’c)=(a:b)-c 


Distributivgesetz a-(b+c)=a:b+ta:c 





Entsprechend ist beim Arbeiten mit allgemeinen Zahlsymbolen die Verabredung über die Reihen- 
folge der Rechenoperationen zu beachten. 


Addieren und Subtrahieren. Bei Rechenoperationen erster Stufe dürfen nur gleichartige 
Glieder zusammengefaßt werden; z.B.5a+7c—- 3b +6ce -2a- Tb-5c=3a-10b +8e. 
Grundlage für diese Zusammenfassung ist das Distributivgesetz, z. B.5a—-2a=(5-2)a= 3a. 


Algebraische Summen. Vom Rechnen mit ganzen Zahlen her ist bekannt, daß es stets möglich 
ist, Subtraktionen als Additionen des entsprechenden Negativen aufzufassen: 3a — 10b +5c 
= 3a + (-105) + 5c. Entsprechende Ausdrücke werden wieder algebraische Summen genannt. 
Für algebraische Summen mit allgemeinen Zahlsymbolen wird auch vielfach die Bezeichnung 
Polynom (griech. poly-, viel) verwendet, die in der Mathematik allerdings auch in etwas anderem 
Sinne gebraucht wird. Es ist üblich, speziell von Monomen (griech. mono-, einzeln) als eingliedrigen 
Ausdrücken und von Binomen (lat. bi-, zweifach), seltener von Trinomen (lat. tri-, dreifach) zu 
sprechen; z. B. wird 6 u — 11 v als Binom bezeichnet. 


Multiplizieren und Dividieren. Auch hier gilt der Grundsatz, daß ein Rechnen im eigent- 
lichen Sinn, also z. B. ein „Zusammenfassen‘‘ von m n oder s : t, unmöglich ist. Zu bemerken ist, 
daß das Multiplikationszeichen zwischen verschiedenen allgemeinen Zahlsymbolen, zwischen 
gewöhnlichen Zahlzeichen und allgemeinen Zahlsymbolen und ebenso auch bei Klammern meist 
fortgelassen wird. Man schreibt also a b anstelle von @- b und 6(p + g) statt 6° (p + g). Ferner 
sei daran erinnert, daß alle etwa auftretenden Nenner verschieden von Null sein sollen. 


Beispiele: 1. 4m-3n-l5k= 180 kmn. 2. (-320pg):(-80g9) =4p. 


Auch bei den allgemeinen Zahlsymbolen wird die Potenzschreibweise verwendet, z. B. 


3 14 
125 c?- (-7.) "75°d- —10c8d?; 93 8212 :31si? = 381. 


Lexikographische Anordnung. Wegen der Gültigkeit des kommutativen Gesetzes ist zwar die 
Reihenfolge von Summanden oder Faktoren beliebig, es ist aber üblich, der Übersicht halber die 
allgemeinen Zahlsymbole möglichst entsprechend der Reihenfolge im Alphabet - lexikographisch - 
zu ordnen, wie dies auch in allen bisherigen Beispielen geschehen ist; also statt 28 b? a f? d steht 
besser 283ab?df?, statt 36vw + 2,5uv — 3,2uw besser 2,5uv — 3,2uw-+ 36vw. Kommt 
dasselbe allgemeine Zahlsymbol mehrfach mit verschiedenen Exponenten vor, so ordnet man meist 
nach fallenden oder manchmal auch nach steigenden Potenzen; statt 285? — 3s + s5 — 8s z.B. 
besser 85 — 3! +25? — 3s. 


RECHNEN MIT ALGEBRAISCHEN SUMMEN 


Addieren und Subtrahieren. Bei der Addition und der Subtraktion algebraischer Summen können 
Klammern auftreten, z.B. (’a-3b) +(5c—-3b-6a) —- (7b — 8a + 2c). Bevor hier ein 
Zusammenfassen und Vereinfachen möglich ist, sind die Klammern zu beseitigen. 
Auflösen von Klammern. Ein Zahlenbeispiel für die schriftliche Darstellung der Art, wie man 
eine Additions- und Subtraktionsaufgabe im allgemeinen im Kopf löst, zeigt das Verfahren: 
227 + 36 — 318 — 198 + 29 
= 227 + (30 + 6) — (200 + 13) — (200 — 2) + (30 — 1) 
= 227 +30+6 —-200-13 -200+2 +30-1. 
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Steht ein Pluszeiehen vor der Klammer, so bleibt die Klammer einfach weg. Steht dagegen ein 
Minuszeiehen davor, so sind bei Weglassen der Klammer alle in ihr vorkommenden Vor- bzw. 
Rechenzeichen umzukehren. 


Das zeigt auch folgende Überlegung anhand allgemeiner Zahlsymbole, die sich entsprechend auch 
für andere Fälle durchführen läßt: Ist zu berechnen 6a — (4a — b), so ist die Zahl von 6a zu 
subtrahieren, die um b kleiner ist als 4 @. Subtrahiert man also 4 a, so hat man b zuviel subtrahiert, 
muß also b wieder addieren und erhält 6a - (da-b)=6ba-4da+b=2a+rb. 


Beispiel: 8p-(lir-T7qgq+6p)+(8qg —-p+Tr) 
=8p-15r +7qg-6p+8qg-p+Tr=p+1lög-—Br. 


Mehrfache Klammern. Sind in einem Ausdruck algebraische Summen wiederum zusammen- 
gefaßt, so unterscheidet man die Klammern zweckmäßigerweise durch verschiedene Formen. In 
solchen Fällen ist es häufig vorteilhaft, mit dem Auflösen der Klammern innen zu beginnen: 


17m + [6n- (3m +4n)] - {($m-n)- [öm+ (3n-6m)]} 
— 17m + [6n - 3m - An] - {$m-n-[Em+3n- 6m] } 
= 17m+[-3m+2n])-{Ssm-n-[-m+3n]} 
= 17m-3m+2n-{Em-n+m-3n} 
- 14m +2n-{9m-An}= lim+2n-9m+4in=5m+6n. 


Beim Auflösen der Klammern von außen erhält man dasselbe-Ergebnis: 


17m +[6n- (3m +4n)] -($m-—n) +[5m+ (In — 6m)] 


= 17m +6n-(3m+4n)- (Sm -—n) +5m+(3n — 6m) 


= 22m+6bn-3m-An—-B8m+tn+3n — 6m 
= 5m+6n. 


Multiplizieren. Man kann algebraische Summen mit einer 

Zahl, einem Monom, oder wiederum mit einer algebra- 

ischen Summe multiplizieren. 

Multiplikation mit einem Monom. Hier handelt es 

sich um eine Anwendung des distributiven Gesetzes. Be- _ 
+ 
© 


e——— (tb — 
I l 








züglich der Rechenzeichen braucht man sich nur einmal 
grundsätzlich klarzumachen, daß jede Subtraktion in 
eine Addition der entsprechenden negativen Zahl ver- 
wandelt werden kann und umgekehrt. 





Wegen a(b+c)=ab+aec l 

N “ Bi A (—c)] 2 er 
=ab+a(-c)=ab+ (-ae) Veranschaulichung der Multiplikation 

also a(b—c)=ab-ae. zweier Binome (a + b)(c-+d) 

Zu beachten sind dabei die Vorzeichenregeln, die schon =actad+bc+bd 


vom Rechnen mit ganzen Zahlen her bekannt sind. 


Beispiel: 62 + 7(3x —- 2y) -52(3 - 6y) -3y(10x+ 9) 
= 62 + (21x — 14y) — (152 — 30 2y) — (302 y + 27 y) 
= 62 + 212 - 14y- 15x + 302 y—- 02x y—-27y=12r—Aly. 
Wenn man in der Anwendung der Vorzeichenregeln bzw. der Rechenzeichenregeln genügend sicher 
ist - aber auch nur dann!”- kann man gleich von der ersten zur dritten Zeile übergehen. 
Multiplikation algebraischer Summen miteinander. Die Regel für das Vorgehen bei der 


Multiplikation mehrerer algebraischer Summen erhält man durch mehrfache Anwendung des 
Distributivgesetzes, wobei die Vorzeichenregeln zu beachten sind (Abb.). 






Man multipliziert algebraisehe Summen miteinander, indem man jedes Glied der einen Summe 
mit jedem Glied der anderen multipliziert und diese Produkte zueinander addiert. 
In den folgenden Beispielen treten auch mehrgliedrige Summen auf; bei mehr als zwei Faktoren 
geht man schrittweise vor: 
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Beispiele: 1. (T’u— 3v)(4u +5v) 2. 2?s —-3t)(ö5r—7s+ 28) 
= 283u? + 35 uv -— 2uv—- 5 = 10rs- 1432 +4st—- lört + 21st— 6% 
= 28 u? + 23uv — 15 ©. = 1lIrs - 1l5rt — 148? + 25sti — 61%, 


3. (u + 7v)(3u +v)(9u—-6v)(2u—v) 
= (3u? + 22 uv + 708) (18u2 — 21luo + 60) 
= 54 ut + 333 u ou — 318 u? v2 — 15 uv® + 42 v4, 


Ausklammern. Das Distributivgesetz a (b +c) = ab -+ ackann nicht nur von links nach rechts, 
sondern auch umgekehrt - von der Summe zum Produkt hin - angewendet werden. Dieses Vor- 
gehen bezeichnet man als Ausklammern von Faktoren. Es ist immer möglich, wenn mehrere 
Summanden gleiche Faktoren enthalten. Dieser gleiche Faktor kann in einem Zwischenschritt 
besonders hervorgehoben werden. Die Umwandlung in ein Produkt aus zwei algebraischen 
Summen geht meist in mehreren Schritten vor sich. 


Beispiele: 1. 44p - 77q+99r=11-4p —- 11-7qg+11-9r=11(4p -T7Tq +9 r). 
2. 54a? b2 cd + 8a? bc — 36a? ce = 18 abe (3ac+b— 2). 
3. Bam —- 24bm+1l5an- bn=6m(3a—-Ab) +5n(3a —A4b) 
= (3a -Ab)(6m-+5ön). 


Binomische Formeln. Einen besonders wichtigen Sonderfall der Multiplikation algebraischer 
Summen - nämlich den gleicher oder nahezu gleicher 
Faktoren - erfaßt man mit Hilfe der binomischen For- SE 
meln; z.B. ist (a +b)(@a +b)=a®+ab+ab-+b?2 | pinomische > 
>55 Sn (a —b)? =a?— 2a0b+ b2 
arte Formeln |(a + b)(a— b) = aa — bz 
Die Formel für (a — 5)? ist eigentlich überflüssig, 
denn es genügt ja, bei der Anwendung von (a + b)? 
= a? + 2ab + b? die Vorzeichenregeln zu beachten. Außerdem ergibt sie sich auch durch Einsetzen 
von — b für b in diese Formel (Abb.). 

Durch Anwendung dieser Formeln kann sowohl das Quadrat einer algebraischen Summe angegeben 
als auch eine Summe in Faktoren zerlegt werden. In beiden Richtungen ergeben sich auch Rechen- 
vorteile für das Kopfrechnen. 


Beispiele: 1. (Tuv -5vw)? = 49 u v2 — 7TDuv2w + 25 v2 w*, 
i 1 1 
2. (im + 5n) (sm zn) = 25m ın. 
3. 1,967? + 1L4rs + 0,2582 = (l,4r + 0,5 s)*. 
4. 16a? — 56ab + 4952 — 64 c? = (da — 7b)? — 64 c? 
= (4a—-7b+B8c)(4da—-Tb- Be). 
5. 394 - 406 = (400 — 6) (400 + 6) = 160000 — 36 —= 159964. 


6. 2042 — (200 + 4)? — 40000 + 1600 + 16 = 41616. 
7. 472 — 432 — (47 + 43) (47 — 43) = 90- 4 = 360. 


a-0 NE Are Höhere Potenzen. So wie für (a + b)? kann man auch für 
| höhere Exponenten als 2 entsprechende binomische For- 
meln herleiten: 





(a +b)? = a? +2ab -+b2, 

(a +b3 =a? +3a?b+3ab? +b}, 

(a +b) =at! + 4adb+G6arb?2 +4ab? + bi, 

(a +b) = aö+5a5+10ab? + 10a? +5ab! + 
= IS USW. 


Ersetzt man ein Glied eines Binoms durch sein negatives, 
z.B. b= -b’, so haben alle ungeraden Potenzen dieses 
Gliedes negatives Vorzeichen, z. B. (a — 5’)? = a? — 3a? b’ 
+ 3ab’? — b’3, Wie man sieht, fällt der Exponent des a 
von Glied zu Glied, während der des b steigt, und zwar so, 
daß bei (a + 5)" die Summe beider Exponenten in jedem 
Glied n ist. Die jeweils davor stehenden Faktoren sind 


L/ Ar a 
-TITTTTE 
D Il Il Al: 
Bi } 
| 


||| || 





n 
Veranschaulichung von die Binomialkoeffizienten ( .) (lies n über k). Sie be- 
a-btr=ar- 20545 deuten: 
(%) _ nn -Dn-2...(n-k+l) nm-Yn-2)...n-k+N1_ n! 
k) RE PR z TE (n—k)!: 


Setzt man fest, daß (6) = = () sein soll, so läßt sich der binomische Lehrsatz auch mit Hilfe 
des Summenzeichens vereinfacht darstellen (vgl. Hauptabschnitt Folgen - Reihen - Grenzwerte). 


Mn A 
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(a+ör= 5 ( ) te 
e abz n . 
E () En (1) ni (2) a > ı) abi 4 () br 


Demnach erhält man für das 5. Glied, d. h. das 4. gemischte Glied von (a + 5) wegeenn =6,k = 4 
den Wert: 


binomischer 





(}) as bi — a — 15 a?bt 
+ 1: 2.3.4 i 


Das Pascalsche Dreieck. Dieses Dreieck ist ein Hilfsmittel, das die Ermittlung der Binomial- 


koeffizienten auch demjenigen möglich macht, der mit der Bildung von nicht vertraut ist. 


n 
k 
Man erhält es, wenn man, beginnend mit (a + 5)" = 1 und (a + b)!=a + b, die Koeffizienten 
dreieckförmig untereinanderschreibt bzw. die Gleichung (a + b)r+! = (a + b)" (a + b) verwendet: 











- 


rn ER 






TE 
Bin 






addiert werden, z.B. (4) = (2) En (%) — 10 +5 = 15. Allgemein lautet diese Beziehung zwischen 


3 4 
nomislkoeffizi % ( ",)-65ı) 
den Binomialkoeffizienten .) En Er) er) wegen 


n n n! n! 

BES er ran ea 
BEE Th ee 
= neh.  G-MEC+D. \k+ı 


Dividieren. Auch bei der Division ist zu unterscheiden zwischen der Division durch eine Zahl, ein 
Monom, also einen eingliedrigen Ausdruck, und der Division durch eine algebraische Summe. 


Division durch ein Monom. Setzt man im distributiven Gesetz (a +b)d= ad +bdfürd = 


und bedenkt, daß der Bruchstrich auch als Divisionszeichen auf- 
gefaßt werden kann, so erhält man die Regel für die Division einer 
Summe durch eine Zahl. 

Algebraische Summen werden also gliedweise dividiert. Dabei sind wieder die Vorzeichenregeln zu 
beachten. 





Beispiel: (28 men — 63m? n? +84mn?):Tmn=4m-9mn+ 12n. 


Division durch eine algebraische Summe. Vielfach kommt man bei Aufgaben, die die Division 
durch eine algebraische Summe verlangen, mit den Kenntnissen über das Ausklammern oder die 
binomischen Formeln aus. Man zerlegt dann den Dividend entsprechend in Faktoren, nachdem 
man ihn nötigenfalls passend umgeordnet hat. 


Beispiel: (0,54fg — 0,3ek — 0,45 fh + 0,36eg) :(0,2e+ 0,3 f) 
— (0,36 eg — 0,3eh + 0,54 fg — 0,45 fh) :(0,2e + 0,3 /) 
= [0,2e(1,89 — 1,5k) + 0,3 /(1,89 — 1,5h)] :(0,2e + 0,3 /) 
= [(1,89 - 1,5 R) (0,2e + 0,3)]:(0,2e + 0,3) = 1,89 —- 15h. 


Gelingt es nicht, eine solehe Umwandlung des Dividenden zu erreichen, was besonders dann der 
Fall ist, wenn die verlangte Division nicht ohne Rest aufgeht, so muß man zum Verfahren der 
schrittweisen Division greifen. 
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Schrittweise Division. Dieses Verfahren ist lediglich eine Verallgemeinerung der gewöhnlichen 
schriftlichen Division, bei der man im Grunde genauso 





=: wi vorgeht, wenn auch nicht jeder Schritt, wie das neben- 
Br " a ur stehend zur Veranschaulichung des Verfahrens am 
® ee en 72) E ae Beispiel 286 : 22 — 13 geschieht, niedergeschrieben 
(200 + 20) — is : : 
— wird. Ganz entsprechend verfährt man bei der Division 
0 | 60 + 6 algebraischer Summen, wobei darauf zu achten ist, 
— (60 + 6) daß Dividend und Divisor in gleicher Weise geordnet 
0 sind. 
Beispiel: Ebenso wie das Hinschreiben 
(13a22 +32 —-ax® + 10a?) :(2a + 3x) der Nullen kann auch das 
= (10a? + 13a2z -axz2 +32) :(2a +3r) =5a?—-ar-+ m. Herunternehmen aller noch 
— (10a? + 15a?) im Dividenden verbleiben- 
0 2.2  KNass den Glieder nach jedem Schritt zur Ersparung von 
@ 9 en T sen, Schreibarbeit unterbleiben. Doch ist darauf zu achten, 
ee daß kein Glied vergessen wird. 
0 2ax2 +32 Übrigens geht nicht nur die Division (a® — b3) : (a — b) 
- (2a22 + 32°) auf. Für jedes natürliche n ist (a” — br) durch (a — b) 
Zi Er ohne Rest teilbar, während die Division (a? — br) :(@a + b) 
0 nur für gerades n aufgeht. Allgemein ist 
8 g 8 
Beispiel: 
(a — bB):(a—b) =a? +ab + BR. 
Pa (a3 — a? b) 
Ber, (ar — br) :(a — b) 
- (0b — abe) = an -ar2b+ an3b2 - ++» + abn-2 4 bn-l, 
u Be re Me [m nn m  — — — 
a b2 — b? n Glieder 
ee (a Da b3) 


0 
Division mit Rest. Auch wenn bei der Division ein Rest bleibt, ändert sich am Verfahren nichts. 


Beispiel: (—- x —- 522-402 +T):(@2 +32 +9) = 22 — 4a — 2, Rest 2x + 25. 
— (#4 +32°2+ 922) 


— 42° — 1422 
— (—- 42°? — 1222 — 36 2) 
-— 222 — 4x 
— (— 22?2?—- 6x-— 18) 
Rest 2x + 25 
2 
So wie man 47:5 = 9, Rest 2 auch schreiben kann als 47:5 = 9 4 95 kann man auch hier 
schreiben 
(xt — x? — 5x2? — 40x 7) :(&2 32 et ge ee a 
"np r ge me x2 +32 +9 
aAa— 22 —-52?2?—-407 +7 2x + 25 
—— m oo 2 Er ae Ere 
oder 21 32 179 er 4x 2 Ba 


BRÜCHE MIT ALLGEMEINEN ZAHLSYMBOLEN 


Erweitern und Kürzen. Erweitern und Kürzen sind nur Formänderungen der durch die Brüche dar- 
gestellten rationalen Zahlen. Diese Formänderungen sind auch bei Brüchen mit allgemeinen Zahl- 
symbolen möglich. 


a'k 
Erweitern. Zähler und Nenner werden mit dem gleichen Faktor multipliziert: — A entspre- 


chend ist Im = eye == m und Br = Kim (erweitert mit a — b). 


9n 3:9n 27n 3a + 35 3a? — 3b2 
Kürzen. Zähler und Nenner des Bruches werden durch den gleichen Ausdruck dividiert, z. B. 
6cd 36 
22de Ile 
Formeln ist hier besonders wichtig, da ja aus algebraischen Summen nicht gekürzt werden darf: 
15 u? — 24uv 3u(5u— 8v) Bbu— 8v 


12 u2 m 12 u2 ug 4u 





« Eine genügende Fertigkeit im Ausklammern und in der Anwendung binomischer 
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Den bekannten Vers „Aus Differenzen und Summen kürzen nur die Dummen‘“ könnte man aller- 
dings erweitern durch die Worte ‚... und die besonders Klugen‘‘ - die nämlich, die das Ausklam- 
mern im Kopf vornehmen und damit jedes Glied der algebraischen Summe durch die Kürzungs- 
*— 1 2 — 1 

zahl dividieren oder binomische Formeln entsprechend anwenden, z.B. are = FT ® 
Addieren und Subtrahieren. Addition und Subtraktion gleichnamiger Brüche sind bei Brüchen mit 
allgemeinen Zahlsymbolen ebensowenig problematisch wie beim Rechnen mit rationalen Zahlen: 
0 a-+b 





= Pi za, 
2 Ti+t5k 5i—-4k Ti+dk-(5i— Ak) 
Beispiel: a en I (Klammern beachten!) 
Ti+5k—-5i+4k 249% 
a 3 k2 ae ei 


Auch hier kann man - bei genügender Sicherheit! — die Zwischenergebnisse weglassen. Besonders 
ist aber auf die Vorzeichen bzw. die Rechenzeichen zu achten, da der zweite Bruch subtrahiert wırd. 


Ungleichnamige Brüche. Ungleichnamige Brüche müssen zuerst gleichnamig gemacht, d. h. so 
erweitert werden, daß sie denselben Nenner erhalten. Als gemeinsamen Nenner wählt man auch hier 
meist den Hauptnenner, also den einfachsten Nenner, der alle vorkommenden Nenner als Faktoren 
enthält. Oftmals ist er ohne schriftliche Arbeit nach kurzem Überlegen zu ermitteln: 


2 5 2 4-2y+ 2:52 — 3 2 
Beispiele: 1. eu,n_urae 2 3yh 2ER Ey Een 


62 42 122 
8y+102 -3y-6r 4da+döy 
>; 12z 7 12z 
3a 2b 3a 2b 4(a—b) +3a +25 Ta-—2b 


er 1 ee enge ME rn her Fe! RT 


Sind die Nenner komplizierter, so ist ein schriftliches Bestimmen des Hauptnenners günstig. 


Bestimmung des Hauptnenners. In der Aufgabe 
3 2u-v 6u — 5vV 
12u_ 180 36u8 — 8lor T Bu + 24uv + 1808 


bestimmt man den Hauptnenner wie in der gewöhnlichen Bruchreehnung durch Zerlegung der 
Einzelnenner in nicht weiter zerlegbare Faktoren: 


Erweiterungs- 
faktoren 
12u—-183v=2-:3 .(2u-3o) 3(2u + 3v)? 
36u2 — 8lv — 32-.(2u— 3v)(2u-+ 3v) 2(2u-+ 3») 
8u2 + 24uv + 1302 = 2- (2u + 30)? 32?(2u—3Dv) 


HN 2- 32-(2u— 3v)(2u + 3v)2 
So ergibt sich für die vorangestellte Aufgabe 
32(2u + 30)? — 2(2u +30) (2u —v) + 32(2u— 30)(6u— 50) 
18(2u — 3v)(2u + 3 v)2 " 


Ein solcher Bruch wird dann durch Zusammenfassen im Zähler und gegebenenfalls durch Kürzen 
weiter vereinfacht. 


Multiplizieren und Dividieren. Da bei den Rechenoperationen zweiter Stufe mit Brüchen das 
Bestimmen des Hauptnenners entfällt, ist die Ausführung einfacher als bei den Operationen erster 
Stufe. Sowohl beim Multiplizieren als auch beim Dividieren ist auf die Möglichkeit des Kürzens 
vor dem Ausrechnen zu achten. 

ac 0.06 
Multiplizieren. Für die Multiplikation von Brüchen gilt —— = ;——; 


RE Ce 32r2 25p 32r2-25p Ar-5p 20pr 
ER ag Er ge gan ig" 


71p l4p 5 
2. TE (6m — 10n) = re nach Kürzen mit (3m — 5n). 
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rd en. Die Division kann stets ausgeführt werden als Multiplikation mit dem Inversen des 





Divi c 1628 
ivisors, - ng: 
lm Tmn _ 14m:6k 4 188 — 18: 3 
. D 1 ee 0 1 9 2 2 = 
Beispiele: 1. 92’ 65 DE: In BT hm 2. z : (1282 — 1222) IeTe 
33efßgi 9beifg-3h 1d5eh 
4 a En ee ET 
3. dei fd g2: 3n 38 e2 fage ge 


Doppelbrüche. Doppelbrüche liegen vor, wenn im Zähler oder Nenner eines Bruches abermals 
Brüche auftreten: 





a 1 2 2 

7 Rn m "mn" nm: 

3b’ y | an = 
a m'n 


Das Umformen geschieht wie bei Doppelbrüchen mit Zahlen, indem man den Hauptbruchstrich als 
Divisionszeichen auffaßt. 


1 2 1 n? + 2mn + m? 





m? "mn ' m m? n? (m +2 mn +n?!))mn m+n 
Beispiel: ———— u = ——  - 
3.3 3n + 3m m?n?(3m + 3n) 3mn 
m'ın mn 


Eindeutigkeit der Zerlegung einer natürlichen Zahl in Primfaktoren. Als Beispiel dafür, wie durch 
die Verwendung von Zahlsymbolen die Gültigkeit mathematischer Überlegungen für alle Zahlen 
aus einem Zahlenbereich gezeigt werden kann, folgt ein Beweis des in der elementaren Zahlentheorie 
verwendeten Satzes, daß die Zerlegung einer natürlichen Zahl in Primfaktoren bis auf die Reihen- 
folge der Faktoren eindeutig ist. Der Beweis geht vom Euklidischen Algorithmus aus, der dazu 
zweckmäßig in der folgenden Form durch Gleichungen dargestellt wird. Für zwei Zahlen 13013 
und 390, bzw. a und 5 erhält man durch 
Mn = EN = 1 a z r “ ie ve Dividieren der größeren durch die kleinere, 
143 — 104- 1 Ei Bi 22 +r der kleineren durch den Rest rı und jedes 
104 — 30. > 1 26 ah he De . Restes durch den folgenden die nebenste- 
2 30: It 13 ae Pie: hende Übersicht, von der im Abschnitt über 
96 = 13-2 0 u ini, An 0 elementare Zahlentheorie behauptet wurde, 
=; T de ee daß im Zahlenbeispiel 13, im allgemeinen 
tn der größte gemeinsame Teiler ggT (13013,390) bzw. ggT (a, b) ist. Die Reste r; sind stets 
um mindestens 1 kleiner als der Divisor; nach endlich vielen Schritten muß deshalb ein Rest r„+1ı 
Null sein. Aus den Gleichungen von unten nach oben gelesen erkennt man, daß r„ ein Teiler von 
tn-ı ist, damit auch von r„-2 usw., also auch von b und von a, d.h. r„ ist ein gemeinsamer Teiler 
von a und b. Aus der Gleichung rı = a — b gı folgt sogar, daß jeder gemeinsame Teiler von a und 5b 
auch rı teilt, mithin auch rz usw., daß schließlich r„ jeden gemeinsamen Teiler von a und b enthält, 
mithin der größte gemeinsame Teiler ist; man schreibt ggT (a, b) = rn. Nach der vorletzten 
Gleichung erhält man ggT (a,b) = rn = ra-3 — Tn-ıQn. Ersetzt man in ihr rn-ı durch ra-ı 
= fn-3 —Tn-2(n-ı Sowie ?n-a durch rn-a=rn-a—Tn-3Gn-a usw. so erhält man zwei 
natürliche Zahlen x und y, für die die Beziehung gilt ggT (a,b) = rn = ax — by. Sind insbeson- 
dere die Zahlen «a und b teilerfremd, so ist ggT (a,b) = rn = 1=axr- by. Daraus läßt sich der 
Satz gewinnen: 


Wenn die Zahlen a und b teilerfremd sind und wenn b ein Teiler von ac ist, so ist c durch b teilbar. 


Nach Voraussetzung gibt es eine natürliche Zahl k, für die ac=b-k gilt, wegen ggT (a, b) = 
hat man zugleich l1=ax—-byodere=acexr-— bey, alsoauchce =bkxr—-bey=b(kx-cy), 
d.h. b ist Teiler von ce. 


Folgerung: Wenn das Produkt a b durch eine 2 [A BE zum en DEI EENeN an 
Faktoren a oder b durch p teilbar. ms 


Damit kann die Kindeusigheii der Yerle einer nalirTehen Zahl n in Pr äh bewiesen wer- 
den. Wären nämlich n=pı'P2... Pr = gı' gQ2...gs zwei Zerlegungen in Primfaktoren, so müßte pı 
Teiler des Produktes gı ‘ 92... de d.h. aber Teiler eines der Primfaktoren g: sein. Das ist nur mög- 
lich, wenn beide gleich sind. Durch geeignete Numerierung der g;, indem z. B. sowohl die p: als 
auch die g; der Größe nach geordnet werden, darf angenommen werden pı = qgı. Der gleiche Schluß 
gilt für pa Ps... Pr =dga‘g3...gs und ergibt pa = g2. Durch wiederholte Anwendung ergibt sich 
schließlichr = s und 7, = 9. 
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Gesehiehtliehes. In der Anfangszeit mathematischer Betätigung drückte man Rechnungen, Lehr- 
sätze und Formeln nur in Worten aus. Wegen der Umständlichkeit und der Unübersichtlichkeit 
dieses Verfahrens wurden dann für häufig vorkommende Ausdrücke Abkürzungen üblich, z.B. 
bezeichneten schon die Griechen Punkte, Linien und Flächen mit Buchstaben. DIOPHANT von 
Alexandria (um 300 u.Z.) verwendete auch generell für unbekannte Zahlen den Buchstaben 2; 
dabei ist aber zu bemerken, daß auch alle griechischen Ziffern Buchstaben waren. 

Die Entwicklung bei Indern und Arabern bezog sich mehr auf die Gleichungslehre. Deshalb sei sie 
hier übergangen, auch wenn der Name Algebra außer für die Gleichungslehre in der Elementar- 
mathematik vielfach im erweiterten Sinn für das Arbeiten mit allgemeinen Zahlsymbolen ver- 
wendet wird. 

Buchstaben als allgemeine Zahlsymbole finden sich erstmals in größerem Umfang bei LEONARDO 
von Pisa (1180— 1228). Leonardo von Pisa benutzte auch schon Bruchstriche; jedoch fehlen ihm 
noch Rechenzeichen. Der eigentliche Begründer des konsequenten Arbeitens mit Buchstaben als 
allgemeinen Zahlsymbolen ist der Franzose Frangois VIERTE (latinisiert VırtaA, 1540-1603), der 
als Jurist am königlichen Hofe lebte. 

Auch Rene DescarTEs (latinisiert CArTESıUs, 1596— 1650) betonte das Arbeiten mit allgemeinen 
Zahlsymbolen; auf ihn geht auch die heutige Schreibweise für Potenzen zurück. 

Die Rechenzeichen + und -— treten erstmals 1489 im Rechenbuch des Johannes WIDMANN von 
Eger auf; 1631 führte der Engländer William OUGHTRED das Zeichen x als Multiplikationszeichen 
ein. Der Punkt als Multiplikationszeichen und der Doppelpunkt als Divisionszeichen wurden von 
Gottfried Wilhelm LeıBnız (1646—1716) eingeführt, das Gleichheitszeichen geht auf den eng- 
lischen Arzt Robert RECORDE (1557) zurück (vgl. Hauptabschnitt Gleichungen). 
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Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division bezeichnet man als die vier Grundrechenarten. 
Wie das wiederholte Addieren desselben Summanden zu einer neuen Rechenart, dem Multiplizieren, 
geführt hat, so führt auch das wiederholte Multiplizieren mit demselben Faktor zu einer neuen 
Rechenart, dem Poienzieren. Entsprechend wie die Addition oder die Multiplikation kann man 
auch diese Rechenart umkehren, erhält jetzt aber zwei verschiedene Umkehrungen, das Radizieren 
und das Logarithmieren. 


I. Rechnen mit Potenzen und Wurzeln 


Geschiehtliehes. Die Potenz war schon durch ihre Anwendung bei geometrischen Berechnungen 
bzw. durch Gleichungen zweiten und höheren Grades den Völkern des Altertums bekannt. Die 
Babylonier besaßen Tabellen von Quadratzahlen und Potenzen. Sie waren ferner in der Lage, 
Zinseszinsaufgaben mit Hilfe von Zweierpotenzen zu lösen. In den ‚„Elementen‘‘ des EUKLID von 
Alexandria (4. Jh. v. u. Z.) findet man (a + 5)? ausgerechnet, eine für die damalige Zeit erstaun- 
liche Leistung. Zum ersten Male nachweisbar tritt der Begriff Potenz bei dem griechischen Mathe- 
matiker HIPPOKRATES von Chios (5. Jh. v. u. Z.) auf. In der Folgezeit wurde er häufiger verwendet, 
z.B. von PLaton (427—347 v.u.Z.). Ursprünglich meinte man damit nur die zweite Potenz. 
Rafaele BomBELLI aus Bologna (16. Jh.) dürfte als erster das Wort potenza (lat. potentia, Macht, 
Fähigkeit, Vermögen) verwendet haben. Auch er bezeichnete damit das Quadrat der Unbekannten; 
erst später erhielt der Begriff Potenz seine heutige allgemeine Bedeutung. Die jetzige Schreibweise 
der Potenz geht im wesentlichen auf den Franzosen Rene DescArTzEs (1596-1650) zurück. Er 
führte sie aber nur für ganzzahlige Exponenten größer als 2 ein. Das Quadrat einer Zahl schrieb 
er noch a a. Potenzen mit gebrochenen Exponenten waren ebenfalls seit längerer Zeit bekannt. 
Schon bei dem Franzosen Nicole OREsMm& (1323— 1382) findet man einige Sätze über das Rechnen 
mit Bruchpotenzen. 

Wie die Potenzen waren auch die Wurzeln bereits im Altertum bekannt. So besaßen die Baby- 
lonier Tafeln von rationalen Quadratwurzeln. Die irrationalen Quadratwurzeln wurden näherungs- 
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weise mit Hilfe des Verfahrens vom arithmetisch-geometrischen Mittel berechnet. Als Formel 


w——n b 
benutzte man Va: +bra+ Sg Den Griechen war bekannt, daß die Quadratwurzeln aus den 


Zahlen 2, 3,..., 17, mit Ausnahme von 4, 9 und 16, irrational sind (um 400 v. u. Z.). Die Beweise 
der Irrationalität dieser Wurzeln werden Hıppasos von Metapont bzw. THEODORoS von Kyrene 
(um 390 v.u.Z.) zugeschrieben. In den ‚Elementen‘ des EukLıp von Alexandria werden die 
Rechnungsarten der zweiten Stufe auf die Wurzeln angewendet. 

Im Mittelalter wurde die Wurzelrechnung ständig weiter ausgevaut. Im 9. Jh. wußten die Inder 
bereits, daß die quadratische Gleichung und die Quadratwurzel doppeldeutig sind, sowie, daß 
sich die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl nicht reell bestimmen läßt. Auch sie konnten 
Quadrat- und Kubikwurzeln näherungsweise berechnen. Der Deutsche Michael Stirer (1487 — 1567) 
schrieb über das numerische Radizieren bis zur 7. Wurzel. Die in Euklids ‚„‚Elementen‘‘ vorkom- 


mende Irrationalitätstheorie von Ausdrücken der Form Va Yb erweiterte er auf Ausdrücke der 
m ’ 
n 
Form / a + Yb. Allmählich schrieb man auch das Wurzelzeichen in der heutigen Form, nachdem 


2 3 
z.B. noch Christoph RUDOLFF (16. Jh.) folgende Symbole verwendete: V für /, V Y V für V, usw. 
Man erkennt auch, daß man Wurzeln durch die schon bekannten Potenzen mit gebrochenen Expo- 
nenten darstellen kann. 


POTENZEN 


Potenzbegriff. Es kommt häufig vor, daß man gleiche Größen addieren muß: 3,7 + 3,7 + 3,7 
+ 3,7 + 3,7. Für diese Summe von gleichen Summanden schreibt man das Produkt 5 - 3,7. Gleich- 
falls sehr oft tritt die Multiplikation gleicher Größen auf. Auch hier wurde eine abgekürzte Schreib- 
weise eingeführt; in der Geometrie z. B. berechnet man die Fläche eines Quadrates als Seite a 
mal Seite « oder A = .a'a oder kürzer A = a? (lies: zweite Potenz von a oder a hoch 2 oder a 
im Quadrat). Entsprechend erhält man für das Volumen V eines Würfels V=a'ara=a. 
Allgemein gilt für positive ganze Zahlen n: 


(lies: n-te Potenz von a oder a hoch n). 





Dabei ist a die Basis (griech. Basis, Grundlage) oder Grundzahl der Potenz, n der Exponent (lat. 
exponere, heraussetzen) oder die Hochzahl der Potenz. Demnach ist die n-te Potenz einer Zahl 
der zusammenfassende Ausdruck für ein Produkt von n gleichen Zahlen; sinngemäß setzt man 
at = a. Beispiel: 2? = 2:2 -2:2-2 = 32. Man sagt auch, 2 ist in die 5. Potenz zu erheben oder 2 
ist mit 5 zu potenzieren, und nennt diese Rechenart das Potenzieren; es ist ein mehrfaches Multi- 
plizieren mit derselben Größe. Da sich das Potenzieren auf den bisher bekannten Rechenarten der 
1. (Addition und Subtraktion) und 2. Stufe (Multiplikation und Division) aufbaut, spricht man 
von einer höheren Rechenart oder Rechenart der 3. Stufe. 

Da 0:0 = 0, gilt allgemein: 0” = 0 für n > 0. Ebenso erhält man beim Potenzieren der 1, d.h. 
beim Multiplizieren der 1 mit sich selbst, wieder 1. Es gilt: 1” = 1 für ganzzahlige n > 0. Beim 
Potenzieren darf man im allgemeinen niemals Basis und Exponent miteinander vertauschen, da 
nur in Ausnahmefällen gilt: ar = n®; so ist 2°? £ 3?, denn 3? = 8 9 = 3°; eine der seltenen 
Ausnahmen ist 2? = 16 = 4°. 

Man unterscheidet gerade und ungerade Potenzen. Gerade Potenzen sind 64, c1® oder allgemein «a?r, 
d. h., man nennt eine Potenz gerade, wenn ihr Exponent gerade (durch 2 teilbar) ist. ie 
Potenzen sind dann solche, deren Exponent ungerade ist, wie etwa 57, m”, allgemein a?n- 


| otenzen treten in vielen Formeln und Gesetzen der Mathematik, ‚der. Natur- 


4 
der Technik auf; Ze B. stellt i in der Geometrie = 3: 


ar As 18 aio läche eines Ben Dreiecks; in der Pe stellt, 2 ve das Weg-Zeit- Gesetz 





Beispiele: Di 








wissenschaft, 7 72 das Volumen einer Kugel 








ae Bentenformel. 





des freien Falles < 
Eine besondere en haben die Zehnerpotenzen. Man benutzt sie, um sich (bei Überschlags- 
rechnungen, beim Rechenstabrechnen u.a.) einen Überblick über die Größenordnung einer Zahl 
zu verschaffen sowie um sehr große bzw. sehr kleine Zahlen abgekürzt und übersichtlich zu schreiben. 
100 = 10:10 = 102, 1000 = 10: 10-10 = 10%, eine Million = 10%, eine Milliarde = 10%, eine 
Billion = 1012, eine Trillion = 1018 usw.; 1291000 wäre z. B. zu schreiben 1,291 - 106 oder 1291 - 10°. 
Auch Maßeinheiten, wie m? (Quadratmeter), em? (Kubikzentimeter), m/s? (Meter je Sekunden- 
quadrat) u. a., werden in der Potenzschreibweise dargestellt. 
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Potenzen, deren Basis zwischen 0 und 1 liegt, werden kleiner, wenn der Exponent größer wird: 


1\2 1\3 1\ 
(5) > (5) > (3) > ..., dagegen größer, wenn die Basis größer als 1 ist. Sie wachsen sehr stark 


an; aus dem ältesten Rechenbuch, das nach Anumss (1700 v. u. Z.) benannt wird, stammt folgende 
Aufgabe: 


7 Personen besitzen 7 Katzen, jede Katze frißt 7 Mäuse, jede Maus frißt 7 Ähren Gerste, aus 
jeder Ähre Gerste können 7 Maß Getreide entstehen. Wieviel Maß sind das? - Lösung: Das sind 
75 Maß oder 16807 Maß. 


Vorzeiehen in Potenzen. Da sich auch negative Zahlen miteinander multiplizieren lassen, darf die 
Basis einer Potenz auch negativ sein; nach den bekannten Vorzeichenregeln erhält man z.B. 
(-3)2 = (-3)  (-3) (-3)(-3) = +81 oder (-5)? = (-5)  (-5) (-5) = -125. Es leuchtet 
sofort ein, daß das Produkt zweier negativer Faktoren positiv ist, das von dreien dagegen negativ, 
das von vier negativen Faktoren positiv und so im Wechsel fort. Ist die Anzahl der Minuszeichen 
gerade, so hat die Potenz einen positiven Wert, ist ihre Anzahl ungerade, einen negativen. Der 
Exponent gibt aber die Anzahl der (gleichen) Faktoren an. 


Eine Potenz mit negativer Basis hat einen ER Wer bei en ea und einen BEE 
Wert bei ungeradem Exponenten. ee = £ = 





Um das Wesentliche dieser Vorzeichenregeln deutlich zu sehen, wählt man als Basis (— 1); nimmt 
man noch die selbstverständliche Tatsache dazu, daß bei positiver Basis der Potenzwert positiv 
ist, so erhält man für jede ganze positive Zahl n: 





Multiplikation und Division von Potenzen. Potenzen, deren Basis und Exponent verschieden von- 
a“ c? 
einander sind, kann man durch Multiplikation und Division nicht zusammenfassen; z. B. a 





Potenzen mit gleichen Exponenten. Potenziert man ein Produkt, z.B. (a b)”, so erhält man 
n Faktoren a - b, insgesamt also 2 n Faktoren, nämlich n Faktoren 
a und n Faktoren 5 im Wechsel. Da die Faktoren vertauscht werden 
dürfen (kommutatives Gesetz), läßt sich das Produkt umordnen in ein 
Produkt aus n Faktoren a und n Faktoren b. 


Ein Produkt wird potenziert, indem man jeden Faktor mit dem gleichen Exponenten potenziert und 
die so erhaltenen Potenzen multipliziert. Umgekehrt werden Potenzen mit gleichen Exponenten multi- 
pliziert, indem man das Produkt der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert. 





Beispiele: 1. 2xy2) = 3.’ y.5 = 322° y° 25. 
2: (30)? = 3a. 3a. 3a = 3-3 3 ana ae rat 278, 
8. 2 b5r= 2:27.57 = 2-(2- 5)7 = 2- 107 = 20000000. 


a n 
Analog ergibt eine Potenz (5) ‚ deren Basis ein Bruch ist, durch Multiplizieren 


* a * 
der n gleichen Faktoren 7, einen Bruch, dessen Zähler n Faktoren a und dessen 


Nenner n Faktoren 5b enthält, also - 
n 





Bin Bruch (Quotient) wird potenziert, indem man Zähler (Dividend) und Nenner (Divisor) mit dem 
Exponenten einzeln potenziert und die so erhaltenen Potenzen dividiert. Umgekehrt werden Potenzen 
mit gleichen Exponenten dividiert, indem man ihre Basen dividiert und Er so erhaltenen Quotien- 
ten mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert. 


2) r 5 5 bb 92958 5 125 
= = = 
2 (se) 523 12528 


Beispiele: 1. ( 





2a) 2 8a 
x 178 1 = EEE 1 1 
i = 94:34 eis 34 (3) — 34: 24T 544 ' 


Potenzen mit gl eicher Basis. Multiplikation. Nach der Definition der Potenz bedeutet das 
Multiplizieren zweier Potenzen a® und ar mit gleicher Basis a: zu m Fak- m 

toren a noch n Faktoren a dazuzugeben; man hat dann (m + n) Faktoren, 
also die (m + n)-te Potenz. 


4* 
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1: Prhigessiät: Poistzeiinie gleiche 7 Basis‘ wen 
Summe Ge Estonenläng potenziert.. R 


Beispiele: 1. 33.32 = (3:3-3:3)-(3-3) = 3-3-3-3-3-3 = 34+2 = 38, 
2. Es 98a? b5- 14a2 b3 = 23-7 :a5b-2- Ta7b5:-2-TarRb3 


— 23H41 . 714241 g5+7+2 Hi+H543 — 25. 74 glas d8, 





len Seren indem man die Basis: mit der 





Division. Da man jede Division als Bruch ansehen darf, in dem der Dividend der Zähler und der 
Divisor der Nenner ist, erhält man beim Dividieren der Potenz a” durch die Potenz ar einen Bruch 
mit m Faktoren «a im Zähler und n Faktoren a im Nenner. Ist n der kleinere Exponent, so wird der 
Nenner durch n-maliges Kürzen 1, und der Zähler hat n Faktoren a weniger, also nur noch (m — n) 
Faktoren, mithin den Wert ar-r. Ist dagegen m der kleinere Exponent, so wird der Zähler durch 


1 
Kürzen 1, und im Nenner bleiben (n — m) Faktoren übrig; man erhält —-( Es kann auch zutreffen, 


daß beide Exponenten einander gleich sind. Dann ergibt jeder Faktor durch Kürzen 1, und die 
Division hat für jede Basis den Wert 1. 





am 
— = am-n, wenınm>n 
ar . 
1 an EEE Ei 
2 e 1? I RI TR 
B le: 1. 7: — = 76 — 71 — 
eispiele: 1. 78:7 7-7: 7 7 7 49 
nn 
| 
-N- 1 1 1 
2. 118; a En, Fi u u 
1 2 Mae 5: Sp © U E E29 ei 5 5 112 121 
Day #r 


Verglichen mit dem Ergebnis für die Multiplikation zweier Potenzen mit gleicher Basis ist das für 
die Division erhaltene unbefriedigend, dort ergab sich die Summe der Exponenten für das Produkt, 
hier tritt eine der Differenzen (m — n) oder (n — m) als Exponent auf oder gar die Zahl 1 für den 
Quotienten, die mit Potenzen scheinbar nichts zu tun hat. Dabei sollte man, weil die Division die 
Umkehrung der Multiplikation ist, erwarten, daß die Differenz (m — n) aus Zählerexponent m und 
Nennerexponent n in jedem Falle das Ergebnis bestimmt, daß das 2. Potenzgesetz gilt. 


2. Potenzgesetz: Potenzen mit gleicher Basis werden alsiniers, er man die Basis mit der Diffe- 
renz der Exponenten potenziert. 


Nach dem 1867 von Hermann HANKEL (1839- 1873) anizeebeiliin deren wird die 
Gültigkeit der Rechenregeln beibehalten, die Begriffe der durch sie verknüpften mathematischen 
Objekte aber werden erweitert. Die Differenz (m — n) der Exponenten, die nach dem zweiten 
Potenzgesetz auftritt, hat zunächst nur für m > n Bedeutung. Soll nach dem Permanenzprinzip 
dieses Gesetz auch für m = n und für m < n gelten, so treten ein Exponent O0 oder negative Expo- 
nenten auf, die nach der bisherigen Definition ‚a® bedeutet » gleiche Faktoren a“ keinen Sinn haben. 
Man erweitert deshalb den Begriff der Potenz durch die zwei Definitionen 


erweiterung: des Potenzbegriffs a = 1lundas= — - für alle a a ie 0 





Damit gilt ohne Aheioahiıns | in Übereinstimmung mit den bisherigen irgebnidsen amzar = am“n, 
denn es gilt jetzt: 

1. für m > n die ursprüngliche Definition; 

2. für m = n dagegen ar-r = a’ = 1 und 





1 
3. für m < n nach der neuen Definition am-r = ar(n-m) — en 
Beispiele: 
1. 8:05 = a?-5 = ar? = — 
a2" 

1\-r a\-rn en 
9; 25 - (2) . (2 n)® .53« (2) = 52-3 .qR, qn» a--n) — 5.12.a-zn = —. 

a x b) 


3. 27 a4 b41- 56 a2b3 42 ab? — 33 at bt: 7-22a2b-2-7-3-2a72 bt = 24. 341- 72 a4 bi 
— (22. 32. 7 a? b2)2, 

4. Welcher Energie in kWh (1 kWh = 3,6 - 1013 gem2s-?2) entspricht ein Massendefekt von 2 mg? 
E = m: c? (E Energie, m Masse, c Lichtgeschwindigkeit » 3 + 1010 cm s-!). 
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2 + 10-3 (3 1010)2 %+9+ 10-3 - 1020 
EU hun a ee tan — 5- 10+4 - 
Man erhält 3,6. 108 = 3,6: 10 kWh = 5- 10+:kWh 

Wenn sich demnach 2 mg eines Stoffes vollständig in Energie umsetzen, werden 50000 kWh 
Energie frei. 


Die Potenzen mit negativen Exponenten werden für Maßeinheiten und Zehnerpotenzen häufig ver- 
wendet; z. B. ms-! = m/s für die Geschwindigkeit; gem-® = g/em?® für die Dichte u.a. Man ver- 
wendet Zehnerpotenzen mit negativen Exponenten wegen ihrer besseren Übersichtlichkeit bei sehr 
kleinen Zahlen wie etwa bei der elektrischen Elementarladung e = 1,602 : 10-1%°C oder beim 
Durchmesser eines Wasserstoffatoms d = 1,06: 10-®cem. Um sich bei letzterem eine ungefähre 
Vorstellung von der Größe des Atomdurchmessers machen zu können, sei gesagt, daß sich der 
Durchmesser eines Wasserstoffatoms zu dem eines Fußballes etwa so verhält wie der Durchmesser 
des Fußballes zu dem der Erde. 


Potenzieren einer Potenz. Eine Potenz a” zu potenzieren, d.h. (a”)* zu berechnen, bedeutet nach 
der ursprünglichen Definition, ein Produkt zu bilden aus n Faktoren (@a”), von denen jeder wieder 
aus m gleichen Faktoren a besteht. Es sind demnach insgesamt m n Faktoren a zu multipli- 


zieren. Die Überlegungen gelten ebenso für m gleiche Faktoren - bzw. für n 


gleiche Faktoren — , d. h., die ganzen Zahlen m und n können auch nega- 


am ’ 


tiv sein. 






3. ‚Polensüchep: Folkareicy werden petimalent,| Indem man die Basis 
ten potenziert. 


Da Faktoren in ihrer Reihenfolge vertagsuhber sind, Kann man auch die Reihenfolge der ner 
ten vertauschen. Man kann deshalb den Exponenten einer Potenz in Faktoren zerlegen, wobei die 
Reihenfolge der Faktoren beliebig ist; an r = (am)n = (an)m, 





Beispiele: 

1. (22) — (24)2 = 162 = 256. 

- (— 9 a? b3)5 (— 1)5 (3? a2 b8)5 310 „10 515 38 a2 bil 
"(-6barb (-1)1(2-3Zaab Ma MM 


3. Die größte Zahl, die man mit 3 Ziffern schreiben kann, ist die Zahl 99, denn 9+9+9< 
<9:9:9 < 999 < 99 < (99)? < 999 < 99) — 938742049, Um diese Zahl hintereinander 
aufzuschreiben, brauchte man einen Streifen Papier, der etwa von Leipzig bis Helsinki reicht, 
oder man könnte damit 33 Bücher mit je 800 Seiten und 14000 Ziffern je Seite füllen. 


TAFELN FÜR QUADRAT- UND KUBIKZAHLEN 


Aufsuchen von Quadratzahlen. In der Quadratzahlentafel findet man in der mit 0 bezeichneten 
Spalte die Quadrate der Zahlen von 1,0 pr 9,9 (linke oder Eingangsspalte); z. B. 5,9? = 34,81. Die 
folgenden, mit 1,2, „9 gekenn- 
zeichneten Spalten enthalten die auf 
vier gültige Ziffern abgerundeten Qua- 
drate aller dreiziffrigen Zahlen (Abb.), 
und zwar die Quadrate von Zahlen 
mit der letzten Ziffer 1 unter ‚1‘, die 
mit der letzten Ziffer 2 unter ‚2‘ usw., 
das Quadrat von 5,93 also im Schnitt- 
punkt der Zeile 5,9‘ mit der Spalte 
„3 , also 5,932 — 35,16, auf wier Zif- : 
fern gerundet, während der genaue 
Wert 35,1649 ist. Zugleich hat man 
damit die Quadrate der Zahlen 59,3; 
593; 0,593; 0,0593 usw. mit der glei- 
chen Genauigkeit, da eine Über- 
schlagsrechnung zeigt, daß z. B. 59,3? 
zwischen 50? = 2500 und 60? = 3600 
liegt, auf 4 Stellen gerundet also 3516 
sein muß — oder daß 0,593? zwischen 
0,5? = 0,25 und 0,6? = 0,36 liegt, nach 
der Tafel also 0,3516sein muß.Entspre- 
chend erhält man 453? = 205 200 (genau 205209) oder 0,00908? = 0,00008245 (genau 0,000 0824464). 
Hat die Basis, deren Quadrat gesucht wird, 4 Ziffern, so wird der Unterschied d der Quadrate der 
benachbarten dreiziffrigen Zahlen (Tafeldifferenz) gleichmäßig auf die zehn Zwischenräume der 
als vierte Ziffer möglichen Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 aufgeteilt. Da z. B. 5,936? nach der 






en am Duadvakdhl 5, 932. — 35, 16 
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Tafel zwischen 5,930? = 35,16 und 5,940? — 35,28 liegt, wird der Unterschied 0,12 (oder 12 Ein- 
heiten der 4. Stelle) auf 10 Zwischenräume verteilt; auf einen kommt 0,12 : 10 = 0,012 (oder 1,2, 
allgemein d/10 Einheiten), auf die in 5,936? geforderten 6 (allgemein z) Einheiten der 4. Stelle der 
Basis also 6: 0,012 = 0,072 (6 - 1,2 = 7,2, allgemein d - z/10 = v Einheiten). Die Verbesserung v 
des Tafelwertes ist also auf 4 gültige Ziffern gerundet 0,07; man erhält 5,936? = 35,16 + 0,07 
—= 35,23. Wegen der gleichmäßigen Verteilung der Tafeldifferenz spricht man von linearem Inter- 
polieren. Während die Kurve der Quadrate eine Parabel ist, wurde zwischen den den Quadraten 
5,93? und 5,94? entsprechenden Punkten eine gerade Linie, eine Sehne der Parabel, angenommen. 
Je kleiner die Differenz benachbarter Tafelwerte ist, um so weniger unterscheidet sich der durch 


lineare Interpolation gefundene vom wahren Wert. Entsprechend ergibt sich für 7,5072 der Reihe 
nach: 


7,502 = 57,76; 7,512 = 57,91; 4 = 15, vu =d: z/]10 = 15: 7/10 = 10,5 »= 10; also 7,5072 = 57,86. 
Kubikzahlen sucht man entsprechend in der Kubikzahlentafel auf (Abb.). 


TAFEL 8 Kubikzahlen n?, n = 1,00--:5,59 


SE 





Aufsuchen der Kubikzahl 1,573 = 3,870 


WURZELN 


Der Wurzelbegriff. Schon die Griechen hatten die Frage aufgeworfen, die Länge der Seite eines 
Quadrats anzugeben, dessen Flächeninhalt bekannt ist, z. B. 2 m?. Es ist leicht, die Seitenlänge & 
anzugeben, wenn der Flächeninhalt x? den Wert 4 m?, 9 m2, 16 m? usw. hat, wenn er also das Quadrat 
einer ganzen Zahl ist; aus x,? = 3? m? oder x,? = (0,5)? m? folgt natür- 
lich &ı = 3m bzw. x: = 0,5 m. Für den allgemeinen Fall, daß der 
Flächeninhalt eine beliebige positive (reelle) Zahl ist, fand man damals 
keine allgemeine Lösung; in einem Platonischen Dialog setzt SOKRATES 
dem Menon durch längere geometrische Erläuterungen auseinander, 
daß die Diagonale eines Quadrats von der Seitenlänge 1 ihrerseits 
Seite eines Quadrats vom Flächeninhalt 2 ist (Abb.). Heute würde 
man den geometrischen Inhalt des Dialogs mit Menon in der Fest- 
stellung zusammenfassen, daß die Seite x, eines Quadrats von der 
Fläche 2 den Wert x, = V2 hat. Dabei soll das Zeichen /2 (lies zweite 
oder Quadratwurzel aus 2) die Zahl x, bezeichnen, die, mit sich selbst 
multipliziert (ins Quadrat erhoben), den Wert 2 ergibt. Die damit ge- 





Quadrat mit dem doppelten stellte Aufgabe, diese Zahl. x, wirklich anzugeben, ist in einigen 
Flächeninhalt eines Fällen leicht zu lösen; z.B. gilt u = y3 ir %, = V0,0144 = 0,12, 
gegebenen wie man durch die Probe z,? = 3? = 9 bzw. x,? = (0,12)? = 0,0144 


sofort nachweist. 






Analog führte das Delische Problem der griechischen Mathematiker zur dritten oder Kubikwurzel; 

es verlangte, die Seite eines Würfels anzugeben, dessen Rauminhalt das Doppelte eines Würfels 

von der Kantenlänge 1 ist. Heute drückt man diese Fragestellung in folgender Form aus: Die 
3 


Kante k eines Würfels, dessen Rauminhalt 2 ist, soll die Zahl k = V2 (lies dritte bzw. Kubikwurzel 
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aus 2) sein, deren dritte Potenz den Wert 2 hat; k® = 2. Diese Aufgabe ist wieder in einigen Fällen 
3 3 


leicht zu lösen; z. B. gilt k, = /8 = 2 oder ka = 0,125 = 0,5, weil k,? = 2% = 8 bzw. k,? = (0,5)? 
— 0,125. 3 
So wie die Aussagen x = Ya und 2? = a,2 20 bzw.k = Ya und A? =a 


gleichwertig sind, sollen es auch für b = 0 
nr 


a=Ybundar=b,a>20 sein. 





= E 


Wurzel) oder Wurzelziehen wird offenbar als eine Umkehrun g des 
Potenzierens aufgefaßt. Die Zahl b, aus der die Wurzel gezogen wird, heißt Radikand und entspricht 
dem Potenzwert; der Wert « der Wurzel entspricht der Basis der Potenz, und der Exponent wird 
hier Wurzelexponent genannt. n_ 
Da für jede ganze positive Zahl n gilt 1” = 1, muß entsprechend gelten yı = 1; ebenso folgt aus 
1 


Be 





n — 
0r = 0 die Umkehrung /0 = 0. Der Vollständigkeit halber wird schließlich definiert Va soll a 
bedeuten. 
Als Lösungen der Gleichung x? = 2 ergeben sich = + V2 unda,=-— Y2, denn &,° = (+ Y2)? =2 


n 
und 23? = (—- 2)? = (- 1}. (Y2)?= +2. Die Wurzel Yb=x ist eindeutig bestimmt. Die zwei 
Lösungen der Gleichung x” = b für gerade n müssen deshalb durch das Vorzeichen der Wurzel 


unterschieden werden. 
Die Gleichung x? = — 8 hat die Lösung x = — 2. Da in der Definition der Radikand als nicht 
3 3 


negativ vorausgesetzt wird, ist zu setzen = —Y-(- 8) = —-|8. Fürungerade n und 5<0 ist 
N 3 


x = —-\-b die Lösung der Gleichung az" =b. Häufig wird noch die Schreibweise x = V—-8 für 

die Lösung von x®= — 8 verwendet und damit stillschweigend vereinbart, daß für ungerade n 

die Wurzel aus einer negativen Zahl die negative Wurzel aus ihrem Betrag ist. 

Der im Scherz gezogene Schluß, aus (+ 2)? = (— 2)? durch Wurzelziehen +2 = — 2 zu erhalten, 
2 2 2 


ist falsch, weil Y(+ 2)? = Y(- 2)? = Y4=2; erst als Lösung der Gleichung x? = 4 erhält man 
neben ,=2 auch , = - Y4 = -—2. 

Radizieren und Potenzieren sind dann Umkehrungen voneinander, solange man im Bereich 
positiver Zahlen bleibt. 


Berechnen von Wurzeln. In den Anwendungen kommen meist nur Quadrat- und Kubikwurzeln 
vor. Im folgenden werden diese Wurzeln deshalb vor allem betrachtet. Aus den verschiedenen 
vorhandenen Methoden kann man die für die jeweilige Aufgabe am besten passende auswählen, 
die mit dem geringsten Rechenaufwand ein Ergebnis mit genügender Genauigkeit ergibt. 


Numerische Verfahren. Schon im 16. Jh. findet man bei Michael StireL das numerische 
Radizieren bis zur 7. Wurzel. Heute benutzt man dazu Logarithmen. Es genügt deshalb, das Ver- 
fahren für Quadratwurzeln zu zeigen. 
Zuerst einige Überlegungen zur Stellenzahl bei Quadratwurzeln. Das Quadrat einer 2stelligen 
Zahl wie 21 oder 85 ergibt eine 3- oder 4stellige Zahl. Allgemein ergibt das Quadrat einer n-stelligen 
Zahl eine (2n — 1)- oder 2 n-stellige Zahl. Da das Radizieren die Umkehrung des Potenzierens ist, 
gilt für das Radizieren: Die Quadratwurzel aus einer (2n — 1)- oder 2 n-stelligen Zahl ist n-stellig. 
Beispiele dazu wären Y441 = 21 und V7225 — 85. Man kann auf einfache Weise die Stellenzahl 
der Wurzel bestimmen: Den Radikanden teilt man vom Komma aus nach beiden Seiten in Gruppen 
zu je 2 Stellen ab. Die Anzahl der Stellen der Wurzel vor bzw. nach dem Komma ist dabei gleich der 
Anzahl der Gruppen vor bzw. nach dem Komma. Bei dem Beispiel V44|44|48,88| 89 —= 666,67 
hat man 3 Stellen vor und 2 nach dem Komma. 
Betrachtet man 441, so weiß man, daß die Wurzel 2stellig sein muß, d. h. die Form a + b hat, 
in der a ein Vielfaches von 10 ist. Demnach ist 441 = (a + b)? = a? + 2a b + b?2 oder besser 
441 = a? + (2a + b) b. Das verwendet man zur Berechnung der Quadratwurzel, indem man vom 
Radikanden zuerst a? und dann das 2. Glied (2a + 5) b subtrahiert: 
Y441 = 20 +1= 21 
—.a? — 400 a b a-+b 
41 
-(2a+b)b — 4l 
0 
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Analog berechnet man einen 3stelligen Wurzelwert: 


V57 45,64 = 70 +5 + 0,8 = 75,8 


- a2 — 49 00 a b ce +5b-+e 
m 845 
- 2a+b)b — 725 
_ 1 20,64 
- (2a +2b+c)ce — 120,64 
0 


Näherungsformeln. Es sollen an dieser Stelle nur die schon im Altertum bekannten und zur 
Berechnung herangezogenen Näherungsverfahren erwähnt werden. Im Hauptabschnitt Funktionen- 
reihen wird auf einige andere eingegangen. pa 


b\2 
Wenn a sehr groß gegenüber 5 ist, sind in den Ausdrücken (a + 32) =a?-+b-+ —- und 


3 2 3 4 a? 
Zu 3 ” ® “ .. * 
(a + 3) a+b+ 308 En 27.06 Glieder mit Potenzen von a im Nenner vernachlässigbar 
klein; man erhält Näherungswerte für die Quadrat- und Kubikwurzel. 


© 


Fiat RA b b \s ee, ob 
>] 84024 5; Ve +bra+z-; a+ 3575) va+b; Va +bza+ ;— 
ya eh: 2a’ U ; 3a? 





2 
EN 1 
Beispiele: 1. Y35 = Js -1»6- »” 5,917 gegenüber dem genauen Wert 5,91608... 


SEE De A 2 1000 
2. V730000 = V729000 + 1000 = 90 + 7008 


gegenüber dem genauen Wert 90,0411... 





— 90,041 


Radizieren mit anderen Hilfsmitteln. Das Radizieren wird vielfach mit Hilfe von Rechenschieber 
oder Logarithmentafel durchgeführt, da hierbei der Arbeitsaufwand sehr gering ist. Das logarith- 
mische Radizieren hat zudem den Vorteil, daß man Wurzeln mit beliebigen Wurzelexponenten 
ohne besondere Mühe schnell ausrechnen kann. 

Zum graphischen Radizieren kann das Kurvenbild y* = x einer Potenzfunktion dienen. Bei 
genügend genauer Zeichnung oder genügend geringer verlangter Genauigkeit darf auch für Punkte, 
die zwischen den zur Kurvenkonstruktion benutzten liegen, für den gegebenen Ordinatenwert x 


N 
der zugehörige Abszissenwert y = Vx als Wert der n-ten Wurzel verwendet werden. 
Außerdem benutzt man sehr häufig Nomogramme. So kann man den Zusammenhang zwischen der 
Höhe !, dem Durchmesser d und dem Volumen V eines Zylinders durch ein Nomogramm wieder- 
geben (Abb.). 


Beispiel: Wie groß ist der Durchmesser eines 20 cm langen Zylinders mit einem Volumen von 
160 cm? ? 

Auf der Volumenskale ermittelt man den Punkt 160 em? und auf der Längenskale den Punkt 
20 cm. Man verbindet die beiden Punkte durch eine Gerade, die die mittlere Skale, die Durch- 
messerskale, in dem gesuchten Durchmesser schneidet. Der gesuchte Durchmesser beträgt 3,2 em. 
Analog: Ein Zylinder mit einem Volumen von 900 cm? und einer Länge von 18cm hat einen 
Durchmesser von 8,0 cm. 


Das geometrische Mittel läßt sich ebenfalls graphisch darstellen und dient damit als Nomogramm für 
die Quadratwurzel aus einem Produkt (Abb.). 

Auch die beim Potenzieren verwendete quadratische Doppelleiter kann man zum Radizieren 
benutzen. 


Radizieren mit Hilfe von Tafeln. Die Tafel der Quadratzahlen enthält die auf vier gültige 
Ziffern gerundeten Quadrate. Nach der Definition der Wurzel dürfen sie als Radikanden angesehen 
werden. Die Ziffernfolge der Wurzel eines Radikanden ergibt sich aus den Ziffern am Eingang der 
Zeile des Radikanden (in der Eingangsspalte) und aus der Ziffer am Kopf der Spalte, in der der 
Radikand steht, z. B. findet man 76,39 = 8,74; V0,1136 = 0,337; V2777 — 52,7 oder 2,402 
= 1,55 (Abb.). 

Liegt der gegebene Radikand zwischen zwei Quadratzahlen der Tafel, so ist außer der Tafel- 
differenz d die Verbesserung v gegeben; aus dem für das Aufsuchen der Quadrate gefundenen Er- 
gebnis d- z/10 = v ergibt sich die 4. gültige Ziffer z= 10 v/d; z. B. liegt /56,90 zwischen V56,85 
und V57,00, hat also einen Wert zwischen 7,54 und 7,55; die Tafeldifferenz ist d = 15, die Ver- 
besserung v = 5 und die 4. Ziffer z = 50/15 = 3; das Ergebnis ist 56,90 —17,543. Entsprechend 


findet man /15,78 = 3,972 oder /6666 = 81,64. 


Vin cm? dincm 
Er \ „0 
900 700 
800 30 
700 >80 
600 70 
6.0 
500 
5,0 
400 
40 
300 Y 
30 
200 


700 


20 


113 


lincm 


10 


18 
20 


Nomogramm zur Berechnung des Durchmessers 


4V 
d= je zylindrischer Körper 
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a c b 

700 700 100 
90 90 90 
80 80 80 

70 70 70 
60 60 60 
50 50 50 
40 40 
30 30 
20 20 20 

15 

10 10 10 

c=Va:b 


Quadratwurzel aus einem 
Produkt c = \ab 





Aufsuchen der Quadratwurzel V2,402 = 1,55 
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In der Tafel der Quadratwurzeln erfolgen das Ablesen und die Interpolation ebenso wie bei der 
Tafel der Quadratzahlen. Zu beachten ist, daß in der are und -zeile jetzt der Radikand, in 
der Mitteltafel aber die zugehörige Quadratwurzel steht. 


Beispiel: 55,3 = 7,437. 


Alles über die Quadratwurzel Gesagte gilt analog für die Kubikwurzeln. 

Von den Ausnahmefällen abgesehen, in denen der Radikand ein Quadrat bzw. eine n-te Potenz 
einer rationalen Zahl ist, sind alle Quadrat- bzw. n-ten Wurzeln irrationale Zahlen (vgl. Aufbau 
des Zahlenbereichs). 


WURZELN ALS POTENZEN MIT GEBROCHENEN EXPONENTEN 


Das Wurzelziehen darf als Umkehrung des Potenzierens aufgefaßt werden. Nun wird aber eine 
Potenz mit einer positiven ganzen Zahl n potenziert, indem man ihren Exponenten mit der Zahl n 
multipliziert. Da die Division die Umkehrung der Multiplikation ist, wird nach dem Permanenz- 
prinzip festgesetzt: 





Damit ist eine neue Zahl a” definiert, für die gelten soll a” — Var, wenn a eine positive reelle 
Zahl ist und m sowie n zwei positive ganze Zahlen sind. Nach den bisher abgeleiteten Rechenregeln 
m 


ist die n-te Potenz dieser Zahl (r) = am, wie es nach der a der n- oe Wurzel sein soll, 
Bde». ER m m’ 6 N 

Zugleich ist diese Darstellung auch eindeutig, aus — = Pr .B.: sy folgt Vo — Var, Erhebt 

N m’*n 

man nämlich wegen mn’ = m’n die Wurzel En, in die (m’-n)-te Potenz, so erhält man (Var) 

n __\r]jm‘ n’ \mn’ n’ _\nr|m 

(Var) — [am]m’ = am’m, Entsprechend gilt aber auch (Var ) _ (Var) wi — [am’]m 

— am’m, d. End derselbe Wert. Aus den Definitionen läßt sich herleiten, daß die Potenzgesetze 

auch für gebrochene Exponenten gelten. Daraus ergeben sich eine Reihe von Beziehungen. 











n 4 1 1 
— VYab, weil a -b" = (ab)". 





ee ler 3-29. =- Eee 
yı2 





2 = V: : 2] ! er 4 . (a2 3: 
Dr Vene ee >= — ea — oo ae 3 
u eK I 64 7 3._ 7. 4 ae 
27 Hi Va? - a 
a ed 1 -ö 
5.9 = Y3?= 3. 6. Va5 = a” 7 = 4a). 2, 


8. New. Vom. rear v2 ae 


3 
_ Yor- 2-38 -akbi = 22- 8l. al. pl. Vz — 12abY2ab. 
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10 (2 5) 5 af -V#- 8a? 
- BETT EITIEETTE 
Vz N - oc 
11,12bec rer 24 B2 ———— = }30ae. 


12. (Yie) ee = 23-8, 
9 B 


RER. 17 29 9 8 a 
jelae;) = 8] nennen: ?env u" =nv)o. 
n n n n 
14 Gb. (art1— a) +a ara a 
ee he lm 
” z 3 3 
für a= 3, n= 2 bedeutet dies 3753 3 
l 2 ? 
füra=2,n=5 bedeutet dies 2+37=2 31° 
1/2 a 
15. n V32 = |(25)2 |? = 210 = 2? = 2. 


3 
a5 Va5 = |a5 (a) a N sd = = a? Ya. 
1 
2 

















3% _5 
1a eb: a® at, 
_ Vos 
2 -B 2.+5 37 =. 30 
19. yo. Per en Br 30” er: Va’. 





\ 10? 100 
\m- | Yio= Yio= Yio= 100m. 


20. a) 


10* 
b) Y10 = 10801, 


Rationalmachen des Nenners. Wurzeln sind im allgemeinen irrationale Zahlen, die durch 
unendliche unperiodische Dezimalbrüche dargestellt werden. Man vermeidet es deshalb, durch 
Wurzeln zu dividieren, d.h., daß Wurzeln im Nenner stehen. Es läßt sich auch stets eine Zahl 
angeben, mit der man den gegebenen Bruch so erweitert, daß sein Nenner rational wird. Ist der 


Mm Mm (1-5) m “Li 
N 





Nenner Jar = a”, so nimmt er durch Multiplizieren mit an:a" = a =a ”* den 
3-1 2 
1 — — 
Wert a” an, ist also rational. Der Bruch 5 muß danach mit p ® = p? erweitert werden. 
Vp 
2 2 
3 
MA vepi ne ae 
Beispiele: 1. -— _ I =! 2:8. 2. —_—e-— — 2. 
3 ey v2 YV2-y2 2 


Hat der Nenner die Form (Ya — Vb), so wird er durch Multiplizieren mit (Ya + Jb) rational, da 
(Ya - Yb) (Ya + V%) = [(Va)’ - (Yb)’]=a- 2. 
eV Er ARTE. = 
Beispiel: a Wear 


Potenzen mit irrationalen Exponenten. Ausgehend von der Definition der Potenz als Produkt einer 
ganzzahligen Anzahl gleicher Faktoren ist ihre Bedeutung nach dem Permanenzprinzip erweitert 
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worden auf negative und schließlich auf beliebige rationale Exponenten. Es liegt nahe, noch einen 
Schritt weiterzugehen und irrationale Exponenten zuzulassen. Sei « ein solcher irrationaler positiver 
Exponent; er läßt sich durch einen unendlichen unperiodischen Dezimalbruch darstellen, d.h. in 
der Form schreiben: « = a, aı 02.4,...G1..., 
4 a Sa! SE r 
Aare ot 
dabei bedeuten: a die Ganzen, aı die. Anzahl der Zehntel, a3 die der Hundertstel usw.; a ist also 
eine ganze Zahl und die a; sind eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 eines Dezimalbruchs, 
die von einer bestimmten Stelle an nicht alle Null sein und sich auch nicht in irgendeiner geregelten 


Folge, einer Periode, abwechseln dürfen. Für «= y2 = 1,41421356...gltz Ba = L,u=-4,0&=1, 


a 
= 4,,= 23,0, =1l,9,=3,,=5,... Bricht man die Summe für «x nach dem Glied Zr ab, so 
1 
erhält man einen Näherungswert «;, der um weniger als Io, vom wahren Wert « abweicht. Wie klein 


auch immer eine Zahl e gewählt wird, so läßt sich stets ein Index / finden, so daß der Unterschied 
zwischen «r und « kleiner als e wird, |@r — «| < e, dabei ist x, eine rationale Zahl. Für eine positive 
Basis b ist also 5%r eine Potenz mit rationalem Exponenten, deren Wert sich um einen Faktor von 
b& unterscheidet, der näher an 1 liegt als be. Da b° = 1 und e eine beliebig kleine Zahl ist, läßt sich 
die Potenz bx mit irrationalem Exponenten beliebig genau durch Potenzen mit rationalem Expo- 
nenten annähern, deren Folge den Grenzwert b« hat. Ist « negativ, so gilt die gleiche Überlegung 


1 


für den Nenner des Bruches Da’ dessen Exponent positiv ist. Es läßt sich zeigen, daß die Potenz- 


gesetze auch für beliebige reelle Exponenten gelten, 


II. Rechnen mit Logarithmen 


Vor 150 Jahren gab es Dichter, die in der Logarithmentafel die Verkörperung der Mathematik 
sahen. „Was der Mathematik die Logarithmen sind, ist die Mathematik den anderen Wissenschaf- 
ten‘ (NovAuıs). Heute ist die Logarithmentafel in diesem Sinne längst entthront. Rechenschieber 
und Rechenmaschinen sind an ihre Stelle getreten. 


LOGARITHMENGESETZE UND LOGARITHMENSYSTEME 


Multiplizieren mit Hilfe von Potenzen. Stellt man die Exponenten /, die Potenzen p und ihre Werte n 
etwa für die Basis 2 zusammen, so lassen sich Multiplikationen und Divisionen mit den Potenz- 
werten n leicht mit Hilfe der Exponenten / ausführen; z.B. 4 8= 2°. 23 


1 
— 243 — 25 — 32 oder 16:64 = 24:26 — 2-2 — 4° Unter Benutzung 


der Tabelle ist nach den Potenzgesetzen nur zu rechnen 2+3=5 
bzw.4—-6= —2. Anstatt zu potenzieren, genügt es zu multiplizieren: 
43 — (22)? = 26 — 64; entsprechend kann das Wurzelziehen durch das 

4 4 
Dividieren ersetzt werden, z.B. ) n -—2 i— 


nen werden um eine Stufe herabgesetzt, wenn man anstatt mit den in der 
Aufgabe enthaltenen Potenzwerten mit den. ihnen entsprechenden Exrpo- 
nenten rechnet. Ein Nachteil des Verfahrens ist, daß für Zahlen zwi- 


schen den Potenzen von 2 keine Exponenten bekannt sind. Berechnet 
100 


man aber /2 = 1,006 956 — 20.01, so ergeben die Potenzen dieser Zahl 
für alle Exponenten zwischen 0,01 und 1 die Potenzwerte, z. B. 29.02 
— (20,01)? — 1,01396, oder 2%,1 = (20,01)10 — 1,071 773. Auch Zwischenwerte 
zwischen den anderen Potenzwerten lassen sich danach finden, z. B. ist 
21,01 — 2140,01 — 2. 20,01 — 2,013912 oder 2%1 — 28+%1 — 8 - 1,071773 
— 8,574184. Alle diese Potenzwerte ergeben sich als irrationale Zahlen 
aus der Rechnung; anzustreben ist aber, Exponenten zu finden, für die 
der Potenzwert eine beliebig vorgegebene Zahl ist, z. B. die Zahlen 3 
oder 5 oder 7,26 (vgl. Geschichtliches). 


. Alle Rechenoperatio- 


DD| 





Für eine Basis b, die größer als 1 ist. und für eine beliebige positive Zahl n läßt sich leicht zeigen, 
daß ein solcher Exponent I der Potenz bl = n existieren muß. Für genügend große positive Exponen- 
ten » sind die Potenzen der Zahl b > 1 größer als jede reelle Zahl n > 1 bzw. für negative Exponen- 
ten » kleiner als jede reelle Zahl 0 <n < 1. Es gibt also einen Exponenten a der Eigenschaft, daß 
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1 
ba <n <be+l, Teilt man das Intervall von a bis a + lin zehn Teile der Größe 10° so läßt sich eine 


aı a ,1 

Zahl aı aus den Zahlen von O bis 9 finden, so daß „°*10 Sn<b" 10710, Fährt man fort, 
das Intervall zwischen den beiden letzten Exponenten in 10 Teile zu teilen, so ergibt sich für den 

a a 
kleineren Exponenten ein Dezimalbruch &« = a,aı Q2...i...=4 stm „nett... 
der entweder rational ist und abbricht, wenn für & = a, aı a3... a: gilt 5% = n, oder der sich-der dann 
irrationalen Zahl « beliebig nähert, so daß b* = n. Rechnerisch lassen sich die Exponenten = « 
durch eine Reihenentwicklung bestimmen. Man nennt diese Exponenten l Logarithmen zur Basis b 
und die Zahl n = bl den Numerus (Plural Numeri); man sagt kurz: l ist der b-Logarithmus von n 
oder in Zeichen ! = log, n. Nach der Ableitung muß die Basis b dabei größer als 1 sein und der 
Numerus positiv. Alle Logarithmen zu einer bestimmten Basis bı werden zusammengefaßt als 
Logarithmensystem zur Basis bı bezeichnet. 
Bislang wurden nur Logarithmen zur Basis 2 betrachtet. Sie werden mit lb bezeichnet (binär, 
aus zwei Einheiten bestehend). In der neuen Schreibweise ergab sich dann: Ibn = logan. 


lb 2 = L,denn 21 = 2; lb4 = 2,denn2° = 4; 

1 1 1 
lb 32 = 5,denn 2% = 32; Ib a” —4,denn 24 = —,; = 7; 
lb 1,006956 = 0,01, denn 2% — 1,006956 ; 
Ib 1,071773 = 0,1, denn 2% = 1,071773 ; 
Ib 8,574184 = 3,1, denn 2% — 8,574184; 


lb (4-8) = 1b4+1b8= 2+3=5 = lb 32; 


1 
Ib (16:64) = 1b 16 - 1b64 = 4-6=- -2=1b,; 
lb 4 = 3-]Jb4= 3-2=6 = Ib 64; 





wm 


Die hierin enthaltenen Beziehungen gelten für jede Basis b, T. in 
da sie nur die für Exponenien ausgesprochenen Potenzgesetze SBRTT h = 
darstellen. Aus der Folge der Potenzen ..., 53, 5-2, b-1, 1, ZIEIBFSPR 

b!, b2,b®,... folgt zunächst 


logo 52 = 2, log 5b’ =3,..„lgpbr=», 


b 


der Logarithmus von 1 ist stets Null und für die übrigen 
Werte gilt die nebenstehende Tabelle. 

Die Regeln für das Rechnen mit Logarithmen werden wegen 
ihrer häufigen Anwendung oft als besondere Logarithmen- 
gesetze ausgesprochen. 


1 1 
logb=1, lpg1l1=0, lg; = —1 u lager — »,d.h., 








Aus ! = log: (nı * na); lı = logo nı; la = logo nz folgt nämlich: 
= Nı*’Na, bi, = Ni, bi, = Na oder bi — nı * Na == b!+t,, d. hi, = lı 5 la. 





N, 
ns bi = n,; bla = n, oder 
2 
b! = N, . Ne — bet, d. D., l —: I, —— lo. 


bh! 


et 1 
Beispiel: 8, 77 = log 1-10g,17 = - log 17. 
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en un setz: Der L Eusnsi 





Ausi= FE p';lı = lo» p folgt änlieh; 
bi = pr; bı = p oder b! = pr = (bh)r = brau, d.h,!=rlı. 


53 x? 
Beispiele: 1. log» —r- 


ler 3lop5-+2logpx — 4lop6. 2. lobr=erlogb=r: 1=r. 





4. Logarithmengesetz: Der Logarithmus einer V i 
"Wurzelexponenten geteilten ee des Radikanden 
r 


Aus! = log VYw; lı = log» w folgt nämlich: 
; 1 1 


= benennt ei ‚d.h,i= 





95 2 
Beispiel: log» le; 3 (log» g5 — log 8?) = = log» 23 log 8. 


Logarithmensysteme. Unter allen möglichen Logarithmensystemen (Basis b > 1) werden im 
wesentlichen nur zwei verwendet, die natürlichen und die dekadischen Logarithmen. Die natür- 
lichen Logarithmen werden in der höheren Mathematik fast ausschließlich benutzt. Ihre Basis ist 


1\r 
die durch den Grenzwert lim e En . oder durch eine unendliche Reihe definierte transzendente 


n—co 
Zahl e: 





o = lim (1+,)" -14+ 4 +3 te 
nom N 

Ihre Potenz mit veränderlichem Exponenten ist die Exponentialfunktion, die zum Beschreiben 
aller Vorgänge geeignet ist, deren Ab- und Zunahme ihrem jeweiligen Betrage entspricht, d. h., für 
die der Differentialquotient dem Funktionswert proportional ist, z. B. beim radioaktiven Zerfall 
oder beim Anwachsen eines Waldbestandes bzw. der Bevölkerungszahl der Erde. Auch die Mathe- 
matiker im 16. und 17. Jh. berechneten erst Logarithmen dieses 
Systems. Sie werden mit In anstatt log. gekennzeichnet: loge © 
= Int (Logarithmus naturalis von x). Aus den zur Berechnung 
von Logarithmen angewendeten Reihen ergeben sich die Werte 
‚ von natürlichen Logarithmen. Die dekadischen oder gewöhn- 
lichen Logarithmen haben die Basis 10 und werden nach dem 
englischen Mathematiker Henry Brısses (1561-1630). der sie 
zuerst berechnete, auch Briggssche Logarithmen genannt. Sie 
werden zum praktischen Rechnen fast stets verwendet und mit 
lg anstatt logıo gekennzeichnet; logio e=1gx. Den Vorteil, den 
sie bieten, weil ihre Basis die des Zahlensystems ist, erkennt 
man aus ihren ganzzahligen Werten (s. nebenstehende Tabelle). 

Das bedeutet aber. daß die Zehnerlogarithmen nur für die Zahlen 
von 1 bis 10 berechnet zu werden brauchen bzw., daß es nur auf 
die Ziffernfolge einer Zahl bei der Berechnung der Zehnerlog- 
arithmen ankommt; hat man z.B. gefunden I1g 2,37 = 0,3747, so 
hat man zugleich die Zehnerlogarithmen der Zahlen 23,7; 2370; 

0,237; 0,00237 usw., also von jeder Zahl, die sich als Produkt aus 2,37 und einer Zehnerpotenz dar- 
stellen läßt (s. Tabelle). 


Aus lg 2,37 = 0,3747 abzuleitende Logarithmen 








23,7 — 10 - 2,87 lg 10 + 1g 2,37 1g 23,7 = 1,3747 1 
23770 ° = 108- 2,37 lg 103 + 1g 2,37 lg 2370 = 3,3747 3 
I. 1 
0,237 = 752,37 "510 + 1g 2,37 lg 0,237°° = 0,3747 - 1 = 
1 
0,00237 = 195° 2,37 re Zi + 1g 2,37 18 0,00237 = 0,3747 — 3 3 
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Man nennt die als Logarithmus wirklich zu berechnenden Ziffern 3747 seine Mantisse und die 
Zahlen 1; 3; 0,... —1; 0,... —3 seine Kennziffer. Diese Kennziffer hat für Numeri von 1 bis 9 
den Wert 0, für Numeri von 10 bis 99 den Wert 1, allgemein für Numeri mit » Ziffern vor dem 
Komma den Wert (v — 1); ist der Numerus aber ein Dezimalbruch kleiner als 1, so ist die Kenn- 
ziffer des Zehnerlogarithmus negativ und ihr Betrag gibt an, um wie viele Stellen das Komma 
nach rechts verschoben werden muß, bis es hinter der ersten von Null verschiedenen Ziffer des 
Numerus steht. 

Für Logarithmen mit der Basis b braucht man auch nur die Werte für Numeri von 1 bis 5 als 
Mantisse zu berechnen; für Numeri von 5b bis 5? ist die Kennziffer 1 usw. Der Vorteil der deka- 
‘dischen Logarithmen beruht demgegenüber darauf, daß ihre Basis dieselbe wie die des Zahlen- 
systems ist und die Kennziffer unmittelbar, d.h. ohne Umrechnung auf Potenzen von b, an den 
Numeri abgelesen werden kann. 

Übergang von einem Logarithmensystem in ein anderes. Die Tatsache, daß man durch Reihenent- 
wieklung natürliche Logarithmen erhält, praktisch aber Zehnerlogarithmen braucht, macht es 
notwendig, die Logarithmen zur Basis b aus denen zu einer anderen Basis «a von demselben 
Numerus n zu berechnen. Bekannt soll danach !« = log. n sein; gesucht aber wird !, = log» n. In 
dem bekannten System zur Basis «a kann als Numerus die Basis b des neuen Systems gewählt 


werden, man erhält I. = log. b. In Potenzschreibweise lauten diese drei Gleichungen 


aan; be=n; ala — b. 
Erhebt man die dritte in die l»-te Potenz, so folgt 


ale _ pe n— ala , d.h,;, aeb_ oa odr KK b=k. 


Diese Beziehung wird als Kettenregel bezeichnet. Werden die 
natürlichen Logarithmen als berechnet angesehen, so ist zu 
setzen a=e und b=10, und man erhält In 10 -Ign=Inn. 
Die Zehnerlogarithmen ergeben sich danach aus den natür- 









1 
lichen durch Multiplizieren mit der Konstanten er My; 





Sollen dagegen aus einer vorhandenen Tafel von Zehnerlogarithmen natürliche berechnet werden, 
so ist in der Kettenregel zu setzen « = 10, b=e; man erhält 
ge -Inn=Ign. 

Daß tatsächlich Ige= My, erkennt man sofort, indem man setzt 
n = 10; aus Inn — 8" wird dann 15 10 = Öder lge = Er 
=: go lge In 10 
Umkehroperation. Die Addition und die Multiplikation haben jede nur eine Umkehroperation, die 
Subtraktion bzw. Division, denn aus ss +82 =s folgt ss =s— 5 bzw. 2 =s-— sı, und ent- 
sprechend folgt aus fı - fa = p entweder fı = p : fa oder fa = p : fı. Will man aber aus einer Potenz 
rı = p die Basis r oder den Exponenten g berechnen, so sind zwei verschiedene Operationen not- 





q — 
wendig; die Basis ergibt sich als Wurzelr = \p, der Exponent dagegen als Logarithmus q = logr p. 


a \qa 
Durch Einsetzen der formalen Umkehrungen in die Potenz r? = p erhält man entweder (15) =. 
d.h. die Definition der Wurzel, oder die Gleichung r !ar ? = p,d.h. die Definition des Logarithmus,. 


Die Wurzel als Umkehrung der Potenz geht allerdings von der Annahme eines rationalen Potenz- 
t 


t 
exponenten aus; für q =, wenn t und s ganze, teilerfremde Zahlen sind, ergibt sich aus r’=p 
t 


sofort rt!= pi, r = Yr:. Wenn aber g den irrationalen Wert « hat, kann die Wurzel nur als Potenz 
1 


mit gebrochenem Exponenten aufgefaßt werden: r = p”. Zur Berechnung der Potenz p und der 

Wurzel r bei irrationalem Exponenten « werden die Logarithmen zu Hilfe gezogen. Man erhält aus 

p = r“ durch Logarithmieren auf beiden Seiten etwa im Zehnersystem Igp = «lgr und daraus 
lg» 


1 nung 
als Numerus p = 10*!E? oder auslgr = — den Numerusr=10 *, 
Bis auf Numeri, die Potenzen der Basis b des Logarithmensystems sind, haben alle Logarithmen 


t 
irrationale Werte. Wäre z.B.lg2 = = eine rationale Zahl, in der it und s ganze, teilerfremde Zahlen 
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L 


(s>t) sind, so müßte gelten 10° = 2 oder 10t = 2° bzw. nach dem Kürzen 5? = 2°-! = z im 
Widerspruch zum Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit der Zahl z in Primfaktoren. Der Schluß 
läßt sich auf die Basis b und den Numerus n verallgemeinern, da n zwischen 1 und b angenommen 
werden darf. Der Widerspruch in der Gleichung b! = n® ergibt sich dann daraus, daß b wegen 
b> n mindestens einen von n verschiedenen Teiler haben muß. 


Anwendung der Logarithmen. Zur Erfindung der Logarithmen sagte der französische Mathematiker 
und Astronom Marquis Pierre-Simon p# LarLaAcz (1749-1827): „Die Erfindung der Logarithmen 
kürzt monatelang währende Berechnungen bis auf einige Tage ab und verdoppelt dadurch sozu- 
sagen das Leben (der Rechner).“ 

Die Bedeutung der Logarithmen erschöpft sich aber nicht in der gewaltigen Erleichterung des 
Rechnens. Der Begriff des Logarithmus dient als Arbeitsmittel in vielen Bereichen der höheren 
Mathematik, z. B. in der Differentiel- und Integralrechnung, bei Differentialgleichungen, in der 
Funktionentheorie, der Potentialtheorie und der analytischen Zahlentheorie. 

In der Thermodynamik ist die Entropie S eines Körpers bzw. eines Systems von Körpern dem natür- 
lichen Logarithmus der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit W direkt proportional, d.h., es 
gilt S= k'1nW, wobei k die Planck-Boltzmannsche Konstante (k = 1,380 - 10-18 erg - grd-!) 
darstellt. 

In der Astronomie dient als Maß für die Helligkeit m eines Sternes nicht die Energie I der Strah- 
lung, die das Auge trifft, sondern der Logarithmus dieser Strahlungsenergie. Es gilt m — mo 


I 
= —-25-.1g I wobei Io die Strahlungsenergie bei einer Helligkeit m, und / die bei einer Hellig- 


keit m ist. 


Beispiel: Hat die Sonne die absolute Helligkeit M,= +4,7, der Stern Rigel im Orion dagegen 
M= -5,8, so erhält man 


I ®/ I 
-5,8-47= —25-1lg 1 10,5 : 2,5 = 4,20 = 87, oder 7 = 16000, 
0 


d. h., der Stern Rigel strahlt in jeder Sekunde rund das 16000fache der Sonnen- 
energie aus, 


Das Gesetz kann als Spezialfall des Weber-Fechnerschen Gesetzes gedeutet werden, nach dem die 
Empfindung sich proportional mit dem natürlichen Logarithmus des Reizes ändert, d.h., es 
werden nicht gleiche Reizdifferenzen, sondern gleiche Reizquotienten als gleich empfunden. 

In der barometrischen Höhenformel h— h, = 18400 (lgbo —1gb) bedeuten A die gesuchte Höhe und b 
bzw. bo den Barometerstand am Ort der Höhe h bzw. ho. 


Beispiel: Wie hoch über dem Boden fliegt ein Flugzeug, von dem aus der Druck der um- 
gebenden Luft zub = 596 Torr gemessen wird, während eine Bodenstation bo = 750 Torr meldet ? 
Da 1gb, = 2,8751 und Igb = 2,7752, erhält man abgerundet h = 18400 - 0,1 m = 1840 m als 
Flugzeughöhe über der Bodenstation. 


In der Biologie kann man mit Hilfe der von der Zinseszinsreehnung bekannten Formel 


N. 
bn=b E = I) etwa die Anzahl der für eine bestimmte Vergrößerung eines Waldbestandes 


notwendigen Jahre berechnen. Dabei sind b bzw. b„n der Waldbestand am Anfang bzw. am Ende 
des betreffenden Zeitraums und p die jährliche Wachstumsrate in Prozent. Diese Formel gilt 
allgemein für organisches Wachstum, wenn mit Prozentsätzen des Wachstums gerechnet wird. 

Bei der Untersuchung radioaktiver Stoffe fand man, daß von jeweils vorhandenen n Kernen An 
Kerne zerfallen, wobei A ein Wert zwischen 0 und 1 ist. Es gilt also die Differentialgleichung 


dn dn N 
ur An, die sich durch Trennung der Variablen integrieren läßt: Fr —Adit oder In ae At 
bzw.n = no e-At, wenn die Integrationskonstante n, die zur Zeit # = 0 vorhandenen Kerne angibt. 
1 
Die Zeit T, in der die Hälfte der Kerne zerfallen ist, heißt Halbwertszeit; für sie gilt In Der, au 
In 2 
oder 7 = —. 


DAS PRAKTISCHE LOGARITHMISCHE RECHNEN 


Für das praktische Rechnen haben die Zehnerlogarithmen die größte Bedeutung. Da außerdem ein- 
fache Beziehungen bestehen, aus den Logarithmen eines Systems die eines anderen zu berechnen, 
genügt es, die dekadischen Logarithmen zu betrachten. Von ihnen ist schon bekannt, daß die 
Logarithmentafel nur die Werte für Numeri zwischen 1 und 10 zu enthalten braucht. Alle anderen 
Zahlen des Zehnersystems lassen sich darstellen als Produkt einer Potenz von 10 mit einer dieser 
Zahlen. Der Exponent dieser Potenz ist eine ganze Zahl, die für Numeri größer als 1 positiv, für 
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Numeri kleiner als 1 negativ ist; sie heißt Kennziffer. Die Logarithmen der Numeri zwischen 1 
und 10 sind irrationale Dezimalbrüche zwischen 0 und 1; die Folge ihrer Ziffern nach dem Komma 
heißt Mantisse. 


Logarithmentafel. Je nach der Anzahl der Stellen, auf die die irrationalen Werte der Logarithmen 
gerundet sind, spricht man von 4-, 5-, 7stelligen Logarithmen. Logarithmen mit höherer Stellen- 
zahl (z. B. 10) werden nur für spezielle Aufgaben verwendet. Die Eingangsspalte links enthält die 
ersten 2, 3 oder 4 Ziffern des Numerus, also je nach der Stellenzahl die Ziffern von 10 bis 99 (4stellig), 
von 100 bis 999 (5stellig) bzw. von 1000 bis 9999 (7stellig). Hinter jeder Zahl der Eingangsspalte 


348 853 858 862 867 | 872 876 8Br 886 890 


895 900 904 909 928 932 937 

942 945 951 956 974 979 984 

988 993 997 *002 *021 *o25 *030 
97035 039 044 09 a 


087 086 090 095 


er ae ee ir iu u8 123 
128 132 137 142 | nn 


160 165 169 





8, 9 ist. In 5stelligen Tafeln allerdings würden für viele Mantissen die ersten beiden Ziffern die- 
selben sein, z.B. 97 für die Werte 1g 9,333 = 0,97002, ..., lg 9,340 = 0,97035, ..., lg 9,549 
— 0,97996, das sind 217 Mantissen! Um diese unnötigen und unübersichtlichen Wiederholungen 
zu vermeiden, werden diese ersten beiden Ziffern in einer besonderen Spalte (vor der Spalte 0 der 
4. Ziffern) nur einmal, und zwar vor der ersten Zeile gedruckt, deren Mantissen alle mit diesen 
beiden Ziffern beginnen; im Beispiel (Abb.) also in der Zeile rechts von der Eingangszahl 934. Die 
vorhergehenden Mantissenteile 002 bis 030 stehen also unter dem Ziffernpaar 96, gehören aber 
schon zu 97 und werden deshalb mit einem Stern gekennzeichnet: *002 bis *030 (Abb.). In 7stelli- 
gen Tafeln sind entsprechend die ersten 3 Ziffern der Mantissen herausgezogen worden. 





Aufsuchen der Mantissen von Graphische Interpolation für die Mantisse zu 
lg 5,728 = 0,7580 lg 5,728 = 0,7580 


Die letzten Stellen z der Numeri werden wie üblich durch lineare Interpolation (vgl. Quadrate) 
berücksichtigt, d. h., die T’afeldifferenz d der benachbarten Mantissen wird in 10 gleiche Teile 10 
geteilt, deren z-faches = = v die Verbesserung der Mantisse ist. Der lg 5,728 z. B. liegt zwischen 
0,7574 und 0,7582 (Abb.), die Tafeldifferenz d ist 0,7582 — ie = ae die nächste Ziffer z 
4. Dezimale nach dem Komma; also lg 5,728 = 0,7574 + 0,0006 = 0,7580 (Abb.). Für eine 
5 Mathematik 
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ee | 9423 2492 9575196511 
#8 | 75306 106 | 0182 | 0258 | 0333 [0409 | 
1.0788 | 0864 | 0940 | 1016 | 10gr [1167 
E88 2304 | 2380| 2456 | 2531 | 2607 | 2683 | 
Die Zeilen 5727 bis 5731 der Eingangsspalte einer ?stelligen Logarithmentafel 






















dagegen erhält man: lg 5,7283 — 0,758 0258 und 1g 5,7284 = 0,758 0333 (Abb.); für die Tafel- 
differenz d = 75 ergibt sich nach der Proportionaltafel 


für die Ziffer 4 eine Verbesserung v = 30,0 
für die Ziffer 0,2 eine Verbesserung v.= 1;5 
für die Ziffern 42 also die Verbesserung v = 31,5 = 32, 
mithin lg 5,728 342 = 0,758 0290. 
Ist dagegen ein Logarithmus gegeben und der zugehörige Numerus gesucht, so ist 
neben der Tafeldifferenz d die Verbesserung v bekannt, für die nächste gültige Ziffer 
10 vo 
Fu 
Beispiele: 1. I\gnı = 0,5412 liegt zwischen 0,5403 und 0,5416, also nı zwischen 3,47 
90 
und 3,48; d= 13,0 = 9, also z = 13° 7; mithin gilt 1g 3,477 = 0,5412. 
2. lgnz = 0,50000 liegt zwischen 1g 3,162 = 0,49 996 und 1g 3,163 = 0,50010; wegen d = 14, 
40 
v=4undz2 = 14° 3 gilt na = 3,1623. 
‚3. Igns = 0,2 409357 liegt zwischen Ig 1,7415= 0,24 09235 und Ig 1,7416= 0,240 9484. 
Die Proportionaltafel für d= 249 ergibt für v—= 122 als 6. Ziffer 4 (4- 24,9 = 99,6) 
und wegen 122 — 99,6 — 22,4 als 7. Ziffer unter 224 den Wert 9; also gilt 
lg 1,741549 = 0,240 9357. 


Oft sucht man negative Kennziffern dadurch zu vermeiden, daß man sich eine 
Kennziffer —10 dazu denkt, aber nicht schreibt; besonders in Tafeln der trigono- 
metrischen Funktionen wird nur diese Schreibweise angewendet. 


Beispiel 1: 1g 0,723 = 0,8591 — 1 = 9,8591 — 10, geschrieben 9,8591. 
Beispiel 2: lg 0,00723 = 0,8591 — 3 = 7,8591 — 10, geschrieben 7,8591. 













z des Numerus ergibt sich also 2 = 


SOAI1O90MWID — 


1 
2 
3 
Bi: 
5 
6 
7 
8 
9 





lg 2 
EN Nach einer 4stelligen Tafel erhält man: lg 2 = 0,3010 
08 0,3010 


und ig 1,03 = 0,0128. In der Gleichung n = — _—_—. 
0,0128 


= 1g 0,3010 — 1g 0,0128 = (0,4786 — 1) — (0,1072 — 2) = 0,3714 + 1= 1,3714. Der Numerus 
zu diesem Logarithmus ist 23,52; also gilt n = 23,52. In der Schreibweise mit Kennziffern 
(k,...— 10) lautet die Rechnung: Ign = (9,4786 — 10) — (8,1072 — 10) = 1,3714 — 10 + 10 
—=: 1,3714. 

Beispiel 4: Wie groß ist In 2? - Für die Umreehnung vom System der dekadischen Logarith- 
men in die natürlichen gilt: 


Beispiel 3: Wie groß istn = 
wird auf beiden Seiten logarithmiert: lgn 


lg 2 0,3010 0,3010 





Durch Logarithmieren erhält man: 
lg (In 2) = lg 0,3010 — 1g 0,4343 = (9,4786 — 10) — (9,6378 — 10) = (19,4786 — 20) — (9,6378 — 10) 
— 9,8408 — 10 = 9,8408. Der Numerus zu diesem Logarithmus ist 0,6931; also gilt In2 = 0,6931. 


Kurvenbild der Funktion y—=Igx. Nach der Tafel lassen sich die Funktionswerte y für jede reelle 
Zahl x angeben. Trägt man die Werte in ein kartesisches Koordinatensystem ein, so ergibt sich 
die Kurve der Funktion y = 1g x (Abb.). Sie schneidet die x-Achse im Punkteo» = l,y =1gl = 0. 
Für x-Werte von 1 bis 0 fällt die Kurve sehr stark ab und nähert sich für = > 0 asymptotisch der 
negativen y-Achse. Für x-Werte von 1 bis 10 wächst die Funktion monoton; ihr Anstieg ist gering. 
1 Mo 0,4343 

x 





ist der Neigungswinkel « einer Tangente an die Kurve gegen 
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d 
die x-Achse klein, denn tan« = Fe nimmt ab von 0,4343 für x = 1 bis 0,04343 für x = 10. Da die 


Numeri von 10 bis 100 die Kennziffer 1 haben, wächst die Funktion in diesem 10fach größeren 
x-Intervall um genausoviel wie zwischen 1 und 10, nämlich insgesamt um Ay = 1. Das gleiche 
gilt für das Intervall von x = 1000 bis x = 10000. Man sieht, wie wenig nur die Kurve von einer 
Geraden verschieden ist, wie berechtigt es in diesem Falle ist, linear zu interpolieren. Die in der 
Tafel unmittelbar gegebenen Werte liegen für eine 4stellige Tafel zwischen x = 100 und x = 1000, 
für eine 7stellige sogar zwischen 10000 und 100 000. 


Kurve der deku- 
dischen 
Logarithmen 





Rechenbeispiele. Die im folgenden berechneten Zahlenausdrücke sind verschieden aufgebaut. 
Enthalten sie nur höhere Rechenarten, so lassen sie sich durchgehend logarithmisch berechnen, 
d. h., erst vom Ergebnis ist der Numerus zu suchen. Enthalten sie aber Summen bzw. Differenzen, 
so müssen die numerischen Werte ihrer Summanden und daraus die der Summen als Zwischen- 
rechnung bestimmt werden. Dabei kann es vorkommen, daß der Logarithmus einer Zahl auftritt, 
die zu subtrahieren ist. Logarithmen negativer Zahlen gibt es im Reellen nicht. Man gibt daher, 
besonders in trigonometrischen Rechnungen, oft hinter dem Logarithmus durch die Zeichen n 
(negativ) bzw. p (positiv) die Operation an, die auf seinen Numerus anzuwenden ist. Dabei gelten 
die üblichen Vorzeichenregeln, z. B. wird aus (+) (—) = (—), jetzt p +n = n bzw. aus (—)  (—) 
= (+),jetztn+n=p. 


Di& Kennziffer wird zwar anders bestimmt als die Mantisse, diese gibt aber erst mit der Kenn- 
ziffer zusammen den Wert des Logarithmus. Auf den Logarithmus anzuwendende Operationen 
werden auf die Ziffern der Kennziffer genauso angewendet wie auf die der Mantisse. Hat der 
Logarithmus einer Zahl x den Wert 5,6, Igx = 5,6, so hat der halbe Logarithmus den Wert 2,8, 


Slgr —= lg Yx = 2,8, bzw. der dreifache den Wert 16,8, 31gx = lg =? = 16,8. 
Bei Logarithmen echter Brüche treten scheinbare Schwierigkeiten in der Anwendung dieser selbst- 
verständlichen Regeln auf. Diese Logarithmen haben negative Werte, und diese negativen Zahlen 
werden etwas abweichend vom üblichen Brauch sozusagen im Zickzack dargestellt. Man geht 
(Abb.) nieht von Null zu der auf der Zahlengeraden gegebenen Zahl, sondern darüber hinaus bis 
zu einer ganzen negativen Zahl und von dieser wieder bis zur gegebenen Zahl zurück; z. B. — 0,35 





Logarithmen mit negativen Kennziffern 


—= —1-+ 0,65 oder — 1,62 = —2 + 0,38. Dieses Vorgehen wird durch die Zehnerpotenzen im 
Nenner des echten Bruches bedingt und macht verschiedene Darstellungen derselben Zahl möglich, 
z.B. -0,35 = —2 + 1,65; - 0,35 = —10 + 9,65; — 1,62 = —5 + 3,38; - 1,62 = — 20 + 18,38 
usw. Die Mantissen in diesen Beispielen sind 65 bzw. 38; die Kennziffern bestehen aus zwei ganzen 
Zahlen, einer positiven und einer üblicherweise nachgestellten negativen, lauten somit in den 
Beispielen (0,...—1); (0,...-2); (1,...—-2); (...—10); (3,...— 5) oder (18,... — 20). 
Beim Multiplizieren, Dividieren bzw. Potenzieren der Numeri, d.h. beim Addieren, Subtrahieren 
bzw. Multiplizieren der Logarithmen ergeben sich keine Schwierigkeiten, wenn man sich vor Augen 


5*r 
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hält, daß zum Aufsuchen des Numerus von der zur gefundenen Zahl nächstniederen negativen 
ganzen Einheit ausgegangen wird. Das Wurzelziehen, d.h. das Dividieren des Logarithmus, erfor- 
dert aber eine Kennziffer, deren ganze negative Zahl auch nach der Division wieder ganz ist. Eine 


solche Darstellung läßt sich aber stets erreichen. 


Sn 
Beispiell: x = Y100, 
ze u. ya 0,6667 
lex = „18 = :-: de ’ ’ 


x = 4,642. 


Beispiel 2: x = /0,2, 


1 1 
518 0,2 = , (0,3010 — 1) 


1 
= ; (1,3010 — 2) = 0,6505 - 1; 


A 


1 
oder gr = 3 (9,3010 — 10) 


1 
= ; (19,3010 — 20) 


= 9,6505 — 10, 
x = 0,4472. 


- dB - 
lgz = lga +1lgb -+Ige. 


Im Schema werden Numerus N und Logarith- 
mus lg durch eine senkrechte Gerade getrennt: 


N 


Beispiel 4: 















a = 160,6 + 
b = 0,2856 
= 0,006 998 
abc 
© = 0,3210 
Beispiel 7: x = |0,002 934|i 0,000 089 98 


lgx = lIga - Igb. 


lg 


1,4675 — 4 
0,9541 — =) e 
0,5134 +1 


1,5134 















0,002 934 
0,000 089 98 








x = 32,62 


Beispiel 9: x = |16,24|* 


—[al*, 
lgx = nlga, 
lg(lgxz) = Igr + Ig(lga). 






0,0830 
0,4971 






3 
Beispiel 3: x = \1 - (0,927)s, 
lg 0,927 = 9, 9671 — 10, 
5 1g 0,927 = 49,8355 — 50 
= 9,8355 — 10, 
(0,9275 =_ 0,6847 


lg 0,3153 = 29,4987 — 30, 





1 
3 lg 0,3153 = 9,8329 — 10, 


3 
V0,3153 = 0,6807, 
3 
x = Yı — 0,6847 


3 a —— 
— 0,3153, 
x = 0,6807. 


Beispiel ä: x = [0,07535] : 6,459] 
-  @d) : 


lgx = Iga - Igb. 


0,0670 — | 





z = 0,01167 
Beispiel 6: = = [56,07] :|992,6 
2 [al : (dl, 


lgx = Iga - Igb. 





9% = 0,05681 
Beispiel 8: x =| 0,074405 
= [a5, 
lgx = 5lga. 


a5 
x = 0,000 002 281 
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[89,49]->- |/ [0,006 006 


a mm — 


0,000 010 01|2 -]3 601000 [eb i 
1 


180 5 [9,5 18[al+ 518 [d]- 218 El- +], 


x = 0,01774. 


89,49 1,9517 6,8310 
0,006 006 1,7786 — 4 0,8893 — 2 
0,00001001-» 0,0004 — 5 0,0008 — 10 
3601000 6,5564 26,2256 


0,017 74 0,2490 — 2 :6 1,4939 — 12 


Beispiel I1: <= 









1135]. 5599]: D882] 





Beispiel 12: z= 


354,8. 
nr: Ve) 





z, 
5 
. 


Operation lg 


2934 3,4675 
1,843 0,2655 


2,4592 n 


1,9068 
0,9872 — 1 
0,01036 0,0153 — 2 


ee et Te dr 
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Die dekadische Ergänzung. Um die Subtraktion in der logarithmischen Rechnung zu ver- 
meiden, benutzt man die dekadische Ergänzung oder den Logarithmus complementi, lgepl abgekürzt. 
















1 
Dabei wird die Beziehung .7 = —Iga ausgenutzt: Igepla = —Iga. Zu beachten ist, daß —Iga 
1 
eine Subtraktion bedeutet. Sei z.B. a = 5,09, dann ist Iga = 1g 5,09 = 0,7067 und lg — = —Iga 
= — 0,7067 oder —1lga = (1 — 0,7067) — 1, also Igepl 5,09 = 0,2933 — 1. . 
Bine ne ae re = 5 
eispiel: == zog. Es is lg 5,09 = 184,77 + 85,09 184,77 
= Ig 4,77 + Igepl 5,09; lgepl 5,09 


0,6785 
0,2933 — 1 | 
0,9718 — 1 
Geschichtliches. Die Entstehung des logarithmischen Rechnens zeigt deutlich die Zusammenhänge 
zwischen der Entwicklung der Gesellschaft und der der Mathematik. Die Entdeckung des See- 
wegs nach Indien ist eng verflochten mit einer Blütezeit der Astronomie, der Navigation und der 
Trigonometrie. Die Mathematik war ein unentbehrliches Hilfsmittel der Seefahrer. Mit dem sich 
ausbreitenden Handel gewannen aber zugleich kaufmännische Rechenverfahren an Bedeutung; in 
diesem Zusammenhang besonders die Zinseszinsrechnung. Auf beiden Gebieten waren nach damali- 
gen Begriffen die Anforderungen an die Rechenmeister außerordentlich groß; man bedenke nur 
die Rechenarbeit, die der Astronom Johannes KrrLEr (1571-1630) für die Ableitung der nach 
ihm genannten Gesetze brauchte. Die führenden Rechenmeister suchten nach vereinfachenden 
Verfahren, insbesondere nach einer Verknüpfung arithmetischer und geometrischer Zahlenfolgen, 
die das Multiplizieren durch das Addieren ersetzen sollte. 


Die dänischen Mathematiker WıTtTicH und Christoph Cravıus (1537—1612) schlugen in ihrem 
1593 erschienenen Buche ‚de Astrolabio‘‘ vor, die Multiplikation zweier Zahlen a und 5 (kleiner 
als 1) dadurch auf eine Addition zurückzuführen, daß man sie als Werte trigonometrischer Funk- 
tionen auffaßt, a = sin« und b = cosß. Nach den Additionstheoremen gilt: 


x = 0,9372. 


sin (« + ß) = sina cosß + sinß cos« 
sin (&« — B) = sina cosß — sinß cos« 


1 
; [sin (« + ß) + sin (« — ß)] = sinecosß = ab. 
Für a = 0,61566 und b = 0,93969 erhielten sie « = 38°, 8 = 20°, also (x + ß) = 58° und (« — ß) 


1 1 
—: 18°, mithin 0b = 3 [0,84805 + 0,309 02] = ie 1,157 07, 0,61566 - 0,93969 = 0,57854. 


Simon Stevıw (1548-1620) war Buchhalter und setzte sich für die indisch-arabische Zahlenschreib- 
weise, insbesondere für die dezimale Schreibweise von Brüchen ein. Er bearbeitete Tafeln zur Berech- 
nung von Zinseszinsen, die der schweizerische Mechaniker Jost BürcI (1552-1632) fortsetzte und 
als „Arithmetische und geometrische Progreßtabuln‘‘ 1620 in Prag veröffentlichte. Er ging von der 
F 1 
Basis 1,0001 = e u 10000 


Ausdrucksweise — nur wenige Glieder der Binomialentwieklung schon die von Bürgi verlangte 


aus, deren Potenzen sich leicht berechnen lassen, da - in moderner 


1 10 000 
Genauigkeit von 10 Stellen ergeben. Die 10000. Potenz (i + 0000) seiner Basis ist die Zahl 
1\n 3 
2,71846, während e = 2,7182818... der Grenzwert lim (i En >) ist. Die durch 10000 geteilten 
No 


Exponenten sind demnach angenähert natürliche Logarithmen der Potenzwerte. Die Tafel enthält 
in der Eingangsspalte die Logarithmen und an Stelle der Mantissen der jetzigen Tafeln die Numeri 
(Antilogarithmentajfel). 

Auch der schottische Gutsbesitzer John NxrEr (1550-1617) erreichte in seinem 1614 veröffent- 
lichten Werte „Mirifiei logarithmorum canonis descriptio‘‘ sein Ziel nur angenähert, nämlich in 


== 
moderner Schreibweise die Funktiony=g-e °,inderg = 10000000 ist. Für die Summer =xı + za 
2 | 


zweier Exponenten ergab sich y=ge °-e ? =yı' 9®, Zusammen mit dem Londoner Professor 


9 
Henry Brı@ss (1556-1630), der Neper bewunderte, entschied er sich deshalb für die Funktion 
y = 10°. Nach Nepers Tode vollendete Briggs die Berechnungen; seine 1624 erschienene „Arith- 
metica logarithmica‘““ enthielt die l4stelligen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 20000 und von 
90000 bis 100000. Die fehlenden Logarithmen berechneten die niederländischen Feldmesser 
Ezechiel DE DECKER und Adrian VLAcg (um 1600-1667); 1627 erschien ihre erste vollständige 
Logarithmentafel. 
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Zur Umwandlung einer Tafel der Antilogarithmen in eine der Logarithmen benutzte Briggs die 
Beziehung zwischen einer arithmetischen und der ihr zugeordneten geometrischen Folge, daß dem 


; ; z aı + aa z . . 
arithmetischen Mittel 2 zweier Zahlen aı und as der ersten das geometrische Mittel Ygı 9a 


der entsprechenden Größen gı und g» der zweiten entspricht. In der Folge der Potenzen der Basis 3 
z. B. entspricht 


2 +3 2+3 
RER = 2,5 der Wert 92 =9Y3, da ja 3 2 = Y3e-3 = 9.27. 


B 59° 7 27 BI... 
Wählt man als Basis 10 und bezeichnet die Glieder der arithmetischen 
Folge als Logarithmen mit l;, die der geometrischen Folge, die Potenzwerte aber als n;, so erhält 
man für die Intervalle O<2i;<1l bzw. 1<n;< 10 der Reihe nach: 








nas0+) = 0,5 nı=/Y10 = 3,162277... 
= 1) = 0,75 na = Ynı : 10 = 5,623413.... 
= sh + I) = 0,625 ns = Ynı ne = 4,216964... 
4= > +1) = 0,6875 na= nz’ ns = 4,869674... 


1 
; = 3 (la + 1) = 0,71875 = Vns 24 = 5,232991.:. 


1 
= 3 (a + 1) = 0,703125 Ne = Ynı' ns 5,048065.... 


1 
= 5 (la + Is) = 0,6953125 nm=Yns'ne = 4,958067... 


1 
= 5 (ls + I) = 0,69921875 ns = Uns nn: = 5,002865... 


In den angegebenen acht Schritten ergibt sich der Logarithmus lg 5,002865 = 0,69921875, und 
das Verfahren zeigt, wie durch Quadratwurzelziehen der Wert lg 5 schließlich beliebig genau erreicht 
werden kann. 


DER LOGARITHMISCHE RECHENSTAB 


Geschichtliches. Bereits in den 20er Jahren des 17. Jh. wurde von dem Engländer Edmund GUNTER 
(1561-1626) das Prinzip eines Rechenschiebers angegeben. Er verwendet dabei eine logarithmisch 
eingeteilte Rechenskale. Die Rechenoperationen wurden zunächst mit Hilfe eines Zirkels aus- 


Schieber 





Läufer 
Der logarithmische Rechenstab 


geführt, mit dem die entsprechenden Längen abgegriffen wurden. Wenige Jahre darauf bediente 
sich der Engländer William OuUGuTtrep (1574—1660) geradliniger und kreisförmig aneinander 
gleitender Skalen, die den Zirkel überflüssig machten. Um die Mitte des 17. Jh. verwendeten die 
Engländer Edmund WınGaAte (1593—1656) und Seth PArTRIDGE (17. Jh.) einen Rechenschieber 
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mit eingefügter Zunge, d.h. ein unserem heutigen Rechenstab ähnliches Instrument. Im 19. Jh. 
erhält er sein heutiges Aussehen. Gegen Ende des 19. Jh. beginnt man mit der industriellen 
Massenproduktion der Rechenstäbe. Wenig später werden Rechenstäbe für besondere Zwecke, 
etwa für Kaufleute und Elektriker gebaut. 


Aufbau des logarithmischen Reehenstabs. Die folgenden Ausführungen beziehen sich auf einen 
Rechenschieber vom System Rietz oder Darmstadt. Letzteres wird von wissenschaftlichen Rechnern 
und Technikern bevorzugt. Gewöhnlich benutzt man Rechenschieber mit einer Skalenlänge von 
25 cm. 

Der Rechenschieber besteht aus drei Teilen, dem Stab, dem Schieber oder der Zunge und dem 
Läufer. Auf dem Stab befinden sich die Skalen K, D, A und L (Abb.), in ihm bewegt sich die Zunge. 
Auf der Vorderseite der Zunge findet man die Skalen C, R und B, auf der Rückseite die Skalen 
der Winkelfunktionen. Über Zunge und Stab bewegt sich der Läufer mit den drei Läuferstrichen. 
Man benutzt im allgemeinen den mittleren Läuferstrich. Die beiden anderen spielen bei der Berech- 
nung der Kreisflächen und des Zylinderinhalts eine Rolle. 


Die Skalen des Rechenstabs. Die Skalen des Rechenstabs sind Funktionsleitern der Funktion 

y = lgx. Bei diesen logarithmischen Skalen stellen die Skalenzahlen Numeri dar, deren Logarith- 

men ein Maß für den Abstand vom Anfangspunkt bis zum betrachteten Skalenteil sind. 

Bei den Skalen C und D handelt es sich um logarithmische Skalen mit den Numeri von 1 bis 10. 

Den Abstand vom Anfangspunkt bis zu einem bestimmten Skalenteil erhält man, wenn man die 
Länge der Skale (meist 250 mm) 


gewöhnliche Skale mit dem betreffenden Logarith- 

0 05 1 15 2 mus der Skalenzahl multipli- 
1 f ziert. So beträgt der Abstand 
Er SEE vom Anfangspunkt 1 zum Ska- 
7 ? 2.4.3672 89,9 20 30 40 60 100 lenpunkt 2 bei einer 250 mm 
BR langen Skale 250 mm -Ig 2 

logarithmische Skale = 75,3 mm. Das unproportio- 

Logarithmische Skale nale Wachsen der Logarithmen 


bedingt eine wunproportionale 
Logarithmenskale (Abb.). Man sieht, daß beim Größerwerden der Zahlen (Numeri) die Zwischen- 
räume zwischen den einzelnen Zahlen kleiner werden. 
Die Skalen A und B sind ebenfalls logarithmische Skalen. Sie bestehen aus zwei gleichen Ab- 
schnitten: Auf der Skale A (und damit auch bei B) ist die Strecke zwischen den Zahlen 1 bis 10 
halb so groß wie auf der Skale D. Demnach entspricht eine bestimmte Strecke auf der Skale D 
von der Länge lg n auf der Skale B einer Strecke von 2 -1lgn oder, nach dem 3. Logarithmengesetz, 
lgn?. Das bedeutet, daß über den Zahlen der Skale D bzw. C in den Skalen A bzw. B die Quadrate 
dieser Zahlen stehen. 
Ebenso findet man in der Skale K die Kubikzahlen zur Skale D. Die Skale K besteht aus drei 
hintereinander angeordneten Skalen, die unter sich gleich lang sind. 
Die Skale L findet man am unteren Rand des Rechenstabes. Sie ist eine reguläre Leiter. Auf ihr 
findet man die zu den darüberstehenden Numeri gehörenden Mantissen der dekadischen Logarith- 
men. 


Die Skale R heißt Reziprokskale. Sie entspricht der Skale D, ist aber von rechts nach links angeord- 
1 
net. Sie gibt zu jedem Wert der Skale D den reziproken Wert oder Kehrwert „an 


Ablesen und Einstellen. Man kann auf einem Rechenstab 3ziffrige Zahlen ablesen. Die ersten 
beiden Ziffern bereiten kaum Schwierigkeiten. Man denke dabei an das Ablesen bei einem Lineal. 
17 18 3 er 6 Anders ist es mit der letzten 
i r Ziffer. Die ungleichmäßigen Ska- 
len bedingen ungleichmäßige Tei- 
lungen. 





| 4 Betrachtet man die Skale D, dann 

; erkennt man drei Abschnitte der 

306 Teilung: Der 1. Abschnitt liegt 

308 zwischen 1 (oder 1,00) und 2 (oder 

175 625 2,00). Zwischen zwei benachbarten 
Die verschiedenen Unterteilungen beim Rechenstab 2ziffrigen Zahlen findet man je- 


weils 9 Teilstriche, d.h. auf 1,00 
folgt 1,01; 1,02;... Man spricht von einer Zehnerteilung. 
Der 2. Abschnitt liegt zwischen 2 und 4. Hier liegt eine Fünferteilung vor, d.h., zwischen den 
benachbarten Strichen für 2stellige Zahlen sind 4 Teilstriche (Abb.). Der Abstand zwischen den 
Teilstrichen beträgt dann 2 Einheiten der 3. Ziffer. Auf 2,00 würde folgen 2,02; 2,04; 2,06; ... 
Da die Zwischenräume zwischen den Zahlen nach rechts immer kleiner werden, ist im 3. Abschnitt 
nur noch eine Zweierteilung möglich. In dem Abschnitt zwischen 4 und 10 beträgt demzufolge der 
Abstand zwischen den Teilstrichen 5 Einheiten der 3. Ziffer. 
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Das Ablesen und Einstellen geschieht mit Hilfe des mittleren Läuferstriches. Der Läuferstrich wird 
dabei genau auf die Zahl gebracht, die man zur Berechnung braucht bzw. die man errechnet hat. 
Das wird beim Rechnen mit dem Rechenstab nochmals verdeutlicht. Sollte man eine Einstellung 
erhalten, die zwischer den Teilstrichen liegt, so muß man schätzen. 


Reehnen mit dem Rechenstab. Ebenso, wie zu jeder logarithmischen Rechnung eine Berechnung 
der Kennziffer gehörte, muß man zu jeder Rechnung mit dem Rechenstab eine Überschlags- 
rechnung bzw. eine Rechnung mit Zehner- 


potenzen zur Ermittlung der Stellenzahl i log b 6 
durchführen. Es empfiehlt sich eine Über- in. Are em 
schlagsrechnung, da sie nicht nur die VE TER (EA 
richtige Stellenzahl, sondern auch eine log a . bh 
gewisse Kontrolle des Ergebnisses liefert. 7 / +1 0 
Das Rechnen mit dem Rechenstab ist ein | 09 arlog b 
geometrisches Addieren bzw. Subtrahieren 


von Strecken; durch die Skalen A, B 
und K lassen sich auch Strecken in 2 b 


7 
oder 3 Teile teilen bzw. verdoppeln oder ee——— log a-log b Be u ee Be ER 
verdreifachen. Hierzu werden einige Bei- 
spiele besprochen. EEE VEREEEEEEEEEEEEEE v 
Multiplikation. Zugrunde liegt das 7 a:6 a 
Gesetz lg (ab) = Iga + Igb. Das Addie- ee log Q—— | 
ren der beiden Logarithmen wird beim ; PR nn 
Rechenschieber als Addieren zweier Veranschaulichung der Multiplikation und der Division 
Strecken der Länge lga und Igb ausge- 
führt. Man stellt über den Punkt @ der Stabteilung D den Anfangspunkt 1 der Zungenteilung C. 


Dann wird der Läufer auf den Punkt b der Zungenteilung C eingestellt und darunter auf der Stab- 
teilung D das Produkt a - b abgelesen (Abb.). 


Beispiell: 2- 1,5ist zu berechnen. Über 2 auf der Skalenteilung D stellt man die 1 der Zungen- 
teilung C ein. Unter 1,5 der Zungenteilung C liest man auf der Stabteilung D das Produkt 3 ab. 
Lösung: 2: 1,5 = 3 (Abb.). 

Beispiel 2: 2,84 - 4,55 ist zu berechnen. Überschlag: 3-4 — 12. Man sieht schon aus der Über- 
schlagsrechnung, daß das Ergebnis nicht mehr auf der Skale D abgelesen werden kann. Dann 
rechnet man wie folgt: Man . n er 5,3 

stellt wieder 2,84 auf der Stab- vs 
teilung D ein. Durch Verschie- 
ben der Zunge nach links stellt 
man den Endpunkt 10 von der 
Zungenteilung € über den Punkt 
2,84. Den Läufer stellt man auf 
4,55 der Zungenteilung C ein 
und liest darunter auf der Stab- 
teilung D das Produkt 2,84 - 4,55 
—= 12,9 ab. 


Man nennt diese Art der Rech- 

nung Multiplikation mit Rück- 
schlag. Eine Erklärung für dieses | 
Rechnen findet man, wenn man 
dieselbe Rechnung auf den beiden 
vorderen Teilen der Skalen A und eingestellt abgelesen 


B führt. D fä E n 
rn dend, al der en ag Beispiel für das Multiplizieren mit dem Rechenstab: 2- 1,5 = 3 





Bei der Multiplikation wird auf 1 oder 10 eingestellt und bei der Zahl abgelesen. 


a 
;- lga — 1gb. Auf dem Rechenschieber bedeutet 


das, daß die Strecke der Länge lgb von der Strecke der Länge lga subtrahiert werden muß. Man 
stellt über dem Punkt «a der Stabteilung D den Punkt b der Zungenteilung C ein. Danach liest man 
unter dem Anfangspunkt bzw. unter dem Endpunkt 10 der Zungenteilung C auf der Skale D den 


Division. Das entsprechende Gesetz lautet Ig 


Quotienten z ab. 
Beispiell: 88,5 : 0,515 ist zu berechnen. Überschlag: 90 : 0,5 = 180. Über dem Punkt 88,5 
auf D stellt man auf C 0,515 ein. Unter dem Anfangspunkt 1 der Skale C findet man auf D den 
Quotienten 172. Lösung: 88,5 : 0,515 = 172. 
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Beispiel 2: 19,289 ist zu berechnen. Überschlag: 20 : 90 = 0,2. Man verfährt genauso wie 
beim vorigen Beispiel, nur wird der Quotient unter dem Endwert 10 der Skale C abgelesen. 
Lösung: 19,2 :89 = 0,216 (Abb.). 


Bei der Division wird auf den Nenner eingestellt und bei der 1 oder 10 abgelesen, 


Qı°as... 
Bei Ausdrücken der Form m wird abwechselnd dividiert und multipliziert, um mit mög- 


lichst wenig Verschiebungen der Zunge auszukommen. Auch bei Berechnung von Proportionen, 


ac 
also Ausdrücken der Form y = = wird erst der Wert a durch 5 dividiert und schließlich mit c 
| E „, "multipliziert. Würde man zuerst @*c 
bilden und dann durch 5b dividieren, 
wären zwei Zungeneinstellungen er- 
forderlich. Berechnet man y in der 
vorgeschlagenen Weise, kann es vor- 
kommen, daß die Einstellung von e 
auf der Zunge über die Stabteilung 
hinausfällt. Dann ist eine zweite 
Zungenverschiebung notwendig, die 
kleineUngenauigkeiten mit sich bringt. 
Daher wird man solche Ausdrücke 
besser mit der Quadratteilung bilden. 


Rechnen mit der Reziprokskale. 
Die Reziprokskale R gibt zu jedem 
Wert der Skale C bzw. D den rezipro- 

. ken Wert an, z.B. befindet sieh über 
eingestellt abgelesen der Zahl 4 auf der Skale C der Kehr- 
wert 0,25. Die Reziprokskale kann 
man bei der Multiplikation und Divi- 
sion benutzen. Dabei ist zu beachten, 


ist. Statt zu multiplizieren, muß man also bei Verwendung des Kehrwertes 





Dividieren mit dem Rechenstab: 19,2 :89 = 0,216 


| m 


daß a -b=a: 
dividieren. 


Beispiel: 4,8 3,6 ist zu berechnen. Überschlag: 5-3 = 15. Über 4,8 auf der Stabteilung D 
stellt man 3,6 der Reziprokskale ein. Unter dem Anfangswert 1 der Reziprokskale liest man das 
Ergebnis 4,8 - 3,6 = 17,28 auf Dab. 


Quadratzahlen und -wurzeln. Wie schon bemerkt wurde, stellen die Zahlen auf den Skalen A 
bzw. B die Quadratzahlen der entsprechenden Zahlen von D bzw. C dar. Will man das Quadrat 
abgelesen einer Zahl « wissen, braucht man nur den Läufer- 
strich auf die Zahl der Skale D einzustellen und 
kann auf der Skale A die Zahl a? ablesen. Beim 
Quadratwurzelziehen verfährt man umgekehrt. 
‚il Der Läuferstrich wird auf den Radikanden 5 der 
 Skale A eingestellt und auf Skale D die Zahl a 
* abgelesen. 
- Beim Wurzelziehen ist auf die richtige Ein- 
. stellung von b auf der Quadratteilung zu achten: 


V25 = 5 Einstellen von 25 auf der Teilung 
zwischen 10 und 100. 


a V250 = 15,81 Einstellen von 25 auf der Teilung 
zwischen 1 und 10, weil | 250 
nn — V2,5- 100 = 10: Y2,5. 
. Die Radikanden zwischen 1 und 100 werden also 
La eg estellf direkt eingestellt, andere Radikanden bringe man 
Beispiel für das Quadrieren (4,5? = 20,25) durch Multiplikation mit Potenzen von 100 auf 
einen Wert zwischen 1 und 100. 
Kubikzahlen und -wurzeln. Auf Skale K findet man die Kubikzahlen der Skale D. Das Berech- 
nen der Kubikzahlen und -wurzeln erfolgt ebenso wie das der Quadratzahlen und -wurzeln. 


Berechnung von c = Ja? + b2. Sehr häufig treten Ausdrücke der Form c = Va? + b? auf. Man 
kann b > a voraussetzen. Die Berechnung erfolgt nach der Vorschrift 
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Man geht also folgende Schritte: Berechnung von b :a mit Hilfe der Grundteilung; Ablesen von 
(b :a)?® auf der Quadratteilung; Addition von 1 im Kopf und Einstellen von 1 + (b :a)? auf der 


Quadratteilung; Ablesen von /1 + (b::a)? auf der Grundteilung;; anschließend Multiplikation mit a. 
Die Abbildung veranschaulicht diesen Rechenprozeß. 


Trigonometrische, pythagoreische und Exponentialteilungen. Die Rückseite des Rechen- 
schiebers vom System Darmstadt trägt weitere Teilungen: die Sinus-Tangens-Teilung für kleine 
Winkel von 34,5’ bis 6°, für die die Sinus- und Tangenswerte annähernd übereinstimmen; die 
Sinusteilung für Winkel von 5° 45’ bis 90°. Die Tlangensteilung gestattet die Berechnung von Tan- 
gens- und Kotangenswerten und geht in Ableserichtung von links nach rechts über Winkel von 
5° 45’ bis 45° und rückläufig von 45° bis 84° 15’. Die pythagoreische Teilung enthält eine Funktions- 


skale für Y1 — x? und ermöglicht damit auch die Berechnung von Kosinuswerten. Die drei Skalen 
der Exponentialteilung geben dem Rechenschieber vom 
System Darmstadt ein besonderes Gepräge. Sie machen 
eine Reihe von Berechnungen möglich, die hier nicht 
näher erläutert werden sollen. 


Rechengenauigkeit. Der Rechenstab ist das be- 
quemste Rechenhilfsmittel und kann überall da benutzt 
werden, wo die Genauigkeit seiner Resultate ausreicht. 
Bei sorgfältigem Ablesen ist bei einer Skale der Länge 
12,5 cm mit einem Ablesefehler von etwa 0,15% zu 
rechnen. Die Skalen der Grundteilung haben meist eine Rechenschieberstellung zur Berechnung 
Länge von 25cm; dann ist der Ablesefehler halb so b\2 

groß. Schon bei einfachsten Rechnungen sind mehrere von ) 1+ (2) 
Einstellungen und Ablesungen notwendig. Man rechnet 4 

mit einem Fehler von 0,5% bei Verwendung von Skalen 

der Länge 12,5 cm. Bei komplizierteren Rechnungen ist ein noch größerer Fehler anzunehmen. 


Rechenscheiben. Die Rechenscheiben haben als Träger der logarithmischen Skale keine Gerade 
wie der gewöhnliche Rechenstab, sondern einen Kreis. Bei den Rechenrädern werden die Tei- 
lungen auf den Stirnflächen von zwei gegeneinander verschiebbaren Rädern angebracht. Diese 
besonderen Formen des Rechenschiebers haben den Vorteil, daß die Skalenlänge bei relativ kleiner 
Ausdehnung des Instrumentes verhältnismäßig groß ist und daß bei ihnen das Durchschieben 
der Zunge vermieden wird, da allen Teilen der einen Skale immer Teile der anderen gegenüber- 
stehen. Diese Vorteile führen zu einer Steigerung der Rechengenauigkeit. 

Da durch Vergrößerung der Längen der Skalen die Rechengenauigkeit erhöht wird, zerlegt man 
bei den Recheniafeln die Skalen in einzelne Stücke und ordnet die Teile parallel nebeneinander in 
einer Ebene. Bei den Rechenwalzen werden die Skalenteile auf einem Zylinder angeordnet. Es sind 
Rechenwalzen konstruiert worden, mit denen man dieselbe Genauigkeit wie beim Rechnen mit 
östelligen Logarithmentafeln erreicht. 

Es gibt heute bereits eine ganze Reihe von Sonderrechenstäben für besondere Zwecke, so zur Berech- 
nung bestimmter Formeln der Elektrotechnik, des Wasserbaues, des Eisenbetonbaues, der Geodäsie, 
der Nautik und der Optik. Weiterhin gibt es Sonderrechenstäbe, die andere Funktionsskalen als 
der Schieber Darmstadt haben und eine Vereinfachung gewisser Rechenprozesse möglich machen. 
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Nötürliche Zahlen 2.0.0.0 a rare ae 76 Beelle Zahlen Satan ses een meh 82 
Absolute rationale Zahlen ».:znuunueaen nn 78 Ketienbrüche = 25a wa 4. wessen ae u, 284 
Beliondie Zahlen "Mu ldazseusnuchusun. 80 Komplexe Zahlen ...... EEE Een 86 
Ganze: Zahlen u. es nee; ee 81 


Die Zahlen stellen ein geistiges Werkzeug dar, mit dessen Hilfe der Mensch die Welt quantitativ 
erfaßt und in ihr Ordnungen schafft. Er rechnet mit Zahlen und kann aus gegebenen neue, un- 
bekannte Zahlen erschließen. Im Zuge seiner sich entwickelnden Bedürfnisse hat der Mensch dieses 
Werkzeug immer mehr verfeinert. Es entstanden - zunächst nicht scharf voneinander getrennt - 
folgende Zahlenbereiche: natürliche Zahlen 0, 1, 2, 3,...; absolute (vorzeichenlose) rationale Zahlen, 


1 7 
z.B ; ganze Zahlen 0, +1, +2, ...; rationale Zahlen, z.B. =5» +73 reelle Zahlen, z.B. n, 


2 8 

"8 
3 

V2, — 3; komplexe Zahlen, z.B.3+4i,2- 6i,—4+ ri. 
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Jeder Mensch, sei er Arbeiter, Techniker, Buchhalter oder sonstwie tätig, muß wenigstens einige 
dieser Zahlenbereiche beherrschen, er muß mit den in ihnen enthaltenen Zahlen rechnen können. 
Zum vollen Verständnis des modernen naturwissenschaftlichen Weltbildes muß er aber darüber 
hinaus die Gesetze kennen, die diesen Rechnungen zugrunde liegen, weil er nur dann allgemein- 
gültige Aussagen aus seinen Rechenergebnissen folgern kann. Alle Erfahrungen, die sich in der 
stammesgeschichtlichen Entwicklung des Menschen durch millionenfache Anwendung in den 
Rechenregeln angesammelt haben, lassen sich auf wenige logische Grundbegriffe und Axiome 
zurückführen, aus denen die Rechengesetze deduziert werden können. 

Jeder Zahlenbereich hat seine typische Struktur. Von dem Bereich der natürlichen Zahlen aus- 
gehend lassen sich die weiteren Zahlenbereiche entwickeln. So kann der Bereich der komplexen 
Zahlen schrittweise durch logische Konstruktionen aus dem der natürlichen Zahlen aufgebaut 
werden. 

Dabei werden die Begriffe Menge und Relation gebraucht. Mengen sind Zusammenfassungen irgend- 
welcher Elemente, Dinge, Lebewesen, Ereignisse u. &. zu einer Gesamtheit. Die Anordnung, in der 
die Menge vorliegt, spielt dabei keine Rolle. Zwischen den Elementen a, b, c,... einer Menge M 
können Beziehungen (Relationen) verschiedener Art bestehen, z.B. a <b oder a = 3b. Allgemein 
ist in M eine Relation R erklärt, wenn von jedem geordneten Paar [a, b] von Elementen aus M 
feststeht, ob es die Eigenschaft R besitzt oder nicht. Im ersten Fall schreibt man a Rb (lies a 
steht zu b in der Relation R); ist M z.B. 


Eigenschaften von Äquivalenzrelationen Inge Menge der natürlichen Zahlen n mit 
(m, n, P, - . . seien beliebige Elemente von M) 1=n < 10 und bedeutet aRb: „a ist 


1. Reflexivität: Es gilt stets m R m ee 
2. Symmetrie: AusmERnfolgt nRm 2 ! ’ ’ . 


a Relationen können die verschiedensten 
3. Transitivität: Ausm RnundnRpfolgt m Rp Eigenschaften haben. Zwei Typen sind 


t für den Aufbau des Zahlenbereichs beson- 
ders wichtig: Äquivalenzrelationen und Ordnungsrelationen. 
Äquivalenzrelationen treten in der Mathematik häufig auf. Die gewöhnliche Gleichheit zweier 
Zahlen oder zweier Ausdrücke, die Kongruenz oder die Ähnlichkeit von geometrischen Figuren 
sind solche Relationen. Faßt man alle einander äquivalenten Elemente einer Menge zusammen, so 
zerfällt diese in lauter elementefremde Teilmengen, sogenannte Klassen; z. B. besteht die Menge 
aller Dreiecke einer Ebene aus Klassen kongruenter Dreiecke. Jedes Dreieck einer Klasse kann 
durch ein beliebiges kongruentes Dreieck ersetzt werden, das somit die ganze Klasse vertritt. Jede 
Äquivalenzklasse kann durch ein beliebiges ihrer Elemente repräsentiert werden. 





Eigenschaften von Ordnungsrelationen 
1. Irreflexivität: Für kein m aus M gilt m Rm 


2. Transitivität: AusmRnundnRpfolgtm Rp 
3. Konnexität: Für jedes m, n aus M gilt: m Rn odernRm odern = m 





Die Beziehung a < b ist eine Ordnungsrelation. . 


NATÜRLICHE ZAHLEN 


Der einfachste Zahlenbereich ist der der natürlichen Zahlen. Diese sind entstanden aus einer Ver- 
schmelzung von Kardinalzahlen (Grundzahlen oder Anzahlen) und Ordinalzahlen (Ordnungszahlen 
oder Platznummern). 


Kardinalzahlen. Die Kardinalzahlen werden aus dem Vergleich von Mengen gewonnen. Dazu 
bildet man ein Mengensystem (eine Menge zweiter Stufe) M, das die zu vergleichenden Mengen 
M,N,P,...als Elemente enthält. Für M wird folgende Relation erklärt: M heißt gleichmächtig 
mit N, in Zeichen M » N, wenn sich die Elemente von M umkehrbar eindeutig so den Elementen 
von N zuordnen lassen, daß sich beide Mengen dabei erschöpfen. Die Gleichmächtigkeit hat die 
Eigenschaften einer Äquivalenzrelation. Die Menge M zerfällt mithin in lauter elementefremde 
Klassen von gleichmächtigen Mengen. Darunter gibt es eine Klasse, die alle Mengen mit nureinem 
Element umfaßt, eine andere enthält die Mengen mit einem und noch einem Element (Mengen 
von zwei Bäumen, zwei Menschen u.a.) und so fort. Alle Mengen einer Klasse haben die gleiche 
Anzahl von Elementen. Von qualitativen Besonderheiten wird abgesehen. Die so gebildeten Klassen 
werden Kardinalzahlen 1, 2, 3,...,n,... genannt. Dabei soll auch die leere Menge zugelassen und 
das aus ihr gebildete System mit 0 bezeichnet werden. Die Menge der Kardinalzahlen läßt sich so 
ordnen, daß n’ genau dann unmittelbar auf n folgt, wenn n’ durch eine Menge repräsentiert wird, 
die ein Element mehr hat als die n darstellende Menge; n’ heißt der (unmittelbare) Nachfolger von n. 


Ordinalzahlen. Die endlichen Ordinalzahlen erhält man durch eine entsprechende Betrachtung 
geordneter Mengen. Jede von ihnen ist eine Klasse von geordneten Mengen. Die Menge der Ordinal- 
zahlen läßt sich in derselben Weise wie die der Kardinalzahlen ordnen. Man sagt daher: Die Menge 
der Ordinalzahlen ist zu der der Kardinalzahlen hinsichtlich der Nachfolgebeziehung isomorph 
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(gleichstrukturiert). Beide Mengen können eindeutig, erschöpfend, unter Erhaltung der Nachfolge- 
relation aufeinander abgebildet werden. 

Von jetzt an soll nicht mehr zwischen Kardinalzahlen und Ordinalzahlen unterschieden werden; 
die Vertreter der einzelnen Klassen werden natürliche Zahlen genannt. 


Die Peanosehen Axiome. Es würde sehr umständlich sein, wenn man bei der Untersuchung der 
Eigenschaften der natürlichen Zahlen immer wieder auf Klassen von Mengen zurückgreifen müßte. 
Das ist nicht notwendig, denn schon Giuseppe PEAno (1858-1932) hat 1891 gezeigt, daß sich die 
Eigenschaften der natürlichen Zahlen aus fünf nach ihm benannten Axiomen ableiten lassen. 


1. 0 ist eine Zahl. 
2. Jede Zahl hat genau einen Nachfolger. 


see 3. 0 ist nicht Nachfolger einer Zahl. 
an 4. Jede Zahl ist Nachfolger höchstens einer Zahl. | 
SIEB 5. Von allen Mengen, die die Zahl 0 und mit der Zahl n aueh deren Nach- 


folger rn’ enthalten, ist die Menge der natürlichen Zahlen die kleinste. 


Aus diesen Eigenschaften, die in der Mengenlehre nachgewiesen werden, lassen sich alle weiteren 
Eigenschaften der natürlichen Zahlen, die bei ihrer Verwendung gebraucht werden, herleiten. Ins- 
besondere rechtfertigt die letzte der obigen Beziehungen den Schluß der vollständigen Induktion. 
Auf Grund dieser Axiome könnten die natürlichen Zahlen durch 0; 0°; 0”,... bezeichnet werden. 
Das würde aber schließlich viel Zeit und Raum beanspruchen und unübersichtlich werden. Daher 
verwendet man für die hier angeführten Zahlen das dekadische Positionssystem und benennt sie 
mit 0,1,2,... 9, 10, 11, 12,... (vgl. Hauptabschnitt Rechnen mit Zahlen und allgemeine Zahl- 
symbole). 

Reehenoperationen mit natürliehen Zahlen. Für die natürlichen Zahlen werden zunächst zwei 
Rechenoperationen eingeführt: die Addition und die Multiplikation. Mit Hilfe der Peanoschen 
Axiome müssen dann die bekannten Rechenregeln bewiesen werden. Wegen der Gleichartigkeit der 
einzelnen Beweise brauchen nur wenige ausführlich dargestellt zu werden. 


Addieren und Multiplizieren. Diese Operationen werden folgendermaßen festgesetzt: m + 0 
-=-0+m=mund m+n=(m-+n), m: 0=0':m=0 und mn =m:n-+ m, dabei be- 
deutet n’ wieder den Nachfolger von n. Dann sind, wie durch vollständige Induktion gezeigt werden 
kann, Addition und Multiplikation für alle natürlichen Zahlen eindeutig erklärt (rekursive 
Definition). Es gelten folgende Gesetze: 


kommutatives Gesetz a+b=b-+a a-b=b-a 
assoziatives Gesetz (a+b) +c=a+t(b+c) (a-b)-c=a:(b.ec) 





distributives Gesetz a-(b+c)=a:b+a-c 


Diese Rechengesetze lassen sich aus den Peanoschen Axiomen und aus den Verknüpfungsdefini- 
tionen durch vollständige Induktion beweisen. Für das assoziative Gesetz der Addition erhält man 
z. B. wegen 0 = 1, Y=2,...,m’=m-+ 1 auf Grund der Definition der Addition für die Behaup- 
tung a +b) +c=a+ (b- + c) folgenden Beweis: Die Behauptung ist nach der Definition der 
Addition für c = 1 richtig (Induktionsanfang), denn (a +b) +1=(a+b) +0’ = [(a +b) + 07 

=(a+b”’=a+b=a-+(b+ 1). Angenommen (Induktionsvoraussetzung), die Behauptung 
sei für c=n richtig: a +b) tn=a+t(b+n) dann ist (a +b)+n’=[(a+b)+n] 
=[a+(b+n)’=a+(b+n)=a+(b+n). Die Behauptung gilt demnach. (Induktions- 
schluß) für alle natürlichen Zahlen c. 
Für mehr als zwei Glieder werden die Operationen erklärt durch a+b+c=(a+b5b)+ c bzw. 
a-b:c=(a*b)-c. In einer Summe bzw. in einem Produkt können dann, wie wieder mittels voll- 
ständiger Induktion zu beweisen ist, beliebig Klammern gesetzt oder fortgelassen werden. 
Subtrahieren und Dividieren. Gibt es zu den Zahlen a und b Zahlenzundyso,daßa+x=b 
bzw., falls «#£ 0Oist, ay = b ist, so sind die Differenz x = b — a bzw. der Quotient y=b:a, 
falls sie existieren, eindeutig bestimmt. Es gilt: 

a+l(b-a)=(a+b) -a=b arl(b:a)=la-b);ea—=b. 

Subtraktion und Division werden daher als Umkehroperationen der Addition bzw. der Multiplikation 
bezeichnet. Jedoch existieren nicht zu beliebigen natürlichen Zahlen p und gq die Differenzen bzw. 
die Quotienten als natürliche Zahlen. 


Subtraktion und Division sind im Bereich der natürlichen Zahlen nicht unbeschränkt ausführbar. 


Das Aufheben dieser Beschränkungen gibt Anlaß zur Bildung neuer Zahlenbereiche. 
Potenzieren. Für die Zahlen a # 0 und n führt man die Potenz a" wieder durch rekursive Defi- 
nition ein: 

a=1 und ar =ar-a. 
Für das Multiplizieren und das Potenzieren sowie - falls ausführbar - für das Dividieren von Poten- 
zen gelten dann die bekannten Potenzgesetze (vgl. Hauptabschnitt Höhere Rechenarten). Die 
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Operation des Potenzierens ist weder kommutativ noch assoziativ, wie folgende Beispiele zeigen: 
32 — 9, aber 2? = 8; (32)? = 9%? = 729, aber 3@9) = 38 — 6561. 


 Wüurzelziehen und Logarithmieren. Wenn es zu den Zahlen aundn (rnZ£ 0 undn # ]) eine 
N 


Zahl b so gibt, daß br = a ist, so wird b eine n-te Wurzel aus a genannt, in Zeichen b = Ya . Gibt 
es zu den Zahlen « £ 0 und 5b eine er n so, daß ar = b ist, so heißt n Logarithmus von b zur 


Basis a, in Penn n= dia z,.B.5= Vin, 6 = loga 64 —= Ib 64. 


Übersicht über die Rechenoperationen . 


t: ee en mit Subtrahieren als Umkehroperation, 2 
2. Stufe: Multiplizieren mit Dividieren als Umkehroperation, 
‚3. Stufe: Potenzieren mit Wurzelziehen und Logarithmieren als nlänrorereiiinen. 


Einführung einer Ordnung. Durch die Nachfolgerelation ist bereits eine Ordnung zwischen 
benachbarten Zahlen hergestellt. Für beliebige Zahlen « und b wird eine Ordnung in folgender 
Weise eingeführt: Wenn es eine Zahl ce £ 0 gibt, so daß a = b + ce ist, so soll a größer als b heißen, 
in Zeichen a > b oder b <a. Diese Relation stellt eine Ordnungsrelation dar. Zusätzlich zu den 
oben en a gilt für sie: 








Auf Grund dieser fünf Eigenschaften wird der Bereich der natürlichen Zahlen als linear und archi- 
medisch geordnet bezeichnet. 

Für das Rechnen mit den natürlichen Zahlen gelten die bekannten Regeln, z. B. folgende, für die 
angenommen wird, daß alle vorkommenden Operationen ausführbar sind: 


a+(b—-c)=(a+b)-c=a+rb-c=a-—-c+b (a°c):(b>-ceo)=a:b,falsb0,c#O0 
a—(b+c0)=(a -b)-c=a-b-c=a-—-c-hb (b—-c):a=(b:a) —- (c:a) 
a —-(b-ce)=(a—-b) +c=a-b+c=a+rc-b 


Aus den Eigenschaften der Ordnung läßt sich beweisen, daß für a > 1 die Potenzen a” eine Folge 
stets wachsender Zahlen darstellen und daß Wurzeln und Logarithmen, falls sie existieren, ein- 
deutig bestimmt sind. 


ABSOLUTE RATIONALE ZAHLEN 


Das Teilen und das Messen verlangen einen Zahlenbereich, in dem nicht nur die im Bereich der 
natürlichen Zahlen möglichen Rechenoperationen ausführbar sind, sondern darüber hinaus unein- 
geschränkt dividiert werden kann. Er muß die natürlichen Zahlen als Teilbereich enthalten. Die 
Forderung, daß in einem neuen Bereich nach Möglichkeit alle Gesetze des alten Bereichs gelten 
sollen, bezeichnet man als Permanenzprinzip. 


Konstruktion der neuen Zahlen. Man bildet geordnete Paare von natürlichen Zahlen n # 0 und m 


m 
und schreibt sie in Bruchform ” . Zwei solche Brüche = und 2 heißen (quotienten)gleich, in Zeichen 
m 2 % 

= = wenn mq=pn ist, z.B. I .S denn 2-2 = 4- 1. Diese Gleichheit erfüllt die an eine 
Äquivalenzrelation zu stellenden Forderungen. Alle einander gleichen Brüche können daher zu 
246 100 
12.37:32.2° 50 
gleicher Brüche. Jeder Bruch gehört dann zu genau einer Klasse. Diese Klassen werden als absolute 
rationale Zahlen erklärt. Jede dieser Zahlen kann durch einen beliebigen Bruch der betreffenden 

2 4 


30 
3’6’45 


ü . ! 246 8 30 18 
für ein und dieselbe absolute rationale Zahl, « = ei u 


einer Klasse zusammengefaßt werden, z.B. ist 1. 2 N eine solche Klasse einander 


Klasse dargestellt oder repräsentiert werden; z.B.sind > Darstellungen oder Repräsentanten 


>8’912’45’27 Dabei wird die Darstel- 


2 
lung durch einen gekürzten Bruch bevorzugt, im letzten Beispiel schreibt man « = ie . Die Klammer 
dient der Unterscheidung zwischen der Klasse und ihrem Vertreter. 


Reehenoperationen und Ordnung. Bei der Festlegung der Rechenoperationen und der Ordnung für 
absolut rationale Zahlen sind die altbekannten Regeln der Bruchrechnung Vorbild. Nach ihnen 


Aufbau des Zahlenbereiehs 79 


richten sich die Definitionen, damit der neue Zahlenbereich die Eigenschaften bekommt, die sich 
in einer jahrhundertelangen Rechenpraxis als sinnvolle Eigenschaften erwiesen haben. Die Rechen- 


m 
operationen erster und zweiter Stufe werden für die Zahlen « = IE: B= {21 in folgender Weise 
festgesetzt: ” g 
_ jmatpn 2 5 -H 
“+ =| ng , Br B1+F = 3.7 = j21/ 


ma—-pn 
[er], falls mqgzpn, 


{az «= B-T-ta-ih 
rei en BE 


Die letzte Festsetzung zeigt, daß die Division unbeschränkt ausführbar ist. Subtraktion und Divi- 
sion erweisen sich als Umkehroperationen der Addition bzw. der Multiplikation. Die Subtraktion 
ist nicht stets ausführbar. Operationen mit mehr als zwei Zahlen werden entsprechend erklärt. 


8 11 
Eine Ordnung wird in Analogie zur Gleichheit erklärt durch: « > 8, wenn mq>pn; z.B. -> 14’ 


da8-14> 11-9. 
Alle diese Festsetzungen sind nur dann sinnvoll, wenn sie von der Wahl der Repräsentanten für 
« und 8 unabhängig sind. Dies sei am Beispiel der Ordnung nachgewiesen. 


m p OR 8 m Pi . 
Voraussetzung: u > 2). alsomq>pn; 7, zei ein anderer Bruch aus (71 und = ein anderer 
1 1 


m 
aus 121; ‚d.h, Zen, 
q N nı gqg q 

Behauptung: Es ist auch mı qı > pı nı. 

Beweis: Ausmq>pn folgt durch Multiplikation mit nı gı stets mnı qgqı >pgınnı. Danach Vor- 
aussetzung m nı = mı nr und p qı = Pıg@ gilt, erhält man durch Einsetzen mı ng (ı >pıqnnı. 
Da auf beiden Seiten der Faktor ng auftritt, folgt mı qı > pı nı. 

Für die so erklärte Ordnung gelten dieselben Eigenschaften wie bei der für die natürlichen Zahlen 

Pr ie wie 








ke RE ich 


Er kann unter Erhaltuäg. der Biete miete . auf einen Strahl, den Zahlenstrahl, abgebildet 
werden. Die Bildpunkte liegen auf dem Strahl dicht, d.h. zwischen zweien läßt sich stets ein 


dritter angeben, z. B. zwischen den Bildpunkten der Zahlen « und 3 liegt der von r - 2 





Das kommutative, das assoziative und das distributive Gesetz für die Rechenoperationen und die 
anderen für natürliche Zahlen geltenden Regeln gelten auch für die neuen Zahlen. Ein Beweis sei 
am Beispiel des assoziativen Gesetzes gezeigt: 


Es seien «= 71. B= B y- 1-1. Dann ist 


Si Ei p . 5 — ” a ? E & — Jin * RE E — ” . 

le Al y— Mi ler 1-5 Ir )- “Pr 

Absolute rationale und natürliche Zahlen. Der neue Zahlenbereich enthält einen Teilbereich, der 
1 2 3 k 

dem Bereich der natürlichen Zahlen genau entspricht: den der Zahlen H)» hl 1 Er 1 ale 


1 1 1 1 
Werden nämlich zwei Zahlen dieser Art addiert oder multipliziert, so entsteht wieder eine solche: 


m m+n m N mn Mm n 
(7 + |- | und 7 . 7 = 4 ——}. Ferner ist j-?>j-[; genau dann richtig, 
1 1 1 1 1 1 
1 2 
1) die natürliche Zahl 1, der Zahl 1 die natürliche 
k k 
Zahl 2, allgemein der Zahl 1 die natürliche Zahl k zu, so zeigt sich, daß man mit den Zahlen 1 


genauso rechnen kann wie mit den natürlichen Zahlen. 








wenn m > n ist. Ordnet man jetzt der Zahl 
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k 
Die Zahlen Ri können nun einfach als k geschrieben und als natürliche Zahlen behandelt werden, 


da sie den Peanoschen Axiomen genügen. Auch bei den übrigen absoluten Zahlen können jetzt die 


m Mm 

Klammern wegfallen: z.B. (| + (2) 37 u = Zwar besteht hier ein begrifflicher Unterschied: 
6 

Die Brüche = und 14 sind nicht identisch, da sie verschiedene Zähler und Nenner haben, sie sind 


3 6 
aber quotientengleich. Die absoluten Zahlen 7 und 1a sind hingegen schlechthin identisch. Fehler 


beim Rechnen können dabei nicht eintreten, wenn die Regeln der Bruchrechnung beachtet werden. 
Diese Vereinfachung war das Ziel bei der Festsetzung der Rechenoperationen und der Ordnung. 
Die Definitionen erfolgten eben so, daß die erwähnte Isomorphie eintritt. Das ist der Inhalt des 
Hankelschen Permanenzprinzips: Operationen und Ordnung sind im neuen Bereich in der Weise 
festzusetzen, daß die im alten Bereich geltenden Gesetze nach Möglichkeit erhalten bleiben. Im 
Gegensatz zum Prinzip der vollständigen Induktion hat das Permanenzprinzip keine Beweiskraft. 
In diesem Sinn gilt: 


Der Bereich der absoluten rationalen Zahlen stellt eine Erweiterung des Bereichs der natürlichen 
Zahlen dar. Er besteht aus den natürlichen Zahlen und den Brüchen. 


Rechenoperationen dritter Stufe. Die Potenz «P = y wird für den Fall, daß $ = n eine natür- 
liche Zahl ist, wie bei den natürlichen Zahlen erklärt. Entsprechend werden bei gegebenem y-Wert 


Zahlen « = VYr und 8 = log y als Größen definiert, für die gilt «? = y. Ist 8 aber eine absolute 


s 
r au 
rationale Zahl, 8 = = so ist unter «@? = y eine Zahl y = Ver zu verstehen. Danach werden bei 
ß 
gegebenem y-Wert Zahlen « = V» und £ = log, y als Größen definiert, für die «f = y gilt. Existiert 
im ersten Falle «, im zweiten aber 8 im Bereich der absoluten rationalen Zahlen, so sind sie durch 
diese Festlegung eindeutig bestimmt. 


ar 2 PT BEER 1 ar ee "Ta 
Beispiele: 1. Für a = und fı=3 erhält man yı = afı = (5) u = u ıBind 
3 2 ee 3 339797 
8 I 
dagegen HI 37 und ßı = 3 gegeben, so folgt a = Yyi —: 27 —— 3 oder aus yı = 57 und 


de folgt, ßı = loga, yı = es 37” 3. 


3 Du 

2 9 12 se 9 °-)/ Beil, 

2. Für a = 16 und Aa = 3 erhält man = af. = (5) ( ;) Tr Sind aber gegeben 
B 97 B- 

3 1 = 3 9 9\2 3 3 
n»n=7 und = 5» so folgt & = Yy: = dr 38 denn 1 oder aus 7 und 

9 3 1 
= TG folgt ßz = loga, ya = logo 7 = 


1 =" 
3. Für a = 2, =, wäre » = &Ps = 2? = Y2. Dieser Ausdruck stellt, wie später bewiesen 


wird, keine rationale Zahl dar. 


RATIONALE ZAHLEN 


Im Bereich der absoluten rationalen Zahlen sind Addition, Multiplikation und Division unbeschränkt 
ausführbar, aber nicht die Subtraktion. Um auch dies zu erreichen, wird eine zweite Erweiterung 
vorgenommen. Entsprechend wie bei der ersten Erweiterung werden geordnete Paare von absoluten 
rationalen Zahlen (m, n) gebildet, für die eine Äquivalenzrelation erklärt wird, diesmal die Diffe- 
12 3 5 47 1. BR: AR BE 
renzengleichheit. Es ist dann z.B. e : 2) = (2. ); da 5 En 1073 Ba ist. Die Klasse des 
Paares (m, n) heißt eine rationale Zahl. Sie soll zunächst mit {(m, n)} bezeichnet werden. Für die 
neuen Zahlen werden die Rechenoperationen so erklärt, daß sie unabhängig von den Repräsen- 
tanten sind, und daß die Subtraktion stets ausführbar wird. Die Beweise der Rechengesetze (vgl. 
Hauptabschnitt Rechnen mit Zahlen und allgemeine Zahlsymbole) stützen sich darauf, daß diese 
Gesetze für absolute rationale Zahlen gelten. 


Vorzeichen. Um die schwerfällige Schreibweise « = {(m, n)} zu beseitigen, stellt man zunächst 
fest, daß sich ein Zahlenpaar {(m, n)} beim > n in der Form (n + k,n), beim <n in der Form 
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1 1 "3-13 3 
(m, m +5) und bei m=n als (m, m) schreiben läßt; z.B. (2 5)} = (5+3.5). (@- ı)\ 


33 1 2 4 E 2 ws F j / 

-(3+3)| 5 10) = |» 3)- an führt dann eine neue Schreibweise ein: 
1 

(+k),falsm=n-+k,(k >0); z.B. (2.5)! - (+5) 


«= ! (-j), falls n=m+j,(5>0); z.B. if ı)} = (-3) 


23.4 
(0), falls m = n; z.B. (5: ”)! = (0) 


Die Vertreterunabhängigkeit dieser Schreibweise ergibt sich aus der Differenzengleichheit. Das 
Plus- und das Minuszeichen werden als Vorzeichen bezeichnet. Es darf nicht mit dem gleich aus- 
sehenden Rechenzeichen verwechselt werden. Die Zahlen « = (+%k) heißen positiv, die Zahlen 
B = (-j) negativ, k bzw. j heißt der (absolute) Betrag von « bzw. ß, in Zeichen k= |«e|,j = |Pl; 
k und j sind absolute rationale Zahlen. Eine Ordnung wird für rationale Zahlen festgesetzt durch: 


7 7 
falls « positiv und 8 positiv oder Null ist und falls gilt |«| > |£|, z.B. (+ 3) > (+ 5); 


1 
« > ß% falls « positiv und ß negativ ist, z.B. (+ m) > (- 1000); 


2 
falls & negativ oder Null und £ negativ ist und falls gilt |«| < |#], z.B. (- 3) >(-]1). 


Diese Ordnung ist gleichfalls mit der Äquivalenzrelation verträglich und erfüllt die Transitivitäts- 
eigenschaft. Die Monotonie gilt nur für die Addition und die Multiplikation mit positivem Faktor. 
Die Größerbeziehung kehrt sich dagegen um, wenn beide Seiten mit der gleichen negativen Zahl 
multipliziert werden; z. B.: Aus (+5) > (+2) folgt (+5) + (-D) > (+2) +(-]) 


3 3 
und (+5). (+ 2) >(+2): (+3). 
aber (+5) (-1)< (+2) (1). 
Die archimedische Eigenschaft gilt in der entsprechenden Form wie für absolute rationale Zahlen. 
Rationale Zahlen und absolute rationale Zahlen. Der Bereich der rationalen Zahlen enthält als 
Teilbereich den der ‚positiven rationalen Zahlen. Ordnet man der Zahl (+ k) ihren Betrag k zu, so 
wird dieser Teilbereich eindeutig auf den Bereich der absoluten rationalen Zahlen abgebildet. 


Dabei bleiben die ausführbaren Rechenoperationen und die Ordnung erhalten, z.B. (+k):(+m) 
—= (+k*"m). 


& B 






Wegen (+%k) + (-5j) = (+k) — (+5) kann die Schreibweise weiter dadurch vereinfacht werden, 
3 2 3 2 3 2 
daß das positive Vorzeichen weggelassen wird; z.B. (+3) + (-3) = (+ 2) _ (+ 3) Zn 
Die Potenz «® wird für positive « definiert durch den nebenstehenden 
(ajlPl, falls 8>0 Ausdruck; 


B 1, falls = 0 «ß ist nur dort erklärt, wo |ajle im Bereich der absoluten Zahlen exi- 
& 


N 

BE: ‚falls 8< 0 stiert; V« und logz % sind nur für positive « undß (3 1) und für natür- 

le] Bl liche Zahlen n definiert und stimmen mit den entsprechenden Erklärun- 
gen für absolute Zahlen überein. 





GANZE ZAHLEN 


Anstatt von den natürlichen Zahlen aus erst den Bereich der absoluten rationalen und dann von 
ihm aus den der rationalen Zahlen zu konstruieren, wie es hier in Anlehnung an das Vorgehen im 
Schulunterricht geschah, hätte man auch einen anderen Weg einschlagen können (vgl. Haupt- 
abschnitt Rechnen mit Zahlen und allgemeine Zahlsymbole). Dort wurde erst mit Hilfe differenzen- 
gleicher geordneter Paare von natürlichen Zahlen der Bereich der ganzen Zahlen 0, +1, +2,... 
und von diesem aus durch quotientengleiche Paare der Bereich der rationalen Zahlen gewonnen. 
Der Bereich der ganzen Zahlen enthält als Teilbereich den der positiven ganzen Zahlen, der dem der 
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natürlichen Zahlen isomorph ist. Der Bereich der rationalen Zahlen enthält seinerseits den Teil- 


k 
bereich der Zahlen + I der dem der ganzen Zahlen isomorph ist. Es liegen also in beiden Fällen 


Erweiterungen vor. 






natürliche Zahlen 
DIE, 2,8, 0: 


absolute rationale Zahlen 












ganze Zahlen 
0, +1, +2, In: 





rationale Zahlen 
il 
23, sh 4 „, ve. 


REELLE ZAHLEN 


Wie die absoluten Zahlen auf dem Zahlenstrahl, so liegen die rationalen Zahlen auf der Zahlen- 
geraden dicht. Dennoch erfüllen sie diese nicht lückenlos, wie die folgenden Überlegungen zeigen. 
Soll jeder Strecke s eine positive Zahl « als Länge zugeordnet werden, so kann man mit Hilfe einer 
Folge von rechtwinkligen Dreiecken Strecken sı, 83, 83, ... . Konstruieren (Abb.), zu denen die positi- 
ven Zahlen «ı = 1, as, «s, . . . gehören mögen. Für diese gilt nach dem Satz des Pythagoras «as? = 2, 


a?—= 3, 4?=4,... Sie werden folgende Bedeutung erhalten: = |Y2, «s =\V3,... Diese Zahlen 
entsprechen auf der Zahlengeraden den- 
jenigen Punkten, die man erhält, wenn 
man $ı, 83, 83, ... vom Nullpunkt aus ab- 
trägt. Die Zahlen «3, «s sind nicht ratio- 
nal; denn wäre z,B. as eine rationale 





Zahl - (r und s ganz und teilerfremd), so 





ry2 
müßte ae 2 sein. Das ist aber unmög- 





lich, da mitr und s auch r? und s? teiler- 





2 
fremd sind, der Bruch ; also nicht ge- 

















kürzt werden kann. Auch dem Umfang 
eines Kreises mit rationaler Länge des 
Durchmessers d muß auf Grund geome- 
trischer Sätze eine Länge x d zugeordnet 
werden, von der schon Johann Heinrich 
3 LAMBERT (1728—1777) gezeigt hat, daß sie 
ho Keine rationale Zahl darstellt. 


vv v2 93 W%V5 V6V7 v9 Wenn jede Strecke eine Maßzahl als Länge 
% 0% 93 0,05007 9 haben soll, so ist ein neuer Zahlenbereich 


erforderlich, der eine Erweiterung des Be- 
Konstruktion der Strecken sı, 82, ... und die Punkte reichs der rationalen Zahlen darstellt. Die- 
&ı, &2, ».. auf der Zahlengeraden ser neue Bereich kann nicht wie bisher mit 

Hilfe von Zahlenpaaren konstruiert wer- 

den. Vielmehr gibt die theoretische Fort- 

setzung des Meßvorganges bei Strecken Hinweise zu seiner Konstruktion. Um eine Strecke genau 


e e 
durch eine Einheitsstreckee zu messen, verwendet man nacheinander die Meßstrecken e, 10’100 


Jede weitere Messung steuert eine neue Dezimale zur Maßzahl bei. So entsteht ein Dezimalbruch, 
der nur in Ausnahmefällen abbricht oder periodisch wird, d.h. eine rationale Zahl darstellt. Im 
allgemeinen ist er unendlich. 








Die unendlichen positiven und negativen Dezimalbrüche bilden den Bereich der reellen Zahlen. 


Der Bereich der reellen Zahlen umfaßt den Bereich der rationalen Zahlen. Denn auch jeder 
abbrechende Dezimalbruch läßt sich als unendlicher Dezimalbruch mit unendlich vielen Neunen 
darstellen, z. B. 7,58 = 7,57999.... 
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Approximation dureh rationale Zahlen. Jede reelle Zahl kann mit beliebiger Genauigkeit durch 
rationale Zahlen angenähert werden. Das wird bei jeder Streckenmessung verwendet, die in der 
Praxis mit einer bestimmten Dezimalen abgebrochen wird; soll z. B. ein Drittel einer Strecke von 
16 m Länge im Dezimalsystem auf 10-2 m genau angegeben werden, so genügt bei dem unendlichen 


Dezimalbruch die Angabe von vier Dezimalen: 5 3 m x 5,3333 m. 


Ein Dezimalbruch gilt als vollständig bestimmt, wenn die vor dem Komma stehende Zahl und die 
Dezimalen nach einer bestimmten Regel gebildet werden können. Für die Zahl « mit @ = 2 z.B. 
besteht die folgende Regel: 

da 2 <2< 2%, ist 1 <a<2, 

dal; z2<1l9, stl4 <a<l1l,d, 

da 1,412 <2< 1,422, ist 1,41 <a< 1,42, 

da 1,4142 < 2 < 1,4152, ist 1,414 < « < 1,415 usw. 


Die Zahl « = v2 liegt mithin in unendlich vielen Intervallen mit rationalen Endpunkten (1; 2) 
(1,4; 1,5), (1,41; 1,42), ..., die ineinandergeschachtelt sind. „Ineinanderschachtelung‘ bedeutet 
hier: Die linken Intervallgrenzen wachsen, die rechten nehmen ab. Die Längen der Intervalle der 
Schachtelung werden beliebig klein. Durch solch eine Intervallschachtelung wird der unendliche 


Dezimalbruch «= /2 eindeutig bestimmt. In entsprechender Weise lassen sich alle anderen Wurzeln 
aus positiven rationalen Zahlen mit beliebiger Genauigkeit angeben. 


Ordnung und Rechenoperationen. Eine Ordnung kann für die reellen Zahlen nach lexikographischer 
Art festgesetzt werden: Die positive in Ziffernfolge geschriebene Zahl «x = a, aı a2 az... heißt 
größer als die positive Zahl $ = b, bı ba bz..., wenn a > b ist oder, falls a = b ist, die erste Dezi- 
male a;, die sich von b; unterscheidet, größer als b; ist, z.B. 3,78634... > 3,78629... Ordnet 
man die negativen Zahlen spiegelbildlich dazu, so erfüllt die Ordnung die Gesetze der Irreflexi- 
vität, der Transitivität und der Antisymmetrie. Die reellen Zahlen können unter Erhaltung der 
Ordnung auf die Menge der Punkte einer Geraden (der Zahlengeraden) abgebildet werden, und diese 
wird dabei nunmehr lückenlos erfüllt. Die Rechenoperationen erster und zweiter Stufe 
werden für die durch Intervallschachtelung gegebenen reellen Zahlen mittels der rationalen Inter- 
vallgrenzen erklärt. Als Beispiel, das auf andere Operationen sinngemäß übertragen werden kann, 
wird die Division «& : 8 zweier reeller Zahlen «, 8 zunächst unter der Voraussetzung betrachtet, daß 
« und positiv sind. Sie seien durch FR rationalen na Va (a:, a4’) bzw. (bi, bi’) 
gegeben. Wegen a <a <a/, n < s<E < — gilt ge = - Th = . Die Intervalle | b: u stellen 


eine Intervallschachtelung für den Ma “ dar: Die unteren Grenzen bilden eine nach oben 


beschränkte Folge wachsender, die oberen Grenzen eine nach unten beschränkte Folge abnehmen- 


der rationaler Zahlen. 
Die Länge L.„ des n-ten Intervalls beträgt: 


ee an @n An’ bn’ — An bn | (an’ — An) bn’ + An (bn’ — oa 
a u bb’ zu | dr bn’ | 











Die im Zähler stehenden Faktoren b„’ und an sind beschränkt. Da die Klammerausdrücke beliebig 
klein werden, gilt dies auch für den ganzen Zähler. Wegen 8 £ Ogibt es eine positive untere Schranke, 
über der für genügend großes n alle b„ und bn’ liegen. Mithin wird L„ beliebig klein. Die durch diese 


Intervallschachtelung erklärte positive reelle Zahl wird als z bezeichnet. Ist « oder $ oder sind 


beide Zahlen DEBally, so führt eine entsprechende Betrachtung zum Ziel. 

Um die Potenz «P(« > 0) zu erklären, werden die Intervalle (a, a,’?ı‘) gebildet. Sie stellen 
wieder eine Intervallschachtelung dar. Allerdings sind die Intervallgrenzen jetzt nicht mehr rational. 
Es gilt aber der Vollständigkeitssatz : 


Vollständigkeitssatz. Jede beliebige reelle Intervallschaehtelung (e:, eo’) bestimmt eindeutig eine 
reelle Zahl o mit der Eigenschaft o: s o < og.’ für alle i. 


Auf den Nachweis sei hier verzichtet. Die Intervallschachtelung (a;?:, a;’?:’) definiert danach eine 
reelle Zahl, die als «? bezeichnet wird. 

Für die so erklärten Rechenoperationen gelten die gleichen Gesetze wie im Bereich der rationalen 
Zahlen. 


Der Bereich der reellen Zahlen stellt eine Erweiterung des Bereichs der rationalen Zahlen dar. In 
ihm sind auch sämtliche Wurzeln aus positiven Zahlen enthalten. 


Die Gewinnung der reellen Zahlen konnte hier nur skizziert werden. Es sei darauf hingewiesen, daß 
auch hier die Erklärung einer Äquivalenzrelation für Intervallschachtelungen und eine entspre- 
chende Klassenbildung erforderlich sind. Bei exakter Durchführung stellt dieser Weg ein echtes 
konstruktives Verfahren zur Erzeugung der reellen Zahlen dar. 


6* 
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Weitere Wege zur Gewinnung der reellen Zahlen. Für die Entwicklung einer Theorie der reellen 
Zahlen kann der griechische Mathematiker EuDoxos (etwa 408-355 v.u.Z.) als Vorläufer an- 
gesehen werden. Seine geometrisch orientierten Gedankengänge wurden von Karl WEIERSTRASS 
(1815—1897) und Richard DspekınD (1831—1916) aufgegriffen und durch Verwendung moderner 
arithmetischer und analytischer Verfahren weiter entwickelt. Auf Weierstrass geht das Verfahren 
der Intervallschachtelung zurück. Dedekind führte die reellen Zahlen durch Schnitte im Bereich der 
rationalen Zahlen ein. Georg Cantor (1845-1918) konstruierte sie mit Hilfe von Oauchyschen 
Fundamentalfolgen. 

Die Bereiche, die durch die angegebenen Verfahren gewonnen werden, lassen sich durch ordnungs- 
erhaltende Isomorphismen aufeinander abbilden. Es gibt deshalb der Struktur nach nur einen 
einzigen Bereich der reellen Zahlen. 


KETTENBRÜCHE 


Die Kettenbrüche bieten eine Möglichkeit zu einer besseren Approximation reeller Zahlen durch 
rationale, als es die Dezimalentwicklung darstellt. 


Kettenbruch n-ter Ordnung. Seien bo, bı, b2 ... bn ganze Zahlen mit 5, > O für k > 0. Unter dem 
Kettenbruch n-ter Ordnung mit den Teilnennern bı, ba, ..., dn und dem Anfangsglied bu versteht man 
den untenstehenden Ausdruck mit der kürzeren Schreibweise: [bo; bı, ba, » - „, Ön]- 


bt  — Beispiel: n= 3; b= 23, h=35;b=1;b = 4 
an S% 1 A 
ME: TE a = ‚1, 19 
2 1 
+5, 1+3 


Näherungsbruch. Unter einem Näherungsbruch k-ter Ordnung (k <n) versteht man den mit 
dem k-ten Teilnenner abbrechenden Kettenbruch. Aus der Definition des Kettenbruches n-ter 
Ordnung und des Näherungsbruches k-ter Ordnung geht hervor, daß man beide auch als gewöhn- 
liche Brüche schreiben kann. Man erhält dann: 


1 bo b 1 A 
Bo; bil = ba + = = 5 ı 








bı Bı’ 
- er 1 _ ba(bodı + 1) + bo Aa 
[do; bı, b»] = bo + 1 —= b, u PT 1 en Br’ 
bı +; 
2 
B ba [ba (bo dı + 1) + bo] + bo bi +1 As 
bo; bı, ba, b = Ta Pe ee ne et 
[do; dı, da, 53] = bb + 1 HEN EE 7 
bı + 1 
bb+,, 


Dabei sind alle A; und B; ganze Zahlen; z.B. ist für den Kettenbruch [2; 3, 1,4, 2, 1,2] der 
1 9 

2. Näherungsbruch [2; 3,1] = 2+ 5704 mit Aa =9, Ba = 

Definiert man zur Vervollständigung Aa = bs, Aı = 1, 4a» = 0; B = 1, Bi = 0, Ba = |, so 

lassen sich durch nn Induktion folgende Rekursionsformeln nachweisen: 





Beispiel: 


nach Definition 





Am Beispiel [2; 3, 1,4, 2, 1, 2] erkennt man: Um zu A; zu gelangen (für B; gilt das Entsprechende), 
multipliziert man das über A; stehende bk mit dem (bereits vorhandenen) linken Nachbarn Arx_ı 
und addiert dessen linken Nachbarn Ar_a; in den beiden im Schema durch Pfeile markierten Fällen 


4A 
rechnet man 2:1+0=2 bzw. 4:9+7= 43. Als Näherungsbrüche ergeben sich: — 2; 


A 7 A 9 As 43 A 95 Bo 
B: = 3 = 23,33; ee Eu np „ml; 7a Te 2,2619.» -; 
As; 138 As >71 

een = 2,9623 en 2,262195 [2; 3, 1, 4, 2, 1, 2] 


DB 60 Se a Tin 
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Ein Vergleich des Endbruchs mit den Näherungsbrüchen zeigt die Berechtigung dieses Namens: 
Die ee en den Era uckehnde von unten ı und vo es mit wach. 


u —__.___. 





Jede rationale Zahl läßt sich in einem. Kettenbruch entwickeln. 


964 
Beispiel: Soll —— in einen Kettenbruch entwickelt werden, so erhält man: 


437 
964 90 1 
a 2 + 437 Em dei, bo = [r], größte ganze Zahl sr 
437 27 


1 
a 4 4 — m bı Fr —-; 71 > 1, wenn r nicht ganz, bı = [rı], größte ganze Zahl srı. 


Die Fortsetzung des ertöhiie er schließlich: 


964 1 





r= [2;4,1,5, 1, 12]. 





1 1 1 
Das Beispiel ;- 0+ 5- 0-+ R also [0; 2] = [0; 1,1] zeigt, daß die Eindeutigkeit der 
1l+- 


1 
Kettenbruchentwicklung noch nicht gesichert ist. . her durch die Forderung b„ > 1 hergestellt, 
die sich wegen [bo; bı, ba, ... ., dn, 1] = [bo; bı, ba,.. . „, + 1] immer erfüllen läßt. Die Kettenbruch- 


entwicklung gestattet es, eine rationale Zahl mit ra Zähler und Nenner durch eine 
andere mit kleinerem Zähler und Nenner zu approximieren, was mitunter für technische Probleme 
von Bedeutung ist. 


Niehtabbrechende Kettenbrüche. Entsprechend lassen sich nichtabbrechende Kettenbrüche 
[do; bı, b2,....] betrachten. Ihre Näherungsbrüche konvergieren gegen eine reelle Zahl. Umgekehrt 
läßt sich jede reelle Zahl @unen einen (endlichen oder unendlichen) Kettenbruch darstellen, und 
zwar gilt: 


Die FTIR einer reellen Zahl bricht dann und Ann dann in: wenn die Zahl a 


Auch hier gilt, daß die Näherungsbrüche die reelle Zahl mit wachsender Genauigkeit von unten ' 
und von oben abwechselnd approximieren. 


Beispiel: «= 2 sollin einen Kettenbruch entwickelt werden. Um die Teilnenner zu gewinnen, 
bildet man: 


be dtlerie bei een 


&ı 


1 
2. a=-b+la-[al, delal, m-[l-, 


3. 0a = ba + (aa — [a2]), b= [el, &e— [a] = - 


. [3 “ “ * * [3 » “ . L 3 “ “ ” » . ® * “ “ “ ® [ ” “ 


Man verwendet die Ungleichung 1 </2 < 2 und formt um: 


1 Lau Vor Son 
er W-De+ 


&” 
ei), Betr yp=ei =, a=YV2+1 
1 


=}2+1 


nn 


Setzt man dies Verfahren fort, so ist srslchtlich, daß der periodische Ketsnbruch [Er 2,2,0,:12u 
V2 gehört. 
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Mittels des Schemas für die A, und B; können Näherungsbrüche gefunden werden: 
ko LH I I Bernd 6 





ee EN Br 
Ar ET Ta 90 288 
Br Er .2 8123 2925 16 
As 239 


Also ist z.B. — = 1,414201..., während Y2 ss 1,414 214. 


Bs 169 
Die Näherungsbrüche konvergieren gegen Y2. 


Nicht nur die Kettenbruchentwicklung für /2 ist periodisch; periodische Kettenbrüche entstehen 
a-+b yD 


stets bei sogenannten quadratischen Irrationalitäten, das sind Zahlen der Form ‚„ wobei 


c 

a, b, ce ganzrational, c#0 und D quadratfrei sind. Joseph-Louis LaarRAngE (1736-1812) zeigte, 
daß die Kettenbruchentwicklung einer quadratischen Irrationalität stets periodisch ist. Die Um- 
kehrung wurde von Leonhard EvLEr (1707—1783) bewiesen. 


KOMPLEXE ZAHLEN 


Im Bereich der reellen Zahlen sind die Rechenoperationen erster und zweiter Stufe unbeschränkt 


m 
ausführbar. Das gilt nicht für die der dritten Stufe; z. B. existiert die Potenz a” = Ya für negatives 
2 


a und gerades n nicht, V-4 ist keine reelle Zahl. Quadratwurzeln aus negativen Zahlen werden 
aber u.a. bei der Auflösung der kubischen Gleichung durch die Cardanische Formel gebraucht, 
und zwar gerade im Casus irredueibilis, bei dem drei verschiedene reelle Lösungen vorhanden sind. 
Um diese Einschränkung zu beseitigen, wird wieder eine Erweiterung des Zahlenbereichs vor- 
genommen. 


Konstruktion der neuen Zahlen. Man betrachtet das geordnete Paar (a, b) beliebiger reeller Zahlen 
a und b. Als Äquivalenzrelation dient diesmal die gewöhnliche Identität, d. h., das Paar (a, b) soll 
nur dann dem Paar (a’, b’) äquivalent heißen, wenn a = a’ und b = b’ ist; jede Klasse besteht 
demnach aus nur einem Zahlenpaar. 

Das Zahlenpaar (a, b) wird als komplexe Zahl bezeichnet. Die Rechenoperationen der ersten und der 
zweiten Stufe für die komplexen Zahlen zı = (aı, bı), z2 = (az, b2) werden festgesetzt durch: 


2ı + 22 = (aı + as, bı + be), 2ı 22 = (aı as — bı be, aı ba + bı ae). 

aı ag + bıba bdbıasa — baaı 

Man stellt leicht fest, daß Subtraktion und Division Umkehroperationen zur Addition bzw. Multi- 
plikation sind. Für die Addition und die Multiplikation gelten das kommutative, assoziative und 


distributive Gesetz. Das distributive Gesetz z. B. wird wie folgt bewiesen: Es seien drei komplexe 
Zahlen 2: = (a;, bı) ( = 1, 2, 3) gegeben. Dann ist: 
zı [2a + 23] = (aı, bı) (a2 + as, ba + bs) = (aı aa + aı aa — bıba — bı bs, aı ba + aı bs + bıaa + bıas). 
Andererseits ist 
zı22 + 2123 = (aı az — bı ba, aı ba + bı a2) + (aı as — bı bs, aı ba + bı as) 

nn (aı aa — bı ba + 4ı a3 — bı bs, aı ba Eu bı aa + aı bs + bı as) 
Beide Ausdrücke sind identisch. 
Ferner gelten für die genannten Operationen alle Gesetze, die im Bereich der reellen Zahlen erfüllt 
sind, außer denjenigen, in denen eine Größerbeziehung vorkommt. Eine Ordnung wird für komplexe 
Zahlen nicht eingeführt. 


Komplexe und reelle Zahlen. Der Bereich der komplexen Zahlen enthält einen Teilbereich, den 
der Zahlen (a, 0), der dem Bereich der reellen Zahlen hinsichtlich der dort ausführbaren Rechen- 
operationen isomorph ist; es ist (a, 0) + (a’,0) = (a + a’, 0) und (a, 0) - (a’, 0) = (a«a’, 0). Man 
darf daher solche Zahlen als reelle Zahlen behandeln; für (a, 0) wird einfach a geschrieben. 
Die Zahlen (0, b) heißen rein imaginäre Zahlen. Insbesondere wird die komplexe Zahl (0, 1) = ials 
imaginäre Einheit bezeichnet. Die Klammern bei den Rechenoperationen können jetzt fortgelassen 
werden, da keine Fehler dadurch zu befürchten sind. Es ist 
(0,5) = (8,0) -(0,)) = bi und (a,b) =(a,0) + (0, b) =a-+bi. 

In diesem Sinn gilt: 


Jede komplexe Zahl kann als Summe einer reellen und einer imaginären Zahl dargestellt werden; 
z=a-+ bi. Man bezeichnet a als Realteil, b als Imaginärteil von z; a und b sind reelle Zahlen. 


Die Addition reeller Zahlen ist als Spezialfall in der Addition komplexer Zahlen enthalten. 


nn | 
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Weiter ergibt sich ii = (0,1) (0,1) = (-10) = -1. 


Darstellung der komplexen Zahlen. Man zeichnet in der Ebene ein kartesisches Achsenkreuz und 
trägt auf der x-Achse die reellen Zahlen in der üblichen Weise, auf der y-Achse die imaginären 
Zahlen mit i als Einheit auf. Der komplexen Zahl z = a + bi wird der Punkt (z) mit den Koordi- 


— 
naten (a; b) oder der vom Nullpunkt zu diesem Punkt hinführenden Vektor z = 3 zugeordnet. 
Diese Zuordnungen sind eineindeutig. Der Summe zı + za entspricht der Vektorzı + 32, der durch 
vektorielle Addition (nach dem Parallelogrammverfahren) der Vektoren 3ı und 33 entsteht (Abb.). 





Addition von komplexen Zahlen 


Um auch das Produkt geometrisch deuten zu u 
können, stellt man z = a + bi mit Hilfe der : ER ER eier, En; 
Länge r des Vektors z und des Winkels o, den a 

der Vektor mit der positiven x-Achse bildet, f ra Er 
dar; r heißt der (absolute) Betrag, das Argu- 
ment von z (Abb.). Bei der Darstellung durch r 
und @ ist zu beachten, daß op nur bis auf Viel- 
fache von 2r bestimmt und in positivem Dreh- 
sinn orientiert ist. 

Das Produkt zı 23 = rı (cospı + isingı) ra (Cos9a + isingps) läßt sich mit Hilfe des Additions- 
theorems für den Sinus und Kosinus umformen in 2ı 23 = rıra (cos [9ı + 92] + i sin [9ı + pe)). 
Diese Darstellung führt auf folgende geometrische 
Deutung (Abb.): Das Dreieck, das von den Punkten (0, 
(za2) und (zı*22) gebildet wird, ist dem durch die Punkte 0, 
(+ 1) und (zı) gegebenen ähnlich, denn der Winkel oı 
ist beiden Dreiecken gemeinsam und das Verhältnis 
der ihn einschließenden Seiten, rıra :ra = rı : 1 ist das 
gleiche. Dadurch ist eine einfache geometrische Kon- 
struktion des Produktes möglich. 





Potenzen und Wurzeln. Ist n eine natürliche Zahl, so 
wird z” wie üblich durch 2° = 1, z* = zn-1.z definiert. 
Mit Hilfe der Additionstheoreme findet man die wich- 
tige Moivresche Formel. 





n 
Unter Vz versteht man eine komplexe Zahl w, deren n-te 
Potenz gleich z ist, d.h., eine Lösung der Gleichung _ 
un=z. Sei w=e(cosy +isiny). Dann folgt aus Multiplikation komplexer Zahlen 
un=2=r(cosp-+ising) nach der Moivreschen Formel: 


Y n k-2 
er=ne=fYr, v-2+T2R oder w= Ir (oos |? +2 °] + sin |? + = *|)- 


Für k = 0, 1, 2... entstehen n verschiedene Werte für w. Im Bereich der komplexen Zahlen 














n 
schränkt man das Symbol /z nicht auf einen Wert ein, sondern läßt es mehrdeutig. Ist z speziell 
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eine positive reelle Zahl, so wird die eindeutig bestimmte positive reelle Wurzel w aus z als Haupt- 
wert bezeichnet. Im Bereich der komplexen Zahlen ist das Wurzelziehen unbegrenzt ausführbar. 











Beispiel: Um alle Werte für Beispiel: Um alle Werte für 
dem 5 

v=—= = 1 zu erhalten, setzt man: w= \-+1 zu erhalten, setzt man: 

z = 1[e0s (180° + k » 360°) + isin (180° + k + 360°)] 2 = 1[eos(k-2n) +isin(k*2n)] 
180° =. 2180? En. 2knı 

w= 1|cos 4 + k- 90°] +isin 7 + k + 90° w= 1|cos 5 + isin 

k = 0 gibt wo = cos 45° + ii sin 45° k = 0 gibt den Hauptwert w = +1 

k = 1 gibt wı = cos 135° + i sin 135° k = 1 gibt wı = cos 72° + isin 72° 

k = 2 gibt wa = cos 225° + i sin 225° k = 2 gibt wa = cos 144° + isin 144° 

k = 3 gibt ws = cos 315° + i sin 315° k = 3 gibt ws = cos 216° + isin 216° 

k = 4 gibt wa = cos 288° + i sin 288° 
Für k = 4 ist ya = 405° = 360° + 45°, Für k = 5 gilt ys = 360°, 
also gilt ws = wo, w, = wy, ... (Abb.). also ist w; = wo, W = Wy ... (Abb.). 


Die fünften Einheitswurzeln liegen auf dem Umfang des Einheitskreises und teilen ihn in fünf 
gleiche Teile (Abb.). 





5 
Werte für w = Y-1 im Komplexen Werte für w = Y+ 1 im Komplexen 
(Fünfte Einheitswurzeln) 


Auf diese Weise ist jetzt der Ausdruck z« für beliebige rationale Exponenten «a erklärt, wenn für 
negative Exponenten die entsprechende Definition gewählt wird wie bei rationalen Zahlen. Von 
besonderer Wichtigkeit ist der zuerst von GAuss mehrfach bewiesene Fundamentalsatz der klassi- 
schen Algebra: 


Historisches zu den komplexen Zahlen. Wurzeln aus negativen Zahlen werden seit der Mitte des 
17. Jh. verwendet und führen seit jener Zeit den Namen: imaginäre Zahlen. Die Mathematiker 
des 17. Jh. konnten sich dabei auf die 1572 erschienene Algebra des Bologneser Mathematikers 
Raffaele BoMBELLI stützen, der bereits eine konsequente Theorie der reinimaginären Zahlen ent- 
wickelte. Die Lehre von den komplexen Zahlen wurde später durch Johann BERNOULLI (1667 — 1748), 
Leonhard EvULEr (1707-1783) und vor allem durch Carl Friedrich Gauss (1777—1855) sehr geför- 
dert. Auf Gauß geht u.a. die Darstellung in der Ebene (Gaußsche Ebene) zurück. Die komplexen 
Zahlen bilden die Grundlage für die Funktionentheorie. 
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I. Einführung 


BEGRIFF DER GLEICHUNG 


Mit Hilfe einer Gleichung drückt man aus, daß zwei Größen einander gleich sind oder gleich sein 
sollen; z. B. ist die Größe 3 gleich der Größe 2 + 1. Unter Verwendung des Gleichheitszeichens 
schreibt man dann 


3=2+]. 


Man spricht von den beiden Seiten der Gleichung, von einer linken und einer rechten Seite der 
Gleichung. 

Die in Gleichungen auftretenden @rößen können unterschiedlicher Art sein, z. B. Zahlen, Punkte, 
Strecken, Vektoren, Gruppen, Zeitintervalle u.a.; immer aber müssen die Größen auf beiden 
Seiten der Gleichung von derselben Art sein. 


Textgleiehung. Eine Textgleichung gibt die Gleichheit zweier Größen in Worten an. Aus ihr wird 
eine Gleichung zwischen mathematischen Größen hergestellt, sie wird durch eine Art Übersetzung 
in die mathematische Formelsprache übertragen. Erst so kann die in Worten gegebene Gleichheits- 
beziehung schnell und sicher behandelt werden, und zwar mit Hilfe immer anwendbarer Regeln 
über den Umgang mit Gleichungen. 

Prinzipiell kann man jede Gleichung wieder in Worten ausdrücken. Die Überlegenheit der mathe- 
matischen Symbolik - eine bedeutende Errungenschaft der menschlichen Gesellschaft — wird schon 
an folgendem einfachen Beispiel deutlich: Für den Satz „Den Rauminhalt einer Kugel berechnet 
man, indem man das Vierfache des Produktes aus dem Verhältnis vom Umfang eines beliebigen 
Kreises zu seinem Durchmesser und der dritten Potenz des Kugelradius durch 3 teilt‘ schreibt 


j 4 
man die bekannte Formel Ver 7 ar Eu r3, 


BEDEUTUNG DER GLEICHUNGEN 


Die Gleichung als fundamentaler Begriff der Mathematik. Die Beziehungen von Dingen in der 
objektiven Realität, der Natur z. B., sind qualitativer und quantitativer Art. Ein Kristall hat 
qualitative Eigenschaften, wie Farbe und Oberflächenbeschaffenheit, und quantitative Eigen- 
schaften, die sich in Zahlen angeben lassen, wie Größe, Anzahl der Ecken, Kanten und Seiten- 
flächen. Die Mathematik ist eine Widerspiegelung der quantitativen und räumlichen Beziehun- 
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gen der objektiven Realität im menschlichen Bewußtsein. Die Menschen sind zur Aufrechterhaltung 
ihrer Existenz ständig gezwungen, sich mit der Natur auseinanderzusetzen. Dabei stoßen sie fort- 
gesetzt auf quantitative Beziehungen; da sich die Beziehung der Gleichheit zweier Quantitäten, 
zweier Größen, als besonders wesentlich erweist, stellt der Begriff der Gleichung einen der wichtig- 
sten mathematischen Begriffe dar. Darum ist das Studium von Gleichungen und ihre Beherrschung 
ein Hauptgegenstand der mathematischen Ausbildung. 


Zur Geschichte. Gleichungen gehören nach den Zahlen zu den ersten mathematischen Errungen- 
schaften der Menschheit. Sie treten schon in den ältesten uns schriftlich überlieferten mathemati- 
schen Quellen auf, z. B. in Keilschrifttexten des alten Babylon, die bis ins 3. Jahrtausend v. u. Z. 
zurückreichen, und in Papyri aus dem alten Ägypten der Zeit des Mittleren Reiches, d. h. um 1800 
v.u.Z2. 

Der Struktur der babylonischen Gesellschaft nach waren Erbteilungsaufgaben von großem Inter- 
esse. Dabei erhielt jeweils der erstgeborene Sohn den größten Teil, der zweite wieder mehr als der 


en | R u a dritte usw. Eine dieser Erbtei- 
Dolnbeit,forrafie alteratid ofegnations.Y iofllpos lungsaufgaben lautet: 

pounde a feive cräples, bicaufe the ertranion oftheic 

rootes,maie the mo2c aptlpbee Ivgougbte. Andto a> 
uoide thetedioufe repetitionof thefe Iuooyneg: ise: 
qualle to: 3 Will fette as 3 doe often In Wuoo,ke bfe,a 
patre ofparalleles,o2 Bemoine lines of one length, 
thug:======,bicaufenoe.2. thpnges,can be moare 
egualle. Anonolo marke thefe nombers. 


2 
„10 Brüder; 1 3 Minen Silber. 


Bruder über Bruder hat sich 
erhoben (hinsichtlich seines An- 
teils). Was er sich erhoben hat, 
weiß ich nicht. Der Anteil des 
achten (ist) 6 Schekel. Bruder 
über Bruder, um wieviel hat er 
sich erhoben ?“ 


1 3 4.20. t—] 5.9=====7 1.9. 


2. 20.30. 
+ E10 9, — Joop ——2128. 
Aus dem „Weizstein des Wiizes“‘, 1557, des Engländers 


R. Recorde. Erstes Auftreten des Gleichheitszeichens. Unmittel- 
bar über den Formeln die Begründung für die Wahl dieses 





.J s.I==—] 029. 


Eine Mine war eine altorienta- 
lische Masseeinheit, die in 60 Sche- 
kel unterteilt wurde. Die Aufgabe 
führt auf eine arithmetische 
Reihe; der jüngste Bruder bekam 


(2 En 56) Schekel und jeder fol- 
36 

e + 50) Schekel 

mehr; der Erstgeborene z. B. 


gende jeweils 


12 
Symbols (7 = 50) Schekel, alle zusam- 


men also 100 Schekel oder 1 - Minen. 
Während in dieser babylonischen Aufgabe die Unbekannte hinreichend deutlich umschrieben wird, 
tritt in ägyptischen Papyri für sie die Hieroglyphe für ‚h‘, d.h. Haufen, Menge, auf, die möglicher- 
weise hau ausgesprochen wurde. Die Hau-Rechnungen traten recht häufig auf; sie entsprechen 
unseren linearen Bestimmungsgleichungen. Ein Vergleich zwischen einem ägyptischen Text aus 
dem Moskauer Papyrus (vgl. Bildtafel 10) und der modernen Schreibweise macht dies deutlich: 


wörtliche Übersetzung moderne Schreibweise 


1 
Form der Berechnung eines Haufens, gerechnet 1 5 mal zusammen 1 d ae nl; 
mit 4. Er ist gekommen bis 10. Der Haufe nun nennt sich ? ? 
Berechne Du die Größe dieser 10 über dieser 4. Es entsteht 6. 10-4=6 
Wa x 2 303 
Rechne Du mit 1 ;, um zu finden 1. Es entstehen 3° di: »=3 
2 ! 2 
Berechne Du 2 von diesen 6. Es entsteht 4. 6- 3 Es 
Siehe: 4 nennt sich. Du hast richtig gefunden. o—=4 


Bevor sich eine algebraische Zeichensprache herausgebildet hatte, mußten die Gleichungen in 
Worten geschrieben werden. Noch der um die Algebra so verdienstvolle Frangois VIETE (meist 
Vieta genannt, 1540-1603) behalf sich mit dem Verb aequare, gleichsein. Das heute verwendete 
Gleichheitszeichen „=““ ist von dem Engländer Robert REcoRDE (1510-1558, königlicher Leib- 
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arzt) vorgeschlagen worden, wenn es auch noch längere Zeit dauerte, bis es sich durchsetzte. Er 
machte diesen Vorschlag in einem in Dialogform geschriebenen Lehrbuch der Algebra, betitelt 
„The Whetstone of Witte‘, Wetzstein des Witzes, 1557, und begründete ihn damit, daß nichts 
gleicher sei als ein Paar paralleler Linien (Abb.). 


EINTEILUNG DER GLEICHUNGEN 


Übersicht. Ihrem Wesen nach gibt es verschiedene Arten von Gleichungen. 





—_ Gleichungen — 





Identische Gleichung. /dentische Gleichung heißt gleiche Gleichung; wie bei schwarzer Rappe wird 
eigentlich ein Wort zuviel verwendet. Durch die Betonung des Gleichseins soll aber ausgedrückt 
werden, daß es eine Gleichung ist, die unter allen Umständen gilt. Entweder gilt diese Gleichung 
zwischen bestimmten Zahlen, dann ist die Gleichheit durch Zahlenrechnen nachzuweisen; für 

5:49 + [81 — 935 : (583 — 498)] = 315 
zeigt tatsächlich die Rechnung, daß links 315 herauskommt; oder es ist eine Gleichung in all- 
gemeinen Zahlsymbolen, dann ist die Gleichheit durch algebraische Umformung nachweisbar; 
z.B. (a +b)? =a?+2ab + b2. Für 

a? —- 16a +64 a-—|1 a—8 
Bba-5 a —-64 Ö5(a-+ 8) 

ergibt die schrittweise Ausrechnung eine Kette identischer Gleichungen, eine fortlaufende Gleichung : 


a—- 16a +64 a-—| (a-8° (a —]) 
Ba-5 @-64 5(a-]1) (a +8) - 8) 
(a — 8)? (a — 1) a—8 


Bla) as - 8: Bla + 


Also gilt die behauptete identische Gleichung. Eine solche Gleichung in allgemeinen Zahlsymbolen 
ist richtig für jeden Wert, den man den allgemeinen Zahlsymbolen beilegt, mit Ausnahme von 
solchen Werten, die den Nenner zu Null machen. Man erhält dann eine identische Gleichung in 


bestimmten Zahlen. Setzt man in dem letzten Beispiel a = 10, so ergibt sich auf beiden Seiten ni 
Bestimmungsgleiehung. Diese Bezeichnung wird verwendet, weil in einer solchen Gleichung un- 
bekannte Größen (Unbekannte) auftreten, die durch die Rechnung bestimmt werden sollen. Durch 
sie soll eine Lösung genannte Größe definiert werden, ohne daß von vornherein feststeht, ob eine 
solche Größe existiert. Es kommt auch vor, daß durch eine Gleichung mehrere Größen definiert 
werden. Will man auf diesen Sachverhalt hinweisen, so kann man die Abkürzung ‚‚def‘“ unter 
das Gleichheitszeichen setzen; z. B. ist durch die Gleichung 


32:—-9=3 
def 
der Wert x = 4 definiert; durch Einsetzen erhält man die identische Gleichung 3 = 3. Die Glei- 
chung x? = 25 definiert die Werte xı = +5 undz2 = -5, die Gleichung x + 5 = x — 6 dagegen 
def def 


keinen Wert für x. In diesem Sinne hat eine Gleichung keine, eine oder mehrere Lösungen. 
Unbekannte Größen werden oft, solange man sich die Buchstaben auswählen kann, mit den letzten 
Buchstaben des Alphabets bezeichnet, z. B. mit x, y, z. Diese Übereinkunft geht zurück auf Rene 
DESCARTES (1596—1650). In technischen und physikalischen Formeln behält man allerdings die 
dort verwendeten feststehenden Bezeichnungen für die Größen auch dann bei, wenn sie Unbekannte 
sind. Wären also z. B. die Stromstärke I und die Spannung U in einem stromdurchflossenen Leiter 
bekannt, so müßte man den Wert des gesuchten Widerstands R mittels der Bestimmungsgleichung 
U = I-R (Ohmsches Gesetz) errechnen. 

Bestimmungsgleichungen treten in der Mathematik außerordentlich häufig auf. Darum hat sich 
der Sprachgebrauch eingebürgert, für Bestimmungsgleichung meist kurz Gleichung zu sagen. 
Verwechslungen können nicht auftreten, weil aus dem Sachverhalt immer hervorgeht, wann es 
sich um eine Bestimmungsgleichung handelt. 

Treten in einer Bestimmungsgleichung mehrere Zahlsymbole auf, so muß eindeutig festgelegt 
werden, welche davon als Unbekannte angesehen werden sollen. In der Gleichung {ne —w=2 
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w-+ 2 
an 


In solchen Fällen legt man durch die Sprechweise Bestimmungsgleichung in x oder in w oder in n 
fest, welches die zu bestimmende Größe sein soll. 





könnten n, x oder w zu bestimmen sein. Für w erhielte man w = 4nx — 2, für x dagegen x = 


Funktionsgleiehung. Eine Funktionsgleichung enthält zwei oder noch mehr Variable, die durch die 
Gleichung einander zugeordnet werden. So ordnet die Gleichung 


. 3 
jedem x-Wert genau einen y-Wert zu; wählt man z.B. x = 2, so erhält many=4 undz = —2 


wird y = 2 zugeordnet. Offenbar gibt es unzählig viele solcher Wertepaare (vgl. Hauptabschnitt 
Funktionen). 


EINTEILUNG DER BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN 


Die ungeheure Menge aller möglichen Bestimmungsgleichungen zerfällt in zwei große Gruppen: 


Bestimmungsgleichungen 
transzendente Gleichungen 


Algebraische Gleichung. In einer algebraischen Gleichung werden mit der oder den Unbekannten 
nur algebraische Rechenoperationen vorgenommen; sie werden addiert, subtrahiert, multipliziert, 
dividiert, potenziert oder radiziert. Danach sind z. B. die folgenden Gleichungen algebraisch in x: 


23 —- 522-827 4+12=1(, 
92x: -7=4Y5r—3l, 






algebraische Gleichungen 





1 
4(x + 0)? (® — b) NT 
Die Koeffizienten oder Beizahlen (z. B. 5, 9, a, b, c) dagegen können sehr wohl transzendente Zahlen 
sein; so ist die Gleichung z x? — 5 = 12 trotz des transzendenten Koeffizienten z algebraisch in x. 
1 1 
Die Gleichung sin?z — 3 sin® — ge 0 dagegen ist nicht algebraisch in x, wohl aber algebraisch 
in sin x. 


Transzendente Gleiehung. Alle Bestimmungsgleichungen, die nicht algebraisch sind, nennt man 
transzendent. Sie erhielten ihren Namen daher, daß sie im allgemeinen schwieriger aufzulösen sind 
als die algebraischen Gleichungen. Sie erfordern eine Auflösungsmethode, die die Kräfte der Algebra 
übersteigt — quod algebrae vires transcendit, wie sich Leonhard EvLEr (1707—1783) ausdrückte. 
Während eine allgemeine Form der algebraischen Gleichung angegeben werden kann und ein 
umfassender Satz die Übersicht über die Anzahl ihrer Lösungen erleichtert, lassen sich entsprechende 
Formen und Sätze für transzendente Gleichungen nicht finden. Wichtige Fälle transzendenter 
Gleichungen sind Exponentialgleichungen, logarithmische und goniometrische Gleichungen. 


UMFORMEN VON GLEICHUNGEN 


Veransehauliehung an der Waage. Eine Gleichung kann als Gleichgewichtszustand einer Waage 
gedeutet werden. Die Waage bleibt im Gleichgewicht, wenn man auf jede Waagschale dieselbe 
Gewichtsmenge dazulegt oder von ihr wegnimmt oder auf beiden Seiten die Gewichtsmengen 
verdreifacht oder halbiert u. a. Allgemein 
gesagt ändert sich der Gleichgewichts- 
zustand einer Waage nicht, wenn man 
auf beiden Waagschalen mit der gleichen 
Gewichtsmenge dasselbe tut. 


775) Deutet man dieses Ergebnis als Aussage 
4 N .. ” .. 
m / U | „u über Gleichungen, so erhält man das 
— EN IE Grundgesetz für das Umformen von Glei- 
HG chungen: 


Eine Gleiehung geht in eine Gleichung 
über, wenn man auf beiden Seiten des 
Gleichheitszeichens mit gleichen Zahlen 
gleiehe Reehenoperationen ausführt. 





Waage im Gleichgewicht 


Einführung 93 


Um eine Kontrolle über die einzelnen Schritte der Umformung zu haben, notiert man rechts neben 
der Gleichung, von ihr durch einen senkrechten Strich getrennt, welcher Rechenschritt auf beiden 
Seiten der Gleichung vorgenommen werden soll. - Bei hinreichender Übung allerdings wird man 
auf das anfangs außerordentlich nützliche Hilfsmittel verzichten. | 


Anwendungen. Wenn man das Grundgesetz für die hauptsächlichsten Rechenoperationen aus- 
spricht, ergeben sich die folgenden Lehrsätze: 


3 TE LS a enge 









Formt man beispielsweise die Gleichung 25 + 18 = 43 
durch beiderseitige Subtraktion von 8 um 25 +18 = 43|-8, 
so erhält man die ebenfalls richtige Gleichung 25 +18 —-8=43— 8, 
mithin durch Ausrechnen auf jeder Seite 35 = 35 





Aus der Funktionsgleichung —2y = 4x — 6 wird, wenn man durch (— 2) dividiert 
-2y=4rx-6| :(-2), 
die Funktionsgleichung y=-237 +3. 







KEIN n\ 
= > Dt; SEES 
Das BA 5 . 
20 AYEBROHET 2 OLENZER DO 





Quadriert man die Wurzelgleichung VY2=-3= 7 | 2. Potenz, 
so entsteht 22 —-3= 49. 






garıthm r ecpor 


Aus der Exponentialgleichung 10° = 1000 wird durch Logarithmieren zur Basis 10 
z=1g1000; d.h,„z=3. 





Gleichheit als Äquivalenzrelation. Den hier angeführten Sätzen für das Umformen von Gleichungen 
liegen Gesetze der Beziehung der Gleichheit zugrunde, nämlich die Reflexivität, Symmetrie und 
Transitivität dieser Beziehung. Sie kommen allen Äquivalenzrelationen zu und sind im Haupt- 
abschnitt Aufbau des Zahlenbereichs geschildert. 


LÖSEN EINER BESTIMMUNGSGLEICHUNG 


Eine Bestimmungsgleichung lösen, heißt, für die Unbekannte diejenigen Werte finden, die diese 
Gleichung beim Einsetzen zu einer identischen Gleichung machen. Ein solcher Wert heißt Lösung 
oder auch Wurzel der Gleichung. Man sagt von ihm, daß er die Gleichung löst oder erfüllt oder 
befriedigt oder daß er der Gleichung genügt; x = 2 löst z.B. die Gleichung 52 —-2=8,r=3 
dagegen nicht. 


Auffinden der Lösung. Man findet die Lösung(en) einer Gleichung durch wiederholtes Anwenden 
des Grundgesetzes mit dem Ziel, die Unbekannte nach und nach zu isolieren. Dabei wird eine Größe, 
die zur Unbekannten addiert worden ist, 
durch Subtrahieren beseitigt, da ta —a 
— (0, eine Größe, mit der die Unbe- 
kannte multipliziert worden ist, dagegen 
durch Dividieren, da p:p=]1. Man 
kennt zu jeder Operation eine entgegen- 
gesetzte oder inverse Operation. 

Durch häufige Übung erwirbt man sich einen Bliek für den günstigsten Lösungsweg. Dieser hängt 
ab von der Art der Bestimmungsgleichung und wird jeweils an entsprechender Stelle behandelt. 
In der Gleichung 5x — 2 = 8 ist die Unbekannte x durch Multiplikation mit der Zahl 5 verbunden 
und vom Produkt 5x wurde die Zahl 2 subtrahiert; dann erhält man 8. Das Lösen der Gleichung 
erfordert die inversen Operationen, nämlich Addition von 2 und Division durch 5 (jeweils auf 
beiden Seiten). Bei umgekehrter Reihenfolge der Operationen würde man zum gleichen Ergebnis 
gelangen, 
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bi—2 = 8 |+2 5r—-2=8 |:5 
Bbz 2 8 
2 8 2 
Ba =:10 l:5 emn-z +5 
5% 10 2 2 8 2 
5 at 
s—=2 ce3 


Von Sehritt zu Schritt entsteht jedesmal eine neue Gleichung. Man sagt, es entsteht eine gleich- 
wertige Gleichung, wenn sie alle Lösungen der Ausgangsgleichung hat und nur diese. — Das ist bei 
Anwendung des Grundgesetzes nicht immer der Fall, z. B. treten bei Wurzelgleichungen durch das 
Potenzieren gelegentlich zusätzliche Lösungen auf, die nicht Lösungen der Ausgangsgleichung sind. 
Diese kann man mit Hilfe der Probe aussortieren. Dagegen können auch Lösungen verlorengehen, 
z. B. beim Radizieren. 


Probe. Zu jeder Bestimmungsgleichung gehört unbedingt eine Probe. Nur sie gibt die Sicherheit, 
daß wirklich eine Lösung gefunden wurde. Zur Probe setzt man in die Ausgangsgleichung den für 
die Unbekannte errechneten Wert ein. Wenn man eine identische Gleichung erhält, ist dieser Wert 
wirklich Lösung der Gleichung. Erhält man einen Widerspruch, so ist der eingesetzte Wert keine 
Lösung. 
Die Probe kontrolliert nur dann alle Sehritte der Umformung, wenn der etrenlnege Wert für die 
Unbekannte in die Ausgangsgleiehung eingesetzt wurde. _ 


Erst die letzte Zeile der Probe zeigt, ob eine Identität vorliegt, d.h. ob e eine Lösung eingesetzt 
wurde; bis dahin ist das Gleichheitszeichen noch nicht berechtigt. Man kann deshalb, um den 
Charakter der Probe zu betonen, über das Gleichheitszeichen ein Fragezeichen setzen und liest 
das Zeichen als soll sein. Jede Seite ist getrennt zu berechnen; darum verbietet sich auch die An- 
wendung des Grundgesetzes für das Umformen von Gleichungen. 


Beispiel: Die Probe dafür, daß x = 2 Lösung der Gleichung5x» -— 2 =8ist, 5°:2-2 RL 8 
lautet demnach wie nebenstehend angegeben: 10 — 2 z 8 


83=8. 


Lösen von Textaufgaben. Zunächst wird der Text in die Sprache der Mathematik übertragen. Man 
sagt, die Gleichung wird angesetzt, der Ansatz wird gemacht. Man erhält eine Bestimmungsgleichung. 
Diese wird dann gelöst. Die Probe bei Textaufgaben muß anhand des Textes erfolgen. Es kann 
nämlich sein, daß eine Lösung der Bestimmungsgleichung dem prak- 
re tischen Sachverhalt nicht gerecht wird. Erhielte man z. B. für die Länge 

2 einer Strecke einen negativen Wert, so wäre dieser unbrauchbar. 


Beispiel: Eine 9m hohe Tanne bricht 4m über dem Erdboden ab 


vr (Abb.). Wie weit vom Fußpunkt des Baumes entfernt trifft die Baum- 
4m “xq spitze auf den Boden ? - 
Ansatz: Die Baumspitze treffe x m vom Fußpunkt des Baumes den 
5 als eben angenommenen Boden. Der noch stehende Teil hat die Länge 
4 m, der abgebrochene 5 m, da 9 — 4 = 5. In dem entstandenen recht- 
winkligen Dreieck gilt nach dem Lehrsatz des are ar die Gleichung 
xm 42 + 22 = 52, 
Äbgebroch B Dieser Bestimmungsgleichung genügen die Werte &ı = +3 und 
ri Fi xı = —3. Aus dem Sachverhalt geht hervor, daß x = — 3 unbrauch- 


bar ist. Die Baumspitze trifft also 3m von dem Fußpunkt des Baumes entfernt auf den Boden. 


II. Lineare Gleichungen 


In einer linearen Gleichung oder Gleichung ersten Grades tritt die Unbekannte nur in der ersten 
Potenz auf; z.B. ist 52 — 2 = 8 eine lineare Gleichung. Ihr Name rührt daher, daß ihre Lösung 
geometrisch die Abszisse des Schnittpunkts einer geraden Linie mit der x-Achse bedeutet (vgl. Haupt- 
abschnitt Analytische Geometrie der Ebene). Auch die Gleichung (x + 4) («+ 3)= (+ 1))(« +7) 
ist linear, da sie sich durch Ausmultiplizieren und Ordnen auf die Form x — 5 = 0 bringen läßt. 


1 
Dagegen ist die Gleichung re 4 x nicht linear; denn sie führt auf 42°? — 1= 0. 


rm der 





1; > reine Form 


Man nennt ax das lineare und 5 das abwolute Glied. 
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AUFLÖSUNG DER LINEAREN GLEICHUNG 


Der Lösungsweg für eine lineare Gleichung ergibt sich durch schrittweise Anwendung des Grund- 
gesetzes unter der Annahme a #£ 0: 


b ? 
se+0=0 1-5 [Bene (-2)+3- 


? 
azx=-—b |:a -b+b= 
b 
= —- = 
a 
b 
Der Wert x = — z ist in der Tat Lösung der ENTETEL wenn a #£ 0 ist. Hat dagegen a 


den Wert Null, so ist die Gleichung 0-= + 5b = 0 für einen 
von Null verschiedenen Wert b unlösbar; wenn aber auch 
b den Wert Null hat, erfüllt jeder Wert x die Gleichung 
0:2+0= 0; es gibt unendlich viele Lösungen. In der 
Gleichung 527 —2=8 ode 52 —- 0! =-0ist a=5 und 





— 10 
b= 10,alsoxr = rer: 
Beispiell:32 —-—4=xc +16 | +4 —x [Prope:]3- 10 - 4 10 + 10 & 
3ce-c=16+4 26—= 26 
22 = 20 | :2 
= 10 
Beispiel 2: (x + a) —- (x —-b) = 2ala+b) 
2 +2ax + - 2 +2br-b= 2a +2uab | —a? + 52 
22zx(a+b)=a® +2ab+b2 |:2(a +b) 
(a + b)? 
"TI 
a-+b 
Be 





| 2? 
Belt ff nern 


3a+b\? (a—b\r? 
( 2 ) -( 2 ) 2a + 200 
2 ? 

Ba reetl; a + 2ab 


2a +2ab=2ua? +2ab 








Graphisehe Lösung linearer Gleichungen. Man geht von der linearen Gleichung ax +b = 0 mit 
a 5 0 über zur linearen Funktion y = ax + b. Das Schaubild dieser Funktion ist eine GeranB, die 
die xz-Achse schneidet. Die Abszisse hr 
des Schnittpunktes mit der x-Achse, | yk fees 
also die Nullstelle, ist Lösung der EaT] Bears nn Pa en 
Gleichunga=z+b=0. 
Die Funktion y=ax-+b kann ge- 
zeichnet werden entweder aus dem 
Anstieg m = a und dem Achsen- 
abschnitt n = b auf der y-Achse (vgl. 
Hauptabsehnitt Analytische Geome- 
trie der Ebene) oder dadurch, daß für 
zwei beliebig gewählte z-Werte xı und 
&%a die durch die Funktion bestimmten 
y-Werte yı und %a berechnet werden 
und die durch die Zahlenpaare (zı; %ı) | Acad Seat 
und (22; ya) gegebenen Punkte Pı und | em nei 27 | Pre 

* is + ’ + 1 
en Pe Re een Pen Graphische Lösung der Binghische Lösung der Gleichung 
Sehnittpunktes mit derx-Achseist die @leichung 2x — 6 = 0 © zu 1 9 37-2 +3 
Lösung der linearen Gleichung. 
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Beispiel 1: Von der Gleichung 2x2 — 6 = 0 geht man über zur Funktion y = 2x — 6. Ihr Bild 
(Abb.) ist eine Gerade, die die y-Achse im Punkt (0; —6) schneidet und den Anstieg m = 2 hat. 
Sie schneidet die x-Achse im Punkt (3; 0); also ist x = 3 Lösung der Gleichung 22 —6= (0, 


z-+1l 37 —2 
a FRI I 


1 
ax + b = Obringen, so kann man auch mit zwei Funktionen (Abb.) arbeiten: fı(2) = I + 2x 
3% 
und fs(z) = 








Beispiel 2: Will man die lineare Gleichung + 3 nicht erst auf die Form 


2 +3. 





Die Ausgangsgleichung ist gelöst, wenn man für beide Funktionen den Wert & findet, für den 
auch die y-Werte gleich sind. Es ist also der Schnittpunkt der zu beiden Funktionsgleichungen 
gehörigen Kurven, das sind hier Geraden, zu bestimmen. Die Abszisse des Schnittpunktes ist die 
Lösung der gegebenen Gleichung. Durch Einsetzen geeigneter x-Werte verschafft man sich zu- 
nächst je zwei Geradenpunkte:; 


1 x 1 
(6; 3). (—1; —2) gehören zur Funktionsgleichung fı(z) = I +22 


2 37— 2 
und (0; 2), (3: 3) zur Funktionsgleichung fa(x) = ge sg; 
Die graphische Darstellung ergibt x = 2 als Lösung der Ausgangsgleichung. 


Aufgaben aus der Praxis. Es gibt eine ganze Anzahl charakteristischer Problemstellungen, die auf 
lineare Gleichungen führen. Zu einigen Typen wird jeweils ein Musterbeispiel angeführt. 


Anwendung des Hebelgesetzes. Eine Last von 100 kp soll von 2 Arbeitern mit Hilfe einer 2m 
langen Stange so getragen werden, daß der vordere Arbeiter nur 40 kp zu tragen hat (Abb.). 
An welcher Stelle der Stange muß die Last hängen ? - 


Wenn man mit dem Hebelgesetz rechnen will, verlegt man den Drehpunkt an ein Hebelende, 
hier z. B. an den hinteren Auflagepunkt der Stange. Dann drehen 100 kp am Lastarm x m nach 
unten (Abb.), und der vordere Arbeiter drückt mit der Kraft 40 kp am Kraftarm 2 m nach oben. 
Da die Stange in Ruhe ist, sind die beiden Drehmomente einander gleich. 


40-2 = 100:x |: 100 
6,8 = 2% 


? 
Bo]eo: 12 00:0 
4,8 = 4,8 


Die Last muß somit 0,8 m vom hinteren 
Träger entfernt angebracht werden. 


mr li 
\/ FT 20m Pam 


40h = 
|| om 
_\ 


700 kp 





Lastenträger Siemens-Martin-Ofen 


Mischungsaufgabe. In einem Siemens-Martin-Ofen (Abb.) werden 20t Stahl von 0,5% 
Kohlenstoffgehalt mit 5t Grauguß von 5% Kobhlenstoffgehalt zusammengeschmolzen. Wieviel 
Prozent Kohlenstoff enthält die Mischung ? — 


25% 
Der Kohlenstoffgehalt der Mischung sei x%,d.h.,25t Mischung enthalten 00 t Kohlenstoff. Die 








20-0, 5-5 ‚ 
20 t Stahl enthalten t und die 5t Grauguß 100 t Kohlenstoff. Die Summe der Kohlen- 
stoffmengen der Teile muß der Gesamtmenge an Kohlenstoff gleich sein: 
ee 
Dr 


Die Mischung enthält, wie die Rechnung zeigt, 1,4% Kohlenstoff. 
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Verteilungsaufgabe. Drei Abraumbagger (Abb.) eines Braunkohlentagebaus bewegen täglich 
zusammen 31000 m? Abraum. Dabei schafft der zweite Bagger 1000 m? mehr als der dritte und 
der erste 4000 m? weniger als das Doppelte des Zweiten. Welche Abraummenge wird täglich von 
jedem der drei Bagger bewegt ? - 






a ZEAANN al 
\\ wuAf! X Eu 


DE ee li 
Y a ee = - 









Abraumbagger 
Der dritte Bagger befördere x m® Abraum, 
dann befördert der zweite (x + 1000) m? Abraum, 
dann befördert der erste [2 (x + 1000) — 4000] m? Abraum. 


Alle drei Bagger befördern 31000 m® = {x + (x + 1000) + [2 (x + 1000) — 4000]} m®. 
Die Rechnung liefert z = 8000. 


Der dritte Bagger befördert 8000 m? Abraum, 
der zweite 9000 m3 Abraum, 
der erste 14000 m® Abraum, 
alle drei also 31000 m? Abraum. 


Einfache Bewegungsaufgabe. Ein 250 m langer Eisenbahnzug fährt mit einer Geschwindig- 
keit von 50 km/h durch einen 200 m langen Tunnel (Abb.). Wie lange dauert die Durchfahrt ? - 





Eisenbahnzug, einen Tunnel verlassend Elbschlepper 


Die Zeit; zwischen dem Eintritt der Lokomotive in den Tunnel und der Ausfahrt des letzten 


: i 50000 5 2 
Wagens sei x Sekunden. In dieser Zeit legt der letzte Wagen 60-60 x: m zurück, das ist aber 


die Strecke Tunnellänge plus Zuglänge. 
50000 


60-60 





200 + 250 = 
Die Durchfahrt dauert also 32,4 Sekunden. 


0... 32,4. 


Schwierige Bewegungsaufgabe. Ein Elbschlepper (Abb.) fährt stromabwärts und erreicht 
sein Zielin 2 Stunden. Fährt er dagegen mit gleicher Maschinenleistung stromaufwärts, so braucht 
er für dieselbe Strecke 3 Stunden. Seine Geschwindigkeit beträgt im stillstehenden Wasser 
250 m/min. Wie groß ist die Geschwindigkeit des strömenden Wassers ? - 


7 Mathematik 
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Die Geschwindigkeit des strömenden Wassers sei m in einer Minute, ze m/min; flußabwärts 
hat dann der Dampfer die Geschwindigkeit (250 + x) m/min und fährt 120 min; flußaufwärts 
dagegen (250 — x) m/min und braucht für dieselbe Strecke 180 min; diese Strecke ist also: 
(250 + x) + 120 = (250 — x) - 180. Die Geschwindigkeit des Wassers beträgt 50 m/min. 


III. Verhältnisse und Proportionen 


GRUNDBEGRIFFE 


Verhältnis zweier Größen. Um zwei gleich benannte Größen, z. B. Strecken, Volumina, Geschwindig- 
keiten, Dichten u. a. miteinander zu vergleichen, bildet man ihren Quotienten oder ihr Verhältnis. 
Man sagt, sie werden ins Verhältnis gesetzt. 

Ein modernes Turbopropflugzeug legt in 1 Stunde 650 km zurück, ein Schnellzug dagegen nur 
etwa 130 km. Der Quotient der beiden Geschwindigkeiten ist 650 : 130 = 5; d.h., daß die Turbo- 
propmaschine in einer Stunde die öfache Strecke zurücklegt wie der Schnellzug oder daß die 
Geschwindigkeiten im Verhältnis 5 zu 1 stehen. 


a 
Allgemein heißt der Quotient 5 zweier gleichbenannter Größen a und 5b auch das Verhältnis a : b 


(lies a zu b); a und b heißen dabei die Glieder des Verhältnisses. Da man nur gleichartige Größen ins 
Verhältnis setzen kann, ist dieses eine unbenannte Zahl. 
Da das Verhältnis ein en bzw. ein Bruch ist, Au 





Proportion. Haben zwei Verhältnisse a ngleichen P Wert, so en: man diese Tatsache in Form einer 
Verhältnisgleichung oder Proportion ausdrücken (lat. proportio, soviel wie Ebenmaß). Auf beiden 


100 - 
500 ” . Sind die beiden Verhältnisse @« :b und 


ce :d in allgemeinen Zahlsymbolen gegeben und einander N so schreibt man 


u bi b d 

gg vdr a:b=e: 

und liest: a verhält sich zu b wie c zu d. Je nach ihrer Stellung werden die Glieder a, b, c, d der Pro- 
portion, die Proportionalen, verschieden bezeichnet. 


Vierte Proportionale. Häufig führen praktische Probleme und Textaufgaben auf Proportionen. 
Dann hat man eine Bestimmungsgleichung in 
Form einer Proportion. Sind von den vier 
Gliedern einer Proportion drei bekannt und 
das vierte gesucht, so erhält dieses den 
Namen vierte Proportionale und wird meist 


Hinferglieder mit x bezeichnet: 
310 = 6: oder Liz = 8:2, 
Stetige Proportion. Treten in einer Proportion gleiche Innenglieder oder gleiche Außenglieder 
P 8 4 8 


auf, so heißt die Proportion stetig. Im Falle gleicher Innenglieder ist der Ausdruck miitlere Propor- 
tionale für das gemeinsame Innenglied gebräuchlich; 


Seiten stehen dann wertgleiche Verhältnisse; z. B. —— 





| 5 mittlere Proportionale 





z.B. ist 12:6 = 6: 3 eine stetige Proportion. Das geometrische Mittel x = Ja : b zweier Größen 
a und b ist auch aufzufassen als der absolute Betrag der mittleren Proportionale der Proportion 
u ar, 
Fortlaufende Proportion. Tritt das Verhältnis 4 : 10 sowohl in der Proportion 2:5 = 4:10 
als auch in 4:10 = 12:30 auf, so gilt 2:5 = 4:10 = 12: 30; durch Vertauschen der inneren 
Glieder der beiden Ausgangsproportionen 

2:4=5:10, 4:12 = 10:30 
kann diese fortlaufende Proportion in der Form geschrieben werden 2:4:12= 5:10:30. Gilt 
allgemein sowohla:b =c:dalsauchce:d = e:f, so erhält man die fortlaufende Proportion. 





fortlaufende Proportion | :d : dere ıd:f 


Die rechtsstehende Gleichung ist eine symbolische Kurzschreibweise für die drei Proportionen 
a6 ebrd, gse=b;f,cie=d:f. 
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a 
Den Sinussatz der ebenen Trigonometrie z. B. merkt man sich entweder in der Form —— = ——. 
c 
= ——— oder in der Forma :b:c = sine : sinß : siny. 
siny 


Direkte und indirekte Proportionalität. In den Naturwissenschaften, in der Technik und damit 
in der Mathematik sind zwei verschiedene Arten der Abhängigkeit einer Größe von einer anderen 
besonders wichtig. Die erste Größe kann im selben Verhältnis wachsen oder aber auch abnehmen 
wie die zweite zunimmt; sie kann ihr direkt bzw. umgekehrt proportional sein. Der Begriff „Ver- 
hältnis‘‘ wird dabei in der Weise verallgemeinert, daß die ins Verhältnis gesetzten Größen nicht 
mehr gleichartig zu sein brauchen, wenn nur ihr Quotient z. B. nach einem naturwissenschaftlichen 
Gesetz stets denselben Wert hat. Bei einer gleichförmigen Bewegung z. B. ist das Verhältnis des 
in einer bestimmten Zeit ti zurückgelegten Weges s zu dieser Zeit t eine Konstante», die Geschwin- 


8 
digkeit genannt wird. Diese Konstante v = = hat eine Dimension (Länge : Zeit), kann also je nach 


den verwendeten Maßeinheiten verschiedene Zahlenwerte haben und doch gleich groß sein, wie 
es z. B. für die Geschwindigkeiten 36 km/h und 10 m/s zutrifft. Für das Rechnen mit Gleichungen, 
die Vorgänge der Naturwissenschaften oder Technik beschreiben, ergibt sich daraus die wichtige 
zusätzliche Bedingung, für gleiche Größen dieselben Maßeinheiten zu verwenden. Das Verhältnis 
ist hier keine unbenannte Zahl mehr, 


Direkte Proportionalität. Hängt man an eine Federwaage nacheinander Körper vom Gewicht 
10 p,20p,..., 100 p usw., so wird die Verlängerung der Feder mit zunehmendem Gewicht immer 
größer; die doppelte Belastung zieht eine doppelte Ver- = 

längerung nach sich. Allgemein wird man feststellen, daß 
das Verhältnis des Gewichts P zur Verlängerung s der 
Feder stets denselben konstanten Wert (Zeichen const) 
hat (Abb.); man schreibt P:s= const. Das ist der 
Inhalt des Hookeschen Gesetzes. 

Allgemein nennt man zwei Größen y und x zueinander 
direkt proportional, wenn ihr Verhältnis konstant ist. 


‚direkt proportional 2 = constt =codery=c'z 


Faßt man diesen Zusammenhang als Funktionsgleichung 
auf, so ist ihre graphische Darstellung eine Gerade durch 
den Ursprung des Koordinatensystems. 





Indirekte oder umgekehrte Proportionalität. Sind 
bei einer Transmission zwei Räder verschiedener Durch- 
messer durch einen Treibriemen miteinander verbunden, 
so wird sich das kleinere Rad öfter drehen als das 
größere. Die Anzahl der Umdrehungen in der Zeiteinheit, 
die Umdrehungszahl, ist um so größer, je kleiner der 
Durchmesser ist. Das Produkt aus Durchmesser d und 
Umdrehungszahl n hat stets denselben konstanten Wert. 
Dann kann man schreiben: d'n = const. Die gleiche wer Bu . 
Beziehung gilt auch für zwei Räder verschiedenen Durch- Federwaage Transmission 
messers, zwischen denen eine Kraft durch Reibung 

(Reibrad) oder durch ineinandergreifende Zähne (Zahnrad) übertragen wird (Abb.). 

Allgemein nennt man zwei Größen y und x zueinander indirekt proportional, wenn ihr Produkt 
konstant ist. 





indirekt proportional | y-= = const=c oder y= 5 | 





Faßt man diesen Zusammenhang als Funktionsgleichung auf, so ist deren graphische Darstellung 
eine gleichseitige Hyperbel. 

Proportionalitätsfaktor. Den konstanten Wert des Verhältnisses bei der direkten Proportio- 
nalität und den konstanten Wert des Produktes bei der indirekten Proportionalität nennt man 
Proportionalitätsfaktor. 

Der Wert des Proportionalitätsfaktors hängt vom physikalischen oder technischen Sachverhalt 
ab. Im Proportionalitätsfaktor beim Hookeschen Gesetz z. B. drückt sich die Härte der Feder aus. 
Der Zusammenhang s = v - t zwischen dem Weg s, der Geschwindigkeit v und der Zeit t bedeutet 
im Falle der gleichförmigen Bewegung, d.h. bei konstanter Geschwindigkeit, daß Weg und Zeit 


8 
direkt proportional sind: z — sonst. 


7%* 


100 GLEICHUNGEN 


In einem abgeschlossenen Behälter sind Druck p und Volumen v eines Gases zueinander umgekehrt 

proportional; es besteht nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz die Beziehung p v = const. 

Der Zusammenhang U = I: R zwischen Spannung U, Stromstärke I und Widerstand R in einem 

stromdurchflossenen Leiter bedeutet bei konstanter Stromstärke die direkte Proportionalität 
U 

zwischen Spannung und Widerstand, — const, dagegen bei konstanter Spannung die indirekte 

Proportionalität zwischen Stromstärke und Widerstand, /- R = const. 


RECHNEN MIT PROPORTIONEN 


Eine Proportion ist eine Gleichung; man darf auf sie alle Regeln für das Umformen von Gleichungen 
anwenden. Da Proportionen aber sehr häufig auftreten, z. B. bei Dreisatzaufgaben, bei der Inter- 
polation, in der Ähnlichkeitslehre und in der Physik, ist es zweckmäßig, spezielle Regeln anzugeben, 
die eine schnellere Behandlung von Proportionen ermöglichen. 


a c 
Produktgleiehung. Multipliziert man beide Seiten der Proportion er, mit b-d und kürzt dann 
links mit b und rechts mit d, so entsteht die sogenannte Produktgleichung a-d=c*b. 

In jeder Proportion a:b = e:d ist das Produkt der Außenglieder gleieh dem Produkt der Innen- 


Zur Bestimmung der vierten Proportionalen etwa aus der Proportion 4:x = 12: 6 bildet man die 
Produktgleichung 12x = 24 und findet x = 2 als Lösung der Proportion. Für die mittlere Pro- 


portionale ergibt sich a:2=x:b oder = + Ja °b. 
Dabei ist x = Yab das geometrische Mittel der äußeren Glieder. 


Vertausehungssätze. Mit Hilfe der Produktgleichung läßt sich zeigen, daß in einer Proportion eine 
Reihe von Vertauschungen der Glieder zulässig ist. 


In einer Proportion dürfen miteinander vertauscht werden: die beiden Außenglieder, die beiden 
Innenglieder, die Innen- gegen die Außenglieder, die beiden Seiten. 


Von den Beweisen sei nur einer als Muster angeführt: Durch Vertauschen der Außenglieder geht 
die Proportion @ :b = c : d über in die Proportion d:b = c :a. Man findet für beide Proportionen 
dieselbe Produktgleichung a-d= bc. 


Korrespondierende Addition und Subtraktion. Die folgenden Regeln dienen zum Umformen von 
Proportionen und ermöglichen gelegentlich die Vereinfachung von schwierigen Proportionen. Man 
verwendet sie unter anderem gern bei der Beweisführung für geometrische Probleme. 

Aus der Proportion «:b = c :d lassen sich weitere Proportionen ableiten, z. B. durch Addieren 
bzw. Subtrahieren von 1 auf beiden Seiten: 


korrespondierende Addition korrespondierende Subtraktion 
(a +b):b=(c+d):d (a —-b):b=(c—-d):d 
(.+b):so=(c+d):c (a -b):a=(c-—d):ec 


Dividiert man nebeneinanderstehende Proportionen durcheinander, so erhält man: (a + b) : (a — b) 
=(c+d):(ce —d). 

Diese Formeln sind nur die wichtigsten Sonderfälle des allgemeinen Gesetzes der korrespondieren- 
den Addition und Subtraktion: 


korrespondierende 





fa:b=c:d ‚patgb pe+gd 
ern En g,r,8 a! folgt ra+sb rc+sd 


Addition und Subtraktion 


Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich, wenn nach a:b=c:d= oe die Werte a = bo 
und c = de in sie eingesetzt werden und mit b bzw. d gekürzt wird. 


Beispiel l: ($x —- T):(4= —- 1) = (6xr —-5):3x 


Mit Hilfe der Produktgleichung erhält man 
3282 -T7)=- (de -1)(6r - 5) en em; 
2422 — 21x = 242?-267 +5 | — 2422 +4 260 a N 
bze=5 a) 
t=]1 


In allen Dreisatzaufgaben sind die auftretenden Größen direkt oder indirekt proportional. Diese 
Aufgaben lassen sich kürzer und vorteilhafter lösen, wenn man den Begriff und die Gesetze der 
Proportionalität kennt. 
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k 
Beispiel 2: Von zwei Körpern mit gleichem Volumen hat der erste die Dichte gı = 7,3 Et 
k 
der zweite oa = 2,7 Ft Welche Masse hat der zweite Körper, wenn die des ersten 4,8 kg ist? - 
4,8:2 = 17,3 :2,7 
©.—:1;120, 

Die Masse des zweiten Körpers ist 1,775 kg. 

Beispiel 3: Ein Ii = 400m langer Draht vom Durchmesser dı = 4mm hat die Masse mı 
—= 36,7 kg. Wieviel Meter Draht aus dem gleichen Material, aber vom Durchmesser da = 6 mm 
haben die Masse ma = 90 kg? - Da die Drähte aus dem gleichen Material bestehen, verhalten 
sich ihre Massen wie ihre Rauminhalte; es gilt also 


dı? do? 

m:im=-7rh:7 
mMı : Ma = d,2 lı s do? la. 

Nach der Produktgleichung ergibt sich die Lösung: 

ma dı? Iı 

mi da? 5 
in der entsprechende Größen (!ı und Is; dı und ds; mı und m») in der gleichen Maßeinheit gemessen 
werden müssen. Im angegebenen Zahlenbeispiel errechnet man eine Länge von 436 m. 


Beispiel 4: Eine Tankstelle hat einen Dieselkraftstoffvorrat für 24 Tage, wenn sie täglich 
1000 ! abgibt. Wie lange reicht der Vorrat, wenn täglich 1200 2 gebraucht werden ? — 


24:2 = 1200 ::1000, 
24000 
1200 ’ 


nla 


,= 


Da = 20: 


Der Vorrat reicht dann nur 20 Tage. 


Zur Geschichte. Die Lehre von den Proportionen hat in der älteren Mathematik eine zentrale 
Stellung eingenommen, da die vielfältigsten Aufgaben auf Proportionen führen. 

Die griechische Mathematik bestimmte die vierte Proportionale geometrisch, mit den Methoden 
der geometrischen Algebra. Die rechnerische Behandlung der Proportionen und der Kalkül des 
Dreisatzes wurden indessen in Europa erst in der Zeit vom 15. bis zum 17. Jahrhundert durch- 
gebildet, insbesondere im Zusammenhang mit dem kaufmännischen Rechnen. Derartige Aufgaben 
bilden einen Hauptbestandteil der weitverbreiteten Rechenbücher und den hauptsächlichen 
Lehrgegenstand der Rechenmeister und Cossisten. Von ihnen ist in Deutschland besonders 
Adam Rızs (1492-1559) bekannt geworden. 

Proportionen spielten auch eine große Rolle in der darstellenden und in der bildenden Kunst der 
Renaissance. Gebäude und Darstellungen von Menschen (Gemälde und Plastiken) mußten, um als 
schön zu gelten, nach einem besonderen ‚Kanon‘ aufgebaut sein, d. h., Teile des Ganzen mußten 
in bestimmten Größenverhältnissen stehen; z.B. Kopf : Körperlänge = 1:8; Kopf : Gesicht 
= 5:4; Rumpf : Oberschenkel = Oberschenkel : Unterschenkel; Höhe eines Gebäudes : Breite 
= 3:7 u.a. Eine große Rolle spielte hier auch der Goldene Schnitt (vgl. Hauptabschnitt Plani- 
nıetrie). Noch heute verwendet man das Wort ‚„wohlproportioniert‘‘ im Sinne von „dem Schön- 
heitsgefühl genügend“. In der bildenden Kunst haben auf diesem Gebiet in der Renaissance ins- 
besondere Leonardo pa Vıncı (1452—1519) und Albrecht Dürer (1471-1528) gearbeitet (vgl. 
Bildtafel 18). 


IV. Quadratische Gleichungen 


In einer quadratischen Gleichung oder Gleichung zweiten Grades, z.B. 22? +5x = 16 — z, tritt 


3 
die Unbekannte in der zweiten Potenz auf. Auch die Bruchgleichung Zur >.3 
beim Multiplizieren beider Seiten mit dem Hauptnenner (= — 2) (x + 3) und Umordnen eine quadra- 
tische Gleichung, nämlich 22? —- 92x —5= 0. 


= 2 ergibt 


ALLGEMEINE FORM UND IHRE SPEZIALFÄLLE 


Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung lautet 
A@+Bz:+0=0, AZ). 
Dabei sind A, B und ( als reelle Zahlen vorausgesetzt. In der Gleichung 22? — 9x —5 = 0 z.B. 


ist A= 2, B= -9 und © = —5. Man nennt A x? das quadratische, Bx das lineare und C das 
absolute Glied. 
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Normalform und Spezialfälle. Es muß A # 0 sein, da sonst eine lineare Gleichung vorläge. Dann 
darf man die allgemeine Form durch A dividieren 


Az@:+Bxzx+C=0 |:A4 
rg 
x 4 A = + Pig ı 
B 
dieser, der ursprünglichen gleichwertigen Gleichung setzt man der Kürze wegen I-?r und 


In 
© 
1> q und erhält die Normalform. 





Sie zeichnet sich dadurch aus, daß der Koeffizient der höchsten auftretenden Potenz der Unbekann- 
ten den Wert 1 hat. Treten alle Glieder wirklich auf, sind also p # O0 undg # 0, so spricht man von 
der gemischtquadratischen Gleichung in Normalform. Spezialfälle entstehen, falls einer der Koeffi- 
zienten p oder q oder beide den Wert 0 haben. 


Normalform der quadratischen Gleichung und ihre Spezialfälle 


p RE Gleichung Bezeichnung der Gleichung 


0 a pc +qg=0 gemischtquadratisch 
0 reinquadratisch 
‚#0 SET x? + px = 0 gemischtquadratisch ohne Absolutglied 
0 0 a = 0 reinguadratisch ohne Absolutglied 


AUFLÖSUNG DER QUADRATISCHEN GLEICHUNG 


Die Auflösung der Spezialfälle ist einfacher und soll zuerst behandelt werden. 
Die spezielle reinquadratische Gleichung x? = 0 kann nur die Lösung xı = xa = 0 haben, da für 
x S 0 stets x? > 0 ist. 


Auflösung der reinquadratisehen Gleiehung z&® + q = 0; q #0. Vonz? + q = 0 geht man wegen 
2+qg=ı2-(J 9)” = (x — Y-g) (x + Y--g) über zur gleichwertigen Gleichung 


@-V-@+V-)=0. 


Da ein Produkt dann und nur dann Null ist, wenn einer der Faktoren Null ist, so gilt 


a Y-@ = 0 oder x + 1-4 = 0, Daraus erhält man xzı = Y-g und & = — —4g, oder in Kurz- 
schreibweise zı,2 = + Y-g. 
(+ Y-D’+920 
-g+920 
0=0 


za = + Y-27 sind somit die Lösungen der Gleichung x? + q = 0; und es sind auch die einzigen 
beiden Lösungen, da für |z| £ Y-q auch 2? £ —q ist. 

Ist qg < 0, also der Radikand der Wurzel positiv, dann treten zwei reelle Lösungen auf, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. 

Ist q > 0, also der Radikand der Wurzel negativ, dann hat die Gleichung im Bereich der reellen 
Zahlen keine, im Bereich der komplexen Zahlen dagegen zwei imaginäre Lösungen, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. 


Beispiele: 1. 2 —-4=0 reine Gleichung 2.22? + 144 = 0 reine Gleichung 
zıa=+ V& lösen ze + V-144 lösen 
ze= +2 za = + 12i 


Die Gleichung in Beispiel I. hat zwei Lösungen xı = +2 und & = —2; die von Beispiel 2. 
dagegen hat im Bereich der reellen Zahlen keine Lösung, im Bereich der komplexen Zahlen 
dagegen zwei imaginäre Lösungen. Die Probe zeigt in beiden Beispielen die Richtigkeit der 
Lösungen. 
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Auflösung der gemisehtquadratischen Gleiehung ohne Absolutglied 2 H+p= = 0, pZ£%. 


x22+-px=0| x ausklammern 


z(@+p)=0 
zaı=0; m=-P7; 


dies sind alle Lösungen, da ein Produkt dann und nur dann Null ist, wenn einer der Faktoren Null ist. 


[Probe:|tür 2, = 0: 02+p-020; für 2 = —p: (pP +p(-2) 0 
0=0 


p®—- p!=0 
0=0 
Es treten in diesem Falle stets zwei verschiedene reelle Lösungen auf, von denen eine gleich Null ist. 


Beispiel: T®—-2=0 | :7 


2 
ie 5 | x ausklammern 
2-7) - 
:\©-7 = 
2 
= 0; a 7 


Die Probe zeigt, daß xı und x» die Lösungen der Gleichung sind. 


Auflösung der gemischtquadratisehen Gleichung ® +p=z +q=0,p#0,q #0. Die Auflösung 
der Gleichung in Normalform beruht darauf, durch die quadratische Ergänzung die linke. Seite 
der Gleichung zu einem vollständigen Quadrat zu machen, die Gleichung auf eine reinquadratische 
zurückzuführen. 

In der Gleichung =? + 22 — 5 = 0 oder x? + 22 = 5 kann man z? + 2x als die beiden ersten 
Glieder des vollständigen Quadrates 2 +22 + 1 = (x + 1)? auffassen. Es fehlt zum vollständigen 
Quadrat also noch 1; wenn man auf beiden Seiten 1 addiert, ist die linke Seite ein vollständiges 
Quadrat: 2 +22 +1=5-+ loder (x + 1)? = 6. Durch Lösen der reinquadratischen Gleichung 
für (2 + 1) läßt sich dann die Ausgangsgleichung lösen. Hier war 1 die quadratische Ergänzung; 
allgemein ist die quadratische Ergänzung das Quadrat des halben Koeffizienten des linearen 
Gliedes in der Normalform. 


Lösungsweg 
2 +27 —-5=0 +5 -(q|®+pe tg = (0 
2 

=2 + 2x =5 + 1 quadratische Ergänzung + (2) a2 + px =-q4 

2 2 
22-22 +1=5+1 Zusammenfassen + p2+(%) = 2) =g 

p 2 p\? 

(x + 1)2 =:6 reine Gleichung lösen (2 er 2) = (2) =@ 

/ 2 
xıa +1 — + )6 —1 -5 za +,3=H (2) -4 

en 2 

zı=—-1+ )6 1a=-5+ (2) ='g 


E 
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Diese Lösungsformel enthält die Lösungen der Spezialfälle, wie man sich durch Einsetzen von 
p = 0 oder g = 0 oder p = 0, gq = 0 überzeugt. Sie ist aber nur anwendbar, wenn die Normalform 


vorliegt! 


Beispiel l: 2 +42 -5=0 i 42520 


a12= -2+V2+5 0=0 
za=-2+%9 (sr ee 
za=-243 25-20-5720 
xı = 1 0=0 
a=-—5 
Es treten zwei verschiedene reelle Lösungen auf. 
Beispiel 2: 
222-162 + 36 = 0 1:3 2(4+iV2) - ı6(4+iY2) + 3620 
2 BEER -O 2 (16 +8i)2 -2) - 64 F 16iV2 + 3620 
zu = 4+V@ - 18 32 + 16i/2 - 4-64 F16iY2 + 360 
Hs=4r te 32 -4- 64 +360 
x,» = 4+iJ2 0=0 
zı=4-+iY2 Die Gleichung hat im Bereich der reellen Zahlen 
2 =4-iV2 keine Lösung, im Bereich der komplexen Zahlen 


dagegen zwei verschiedene komplexe Lösungen. 


Beisplpäea 21a 2.400 [Probe:]72 - 14.7 + 4020 


Eu er: 49 - 98 + 490 
zu, = 7+YV0 0=0 
ee er 
2 a | 
& =71 


Es treten zwei zusammenfallende reelle Lösungen auf. 


Lösbarkeitsfälle. Diskriminante. Wenn die Koeffizienten der quadratischen Gleichung 2 +px+9gq 
= 0 reelle Zahlen sind, treten drei Lösbarkeitsfälle auf. Die Lösungen sind entweder reell und ver- 
schieden oder reell und fallen zusammen 
oder aber konjugiert komplex, falls man für 
die Lösungen den Bereich der komplexen 
Zahlen zuläßt. Im Reellen gibt es in diesem - 
dritten Falle keine Lösungen. Über die Art der Lösungen entscheidet offenbar der Radikand 
der Wurzel in der Lösungsformel der quadratischen Gleichung in Normalform zı, = 


Diskriminante der Normalform | D 





2 
_ 5 + V : — gq. Er heißt deshalb Diskriminante D (lat. discriminare, trennen, scheiden). 
Die drei Lösbarkeitsfälle zeigt die folgende Tabelle: 





die beiden Lösungen 














reell, verschieden 
reell, gleich 
konjugiert komplex 


reell 
Null 
imaginär 





Übrigens bleiben Lösungsweg und Lösungsformel auch richtig, wenn die Koeffizienten der quadra- 
tischen Gleichung in Normalform komplexe Zahlen sind. Die beiden Lösungen der Gleichung sind 
genau dann gleich, wenn die Diskriminante verschwindet; sonst treten zwei verschiedene Lösungen 
auf, die nicht konjugiert komplex zu sein brauchen. 


GRAPHISCHE LÖSUNG QUADRATISCHER GLEICHUNGEN 


Parallel verschobene Normalparabel. Man geht von der quadratischen Gleichung 2? +pxr +q9=0 
über zur quadratischen Funktion y = 2x2? +pxz+g. Das Schaubild dieser Funktion ist eine 
Normalparabel, die in Richtung der + x-Achse um -5 und in Richtung der + y-Achse um 


2 
-D=+ (a _ u) parallel verschoben ist, deren Scheitelpunkt S (zs; ys) also die Koordinaten 
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2 
us=- 5; ys=qd- T hat. Die Nullstellen dieser Funktion sind die Lösungen der quadratischen 


Gleichung 22 + px + q = 0. Je nach der Lage des Scheitelpunktes schneidet die Normalparabel 
die x-Achse in zwei Punkten (ys < 0), berührt sie (ys = 0) bzw. hat keinen Punkt mit ihr gemein- 
sam (ys > 0); dementsprechend hat die quadratische Gleichung zwei verschiedene Wurzeln, eine 
Doppelwurzel bzw. keine reellen Wurzeln (Abb.). 


Beispiel 1: Von der Gleichung x? — x — 2 = 0 geht man über zur Funktion y=2?—- x — 2. 


8 1 1 1 
Es st = -1,q9g= -2, also -D= 4-7 =—2 -27 bzw. D= 27 >0. Die Koordi- 
naten des Scheitelpunktes sind xs = a a ee 2 ri Die verschobene Normalparabel schneidet 


die x-Achse bei zı = —1l und z3 = 2. Diese Werte sind Lösung der gegebenen Gleichung. 
Beispiel 2: Von der Gleichung x? — 22 + 1 = 0 geht man über zur Funktiony = 2? — 2-1, 


und man erhält: -—D=gqg-— r = +1-1= 0. Die verschobene Normalparabel berührt die 


x-Achse im Punkt xs = -2 = +1, ys = 0. Die Gleichung hat die Doppelwurzel ı == +1. 


Beispiel 3: Im Falle der Gleichung =? +2 + 2 = 0 erhält man von der Funktion y = 2? 
1 a 1 
+x2-+ 2 für die Koordinaten des Scheitelpunkts zs = -5- == und v-9-7=2 = 


3 3 
=+ 17 bzw.D=-— 1 < 0. Die verschobene Normalparabel schneidet die x-Achse nicht, und 
die Gleichung hat keine reellen Lösungen. 





Wurzeln einer quadratischen Gleichung als Ab- Graphische Lösung einer quadratischen 
szissen der Schnittpunkte einer parallel ver- Gleichung mit fester Normalparabel 
schobenen Normalparabel mit der Abszissenachse 


Sehnitt von Parabel und Gerade. Die gegebene Gleichung = +px+g = 0 kann in der Form 
x? = —px-— g als Bedingung dafür aufgefaßt werden, daß die rechten Seiten zweier Funktionen 
f(x) = x? und fe(x) = -—px — g für gewisse Abszissenwerte x dieselben Ordinatenwerte % liefern 
sollen, d. h., daß, geometrisch gesprochen, die Schaubilder dieser Funktionen sich schneiden. 
Die Abszissen der Schnittpunkte sind dann Lösungen der gegebenen Gleichung. Das Bild der 
Funktion fı(x) = x? ist die Normalparabel, das von fa(x) = -—px —g ist eine Gerade, fa(x) ist 
Sekante oder Tangente der Parabel oder hat keinen Punkt mit ihr gemeinsam; je nachdem erhält 
man 2, l oder 0 reelle Lösungen der Gleichung (Abb.). 


Beispiel 1: Um die Gleichung =? — x — 2 = 0 oder 2? = x + 2 graphisch zu lösen, ist die 
Parabel fı(«) = x? mit der Geraden fr(x) = x + 2 zum Schnitt zu bringen. Die Abszissen der 
Schnittpunkte xı = — 1,23 = 2 sind die Lösungen der Gleichung. 
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Beispiel 2: Um die Gleichung x? — 22 + 1= 0 graphisch zu lösen, ist die Normalparabel 

fh(=) = x? mit der Geraden fs(x) = 2z — 1 zum Schnitt zu bringen. Die Abszisse des Berühr 

punktes zı = 23 = 1 ist Doppellösung der Gleichung. 

Beispiel 3: Bei der graphischen Lösung der Gleichung x? + x + 2 = 0 ergibt sich die Gerade 

fie) = .— x — 2, die die Parabel f,(x) = x? nicht schneidet; also hat die Gleichung keine reellen 
ösungen. 


PROBLEME DER PRAXIS, DIE AUF QUADRATISCHE GLEICHUNGEN FÜHREN 


Echolot. Um Meerestiefen zu messen, wird das Echolot benutzt. Der Schallerreger befindet sich 
in A, der Schallempfänger in B (Abb.). Die Schiffsbreite beträgt 16 m. Der Schall pflanzt sich im 
Wasser mit einer Geschwindigkeit von 1510 m/s fort. Das Schiff ruht während der Zeitmessung. 
Wie groß ist die Wassertiefe für einen Zeitunterschied von 0,18? - 


; 1510-0, 
Die Wassertiefe betrage x m. Der Schall legt bis zum Meeresboden den Weg zen m zurück. 
Nach dem Satz des Pythagoras erhält man 2 
( 1510 - )' 
Mel ———— 8 
2 en 
x? = 5636,25 


zı,2a=H+ V5636,25 sw + 75,1, 
Die Wassertiefe beträgt also 75,1 m. Der zweite Wert z2 = — 75,1 hat keine praktische Bedeutung. 
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Tiefe eines Brunnens 


Tiefe eines Brunnens. Um die Tiefe eines Brunnens zu messen, läßt man einen Stein frei 
hineinfallen, Man mißt die Zeit vom Beginn des Falles bis zu dem Zeitpunkt, in dem man das 
Aufschlagen des Steines auf das Wasser des Brunnens hört. Diese Zeit soll 4 Sekunden betragen 
(Abb.). Man nimmt die Schallgeschwindigkeit zu c = 333 in m/s und die Erdbeschleunigung 
zu g = 9,81 in m/s? an. Wie tief liegt der Wasserspiegel unter dem Rand des Brunnens? - 
22 
Der Stein falle x Sekunden bis zum Auftreffen auf das Wasser; er hat dann 39 Meter zurück- 
gelegt. Der Schall hat (4 — x) Sekunden zum Rückweg gebraucht und in dieser Zeit (4 — x) ce 
Meter zurückgelegt. Da die beiden Wege gleich sind, erhält man die quadratische Gleichung 
2c 8c 


g 2 
—g2—=c(4—-x) oder «2 —tet- ——=|(. 
g® c( ) + 7 9 


Für die Unbekannte x erhält man in allgemeiner Form: die Werte 
c 1 
x, = ee 89), 


! = 
wobei nur der Wertzı = — n - - Ve(e + 8g) Lösung der Textaufgabe ist, da nur er ein positives 
Ergebnis liefert. Setzt man für c und g die angegebenen Werte ein, so ergibt sich eine Brunnen- 
tiefe von rund 70 m. 


Härtebestimmung. Bei der Härtebestimmung eines Werkstoffes mittels der Kugeldruckprobe 
nach Brinell wird die Eindrucktiefe h einer kleinen Stahlkugel von bekanntem Durchmesser 
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d= 2r in einem zu prüfenden Werkstoff aus dem Durchmesser 6 = 2. des Eindruckkreises 
berechnet (Abb.). Wie groß ist die Eindrucktiefe A bei einem Durchmesser der Kugel vond=2r 
= 10 mm und einem Durchmesser des Eindruckkreises vonö=2oe=6mm?- 

Die Eindrucktiefe sei hmm. Nach dem Satz von Pythagoras erhält man r? = (r — h)? + o?. In 
allgemeiner Form ergeben sich für h die Werte hıa= r+ Yr?— o®. Hier ist nur der Wert ha 
= r- |r®— o® brauchbar, da für Eindrucktiefen h größer als der Radius r der Eindruckkreis 


stets den Radius o = r hat und das Verfahren nicht anwendbar ist. Setzt man für r und o die 
angegebenen Zahlenwerte ein, so erhält man h = 1 mm. 





Kugeldruckprobe nach Brinell Schnitt durch eine Hohlkugel 


'Stereomelrische Aufgabe. Eine Hohlkugel aus Stahl hat die Masse M = 72900 g. Ihre 
Wanddicke beträgt w = 6 cm (Abb,.). Wie groß sind innerer Radius r und äußerer Radius R, 


: 2 [3 
wenn die Dichte o = 7,8 ms beträgt? - 
Der innere Radius r betrage x cm. Der äußere Radius R hat dann eine Länge von (x + 6) cm. 
4 4 
Die Masse einer Hohlkugel findet man als M = 7 (R3 — 72) e, d.h., hier als M = en [a + 6) 


— x] o. Daraus ergibt sich die quadratische Gleichung x? + 62 = 


V M 
a1a=—-3+ Teris 


/ M . 4 
Dabei liefert nur der Wert ı = —3 + Mao 3 die Lösung der Textaufgabe. Die beiden 
gesuchten Radien betragen R = l4cm undr = 8cm. 


az 12 mit der Lösung 


Zur Geschichte. Praktische Bedürfnisse, insbesondere Vermessungsaufgaben (Satz des Pythagoras) 
führten schon frühzeitig auf quadratische Gleichungen. Aus der babylonischen Mathematik sind 
eine Vielzahl derartiger Aufgaben auf Keilschrifttafeln erhalten geblieben. Dort treten sogar 
schon Systeme quadratischer Gleichungen mit mehreren Unbekannten auf. In moderner Schreib- 
weise lautet das eine aus der Zeit um 2000 v. u. Z. stammende Problem x? — 29x + 210 = 0; 
aus etwas späterer Zeit stammt z. B. das System 


x2 + y? = 1000, y -3r — 10. 
Die griechische Mathematik behandelte algebraische Aufgaben in geometrischer Form, d.h. durch 
Konstruktion. Da Quadratwurzeln stets mit Zirkel und Lineal zu konstruieren sind, waren die 
griechischen Mathematiker in der Lage, sämtliche reell lösbaren Typen quadratischer Gleichungen 
zu behandeln. Ihre klassische Darstellung fanden diese Methoden im Buch X der „Elemente“ des 
Evkuıp (um 300 v. u. Z.), das inhaltlich auf THEAITEToSs (410 ?—368 v. u. Z.) zurückgeht. 
Der hellenistische Ingenieur und Mathematiker HrroN von Alexandria (um 100 u.Z.) nahm die 
babylonische und altägyptische Tradition der rechnerischen Behandlung quadratischer Gleichun- 
gen wieder auf, wobei er zum Ziehen der Quadratwurzeln Näherungsverfahren benutzte. Solche 
Ansätze finden sich auch bei ARCHIMEDES (287 ?—212v. u. Z.). 
Die Einsicht des paarweisen Auftretens der Wurzel verdankt man den indischen Mathematikern, 
vor allem BHäskKARA (geb. 1114 u. Z.). Ihre Methoden fanden durch Vermittlung der arabisch 
schreibenden Gelehrten, die selbst weitere Fortschritte erzielten, in Europa Eingang. 
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V, Gleiehungen dritten und vierten Grades 


Im allgemeinen sind algebraische Gleichungen um so schwieriger zu behandeln, je höher ihr Grad 
ist. Für die Rechenpraxis sind zur numerischen Auflösung eine ganze Reihe von graphischen 
Lösungsmethoden und von Näherungsverfahren ausgearbeitet worden, nach denen sich die Lösun- 
gen auf eine bestimmte Anzahl von Dezimalstellen berechnen lassen. 


DIE KUBISCHE GLEICHUNG 


Allgemeine Form, Normalform. Die allgemeine Form einer kubischen Gleichung oder Gleichung 
dritten Grades lautet 

A«+Bxi2?+C0x:+D=0, AZ). 
Dabei seien A, B, C, D als beliebige reelle Zahlen vorausgesetzt. Es heißen A x? das kubische, B x? 
das quadratische, C x das lineare und D das absolute Glied. 


B C 
Teilt man beide Seiten der Gleichung durch A und setzt — = =t, so erhält man 


ZT ta im 
23 Hr? +sıce +ti=(, 
die Normalform der kubischen Gleichung. 


_ Normalform der kubischen Gleichung | @® +r2 +s2 +t=0 





Lösbarkeitsfälle, Spezialfälle. Im komplexen Zahlenbereich hat jede kubische Gleichung drei 
Wurzeln, die auch zusammenfallen können. Da jede ganzrationale Funktion, deren Grad ungerade 
ist, eine reelle Nullstelle hat, ist eine der Wurzeln stets reell. Die anderen beiden sind ebenfalls 
reell oder konjugiert komplex; ist xı die reelle Wurzel, so läßt sich (vgl. Hauptabschnitt Funktionen) 
die kubische Gleichung in ein Produkt aus dem Linearfaktor (x — xı) und aus einem Polynom 
zweiten Grades zerlegen. Da ein Produkt dann und nur dann Null ist, wenn einer der Faktoren 
Null ist, sind die andern beiden Wurzeln Lösungen einer quadratischen Gleichung; z. B. hat die 
kubische Gleichung x? — 522? — 8x2 + 12 = 0 die Wurzel &ı = +1 und läßt sich in das Produkt 
(x — 1) (x? — 4x — 12) = 0 zerlegen; die quadratische Gleichung x? — 4x — 12 = 0 hat die reellen 
Wurzeln x» = — 2,23 = +6. 

Nach dem Satz von Vieta ist das Produkt xı x x3 der Wurzeln dem negativen Absolutglied (—:) 
gleich. Wenn demnach feststeht, daß die gegebene Gleichung ganzzahlige Wurzeln hat, läßt sich 
die reelle ganzzahlige Wurzel &ı durch Probieren als Faktor von (—1t) finden. 

Eine entsprechende Zurückführung der kubischen auf eine quadratische Gleichung ergibt sich, 
wenn das Absolutglied t Null ist; 22 + rx2 + sxz = 0 ergibt durch Ausklammern 2 (@? +rx + s) 
= 0. Neben der reellen Wurzel xı = 0 sind die Wurzeln der Gleichung 2? +rx + s = 0 Lösungen. 
Die reinkubische Gleichung x? +t = 0 entsteht für r = 0,8 = 0. Sie hat drei Lösungen xı,a,3. 

3 3 3 


Außer dem Hauptwert xı = Y-: sind es die Werte x2 = & Y-: und X = &3 Y-t, in denen es, 
&3 dritte Einheitswurzeln sind (vgl. Kreisteilungsgleichung). 
Ist £= 0, d.h. x® = 0, so kann nur zı = za = x = 0) Lösung sein, da für x £ 0 auch 2°? £ 0 ist. 


Cardanische Formel. Diese Formel zur Berechnung der Lösungen der kubischen Gleichung gewinnt 
man in zwei Schritten. Zunächst wird die Normalform ©? + r2? + sxz + t = 0 durch die Substitu- 


r 
tion x = y —; auf die reduzierte Form gebracht, in der das quadratische Glied nicht mehr auftritt: 


3 
I et 
rY2 y3 


sr 
Dabei wurde der Kürze wegenp =s — 3,9 = 2 73 + t gesetzt; z. B. führt die Reduktion von 


3 — 922 + 332 — 65 = 0 auf y„? +6y—- 20 = 0. 
Dann zerlegt man die gesuchte Lösung y in zwei Bestandteile v und v, die für sich bestimmt werden. 
Man macht den Ansatz y = u + v und erhält 
(v+v)® +p(u +v) +g = 0 oder 
+ve+g+w+v)(Juv+p)=0. 
Es handelt sich um eine Gleichung in den zwei Größen u und v; also ist noch eine Nebenbedingung 


über den Zusammenhang von u zu ® frei verfügbar. Man wählt sie so, daß der Faktor 3uv +p 
und damit der letzte Summand verschwindet: 3uve +p =. 


Damit ergibt sich für die Unbekannten u und v das Gleichungssystem 


reduzierte Form der kubischen Gleichung 
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us En 2 u3 v3 +v = gq2 
p\® 
4wWv — -4(2) 





u+rV=—g quadrieren —- 
p das Vierfache 
ur men der 8..Botenz 
Das Gleichungssystem 


3 
„—-v=+lg?+ (2) u — re ) gQ+ «(3) 


u-+ vV3— — 








wo = +als) 


liefert u? 


ae) 


Durch Vertauschen der oberen mit den unteren Vorzeichen der Wurzeln geht w® in v® über, durch 


I 
| 
wjm MM 
H 
en 
von 
w 
+ 
en 
WR 
Be 


Vertauschen von u und v bleiben die Gleichungen u + v®+q = 0 und uv= 5 aber unverändert. 


Es genügt danach, nur eins der Vorzeichenpaare, etwa das obere, zu betrachten. Jede 3. Wurzel aus 
einer komplexen Zahl hat drei Werte; neben einer Wurzel zı treten noch die Lösungen e2 xı und 


ı i 1 N. 
& zı auf, in denen a = (- 3 5 v3) und 3 = ( > ;1) dritte Einheitswurzeln sind. Danach 


ergeben sich für u und v die Werte 


2 3 
u= -5 + (2) + (3) ‚, U=Uen, U = U; 


vsu= an j (2) + 2) GYe—=Vvıe, V3 = Vıs 
2 2 ar $ i 


Für y = uw + v; würde man danach 9 Lösungen (© = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) der kubischen Gleichung 
erhalten. Die Anzahl der Lösungen reduziert sich aber auf die drei, yı = wı + vı, Ya = Ua + vs, 


Ya = us + v2, da die Nebenbedingung u: v; = -5 außer für u, vı nur für %s v3 und us va erfüllt ist, 
weil 


1 I = LE. 3 1 3 
as= (-5+5%) (-3-5R)-7+7 = 1. 


2 3 
Unter der Voraussetzung, daß der Radikand der Quadratwurzel nicht negativ ist, (2) 2 (2) =. 


ist die Lösung yı reell, während ya und ys3 konjugiert komplex sind, wie die Rechnung zeigt: 


= uatna= (75) + (9) 198, 





2 2 








ya = Ues + vıe 


- (#5) u >) .iV3. 


reduzierte Form der Gleichung dritten 


Grades „Y? +py+q=0 





Diese berühmte Lösungsformel stammt allerdings nicht von Geronimo CARDANO (1501-1576), 
sondern von Niccolo TARTAGLIA (um 1500 — 1557). 


Beispiel: y® — 15y — 126 = 0. Die Gleichung liegt schon in reduzierter Form vor. Es ist 





= — 15undg = — 126. In die Cardanische Formel eingesetzt ergibt sich 
3 3 3 
A Vos + Ver 5 + 63 - Ye - 8 = Yızs +YI=5+1=6, 
5+1 5—1 _ 
= - 4 if3= 34 21)3, 


i- 8-1 
m tr 4iß=-3-358 
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Casus irredueibilis, trigonometrische Auflösung. Scheinbar wird die Auflösung der kubischen 
2 3 
Gleichung dann besonders schwierig, wenn der Radikand 2) + (2) der Quadratwurzel negativ 
ist. Dann hat man die dritte Wurzel aus komplexen Zahlen zu ziehen. Andererseits hat eine kubische 
Gleichung stets mindestens eine reelle Wurzel. Die Mathematiker im 15. und 16. Jh. vermochten 
diese reelle Lösung lange nicht herzustellen und bezeichneten diesen für sie nicht zu bewältigenden 
Fall als „nicht zurückführbaren Fall‘, als Casus irredueibilis. Die Lösung gelang erst F. VIETA 
um 1600, und zwar auf trigonometrischem Wege. Ja, es zeigte sich, daß in diesem scheinbar so 
komplizierten Fall sämtliche drei Wurzeln reell sind. 
2 3 
Da (2) -i (2) < 0, ist sicher 9<0; setzt man p = —p’, so ist p’ positiv und die reduzierte Glei- 
3 2 

ehung y„’ +py-+ g = 0 geht über in y„ —p’y+g= 0, wobei S _ 7 > 0. Der Radikand der 
dritten Wurzel von uı bzw. vı lautet dann: 


q p” q? d. „V2’. 7 
3 +) - a7 r7” Frl ere 5 - 7|=-$:: m 4 


Dieser komplexe Wert kann in trigonometrischer Form geschrieben werden: — z + i] edler 


er p? 2er Vz 2, 
= + (0089 + ising), wobeir = 2, cosn= 2: 9-7. inp= 7 4 'V77° 


Nach dem Moivreschen Lehrsatz erhält man für uı bzw. vı: 





3 3 Bu 
Yr (cos $+ isin®), und damit yı = uwı + vı = Yr (00854 iin s+ 085 — isind] => 2Vr cos2. 


Da der Winkel p wegen der Periode der Kosinusfunktion auch den Wert 9 + 360° bzw. @ + 720° 
haben kann, lauten die anderen Wurzeln: 


3 3 
yı = 2Yr cos (2 + 120°) und y = 2Yr cos (2 + 240.) : 


kubische Gleichung“ 


reduzierte Form y’+py+qg=0 


20 


eine reelle Lösung und 
zwei konjugiert komplexe 
Lösungen, die für 


2) =0 


eine doppelt zu zählende 
reelle Lösung liefern 


3 2 
drei reelle Lösungen yı = 2Vr cos a Ya = 2Vr cos & + 120°) 


3 
y = 2Vr cos (2 + 240°) 





Beispiel 1: In der Gleichung y® — 981 y — 11340 —= 0 sind die Bedingungen des Casus irre- 
dueibilis erfüllt; man erhält 5670 


3273, cosp = . 
/ 3273 
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Die logarithmische Rechnung ergibt den (gerundeten) Wert 


— 16° 30°, also = 5° 30, 


Durch logarithmische Auswertung der Formeln für yı, Ya, Ys findet man 
Yyız 36, yw —21l, yw —15. 


Wie die Probe zeigt, gilt sogar das Gleichheitszeichen. 


Beispiel 2: Der Achsenschnitt eines genormten Glastrichters ist ein gleichseitiges Dreieck. 
Wie groß ist die Trichterweite d, wenn das Fassungsvermögen des Trichters V = 765 cm? beträgt ? 
Da die Triehterweite d eine Seite des Achsenschnittes ist, ist die 


d 
Höhe des Trichters k = 3 V3 und der Grundkreisradius r = 


1 
der Volumenformel für den Kegel / = 37 r? + hfolgt 
765 » 24 


3 





1 d\: d 
105. 0m = 3%: (5) 573 oder d® = 


2 


cm?, 


d 
—, Aus IT 


d 
>73 


ARE 


Von den 3 Werten für d ist hier nur der reelle Wert brauchbar. 


Man erhält eine Trichterweite von d = 15 cm. 


Graphisehe Lösung einer kubischen Gleichung. Von der kubischen Glei- 

chung Az? + Bz?+ 0x + D= 0 geht man über zur Funktion dritten 

Grades y = Ax® + Ba? + Cx + D. Die Abszissen ihrer Schnittpunkte Genormter Glastrichter 
mit der z-Achse sind Lösungen der gegebenen kubischen Gleichung. Diese 

Schnittpunkte findet man durch Zeichnen des Kurvenbildes. Man erhält Näherungslösungen, deren 
Werte sich etwa nach dem Newtonschen Verfahren beliebig verfeinern lassen. Meist wird man sich 
begnügen, eine Wurzel xı graphisch zu finden, um dann das gegebene Polynom dritten Grades 
durch den Linearfaktor (= — xı) zu teilen und eine quadratische Gleichung zu bekommen, die 


leicht gelöst werden kann. 


Beispiel 1: Von der Gleichung 823 — 202?— 22 +5 = 0 geht man über zur Funktion 
y= 82° — 2022 — 22x + 5 (Abb.). Ihre Kurve ist mit Hilfe der Tabelle 





yi..--1335 -21 5-9 -1 3... 
in so guter Annäherung zu zeichnen, daß man bei zı = 


25 
1 5 
a=+ z 0 = En 3 Nullstellen vermuten kann, Dabei hat 


es auf die Lage der Nullstellen keinen Einfluß, wenn auf der 
y-Achse eine andere Einheit gewählt wird als auf der x- 
Achse. Die Tabelle sagt übrigens schon vor Ausführung der 
Zeichnung durch den Vorzeichenwechsel der Ordinaten aus, 
daß die Nullstellen zwischen — 1 und 0,0 und 1 sowie 2 und 3 
liegen müssen. 

Durch Einsetzen der Werte in die Gleichung findet man, daß 
die vermuteten Nullstellen tatsächlich Lösungen sind. Es 


1 
hätte aber auch genügt, etwa mit x = 3 die Probe zu machen 
und dann nach der Polynomdivision 
1 
(82° — 202? — 22 +5): (.-5)= 82 - 16x — 10 
die quadratische Gleichung 8x2? — 16x — 10 = 0 zu lösen, 


3 
deren Lösungen zsı = 1+ 3 sind. Damit bestätigen sich 
1 1 


die graphisch festgestellten Lösungen xı = — ym=-y;m=- 





Zur graphischen Lösung einer 
kubischen Gleichung 


2 
+7: 


Beispiel 2: Gesucht sind die Nullstellen der Funktion y = —x? + 32? — x — 1 (Abb.). 
Die Nullstellen findet man rechnerisch, indem man die kubische Gleichung 


- 23 +32 - 0 —-1=0 
löst. Unter Verwendung des Satzes von Vieta ergibt sich 


a=-l; sa=1+V; 8» =1-f}2. 
Die Nullstellen der Funktion y= —x? + 32? — x — 1sind damit gerundet x; = 1;x3 = 2,4142; 


ı = — 0,4142, 


112 GLEICHUNGEN 


Zur Gesehiehte, Einfache kubische Gleichungen treten schon in der altgriechischen, der indischen 
und arabischen Mathematik auf. 
Da die griechische Mathematik algebraische Probleme mit den Methoden der Geometrie behandelte, 
sahen sich die griechischen Mathematiker bei der Behandlung kubischer Gleichungen vor prinzi- 
pielle Schwierigkeiten gestellt. 
Der hellenistische Techniker und Mathematiker Heron von Alexandria (um 100u. Z.) tat bei der 
Behandlung von Gleichungen dritten Grades einen bedeutenden Schritt vorwärts. Indem er an 
ältere babylonische und altägyptische Näherungsverfahren zum numerischen Wurzelziehen an- 
knüpfte, gelang ihm die rechnerische Auflösung von rein kubischen Gleichungen. 
gestern Die eigentlichen Fortschritte bei der rechnerischen Be- 
TI STERN Fresı Kunst SIERTEFERT PRUTE LESE FRSE handlung und die beginnende Algebraisierung der 
Rechengänge verdankt man den indischen und vor allem 
den arabischen Mathematikern. Zwar vermochten sie 
sämtliche Typen quadratischer und die einfachsten Typen 
kubischer Gleichungen rechnerisch aufzulösen, die Auf- 
lösung der allgemeinen Gleichung gelang ihnen indessen 
noch nicht. Die europäische Mathematik hat auch bei 
der rechnerischen Behandlung von Gleichungen unmittel- 
bar an die arabische Mathematik angeknüpft. Die 
formelmäßige, algebraische Auflösung der allgemeinen 
Gleichung dritten Grades hielt indes der außerordentlich 
um die Algebra verdiente Italiener Luca PAcıouı (1445 
bis 1514) noch für unmöglich. 
Diese war um 1500 dem Bologneser Magister Scipione 
DEL FERRO (um 1465-1526) geglückt, sie blieb aber 
unveröffentlicht. Davon ganz unabhängig hatte der 
Rechenmeister und technisch-wissenschaftliche Berater 
Niecolo TArRTAGLIA (um 1500-1557) die heute nach 
CARDANO benannte Formel gefunden und boträchtlichen 
Ruhm erworben, indem er mit den damit erzielten Er- 
gebnissen auf den damals üblichen öffentlichen Wett- 
rechnen glänzte. Der ehrgeizige venezianische Professor 
Geronimo CARDANO (1501-1576), der selbst die Lösungs- 
formel nicht finden konnte, erhielt sie nach jahrelangem 
heftigem Drängen 1539 von Tartaglia, wobei er sich zur 
Wahrung des von Tartaglia als eine Art Zunftgeheimnis 
Mesitereejreen betrachteten Ergebnisses mit feierlichen Eiden ver- 
EIRSEIEEIT: TOITERUTFISITERTRIGG FESEH. pflichtete. Cardano brach jedoch das Versprechen und 
IEIhe IBSEISESES (EGssEEEsı kofeaharst Lelbi sehe SER nahm das Ergebnis in seine „Ars magna“ (d.i. „Die 
große Kunst‘‘) 1545 auf. Und weil die Lösungsformel 
Schaubild der Funktion schriftlich zuerst unter Cardanos Namen erschien, erhielt 
y-=-B+32-x-1 sie den Namen Cardanische Formel. Daran vermochte 
auch der Protest Tartaglias, an den sich ein wüster 
Streit anschloß, nichts mehr zu ändern. 
Übrigens trägt auch die sog. Cardanische Aufhängung ihren Namen zu Unrecht; sie war weit vor 
CARDANO schon in Gebrauch. 





Ark pe 


DIE GLEICHUNG VIERTEN GRADES 
Auch für die allgemeine Gleichung 4. Grades 
Ax+Bx+C0x2+Dxce+E=0,4A#0;4A,B,C,D, E reelle Zahlen, 


existiert eine allgemeine Lösungsformel. Diese ist indessen noch weitaus komplizierter als die der 
kubischen Gleichung und findet darum zum rechnerischen Bestimmen der Lösungen kaum 
Anwendung. Es sei deshalb ein Lösungsweg ohne Zwischenrechnung nur angedeutet. Durch die 


a 
Substitution = y— 4 erhält man aus der Normalform #+ax: +bx?+cxr+d=0 die 
reduzierte Gleichung mit neuen Koeffizienten 9, 9, r 


Frei titrenN. 
2 yı = Yzı + Vze + Vas; 2 ya = Yaı — Vza — Vzs; 
2y = -Vzr + VYa-Ves; 29= - Var -— Ver + Vzs 


lassen sich gewinnen aus den drei Wurzeln zı, 23, 23 der kubischen Resolvente der gegebenen Glei- 
chung vierten Grades: 


Ihre vier Lösungen 


2? +2p?+(p-Ar)z. - ?=)0. 
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Dabei gilt die Nebenbedingung, daß das Produkt dieser drei Wurzeln 2ı 22 23 = g? stets positiv sein 
muß. Für die Lösbarkeit der reduzierten Gleichung vierten Grades ergeben sich dabei im Be- 
reich der komplexen Zahlen folgende drei Fälle: 


Die biquadratisehe Gleichung, 


Wurzeln Lösungen Ein Spezialfal' der Gleichung 
21, 2a, 23 Yı, Ya, Ya, Ya 4. Grades tritt recht häufig 
auf und läßt sich bequem be- 
1. sämtlich reell und positiv vier reelle Werte handeln. Es ist dies die biqua- 
dratische Gleichung, 
2. eine positiv vier paarweise 4 2 = 
zwei Ogai konjugiert komplexe Werte j 5 +2 T ee 
Sie zeichnet sich dadurch aus, 
3. zwei konjugiert zwei reelle daß die Unbekannte nur mit 
komplex zwei konjugiertkomplexe Werte geraden Potenzexponenten 


auftritt. Die Gleichung kann 
deshalb als quadratische Gleichung in x? aufgefaßt werden; daher rührt auch ihr Name. Für 
y = =? erhält man y? + py + q = 0. Man löst die quadratische Gleichung in y auf. Durch nach- 
folgendes Lösen von x? = y erhält man die Lösungen der biquadratischen Gleichung. 
Beispiel: =: —- 29x22 +100=0 
y-d,y-4;u=- 5, mn =- 5, =, u = —2. 
Zur Gesehiehte. Die formelmäßige Auflösung der allgemeinen Gleichung 4. Grades wurde von dem 


Italiener L. FERRARI (1522— 1565) gefunden. Ferrari war Schüler und Mitarbeiter von G. CARDANO. 
Die Lösungsformel wurde von Cardano in seine „Ars magna‘‘ aufgenommen. 


VI. Gleichungen höheren Grades 


ALLGEMEINE FORM DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG 
Jede algebraische Gleichung kann in der folgenden Art als Summe dargestellt werden. 


2 


Bestimmungsgleichung a ee 


allgemeine Form der algebraischen | 





Wenn An #0, also die n-te Potenz der Unbekannten wirklich auftritt, ist die Gleichung vom 
Grade n. Das Glied As heißt absolutes Glied. Die Koeffizienten Av,v=0,1,..., n, können beliebige 


1 
reelle oder komplexe Zahlen sein. Die Gleichung 3 x2+ax—-17=02z.B. ist vom dritten Grade, 
wobei Ao = — 17, Aı = a, As = 0, As =. 


Dividiert man die allgemeine Form der algebraischen Bestimmungsgleichung Glied für Glied durch 
An, so erhält man die Normalform der Gleichung n-ten Grades. Für die allgemeine Gleichung 
n-ten Grades gibt es, falls der Grad n > 4 ist, keine Lösungsformel, in der nur ineinandergeschach- 
telte Wurzeln stehen. Übrigens liegt das nicht am Unvermögen der Mathematiker. Es ist im Gegen- 
teil bewiesen worden, daß eine solche Formel unmöglich ist. 

In einer algebraischen Gleichung können mit der Unbekannten die Rechenoperationen Addieren, 
Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Radizieren vorgenommen werden. Wegen 
der ersten vier dieser Operationen stellt sich die algebraische Gleichung dar als Summe, in der die 
Unbekannte in Potenzen mit ganzzahligen positiven Exponenten auftritt; wegen der Division 
kann die Unbekannte auch im Nenner von Brüchen auftreten, z. B. 


2 3 5 Ri z + 2a x —- 2a 4ab 
Pr Ki Er er 3-0" yo La In 


wegen des Radizierens auch im Radikanden einer Wurzel, z.B. 
V9z - 17T -3- Ya -4=1. 


Diese Bruch- bzw. Wurzelgleichungen lassen sich ebenfalls als Summen darstellen, in denen nur 
Potenzen der Unbekannten mit ganzzahligen positiven Exponenten vorkommen. 





Bruchgleiehungen. Eine Bruchgleichung ist eine Gleichung, bei der die Unbekannte wenigstens 
einmal auch im Nenner auftritt. Werden beide Seiten einer Bruchgleichung mit dem Hauptnenner 
multipliziert, so fallen alle Nenner durch Kürzen weg, da sie Teiler des Hauptnenners sind. 


8 Mathematik 
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en 7 6 27 
Beispiel l: Iren 


7-22(& +6) 6-22(2 +6) 11-22(& + 6) 


I 0170| 





«2x(x + 6) Hauptnenner 


x x +6 A 2x 
14(x2 +6) -— 122 = 11(x + 6) 
-97+18=0 
z=2. 


Die Probe in der Ausgangsgleichung zeigt die Richtigkeit der Lösung. 
Een x —-1 42-3 7 
Beispiel 2: I en -10(= + 1) (x — 2) Hauptnenner 


Man erhält die quadratische Gleichung 9 x? — 39x + 12 = 0 mit den Lösungen zı = 4 und 
1 


Xu =—ı. 


3 
Man verwechsle Bruchgleichungen nicht mit Gleichungen, in denen Koeffizienten oder das Absolut- 


1 
glied Brüche sind; z.B. ist zerg= 20 keine Bruchgleichung, sondern eine lineare Gleichung 


mit Brüchen. ” 
Wurzelgleiehungen. In Wurzelgleichungen tritt die Unbekannte mindestens einmal im Radikanden 


einer Wurzel auf. Die Gleichung V2:=-6- V3 = V7 ist trotz der auftretenden Wurzeln keine 
Wurzelgleichung, sondern eine lineare Gleichung mit Wurzelkoeffizienten. 


n 
Es ist ferner zu beachten, daß Ya, a > 0, nach Definition stets positiv ist, alle auftretenden Wurzeln 
also positives Vorzeichen haben. 


Einige Typen von Wurzelgleichungen. Die Wurzeln können dadurch beseitigt werden, daß 
man sie isoliert und dann beide Seiten der Gleichung in die entsprechende Potenz erhebt. Es ist 
dabei zu beachten, daß dadurch zusätzliche Lösungen entstehen können, für die die Ausgangsglei- 
chung nicht erfüllt ist. Durch die Probe mit Einsetzen der gefundenen Wurzeln in die Ausgangs- 
gleichung lassen sich diese zusätzlichen Werte aber leicht feststellen und aussortieren. 


3 3 
Beispiell: Ve +2= 38 | 3. Potenz V25+2173 
ea le 3-3 
x 25: 


Beispiel 2: 14 = Yr-4+YVx + 24 14 ? Yo —4+ Y40 + 24 
Ye -4= 14 — Vz + 24 | quadrieren 14 = 14 
a a ee Pr 
28 Yx + 24 = 224 | :28 


Vz +24=8 quadrieren 
x + 24 = 64 — 24 


2= 40 
Beispiel 3: V\c +2 + Y)2z+ ar | oe aan 21 +2 + 2-21 + 7-4 
z +2 +17R=2+7=16 V30 #4 
V2=2 + = 14 - x | quadrieren Va + 2+y2-9 +74 


22 +7 = 19 — 23x + =? 4—=4 
x? — 302 + 189 = 0 Also ist nur der Wert z3 = 9 
| = 2; A=.9 Lösung der Wurzelgleichung. 
4 4 
Beispiel4: Ya +32 +9-Yr +2 = 25 +3-5+9- 5+2-0 
4 
Vz +32 +9=)x +2 | 4. Potenz 7 - Y7%o 
22 +32 +9 = (x + 2)? 0=0 


>98 
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Bei der Wurzelgleichung 
8 


8 
Vz + 7% - Ve +7=6 


führt fortgesetztes Erheben in die 3. Potenz nicht zum Verschwinden der Wurzeln. Es gibt aber 
ein Verfahren, um alle Wurzeln mit ganzzahligen Wurzelexponenten zu beseitigen. Es führt hier 
auf die Gleichung x? — 5x — 300 = 0, unter deren Wurzeln die der Ausgangsgleichung enthalten 
sind. Die Probe zeigt, daß xı = 20 und auch x: = — 15 die Wurzelgleichung befriedigen. 


ALLGEMEINE SÄTZE 


Fundamentalsatz der Algebra. Die Vermutung, daß im Bereich der komplexen Zahlen eine Gleichung 
n-ten Grades n Wurzeln hat, wurde schon von dem niederländischen Mathematiker Albert GIRARD 
(1595-1632) geäußert. Beweisversuche unternahmen später Rene DxscArrteEs (1596-1650), 
Jean D’ALEMBERT (1717-1783) und andere. Aber erst Carl Friedrich Gauss (1777-1855) glückte 
1799 ein in allen Teilen lückenloser Beweis, der den Hauptgegenstand seiner Dissertation dar- 
stellte; auch später fand Gauß noch andere und voneinander unabhängige Beweise dafür, daß eine 
algebraische Bestimmungsgleichung stets eine Wurzel hat. 


Fundamentalsatz der Algebra: Jede Gleiehung n-ten Grades er + a 2" +- @ x"? +... 
+ 12 + an =D, in der die & = 1, 2, ..., n) reelle oder komplexe Zahlen bedeuten, hat 
wenigstens eine Lösung im Bereieh der komplexen Zahlen. 


Produktdarstellung. Bezeichnet man xı als die durch den Fundamentalsatz gesicherte Lösung der 


Gleichung z" + aı "I! + az"? +... + Qna-ı2 + an = 0 und subtrahiert von der gegebenen 
Gleichung den durch Einsetzen von x = xı erhaltenen Wert zı" + aı zı""! + as"? +... 
+ An-ıXı + An = 0, so erhält man (2* — zır) + aı (art — zı"!) +... + anı [a —- a) =. 


Jeder Summand enthält den Faktor (z — xı), also folgt durch Ausklammern 
(x — zı) * [ar +...+ an] = 0. 
Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist die linke Seite einer Gleichung vom Grade n — 1. Nach 
dem Fundamentalsatz hat diese ebenfalls eine Lösung. Bezeichnet man sie mit x, so läßt sich der 
Faktor (x — x) abspalten. Man erhält 
(x — zı) (@ — za) [ar + ... + an-a] = 0. 
Setzt man das Verfahren fort, so erhält man schließlich die Produktdarstellung. 


Produktdarstellung der Gleichung n-ten Grades 


ze - ua... +12 + = (t - m) — ra)... -)=0 





Anzahl der Lösungen. Aus der Produktdarstellung folgt sofort der wichtige Lehrsatz: 
Eine Gleiehung r-ten Grades mit einer Unbekannten hat stets genau n Lösungen. 


Diese brauchen nicht sämtlich voneinander verschieden zu sein. Kommt eine Wurzel 2-, 3-, ...„ 
k-mal vor, so spricht man von einer 2-, 3-, ‚k-fachen Wurzel. Sind die Koeffizienten der Glei- 
chung reell und hat die Gleichung eine komplexe Wurzel « + ib, so ist stets auch die konjugiert 
komplexe Zahl a — ib Lösung der Gleichung. 

Wurzelsatz von Vieta. Multi- 
un pliziert man die rechte Seite 


ZıX% Hızs +X2X%3 +... + In-ı%n der Produktdarstellung aus 
ae ae I A und ordnet nach gleichen 
3 Potenzen von z, so ergibt sich 

21 %2 73... Un _ durch Koeffizientenvergleich 





der Wurzelsatz von Vieta. 
Darüber hinaus gilt: 


Hat die Gleichung n-ten Grades in Normalform mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige 
Lösung, so ist diese als Teiler im absoluten Glied enthalten. 


Für die quadratische und die kubische Gleichung nimmt der Wurzelsatz von Vieta folgende Form an: 


m=- 
@a+pz+g=0 ang 


Einheitswurzeln, Kreisteilungsgleichung. Die Kreisteilungsgleichung hat die Form z«r —1=0(, 
n ist eine natürliche Zahl. Sie hat im Bereich der komplexen Zahlen n Wurzeln, die nach der Moivre- 
schen Formel bestimmt (vgl. Aufbau des Zahlenbereichs) und als Einheitswurzeln eı, &, ..., En 
bezeichnet werden. Einheitswurzeln heißen sie deshalb, weil sie in der Gaußschen Zahlenebene den 





au ta rs = —r 


3 +r? +sır +4=0 | sıx +0 rs + 2X 0ı =8 
zı X X = —t 





8* 
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Umfang eines Kreises mit dem Radius 1 um den Ursprung in n gleiche Teile teilen (vgl. Haupt- 
abschnitt Planimetrie, 17-Eck). Unter ihnen gibt es primitive n-te Einheitswurzeln mit der Eigen- 
schaft, daß alle anderen n-ten Einheitswurzeln durch aufeinanderfolgende Potenzen von ihnen 
dargestellt werden können; ist &; eine primitive n-te Einheitswurzel, so sind &;, &?, &°, .. ., ei” alle 
n-ten Einheitswurzeln. Diese Eigenschaft ist für die Entwicklung der Gruppentheorie und ihre 
Anwendung auf die Algebra wichtig geworden. 
2 Für jeden Exponenten rn gibt es wenigstens eine, genau p(n) pri- 
&,= &, mitive n-te Einheitswurzeln. Dabei ist p(n) die zahlentheore- 
tische Eulersche Funktion (vgl. Hauptabschnitt Zahlentheorie). 





Beispiel: Die primitiven dritten Einheitswurzeln sind 
Lösungen der Gleichung 2? — 1=0. Wegen ı=1 und 
(?—- 1): —-1)=x2°?+x +1 sind &e und es Lösungen der 
NEN, Gleichung = +2 + 1= 0; man findet & = 
1 
1 ıy3 und as = = ai Sowohl & als auch e; sind 
primitive dritte Einheitswurzeln; durch Rechnung läßt sich 
leicht bestätigen, daß a? = a! = s?!= 1, n?= 8, 5? = =. 


Gleichungen vom Typ z2" +px" +q = 0 gehen durch die Sub- 
£= & stitution x =y in die quadratische Gleichung „+ py+qg=0 
2 2 über. Sind yı und %sa die Lösungen dieser Gleichung, so lassen 


Lage der dritten Binheitswurzeln sich die URRRIBEN der BR Gleichung als Produkte dar- 


a ea a iin os stellen aus Vn bzw. ter und den n-ten Einheitswurzeln. 


Lösbarkeit dureh Radikale. Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert die Existenz der Wurzeln 
der Gleichung 
zur + ah zart ax"? +... + mn 1 tan =0 


für alle Grade. Für n = 2, 3, 4 kann eine allgemeine Lösungsformel angegeben werden. Sie besteht 
3 


für n = 3 aus einer re a von Wurzeln; die Lösung ist vom Typ V« + VB; für 
u / 7 
n = 4 ist sie vom Typ | 3 +Y5 + Ve + Yd. Unter einem Radikal versteht man einen Ausdruck, 


der durch ae von Wurzeln mit natürlichem Wurzelexponenten gebildet wird. 
Unter Verwendung dieses Begriffes kann man sagen: 


Die algebraischen Gleichungen bis zum 4. Grad einschließlieh si 


SR 





Offensichtlich gibt es eine unerschöpfliche Mannigfaltigkeit von Ralikalan, und man sollte zunächst 
denken, daß sich durch irgendeine Kombination von ineinandergeschachtelten Wurzeln auch die 
Lösungen z. B. der Gleichung 5. Grades ergeben könnten. Das ist jedoch nicht der Fall. Es ist im 
Gegenteil bewiesen worden, daß auf diese Weise nicht immer die Lösung entsteht. Es ist unmög- 
lich, die allgemeine algebraische Gleichung von höherem als 4. Grade durch Radikale aufzulösen. 
Das bedeutet zugleich das Folgende: Zwar sind die Wurzeln der Gleichungen bis zum 4. Grade 
ihrer algebraischen Struktur nach schon ziemlich kompliziert; aber die Lösungen der Gleichungen 
höherer Grade sind im allgemeinen wesentlich komplizierter, sie gehören einer wesentlich ver- 
wickelteren Kategorie von Zahlen an. 


Zur Geschiehte. Nachdem während der Renaissance die Lösungsformeln für die Gleichung dritten 
und vierten Grades gefunden worden waren, haben die Mathematiker im 17. und 18. Jh. mit großer 
Hartnäckigkeit entsprechende Lösungsformeln für die Gleichungen von fünftem und höheren 
Graden gesucht. Einige, wie z. B. der Deutsche Ehrenfried Walter von TscHIrnHAus (1651— 1708), 
glaubten auch, die Möglichkeit der Auflösbarkeit durch Radikale bewiesen zu haben. 

Langsam bahnte sich jedoch die Erkenntnis an, daß die Auflösung der allgemeinen Gleichung 
höherer Grade durch Radikale unmöglich sei; in diesem Sinne traten 1770/71 Joseph-Louis LA- 
GRANGE (1736-1813) und Carl Friedrich Gauss (1777—1855) hervor. Nach einem noch lücken- 
haften Beweisversuch (1799) von Paolo Rurrinı (1765—1822) gelang 1824 dem genialen jungen 
norwegischen Mathematiker Niels Henrik ABEL (1802—1829), der leider viel zu früh an Tuber- 
kulose starb, der Nachweis, daß die allgemeine Gleichung vom 5. Grade und damit auch die Glei- 
chungen höherer Grade nicht durch Radikale auflösbar sind. 

Der Einblick in die Lösungsverhältnisse von Gleichungen höherer Grade war darum so schwierig 
zu gewinnen, weil spezielle Gleichungen höherer Grade sehr wohl durch Radikale lösbar sind. Der 
genaue und vollständige Überblick über alle durch Radikale lösbaren Gleichungen ‘sämtlicher 
Grade wird durch die Galoissche T'heorie geliefert. Sie wurde von dem genialen französischen 


Mathematiker Evariste GALoIs (1811—1832) unter Anknüpfung an die von GAUss erzielten Ergeb- 
nisse zur Kreisteilung konzipiert. Galois war glühender Republikaner. Er wurde - ähnlich wie 
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Puschkin im zaristischen Rußland - in einem von der reaktionären monarchistischen Polizei 
inszenierten Duell tödlich verwundet. 

In der Galoisschen T'heorie wird jeder Gleichung eine Gruppe zugeordnet; ihre Struktur gibt Auf- 
schluß darüber, ob eine Gleichung durch Radikale auflösbar ist. 


VII. Exponentialgleiehungen, logarithmische Gleichungen 


Exponential- und logarithmische Gleichungen sind transzendente Gleichungen. Sie treten in vielen 
Gebieten der Naturwissenschaft auf (vgl. Höhere Rechenarten, Anwendung der Logarithmen). 


EXPONENTIALGLEICHUNGEN 


Exponentialgleichungen sind Bestimmungsgleichungen, in denen die Unbekannte im Wurzel- oder 
Potenzexponenten vorkommt, z. B. 
or dur ; 
42 — 16; Ys=4b; Y,43-6=0; ee -z=0. 
Man ist zur Bestimmung der Unbekannten im allgemeinen gezwungen, Näherungsverfahren an- 
zuwenden. Tritt in den Exponentialgleichungen die Unbekannte nur im Exponenten auf, so kann 
man durch Logarithmieren zu einer algebraischen Gleichung kommen. 
Im einfachsten Falle lassen sich beide Seiten der Gleichung als Potenzen zur gleichen Basis schrei- 
ben, wie in 5° — 125. Man erhält 5%° = 5°. Denkt man sich beide Seiten der Gleichung zur gleichen 
Basis logarithmiert, so müssen die Exponenten einander gleich sein: 3x = 3. 
Wachstums- und Zerfallsprozesse lassen sich durch 











eine Exponentialfunktion beschreiben. PL = Sagen 

Bei der Verzinsung eines Sparguthabens werden nach ch 

gewissen Zeitabständen die prozentual vom Gut- 20+l 6x-1 

haben berechneten Zinsen diesem hinzugefügt, so (23) 242 — (28) 471 

daß sie zusammen mit dem Guthaben vom näch- 10x45 122-2 e j 
sten Zinsabschnitt an selbst mit verzinst werden. 7773 401 logarithmieren 
Man spricht deshalb von Zinseszinsen. Bei einem 2 =2 zur Basis 2 
Prozentsatz von «= p%, hat demnach das Spargut- 1012+5 122-2 


haben M» nach t Zeitabschnitten die Größe 

t 
M.= m(ı + 250) = Mo(l + «)!. Erfolgt der Zu- 
wachs in kürzeren Zeitabständen, nämlich in z der 


Zeiteinheit zu ch, so gilt nach ti Zeiteinheiten 


nt 


a\n 
M.= Moll+ x) . Im Gegensatz zur Verzinsung 


21.9, : 45-1 
Diese Bruchgleichung hat die Lösungen 


zı=sunds= die, wie man sich 


2 mr 
durch Proben an Hand der Ausgangsglei- 
ehung überzeugt, beide die Exponential- 
gleichung befriedigen. 


erfolgt im idealisierten Fall des organischen Wachstums die Zunahme kontinuierlich. Werden nun 


nt 
die Zeitabstände immer kleiner, ihre Anzahl also immer größer, so nähert sich Mo (1 + =) immer 


mehr dem Grenzwert 


lim 
n—co 


nt 
lim Mo (1 +5) = M; 


no 


1 1 
+7 


n]at 
& 
= Mo et, 
& 


M = Mo e* beschreibt für « > 0 kontinuierliche Wachstumsprozesse, für « < 0 Zerfallsprozesse. 


Beispiel: Ein Waldbestand ist mit 4 Millionen Festmetern geschätzt. Der jährliche Zuwachs 
beträgt 3%. Nach wieviel Jahren ist der Bestand auf 6 Millionen Festmeter angewachsen ? - 


3 


—pael ‘37 
6000000 = 4000000 - 8100 


3 
3 _ „100 
2 
3 3 
u a Th 
In 1,5 
9:08 





logarithmieren zur Basis e 


Man errechnet, daß nach 13 bis 14 Jahren der Waldbestand auf 6 Millionen Festmeter an- 


gewachsen sein wird. 
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LOGARITHMISCHE GLEICHUNGEN 


Logarithmische Gleiehungen sind Bestimmungsgleichungen, in denen die Unbekannte im Argu- 
ment eines Logarithmus beliebiger Basis auftritt; z.B. Ig (6x — 2) = 2,7; 3lex — 4 = 0; logs(x + 2) 
= 243 oder Inz + x = 0. In vielen Fällen führen nur Näherungsverfahren zur Lösung. Bei einigen 
einfachen Arten kommt man durch geschickte Anwendung der Logarithmengesetze zum Ziel. 


Beispiele: Il. 6-2lgr = 1g12 2. 31g(2?) — 5lgx = 3,8401 
2lgr=6-I1g12 lga® — Igx® = 3,8401 
6 
lgx = 2,4602 18; — 3,8401 
Mit Hilfe einer Logarithmen- lgx = 3,8401 
tafel erhält man daraus 
x = 288,7, x = 6920. 


Die Probe zeigt die Richtigkeit der Lösungen. 


ALLGEMEINES ÜBER GRAPHISCHE LÖSUNGEN 
VON BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN 


Eine Gleichung mit einer Unbekannten läßt sich auf die Form f(x) = 0 bringen. Man geht von dieser 
Gleichung über zur Funktion y = f(x). Die Nullstellen dieser Funktion ergeben die reellen Lösun- 
gen der Gleichung f(x) = 0. Man findet sie zeichnerisch, indem man etwa mit Hilfe einer Werte- 
tabelle ein möglichst genaues Bild der Funktion zeichnet. Die Abszissen der Schnittpunkte der 
Funktionskurve mit der x-Achse ergeben dann die Lösungen der gegebenen Gleichung; freilich 
erhält man durch die Zeichenungenauigkeit nur Näherungswerte. Durch ein numerisches Näherungs- 
verfahren, etwa das von Isaac NewTon (1643-1727), lassen sich die Wurzeln genauer bestimmen. 
Es ist oft zweckmäßig, die gegebene Gleichung nicht auf die Form f(x) = 0,sondern auf fı(x) = fa(x) 
zu bringen. Für eine Lösung x; dieser Gleichung muß dann fı(x:) = fa (zı) gelten, d. h., die Abszis- 
senwerte x; sind Lösungen der gegebenen Gleichung, für die die Ordinaten gleich sind, für die sich 
also die zugehörigen Funktionskurven schneiden (Abb.). 





Graphische Lösung einer Gleichung Graphische Lösung der Gleichung 
durch Aufspalten in fılz) = fa(®) PN oe ge Vz 


Beispiel 1: Die Gleichung x? + VYx = +2 kann auf die Form x? + Vz — 2 = 0, aber auch auf 
die Form x? — 2 = —\x gebracht werden (Abb.). 





-_ 
tw| ww 


Graphische Lösung der Gleichung Graphische Lösung der Gleichung == >x + 
ge+z2=0 2 


Beispiel 2: lge+x= 0. Man benutzt die Form Ige = — x, muß also die Kurven der Funktio- 
nen fı(®) = lgx und fr(x) = —x zum Schnitt bringen (Abb.). 
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Lösung: x » 0,4. Die|Probelergibt 1g 0,4 + 0,4 =; 
0,6021 - 1 + 0,420 
0,0021» 0 


Beispiel 3: e®= Inz. Diese Gleichung kann keine reellen Lösungen haben, weil die Kurven 
der Funktionen fı(x)=e” und fs(z) = Inz sich nicht schneiden. 


1 3 
Beispiel 4: # = Di + 3° Hier sind die Abszissen der Schnittpunkte der Kurven der Funk- 
3 
tionen fı(x) = 2° und fa(x) = 5° n 3gesucht (Abb.). 


Lösungen: zı = — 2,7, = +1. 


VII. Mehrere Gleichungen mit mehreren Unbekannten 


Die Schwierigkeiten beim Auflösen von Gleichungen steigen noch, wenn nicht nur eine Unbekannte 
aus einer Bestimmungsgleichung errechnet werden soll, sondern wenn mehrere Unbekannte 
mehrere Gleichungen gleichzeitig erfüllen sollen; z. B. fordert die Aufgabe € —- 2y=4 und 
2x2 + 5y = 35 die Berechnung von x und % so, daß deren Werte beide Gleichungen erfüllen. 
Sollen n Gleichungen von n Unbekannten gleichzeitig befriedigt werden, so spricht man von einem 
System von n Gleichungen mit n Unbekannten. Eine Lösung eines solchen Gleichungssystems besteht 
aus einem Satz von Werten, einem rn-Tupel; in unserem Beispiel aus dem Zahlenpaar x = 10,y = 3. 
Um zu kennzeichnen, daß es sich um ein Gleichungssystem handelt, werden die Gleichungen oft 
durch zwei senkrechte Striche oder einen Winkelhaken zusammengefaßt 


zw 2y=4 
2x +5y= 35 


Im folgenden sollen zunächst nur Systeme linearer Gleichungen behandelt werden. 


LINEARE GLEICHUNGEN MIT MEHREREN UNBEKANNTEN 


In der linearen Algebra und in der praktischen Mathematik sind Methoden entwickelt worden, um 
Systeme von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten zu lösen; hier werden zur Einführung 
die Fälle n = 2 und n = 3 ausführlicher geschildert. 


Zwei lineare Gleiehungen mit zwei Unbekannten. Unter der Voraussetzung der Existenz einer 
Lösung sind x und y aus dem nebenstehenden Gleichungssystem zu berechnen. Die Koeffizienten 
a1, bı, Cı, @e, ba, Ca können reelle oder komplexe Zahlen sein, wobei der Falla = a =bı = bs = 0 
zunächst ausgeschlossen sein soll. In dem angeführten Zahlenbeispiel sind a =1, bh = —2, 
cGı = 4a, = 2,b2 = 5,cCe = 35. Zur rechnerischen Auflösung stehen neben een 
der Auflösung mit Hilfe von Determinanten drei verschiedene Methoden zur m bs 4 en 
Verfügung, das Gleichsetzungs-, das Einsetzungs- und das Additions- bzw. 5 een 
Subtraktionsverfahren. Sie beruhen darauf, eine der beiden Unbekannten zu beseitigen, zu elimi- 
nieren, so daß nur noch eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten zu lösen ist. 


Das @Gleichsetzungsverfahren. Beide Gleichungen werden nach einer Unbekannten aufgelöst 
und die für sie erhaltenen Ausdrücke einander gleichgesetzt. 














ze 2y=4 |——r=4+2y |= 
35 —5y a 

22 +5by= 35 ee 
35-5 

Edel 4+2y9=- —.— x ist eliminiert 

‚ x = 10 y=3 
Die Probe muß für beide Ausgangsgleichungen vorgenommen werden. 
10-2-324 2-10+5-3235 
4—=4 35 = 35 


Das Einsetzungsverfahren. Man löst eine der Gleichungen nach einer Unbekannten auf und 
setzt das Ergebnis in die andere Gleichung ein. 





ae -y= —3 | — [> :+(22+6)=-—3 

y-2x=6 y=22 +6 — 7 37 +9=0 | 
y=2(-3) +6 «= —3 
aa rei 


Die Probe zeigt, daß das Zahlenpaar x = —3, y = 0 die Lösung des Systems darstellt. 
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Die Additions- bzw. Subtraktionsmethode. Durch Multiplizieren jeder der Gleichungen mit 
einer passenden Zahl (Erweiterungsfaktor) läßt sich stets erreichen, daß die absoluten Beträge 
der Koeffizienten einer Unbekannten in beiden Gleichungen gleich groß sind. Subtrahiert bzw. 
addiert man beide Gleichungen je nachdem, ob gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen vorliegen, 
so ist diese Unbekannte eliminiert. 


ach ee -| 
ve 


Die Probe zeigt die Richtigkeit . ee Lösung. 


Zur graphischen Lösung. Von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten faßt man 
jede Gleichung für sich als den analytischen Ausdruck einer linearen Funktion auf. Als graphische 
Darstellung der den beiden Bestimmungsgleichungen entsprechenden Funktionen erhält man in 
einem rechtwinkligen Koordinatensystem zwei Geraden. Die Koordinaten der Punkte der einen 
Geraden erfüllen die Bedingungen der ersten Bestimmungsgleichung, die Koordinaten der Punkte 
der anderen Geraden die der zweiten. Die Koordinaten aller Punkte, die auf beiden Geraden zu- 
gleich liegen, erfüllen die Bedingungen beider Bestimmungsgleichungen und sind demnach Lösun- 
gen des linearen Gleichungssystems. Im allgemeinen wird es einen gemeinsamen Punkt, den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden geben. Seine Koordinaten sind dann die Lösung des Gleichungssystems. 


hz+by=c Die drei Lösbarkeitsfälle. In dem linearen Gleichungssystem soll wenig- 
ar +by= cr | stens einer der Koeffizienten der beiden Unbekannten von Null verschieden 
sein. 

1. Fall. Ist eine der beiden Gleichungen, z.B. 3x — 6y = 45, ein lineares Vielfaches der anderen, 
etwa x — 2y = 15, dann nennt man die Gleichungen linear voneinander abhängig. Allgemein gibt 
es im Falle der linearen Abhängigkeit der Gleichungen aı x + bı y = cı und a.x= + bay = cs eine 
Konstante k, so daß aı = kaa,bı = kba, cı = k ca. Dann stellt die zweite Gleichung gegenüber der 
ersten keine zusätzliche Bedingung dar. Jedes Wertepaar x, y, das die eine Gleichung befriedigt, 
erfüllt auch die Bedingungen der zweiten. Das Gleichungssystem ist unterbestimmt und hat 
unendlich viele Lösungen. Geometrisch haben die beiden Funktionen ax +bıy=cı und 
kaı® + kbıy = kcı das gleiche Funktionsbild. Die beiden Geraden fallen zusammen. Die Koordi- 
naten jedes Punktes der Geraden genügen beiden Bedingungen, es gibt unendlich viele Lösungen. 


2. Fall. Sind die beiden Gleichungen linear unabhängig, ist aber die durch die eine Gleichung 
gestellte Bedingung mit der durch die zweite Gleichung gestellten Bedingung unverträglich, dann 
sagt man, die beiden Gleichungen stehen im Widerspruch. Dies gilt z.B. für die Gleichungen 
62 +4y=3und6x= + 4y= 4. Das Gleichungssystem hat dann keine Lösung. In diesem Falle 
lassen sich die beiden Funktionen auf die Form y = mx + nı und y= mx + ne bringen. Wegen 
des gleichen Anstiegs sind die Funktionsbilder parallele Geraden. Es gibt somit keinen gemeinsamen 
Punkt, d.h. keine Lösung des Gleichungssystems. 

3. Fall. In allen anderen Fällen besteht das Gleichungssystem aus zwei linear unabhängigen und 
widerspruchsfreien Gleichungen und hat genau eine Lösung. Die beiden entsprechenden Funktionen 
haben zwei einander schneidende Geraden als Schaubilder, Es gibt deshalb genau einen Punkt, 
dessen Koordinaten beide Bedingungen erfüllen, und damit genau eine Lösung des Gleichungs- 
systems, 


Im bislang ausgeschlossenen Fall aı = a2 = bı = ba = ( lautet das Glei- 
chungssystem wie nebenstehend angegeben. Dann gibt es offensichtlich 
keine Lösung, falls eine der Zahlen cı oder cz von Null verschieden ist. Für 
cı = c2 = 0 dagegen ist jedes beliebige Zahlenpaar =a, y=b eine 
Lösung des Systems; es gibt dann unendlich viele Lösungen. Eine geometrische Deutung ist in 
diesem Fall nicht möglich, weil die graphischen Darstellungen keine Geraden ergeben. 


0:2 +0: y-=c6ı 
0-0: y=c 





Beispiel 1: Von dem Gleichungssystem Beispiel 3: 
402 —y=2 1 4y (10x — 3) — 5x (8 7) +165= 0 
ht man über zu den bei- y(10x—3)—-52(8y+7)+ 
were ie a Be 9z(dy-7)+3y(5- 122)= —114 


den Funktionen 42x —-— y=2undz —- 2y=-—3. 


Man bestimmt für jede Gerade zwei Punkte, - 3z—- 12y+165=0|°5 
etwa (0; —2), (1;2) für die erste und (-3; 0), - Ba+l5y+14=0|.4 


(-1;1) für die zweite und zeichnet die beiden = _ wei 
Geraden in ein Koordinatensystem (Abb.). Die 902 1 004 2 456 = 0 | i 
Koordinaten des Schnittpunktes & = 1, y = 2 


lösen das gegebene Gleichungssystem. — 427 « + 1281 = 0 

Beispiel 2: Für das Gleichungssyste u, 
rue as Gleichungssystem RE. 105 0, 
Bey sind die Koordinaten aller y= 

Punkte der Aisch y=x-+2 gegebenen Gera- Die Probe bestätigt Ti Richtigkeit der 


den auch Lösungen (Abb.). Rechnung. 
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Beispiel 4: Ähnlich führt die Umwandlung zweier in Form von Bruchgleichungen gegebener 
Gleichungen 


er 
FRE ne ia SP 
mit der Lösung x = 3, y = 2. 


2-y+1i1 1 <+ y=5 
27 —- 4y=—2 


——> zu einem Gleichungssystem 





Lösung des Gleichungssystems Lineares Gleichungssystem (a) ohne Lösungen, 
4: -y=23,7-2y=-—3 (b) mit unendlich vielen Lösungen 


—=2 
Beispiel 5: Das Gleichungssystem i 5 , = Ar 


in allgemeinen Zahlsymbolen hat die Lösung z=a+b,y=a-b. 


Verteilungsaufgabe. Ein Wasserbehälter kann durch eine Warmwasser- oder durch eine 
Kaltwasserleitung gefüllt werden. Läßt man den Warmwasserhahn 3 Minuten und den Kalt- 
wasserhahn 1 Minute offen, so sind 50 Liter eingeflossen. Sind dagegen der Warmwasserhahn 
1 Minute und der Kaltwasserhahn 2 Minuten offen, so sind 40 Liter eingeflossen. Wieviel Liter 
Wasser liefert jede Leitung in der Minute ? - 
Zur Einführung der Unbekannten nimmt man an, die Warmwasserleitung liefere x I /min, die 
Kaltwasserleitung liefere yl/min; man erhält das Gleichungssystem: 32 + y = 50 

x + 2y = 40 


und aus ihm die Lösung: Die Warmwasserleitung liefert 12 Liter in der Minute, die Kaltwasser- 
leitung 14 Liter in der Minute. 


Mischungsaufgabe. Um das Gefrieren des Kühlwassers im Motorblock und Kühlsystem eines 
Kraftfahrzeugs zu verhindern, mischt man vor Beginn des Winters Frostschutzmittel der Dichte 
1,135 g/em? dem Kühlwasser bei. Hat dieses eine Dichte von 1,027 g/cem?, so erhält man Frost- 
schutz bis — 10 °C. Wieviel Liter Frostschutzmittel und wieviel Liter Wasser kommen bei der 
angegebenen Temperatur auf 100 Liter Gefrierschutzmischung ? - Zur Einführung der Unbekann- 
ten nimmt man an, die Menge des Frostschutzmittels betrage x Liter, die des Wassers y Liter; 
man erhält das Gleichungssystem: z + y = 100 
1,1352 + y = 1,027 » 100 


und aus ihm die Lösung: Man mischt 20 ! Frostschutzmittel mit 80 I! Wasser, um die gewünschte 
Mischung zu erhalten. 


Drei lineare Gleiehungen mit drei Unbekannten. Die Unbekannten x = xı, y = x» und z = x3 sind 
aus dem Gleichungssystem 


aıı %ı + dıaXa + Qaıs a3 = bı nit dem Gıı dı2 Qı3 
Qsı @ı + Qs2%e + Qusta = ba | Koeffizientenschema | 21 @22 @zs 
aAsı Cı + Qas2X2 + ass zs = ba ası Asa Asa 


unter der Annahme der Existenz einer Lösung zu bestimmen. 

Die Koeffizienten a: und die absoluten Glieder b; sind beliebige reelle Zahlen. Der erste Index 2 gibt 
die Gleichung, der zweite k die zugehörige Unbekannte an. Im Koeffizientenschema gibt der erste 
Index i die Zeile, der zweite k die Spalte an. Die Lösung findet man wieder durch Eliminieren 
jeweils einer Unbekannten nach einer der drei Methoden. 
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Beispiel: 
en — 221-0 = 175.3 —e| 681 — 323 = 525 
1 ee s = = ’ = 2: 
[J 2xı - x —- 4zsı = 50 321 — Tas = 125 || 2 ——| 621 — 142; = 250 
00 +22-3:25= 75 2:1 -25 — 175 Ilxs = 275 
X = 25 





x = 50 
Die Probe in sämtlichen drei Ausgangsgleichungen zeigt die Richtigkeit der Rechnung. 


UNBESTIMMTE GLEICHUNGEN 


Ist die Anzahl der Gleichungen größer als die der Unbekannten, so ist das System überbestimmt 
und hat im allgemeinen keine Lösung. Ist dagegen die Anzahl der Gleichungen kleiner als die der 
Unbekannten, so ist das System unterbestimmt und hat im allgemeinen unendlich viele Lösungen. 
Genauere Aussagen über Systeme linearer Gleichungen macht die lineare Algebra. 

Der hellenistische Mathematiker DIoPHANTos von Alexandria um (250 u. Z.) hat zwar nicht als 
erster, aber besonders ausführlich unterbestimmte Gleichungen untersucht. Er ließ dabei gebrochen- 
rationale Zahlen als Lösung zu; allerdings mußten sie positiv ausfallen, da er und die Mathematiker 
seiner Zeit noch keine negativen Zahlen kannten. Heute versteht man unter diophantischen @lei- 
chungen unbestimmte Gleichungen, die unter der Nebenbedingung zu lösen sind, daß nur ganz- 
zahlige Lösungen gesucht sind. Die Beschränkung auf ganze Lösungen ist eine Forderung, die 
aus der indischen Mathematik stammt. Auf diesem Gebiet haben besonders BRAHMAGUPTA (geb. 
598 u. Z.) und BHÄsKARA (1114-1185 ?) gearbeitet. 

Die lineare diophantische Gleichung ist verhältnismäßig einfach zu überblicken. Sie stellt die Auf- 
gabe, für die Gleichung aı &ı + a 22 +... + @n &n = b, in der alle Koeffizienten rationale Zahlen 
sind, ganzzahlige positive Lösungen anzugeben. 

Wenn zwei Unbekannte auftreten, läßt sie sich stets auf die Form 


azx+by=coderar—-by=c 


bringen, in der a, b, c positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind. Die diophantische Glei- 
chung 
az tby=c 
aber ist genau dann lösbar, wenn der größte gemeinschaftliche Teiler (a, b) von a und b die rechte 
Seite c teilt. Am sichersten verwendet man die zahlentheoretische Methode der Kongruenzen. Sie 
liefert die Gesamtheit der Lösungen. Sie gestattet es auch, Systeme diophantischer Gleichungen 
zu behandeln, z. B. 
3xı + 5x2 — 10x23 = 20 


7 
%ı + 98 Tg 78 — (0 


NICHTLINEARE GLEICHUNGEN MIT MEHREREN UNBEKANNTEN 


Einige Typen von nichtlinearen Gleichungssystemen treten recht häufig auf, etwa in der analyti- 
schen Geometrie oder im Zusammenhang mit Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen. 
Diese Fälle werden aus der Menge von nichtlinearen Gleichungssystemen herausgegriffen. Eine 
systematische Behandlung ist hier nicht möglich. 


Eine lineare und eine quadratische Gleiehung. Nach der Einsetzungsmethode läßt sich das System 
leicht lösen. Es tritt z. B. auf, wenn die Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit einer Geraden zu 
‘berechnen sind. 

Beispiel: 

a+yp+4z-1= 0|—b (-y-1?+9+4(-y-1)-1=0 
za +y=-l Be De See yP=-y-2=0 | 

I a=--Ia=0 pe dyp=-l 

Die Probe bestätigt, daß diese Werte Lösungen sind. 
Zwei quadratische Gleichungen. Dieses Problem tritt beim Schnitt zweier Kegelschnitte auf. Treten 


keine gemischtquadratischen Glieder auf und sind in beiden Gleichungen die einander entspre- 

chenden Koeffizienten der reinquadratischen Glieder bis auf einen konstanten Faktor k einander 
1 

gleich, so läßt sich durch Multiplizieren mit E und Subtrahieren erreichen, daß die quadratischen 

Glieder wegfallen und eine lineare Gleichung erhalten wird, mit deren Hilfe eine Unbekannte 

durch Einsetzen in eine der quadratischen Gleichungen eliminiert werden kann. 
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Beispiel 1: 
x? + y? — 18x — 18y + 112 = 0 2 + y2 — 132 —- 13y+1122=0 
1 1 
Be rziaiet ig niet ‚2 x2 + y2 — 222 + 10y — 104 = 0 


4x — 28y + 216 = 0 
=y® — 18y +80 = 0 x = 1y— 54 
Ge 10; a 16; x, = 2 
Die Probe bestätigt, daß diese Werte Lösungen sind. 








Sr a 
Beispiel 2: ze y=b 

Lösungsweg I Lösungsweg II 

(+ y® = 0425 |- u 

(x — y)? = a — 2b a’ 

b2 
2 +y= +JYa +2b oe ee 
x Y na b y-ay +b=0 
ya=t5, (Ya + 2b — Ya- 2b) biquadratische Gleichung 


1 Er. 
zı2 = +5 (Ya +20 + Ja - 2b) 


1 un 
„(+ 2b +0-25+2 Ya - 4) -—(yn=5 +5 Var- 4b 


(yı,2)? 


1 _——_ en 
@u?=7 (a + 2b + a — 25 F 2 Ya? — 4b2) -— = (z1, 2)? =5 Fz Va — 4b2 
Wie man sieht, ergibt jeder Lösungsweg dasselbe Ergebnis. 


Drei quadratische Gleiehungen mit drei Unbekannten. Auf ein spezielles Gleichungssystem dieser 
Art führt die Aufgabe der analytischen Geometrie, die Gleichung eines Kreises durch drei. Punkte, 
etwa Pı (-8; 12), Pa (-4; 4), Ps (9; —5) anzugeben. Gesucht sind die Koordinaten des Mittel- 
punktes M (c; d) und der Radius r. Man erhält das Gleichungssystem 


(-8- 02 + (2 -d =r 
(-4- 0)? + (4- dr 
(9- 0% +(-5-d=r 


für die Unbekannten c, d und r. Rechnet man die Quadrate aus und subtrahiert z.B. die zweite 
Gleichung von der ersten und die dritte von der ersten, so erhält man 2 lineare Gleichungen mit 
den Unbekannten c und d, die zur Bestimmung von c = 16 und d = 19 führen. Setzt man die für 
c und d errechneten Werte in eine der Ausgangsgleichungen ein, so erhält man eine reinquadra- 
tische Gleichung für r. Deren positive Lösung ist der gesuchte Radius. Hier ist r = 25. 


IX. Ungleiehungen 


Ungleichungen treten u. a. in der Fehlerrechnung und bei Intervallbetrachtungen auf; vor allem 
aber finden sie in der höheren Mathematik, z. B. bei Abschätzungen, laufend Verwendung. 


Begriff der Ungleiehung. Zwei Größen a und b sind entweder einander gleich, a = b, oder vonein- 
ander verschieden, also ungleich, a # b. Ist «a #£ b, dann sind wieder zwei Fälle möglich. Entweder 
es ist a größer als b, a > b, oder a ist kleiner als b, a < b. Die Aussagen a > b und b < a sind gleich- 
wertig. Der Winkelhaken ist nach der größeren Seite hin geöffnet. Ist a einer Größe b höchstens 
gleich, so schreibt man a < b und liest a kleiner gleich b. Dies ist gleichwertig mit b > a, b größer 
gleich a oder b ist mindestens so groß wie a. 

Die heutigen Zeichen > und < für größer als und kleiner als stammen von dem englischen Mathe- 
matiker Thomas Harrıor (1560-1621). Sie treten in der nach seinem Tode 1631 erschienenen 
„Praxis der Rechenkunst‘ (Artis analyticae praxis) auf. 


Fortlaufende Ungleichung. Ist a <b und b<c, dann kann man die beiden Ungleichungen fort- 
laufend schreiben : a < b < c. Entsprechend schreibt man z. B.a <x und x < b zusammenfassend 
a <x< b. Fortlaufende Ungleichungen werden besonders benutzt, um einen Bereich, ein Intervall 
anzugeben, aus dem eine Größe x gewählt werden darf; es bedeuten: 
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a<x<b alle Zahlen zwischen «a und b einschließlich der Endpunkte des Intervalls, abgeschlossenes 
Intervall [a; b]; 

a<x<sb ausschließlich des linken Endpunkts, nach links offenes Intervall (a; b]; 

a<x<b ausschließlich des reehten Endpunkts, nach rechts offenes Intervall [a; b); 

a<x<b ausschließlich beider Endpunkte des Intervalls, offenes Intervall (a; b). 


Rechnen. nit nenn Fur Kinn EDABR mib al nn die nn Gesetze: 






1. RATE 2. TETEHSTTEUT 
3. ausa <bunde <dfolgtae <bd, ee 


4. 7 -b<-a 5. aus a <bfolgt 5 < a’ falls a > 0 










« 


In 3. ist die Bedingung ‚falls 5b > 0 und c > 0°“ notwendig; z. B. ergäbe sich aus -—2<—-lund 3<7 
der Widerspruch —6 < — 7. 


Spezielle Ungleichungen 


1. |[a| - |öll < |a + bj 

2. Dreieckeungleichung : a+bI<]ja| + 1b I» daraus durch vollständige Induktion: 
3. Jutta ++] <|a|+la| + +larn| 

4. Fürn = 0,1, 2,...ist stets 27 > n (Beweis durch vollständige Induktion) 

5., 

6 

7 


x ae dem binomischen Lehrsatz gilt für a > 0, 5b > O0 und natürliches n stets 
+ br < (a + b)r 
3 Bersolhahe Ungleichung: (1 +a) > 1-+na,fürn>2 = e Z0Ounda>-1 


; Wenna>0Oundb> 0,dannab< + ) oder Ya b 2zutR 
aı +a2 + ''* +0 


8. Vaı aa 1a On — 4 Sr für natürliches n und aı > 0,...0an 20 


2 
9. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: ©: a 3.) = < ie Par ): (= 2 b2 oder 
. 
(aı bi E= aa ba +. „+ Un b„)? Ss (a1? + as? +. .+ ae (bı? m ba? — u + bn?) 





u. dieser a lassen sich bequem als Lehrsätze ar z.B. 





ie wie jer ee ee dieser A . 
Das a Mittel zweier nicht negativer Zahlen ist niemals größer als ihr arms Mittel. 
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I. Grundbegriffe 


BEGRIFF DER FUNKTION 


Im Anschluß an eine Festlegung, die Leonhard EvLer (1707—1783) bereits im Jahre 1749 gegeben 
hat, erklärt man oft eine Funktion als eine veränderliche Größe, die von einer anderen veränderlichen 
Größe abhängt. Für manche Zwecke genügt eine solche Bestimmung des Funktionsbegriffes. Im 
Laufe der weiteren Entwicklung der Mathematik erwies es sich aber als notwendig und zweck- 
mäßig, dem Begriff der Funktion einen allgemeineren und abstrakteren Inhalt zu geben. Nicht die 
Abhängigkeit von Größen, unter denen man üblicherweise Zahlen versteht, die man in einer 
Kleiner- oder Größerbeziehung vergleichen kann, ist der wesentliche Inhalt des Funktionsbegriffes, 
sondern die Tatsache'der Zuordnung selbst, auf Grund derer bestimmte Objekte bestimmten 
anderen Objekten als zugehörig erklärt werden. Man führt den Funktionsbegriff auf mengen- 
theoretische Begriffsbildungen zurück. 


Zuordnungen. Jeder Metallstab ändert beim Erwärmen seine Länge; hat z. B. ein Kupferstab bei 
0 °C eine Länge I, von 200 cm, so ist seine Länge ! bei der Temperatur t in °C gegeben durch 
= 200(lo + 0,000016t). Diese Formel ordnet jedem {-Wert zwischen 0 °C und 100 °C eine bestimmte 
Länge ! zu, die zwischen 200 cm und 200,32 cm liegt. Entsprechend gehört zu jeder Masseangabe 
einer Ware eine bestimmte Geldangabe als Verkaufspreis, zu jeder Seitenzahl, die in diesem Buch 
vorkommt, eine Zahl, die angibt, wieviel Buchstaben auf der betreffenden Seite stehen. 

Es lassen sich nicht nur Mengen von Zahlen, sondern auch allgemeine Mengen von Gegenständen 
oder Dingen einander zuordnen. Zu jedem Sitzplatz in einem Theater gehört bei jeder Vorstellung 
eine bestimmte Eintrittskarte, nicht immer aber zu jedem Sitzplatz auch ein bestimmter Besucher, 


RE: 
Br ENT ereacnn 





ander verschieden zu sein brauchen. Man definiert: F ist genau dann eine Abbildung aus Min, 
wenn F eine Teilmenge von M x Nistt (FM x N); dabei versteht man unter der Menge Mx N 
die Menge aller geordneten Paare [a; b], wobei « ein Element von M (a € M) und b ein Element von 
N(bEN) ist. Eine Abbildung ist danach eine Menge von geordneten Paaren. Es haben sich in diesem 
Zusammenhang folgende Redeweisen herausgebildet: 
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a) Für [a;b] € F sagt man: Durch die Abbildung F wird dem Element a das Element b zugeordnet - 
oder 5 heißt ein Bild von a. 

b) Wird jedem Element a aus M wenigstens ein Element b aus N zugeordnet, so heißt F eine 
Abbildung von Min. 

e) Tritt bei der Abbildung F jedes Element b aus X wenigstens einmal als Bild auf, so heißt F 
eine Abbildung aus M auf %. Bei dieser Definition des Begriffes Abbildung wird eine Eindeutigkeit 
der Zuordnung nicht gefordert. Es kann sich durchaus ereignen, daß einem Element a durch F 
beliebig viele Elemente b zugeordnet werden. Es ist deshalb eine echte Einschränkung, wenn man 
definiert: 

f heißt eindeutige Abbildung aus M in oder Funktion genau dann, wenn f SM x N ist und wenn 
es zu jedem x € M höchstens einyeN gibt, so daß [x; y] € f ist. 


Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung zweier Mengen, d. h. eine gewisse Menge von geord- 
neten Paaren [x; y] mit der Eigenschaft, daß jedem x genau ein y zugeordnet ist. 


Für den Sachverhalt [x; y] € f existieren noch verschiedene andere Darstellungsweisen. Das dem 
Element x durch die Funktion f zugeordnete Element y bezeichnet man häufig mit f(x). Die Schreib- 
weise y = f(x) als Bezeichnung einer beliebigen Funktion hat sich am stärksten eingebürgert. 
Anstatt der üblichen Lesart y ist eine Funktion von x, sollte man aber korrekter sagen: Dem Element 
x wird durch die Funktion f das Element y zugeordnet. Dieser Sachverhalt tritt besser hervor, wenn 
man schreibt: x > y = f(x). 


Definitionsbereieh und Wertevorrat. Unter dem Definitionsbereich einer Funktion 2 y = f(x) 
versteht man die Menge & aller Elemente x, denen durch die Funktion f ein Element y aus der 
Menge 9 zugeordnet wird, die den Werievorrat der Funktion darstellt; besonders wenn die Menge 9 
einen durch Intervalle abgegrenzten Bereich bildet, spricht man auch von dem Wertebereich der 
Funktion. Im Beispiel vom Theater besteht der Definitionsbereich aus Sitzplätzen und der Werte- 
vorrat aus Theaterbesuchern. Es bereitet sicher keine Schwierigkeiten, auch in den anderen Bei- 
spielen Definitionsbereich und Wertevorrat zu erkennen, 


DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN 


Um eine Funktion zu beschreiben, muß man ihren Definitionsbereich und ihren Wertevorrat an- 
geben und die Vorschrift der Zuordnung. 


Graph. Beim Graph einer Funktion werden Definitionsbereich und Wertevorrat unmittelbar 

zeichnerisch dargestellt und die Zuordnung durch Pfeile 
Definitionsbereich Werfebereich veranschaulicht (Abb.). 

Da die Funktion als eindeutige Abbildung definiert 

ist, darf von jedem Element des Definitionsbereichs 

nur eine Zuordnungslinie ausgehen, während zu den 

Elementen des Wertevorrats eine oder mehrere Zu- 

ordnungslinien führen können. 

Wertetafel. Statt mit Hilfe eines Graphen läßt sich die 

Zuordnungsvorschrift auch in einer Wertetafel nieder- 


ven |alelelejmii]z 


Graph einer Funktion Wertetafel einer Funktion 





legen (Abb.). In der oberen Zeile der Tafel werden die Elemente des Definitionsbereichs eingetragen 
und jeweils darunter das zugeordnete Element aus dem Wertevorrat. 


Erklärung dureh Worte. Sind Definitionsbereich und Wertebereich einer Funktion so umfangreich, 
daß man den Graph oder die Wertetafel nicht mehr übersichtlich auf einem Papierblatt unter- 
bringen kann, so genügt es, die beiden Bereiche durch eine exakte Beschreibung zu umreißen und 
durch eine Vorschrift anzugeben, wie man zu jedem Element des Definitionsbereichs das zugeord- 
nete Element des Wertebereichs finden kann. Diese Vorschrift kann im Einzelfall sehr unter- 
schiedlich aussehen. Es ist möglich, eine Funktion ganz ohne Verwendung einer mathematischen 
Symbolik durch einen Satz der Umgangssprache festzulegen; wenn z.B. jedem Punktspiel der 
Oberliga im Fußball der Quotient aus der Anzahl der verkauften Eintrittskarten und der Einwohner- 
zahl des Austragungsortes zugeordnet wird, so ist damit eine Funktion festgelegt. Diese Funktion 
kann einen gewissen Aufschluß über das Interesse geben, das den einzelnen Spielen vom Publikum 
entgegengebracht wird. Für Zuordnungsvorschriften, die ganz oder teilweise durch sprachliche 
Formulierung gegeben sind, lassen sich viele Beispiele finden. 
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Beispiel 1: Jeder reellen Zahl x wird entweder der Wert 0 oder der Wert 1 zugeordnet, je 
3 
nachdem, ob z irrational oder rational ist, z.B. J2 > 0; 4” 1; 


Beispiel 2: g(x) = [x], wobei x eine reelle Zahl und [x] die größte ganze Zahl bedeutet, die 
kleiner oder gleich x ist. 


Diagramm. Ein Diagramm stellt ebenfalls eine Funktion dar, wenn man die Zahlen der horizontalen 
Achse als Definitionsbereich, die Zahlen der vertikalen Achse als Wertebereich auffaßt und die 
Punkte bzw. die Kurve des Diagramms als Zuordnungsvorschrift betrachtet. Die Kurve muß aller- 
dings so beschaffen sein, daß zu jedem Punkt der horizontalen Achse höchstens ein Kurvenpunkt 
gehört. Danach kann nicht jede beliebig in ein Koordinatensystem gezeichnete Kurve als Dar- 
stellung einer Funktion aufgefaßt werden. Erst wenn die durch die Kurve vermittelte Zuordnung 
eindeutig ist, kann von einer Funktion gesprochen werden. 


Funktionsgleiehung. Die in der Mathematik am häufigsten angewendete Darstellungsart für eine 
Funktion ist jedoch die Formel oder die Funktionsgleichung. Dabei können die Elemente des 
Definitionsbereichs und des Wertebereichs jetzt nur noch Zahlen sein oder zumindest mathema- 
tische Objekte, für die man geeignete Rechenvorschriften angeben kann, z.B. (1) y= 7x + 2; (2) 


y= V& - 4; (3) y = sinz. Wenn über den Definitionsbereich keine besonderen Festlegungen getrof- 
fen sind, betrachtet man in der Regel diejenigen reellen Zahlen als ihm zugehörig, denen durch die 
Funktionsgleichung ein bestimmter Wert zugeordnet werden kann. In den Fällen (1) und (3) sind 
das alle reellen Zahlen, im Fall (2) alle reellen Zahlen, die größer oder gleich 4 sind. Für den Werte- 
vorrat ergibt sich dann: (l) -— o <y<+»;2)0O<y<+»;(3)-l1sysH+l. 
Einschränkungen des Definitionsbereichs. Man kann den Definitionsbereich aber auch 
willkürlich einschränken, z.B. (1)* y= 72 +2 (für -3<sxz<ö5) oder (l)** y=7r-+ 2 (für 
-8<x<0)u.a. Als Wertevorrat ergibt sich dann bei (1)*: —19 <= y < 37; und bei (1)**: — 54 
<y < 2. Wesentlich ist hierbei, daß (1), (1)* und (1)** nach der Definition des Funktionsbegriffes 
durchaus verschiedene Funktionen darstellen. Da Mengen genau dann gleich sind, wenn sie 
elementweise übereinstimmen, sind Funktionen fı und fa ebenfalls genau dann gleich, wenn jedes 
Elementepaar [x; y], das zu fı gehört, [z;y]€ fi, auch zu fa gehört, [x; y] € fa, und umgekehrt. 
Bei den Funktionen (1), (1)* und (1)** ist das aber nicht der Fall. 


Beispiel 1: Ist P das Zeichen für den Preis, p das für den Preis von 100 Gramm einer 


m 
Ware und m das Symbol für ihre Menge in Gramm, so gibt P= p* 100 den Zusammenhang 


zwischen Menge und Preis der Ware an. Setzt man 0,72 für p und etwa 100, 200, 300 usw. für m 
in die Formel ein, so erhält man die Werte 0,72; 1,44; 2,16 usw. für P, 


Beispiel 2: In der Formel für die Länge eines Kupferstabes beim Erwärmen 

2 = 200 (lo + 0,000016 2) sind Z und £ Symbole mit einer anderen Bedeutung: 

l steht für die Zahlen des Längenbereichs, t für die Zahlen des Temperaturbereichs. Die Formel 
ist gültig, wenn i# die Werte zwischen 0 °C und 100 °C annimmt. 


Beispiel 3: Die Berechnung des Flächeninhaltes erfolgt beim Quadrat nach der Gleichung 
A = a?2. Dabei ist a ein Symbol für die Maßzahl der Seitenlänge und A für die Maßzahl des 
Flächeninhaltes. 


Abstrahiert man von den speziellen Inhalten der einzelnen Beispiele, so ergibt sich folgender 
Tatbestand: 

1. Für die Elemente des Definitionsbereichs sowie für die Elemente des Wertevorrats werden 
Variable eingeführt. In den angeführten Beispielen sind das die Symbole m, t, a bzw. P, 1, A. In 
der Mathematik verwendet man häufig die Symbole x bzw. y als Variable in Funktionen und 
die Symbole /, g, g u.a. zur Bezeichnung der Funktion. 

2. Die Zuordnungsvorschrift wird mit Hilfe der Variablen durch eine Gleichung fixiert. Man erhält 
das einem Element (x) des Definitionsbereichs zugeordnete Element (y) des Wertevorrats, indem 
man ersteres für die entsprechende Variable x in die Gleichung einsetzt und dann y ausrechnet; 


ist z.B. die Funktion durch die Gleichung y= — 2x? + 4x — Yx mit dem Definitionsbereich 
0<x< + © gegeben, so findet man den zu x = 9 gehörigen Wert, indem man einsetzt: 
y=-2:92 +4-.9-— Y9 = - 129. Die vorliegende Funktion ordnet auf diese Weise der Zahl 9 


die Zahl — 129 zu. Entsprechend läßt sich zu jeder Zahl des Definitionsbereichs der zugeordnete 
Wert finden. 

Das Symbol für die Elemente des Definitionsbereichs heißt unabhängige Variable, das für die 
Elemente des Wertebereichs einer Funktion heißt abhängige Variable. 

Eine Gleichung, durch die die Zuordnungsvorschrift einer Funktion gegeben wird, bezeichnet man 
als Funktionsgleichung. 

Graphische Darstellung. Von der Funktionsgleichung gelangt man in vielen Fällen über eine 
Wertetafel zu einer anschaulichen Darstellung der betreffenden Funktion. Man ordnet mit Hilfe 
eines ebenen Koordinatensystems (s. Hauptabschnitt Analytische Geometrie der Ebene) jedem 
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Zahlenpaar [x;y] einen Punkt P der Ebene zu und bezeichnet die Gesamtheit der Bildpunkte P 
als Bild der Funktion. 

Je nach der Beschaffenheit des Definitionsbereichs und der Funktionsgleichung erhält man eine 
Reihe isolierter Punkte, einzelne Kurvenstücke oder auch eine zusammenhängende Funktionskurve. 


Beispiel: Ist x unabhängige Variable im Definitionsbereich -1<x=< +2, so gibt die Funk- 
tionsgleichung y = 3® für y einen Wertebereich von 
=5 <y<+1.Für einzelne Werte von x erhält man 


die nebenstehende Wertetafel. 





Mit ihr können im Bereich -—1s x< 2 zunächst einzelne Punkte der Funktionskurve gezeichnet 
werden. Berechnet man die 
Kpssp fg Bea pHgenguHlnEnfkr y-Werte für weitere Zwischen- 
= Fe BER Re), werte von, so entsteht bald 

= REIS SSSESTERES EEEER IE eine zusammenhängende 
Punktreihe, die sich als Stück 
einer Geraden erweist (Abb.). 


Es ist üblich, daß auf der hori- 
zontalen Achse eines rechtwink- 
ligen kartesischen Koordinaten- 
systems die unabhängige Ver- 
änderliche, auf der vertikalen 
Achse die abhängige Veränder- 
1 liche aufgetragen wird. 
Funktionskurve der Funktion y = Pad Explizite Form. Die Form y 
= A(x) einer Funktionsglei- 
chung, in der A(x) ein beliebiger Rechenausdruck ist, der außer der Variablen x nur Zahlen (bzw. 
Elemente des zugrunde liegenden Zahlenbereichs) enthält, nennt man explizite Form. 





Implizite Form. Zum Unterschied dazu ist die implizite Form dadurch gekennzeichnet, daß keine 
Variable isoliert und nur auf einer Seite der Gleichung vorkommt, z. B.: (1) 4x — 2y = 6; {2) 
xzy=1; (3) y = sinz *siny + 22; (4) + = 16; 6)? +zy+ y’ = Vz y. Liegt eine Funk- 
tionsgleichung in der expliziten Form vor, so betrachtet man in der Regel die isoliert stehende 
Variable als abhängige und die andere als unabhängige Variable - ganz gleich, ob sie mit x, y; 
u, v;s,t oder noch anders bezeichnet sind. Bei der impliziten Form ist das nicht immer so eindeutig. 
Zwar wird bei Verwendung von x und y gewöhnlich y als abhängige Variable betrachtet, aber 
häufig ist doch eine entsprechende Festlegung notwendig — besonders, wenn andere Symbole benutzt 
werden. Es ist aber auch möglich, die in einer impliziten Gleichung auftretenden Variablen als 
gleichberechtigt anzusehen. Wesentlich ist nun, daß in impliziter Form gegebene Gleichungen sich 
nicht immer in eine explizite Form umwandeln lassen. In den Beispielen (1) und (2) ist es leicht 


1 
möglich, man erhält (1) y = 2x — 3 und (2) y= =, Die Beispiele (3) und (5) dagegen trotzen allen 


diesbezüglichen Bemühungen. Man kann in beiden Beispielen weder y noch x isolieren. 

Eine andere Tatsache zeigt sich deutlich am Beispiel (4). x? + y? = 16 ist bekanntlich die Gleichung 
des Kreises um den Mittelpunkt des Koordinatensystems mit dem Radius 4. Hier gibt es zu jedem 
Wert von «zwei Werte von y, die die Gleichung erfüllen. Betrachtet man y als abhängige Variable, 
so ist damit eine Zuordnung gegeben, die nicht eindeutig ist! Die Gleichung (4) ist aus diesem Grunde 


zunächst keine Funktionsgleichung. Die explizite Form y= + Y16-x? stellt dagegen eine 
Funktion dar. Ihr Bild besteht allerdings nur aus dem oberen Halbkreis. Die zum unteren Halbkreis 


gehörige Funktionsgleichung ist y= — V16 - x?. Manchmal werden beide Funktionsgleichunger 


zusammengefaßt zu y—= + J)16 — xz?. Es wäre aber verfehlt, diese Form als Gleichung einer 
Funktion aufzufassen, die mehrdeutig ist; Funktionen sind nach Definition eindeutig. Alle 
in impliziter Form gegebenen Gleichungen mit zwei Variablen legen eine Menge von geordneten 
Paaren fest - nämlich gerade jene zusammengehörenden Werte von x und y, die die Gleichung 
erfüllen. Das bedeutet aber nichts anderes, als daß durch eine solche Gleichung eine Abbildung 
gegeben wird. Ob die Abbildung auch eindeutig ist, d. h., ob durch die Gleichung eine Funktion 
dargestellt wird, muß in jedem Einzelfall erst geprüft werden. 


Parameterdarstellung. Hierbei hat man es zunächst mit zwei expliziten Funktionsgleichungen zu 
tun, die jede für sich eine Funktion festlegen. Dabei ist der Definitionsbereich in beiden Fällen 
derselbe. In allgemeiner Form hat man demnach t + x = fı(t) und t > y = fr(t). Ordnet man nun 
jedem x = fı(to) den Wert Yo = fa(to) zu, so ist damit eine Abbildung des Wertebereichs von fı 
auf den Wertebereich von fa gegeben, die allerdings nicht eindeutig zu sein braucht. 
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ie : Eng 
Beispiel 1: Six = 2tund y= 3 mit —oo <t < +5, so lauten die Wertetabellen zu beiden 


Funktionsgleichungen: 







—6 —4 


— ll [0 | ll | m [1 1 — I  — u ı | = — 


—8 


Der Funktion x = 2 entsprechen die erste und die zweite Zeile, der Funktion y= ii die erste 
und die dritte Zeile. 2 

Die zu jeweils gleichen Werten von t gehörenden Werte von x und y legen eine neue Zuordnung 
fest, die durch die zweite und dritte Zeile der Wertetabelle erfaßt wird. Diese neue Zuordnung ist 
x 
4 
Wertetabelle unmittelbar entnehmen kann. Man hätte diese Funktionsgleichung auch ohne 


offensichtlich eindeutig und wird durch die Funktionsgleichung y = — beschrieben, wie man der 


t 
Wertetabelle gefunden: Aus x = 2t folgt = 5; setzt man iny = 3 für £ den Ausdruck 5 ein, 


2 
so erhält man y = 2; der Parameter i ist eliminiert worden. 


i 
Beispiel 2: Sir=tundy= 3 mit dem Definitionsbereich -—o <i < +», so erhält man 


als Wertetabellen : 





Hier ist die Zuordnung x > y aber nieht mehr eindeutig. Zu jedem Wert von x gehören vielmehr 
zwei Werte von y. Man kann die Eindeutigkeit erreichen, wenn man den ursprünglichen Defini- 
tionsbereich einschränkt, etwa 0<t<- © vorschreibt. Dann ist die Zuordnung x —Y 


Vz 

E 

Beispiel 3: Sei z= cost und y = 2t (Definitionsbereich —o <t< +»). Die Funktion 
x = cost ist bekanntlich periodisch. Während für ti beliebige Werte gewählt werden dürfen, 
wiederholen sich für x immer wieder die Werte zwischen -lund +1(-1<sr< + 1). Füry = 2t 
ist der Wertebereich dagegen durch — © <y< + » gekennzeichnet. Betrachtet man hier die 
Zuordnung x >y, so zeigt sich, daß zu einem Wert von x unendlich viele Werte von y gehören. 
Es genügt, sich diese Tatsache an einem speziellen Wert klarzumachen: Man erhält « = 1 für 
t= 0,t= +2n,t= +4n usw. Somit gehören zux = 1die Wertey=0,y= +4, y=+B3n 
usw. Zu einer eindeutigen Zuordnung gelangt man erst wieder durch Einschränkung des ur- 
sprünglichen Definitionsbereichs, etwa durch 0 <t=< x. Die dann vorliegende Funktion hat die 
Gleichung % = 2arecosr mit dem Definitionsbereich -1<xz=s 1 und dem Wertebereich 
0sy=s2n. 


Wenn eine Funktion z& >y = f(x) durch zwei getrennte Funktionen der Form x = fı(t) und 
y = falt) dargestellt wird, heißt die Variable £ Parameter. Durch eine solche Parametrisierung 
kann eine gegebene implizite Beziehung zwischen x und y oft durch zwei explizite eindeutige 
Funktionen dargestellt werden; z.B. x? + y? = 1 durch x = cost, y = sintmit Ost <2n. 

Um diese Eindeutigkeit zu erreichen, muß der Definitionsbereich für t jeweils geeigneten Einschrän- 
kungen unterworfen werden. 

Parameterdarstellungen werden z. B. in der analytischen Geometrie angewendet (vgl. Hauptab- 
schnitt Algebraische Geometrie). 


wieder eine Funktion mit der Gleichung y = 


BESONDERE FUNKTIONSTYPEN 


In den folgenden Betrachtungen sollen nur solche Funktionen erfaßt werden, deren Definitions- 
bereich und deren Wertevorrat in der Menge der reellen Zahlen enthalten sind. Man bezeichnet 
solche Funktionen gewöhnlich als reelle Funktionen. Nach bestimmten allgemeinen Eigenschaften 
faßt man die speziellen reellen Funktionen in Gruppen zusammen, z. B. monotone, beschränkte, 
gerade, ungerade oder periodische Funktionen. 


Monotone Funktionen. Eine Funktion x > y = f(x) heißt in einem Intervall a < x < b monoton 
wachsend, wenn für den größeren (xs) von zwei beliebigen Werten xı und x3 aus dem Intervall stets 
auch der Funktionswert f(x2) größer ist; wenn xı < x stets f(zı) < f(x) zur Folge hat. 


9 Mathematik 


130 FUNKTIONEN 


Beispiel 1: Die Funktion % = 2* mit dem Definitionsbereich -—o <x < + ist eine im 
gesamten Definitionsbereich monoton wachsende Funktion. 
Beispiel 2: Die Funktion y = sinz mit —o <xz < +» als Definitionsbereich wächst nur 


5 
n<X2<-— rn usw. monoton, stellt 


7 ı 3 
ae Er Zr 2 


aber als Ganzes betrachtet keine monoton wachsende Funktion dar. 


5 3 
in den Intervallen — gu <sa<oan 


Eine Funktion heißt in einem Intervall a <x <b monoton fallend, wenn mit zı < xa [xı und za 
gehören dem Intervall (a; b) an] stets f(xı) > (<a) gilt. 


1 
Beispiel 1: Die Funktion y = = fällt monoton für -o <z<0O und O0 <xz<-+c und ist 


für den Wert x = 0 nicht definiert. 

Beispiel 2: Die Funktion y = x“ ist monoton fallend für -o <xz<s 0. Fürx > 0 ist die Funk- 
tion dagegen monoton wachsend. 

Beispiel 3: Die Funktion y= —3-x + 5 ist in ihrem gesamten Definitionsbereich monoton 
fallend. 


Manchmal wird eine Funktion in einem Intervall schon monoton genannt, wenn mit xı <= 
stets f(zı) < f(x2) bzw. f(xı) > f(x) gilt. Genauer sollte man solche Funktionen nicht-fallend bzw. 
nicht-wachsend nennen und zum Unterschied dazu die bisher betrachteten echt monoton oder 
eigentlich monoton (wachsend bzw. fallend). 


Besehränkte Funktionen. Eine Funktion x > y = f(x) heißt in einem (offenen oder abgeschlossenen) 
Intervall beschränkt, wenn es eine Zahl B > 0 gibt mit der Eigenschaft, daß |f(x)| < B ist für jeden 
Wert von x, der dem Intervall angehört. Ist insbesondere 
I/f(@)| < B für jeden Wert des Definitionsbereiches, so heißt 
xz>y = f(x) eine beschränkte Funktion. 


Beispiel 1: Die Funktion y = x? ist in jedem abge- 
schlossenen Intervall beschränkt. Sei z.B. O<r<sa solch 
ein Intervall, so ist auf jeden Fall |f(«)| z< B= a®. Es 
handelt sich aber nicht um eine insgesamt beschränkte 
Funktion, denn für den Definitionsbereich -o <xz<-+ 
läßt sich keine Zahl B finden, die von keinem Funktions- 
wert übertroffen wird. 


Beispiel 2: Die Funktion y = x”? ist beschränkt für 


Bild der Funktion y = V100 as jedes Intervall der Form asxz <+t» mit a>0. Da- 
gegen ist sie nicht beschränkt für 0 <xz=<b. 


Beispiel 3: Die Funktion y = J100 — x? ist im gesamten Definitionsbereich beschränkt, da 
stets | /100 — =? | < 10 gilt (Abb.). 





xı2— |], 
Beispiel 4: Beschränkt im gesamten Definitionsbereich ist auch die Funktion y = @rı 
2 
wie man erkennt, wenn man sie in der Form y=1-— =r1 schreibt. Für jeden Wert von x 
gilt stets 1 — Spa =1, 





Für die graphische Darstellung beschränkter Funktionen ist kennzeichnend, daß man stets zwei 
Parallelen zur x-Achse finden kann, zwischen denen das vollständige Bild der Funktion liegt. 


Gerade und ungerade Funktionen. Eine Funktion 
x > y = f(x) heißt gerade, wenn für jeden mög- 
lichen, dem Definitionsbereich angehörenden Wert 
von x die Gleichung f(—x) = f(x) erfüllt ist. 





gerade Funktionen | ungerade Funktionen 





nn us 
1 
y=|e]| ne 
a2 — 1 1 
Ta +1 u oa 
Graphische Darstellung der geraden Funktion yzarzıın yza-aıırtl 


o#0,n=0,41, +32... 


y= |x| und der ungeraden Funktion y= — — y= 6087 y=enz 
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Eine Funktion x > y = f(x) heißt ungerade, wenn für jeden möglichen Wert von x die Gleichung 
f(-2) = - le) gilt. 

Das Bild einer geraden Funktion liegt symmetrisch in bezug auf die y-Achse. Das Bild einer ungeraden 
Funktion liegt zentralsymmetrisch in bezug auf den Punkt [0; 0]. Es geht bei einer Drehung von 
180° um diesen Punkt in sich über (Abb.). 


Periodische Funktionen. Eine Funktion x > y = f(x) heißt periodisch, wenn es eine Zahl «a > 0 
mit der Eigenschaft gibt, daß f(x) = f(x + a) für jeden möglichen Wert von x gilt. Es ist klar, daß 
dann auch f(x) = f(x + 2a) = f{z + 3a) usw. gilt — ebenso 
f(x) = fix — a) = f(x — 2a) usw. -, sofern nur die Werte ze + na 
noch dem Definitionsbereich der Funktion angehören. Unter 
der Periode einer periodischen Funktion versteht man die kleinste 
Zahl k > 0, für die f(x) = f(@ + k) gilt. 

Die graphische Darstellung einer periodischen Funktion ergibt 
stets ein Bild, das bei Verschiebung um die Länge k oder nk 
längs der x-Achse in sich übergeht (Abb.). 

Die bekanntesten periodischen Funktionen sind die irigonome- 
trischen Funktionen. Aus ihnen lassen sich weitere periodische 
Funktionen aufbauen; z.B. Be, > Funktionen y = b sin(a x) 





Bild einer periodischen Funktion 
mit der Periode k = 2 


mitb#£0 und a 0 die Pariöds> =  , Zusammengesetzte Funk- 


tionen wie y = bısin(aı x) + basin x) sind periodisch, sofern nur aı und as in einem ganz- 
zahligen Verhältnis zueinander stehen, d.h., wenn aı :aa = m :n und m und n ganze teilerfremde 
Zahlen sind. er Periode der ersten 


Funktion ist — die der zweiten 


2n i 2 , „2n 2n 
— , und ihr Verhältnis sei — :— 
da dı da 


=G2:dı=n:m. Es entsprechen 

also n Perioden der ersten Funktion 

genau m Perioden der zweiten Funk- 

tion. Mithin hat die Gesamtfunktion 

2 2 2n 
die Periode m — = n' —-. 
aı a2 

Beispiel: Die Perioden der Ein- 
zelfunktionen der Funktion 





y = sin(2x) + 2sin (5 2) sind z . ya2sinlän, 


f ME: 0: essen 
und 3% ihr Verhältnis ist x 2 

= 3:4. Die Periode der gegebe- 
nen Funktion ist demnach 4n 
(Abb.). an. 





UMKEHRUNG EINER a a Nine: nn nt 
FUNKTION 1 } ; Bi y= sin(2x)+2sinlzx) f 
Umkehrbare Funktionen. Die durch 
eine Funktion bestimmte eindeutige Graphische Darstellung der Funktionen 


Zuordnung der Elemente des Werte- 3 3 
bereichs zu den Elementen des Defi- „=sin (2x), y=2sin (=) und y= sin(2x) + 2sin (5 e) 
nitionsbereichs gibt umgekehrt auch 2 2 

zu jedem Element des Wertebereichs 

ein oder mehrere Elemente des Definitionsbereichs an. Dabei haben die Funktionen, bei denen 
jedes Element des Wertebereichs nur einmal 
als zugeordnetes Element auftritt, eine beson- 
dere Bedeutung, weil auch die Umkehrung 
der Zuordnung eindeutig ist: zu einem Ele- 
ment u des Wertebereichs gehört nur ein 
Element a des Definitionsbereichs. Man kann 
hier den Wertebereich der gegebenen Funk- 


Graph einer nichtumkehrbaren (links) und einer 
umkehrbaren Funktion (rechts) 





9% 
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tion zum Definitionsbereich einer neuen Funktion erklären. War bei der gegebenen Funktionf 
zugeordnet a > x = (a), so gilt für die neue Funktion die Zuordnung x >a = o(z). 

Funktionen, bei denen man in diesem Sinne die Zuordnung zwischen Definitionsbereich und 
Wertebereich umkehren kann, heißen umkehrbare Funktionen, auch eineindeutige oder umkehrbar 
eindeutige Funktionen. 


Umkehrfunktion. Betrachtet man den Wertebereich B einer umkehrbaren Funktion f als Defini- 
tionsbereich einer neuen Funktion g, deren Wertebereich der Definitionsbereich A von f ist, und 
kehrt man die durch die Funktion f gegebene umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den 
Mengen A und B um, so erhält man die Umkehrfunktion p zur gegebenen Funktion f (auch inverse 
Funktion zu / genannt). 


Beispiel: 

Funktion f Umkehrfunktion 9 zu f 

Definitionsbereich | 1 | 2| 3|4|5 Definitionsbereich | a |b | c | d|e 

Wertebereich alb|jc|d)e Wertebereich 1 2 1.8) & [58 
Ist y = f(x) die Funktionsgleichung einer umkehrbaren Funktion, so beschreibt dieselbe Gleichung 
natürlich auch die Umkehrfunktion, nur daß dann y die unabhängige und x die abhängige Ver- 
änderliche sein muß. Weil man sich aber verabredet, in einer Funktionsgleichung dieser Form 
immer die abhängige Veränderliche auf die linke Seite zu schreiben und die unabhängige Veränder- 
liche in die Klammer zu setzen, so ist folgende Umformung notwendig: 

l.y= fe); 

2. Auflösen nach x gibt x = p(y); 

3. Abhängige Veränderliche mit y, unabhängige mit x bezeichnen: y = e(z). 


1 
Beispiel: 1. Gegebene umkehrbare Funktion y = 5? 


2. Auflösen nach x gibt x = 2y 
3. Vertauschen der Bezeichnung der Veränderlichen y = 2x 


1 
Die Funktion y = 5, * hat die Umkehrfunktion y = 2x 
1 
mit dem Definitionsbereich -1srz<s +2 mit dem Definitionsbereich — 3 sesH+tl 
1 
und dem Wertebereich — 3 <sys+l und dem Wertebereich -1<y<s2 


Funktionskurve der Umkehrfunktion. Wegen der Eindeutigkeit der Abbildung, die eine Funktion 
darstellt, schneidet jede Parallele zur y-Achse das Bild der Funktion nur in einem Punkt. Soll die 
Funktion f(x) eine Umkehrfunktion p(x) 
haben, also eineindeutig sein, so darf 
auch jede Parallele zur x-Achse das Bild 
der Funktion nur in einem Punkte 
schneiden. Dieses Kurvenbild gibt eben- 
so den Zusammenhang x > y wie den 
Zusammenhang % —x wieder. Wegen 
des Vertauschens der Veränderlichen in 
der Umkehrfunktion geht aber jedes 
spezielle Zahlenpaar (a; b) der Funk- 
tion f in ein Zahlenpaar (b; a) der Funk- 
tion über. Die diesen Zahlenpaaren 
(a; b) und (b; a) entsprechenden Punkte 
liegen spiegelbildlich zur Winkelhalbie- 
renden der Quadranten I und III des 
kartesischen Koordinatensystems. Man 
Zur Funktionskurve der Umkehr funktion erhält demnach die Funktionskurve der 

Umkehrfunktion p(x) durch Spiegeln an 
dieser Winkelhalbierenden aus der Funktionskurve der gegebenen Funktion f(x) (Abb.). 





Die Klasse der monotonen Funktionen ist in der Klasse der wmkehrbaren Funktionen enthalten. 
Eine monotone Funktion ist stets umkehrbar, während eine umkehrbare Funktion nicht unbedingt 
monoton sein muß. - 


Für eine umkehrbare Funktion können Definitions- und Wertebereich nichtgeordnete Mengen 
sein, in denen der Begriff der Monotonie gar nicht erklärt ist, zum anderen kann auch eine nicht- 
monotone Funktion umkehrbar sein, wenn Definitions- und Wertebereich z. B. nur aus endlich 
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vielen Elementen bestehen. Ein Beispiel dafür wäre die durch folgende Wertetabelle gegebene 
ann 1]l2|3[4|5|6|7|8]|9|Jı10 


„lol2)Jale/|sjı]ls|s|r7|® 


Eine Umkehrfunktion ist selbst wieder eine umkehrbare Funktion. Man überlegt sich mittels 
a>b= f(a) und ba = p(b) sehr leicht, daß die Umkehrfunktion zur Umkehrfunktion einer 
gegebenen Funktion f die gegebene Funktion / selbst ist. 


Umkehrung von Funktionen in einzelnen Intervallen. Bei den Darlegungen über monotone Funk- 
tionen wurde bereits festgestellt, daß nichtmonotone Funktionen in einzelnen Intervallen ihres 
Definitionsbereichs durchaus monoton sein können. In diesen Intervallen sind sie auch umkehrbar. 


Beispiel 1: Die Funktion y = x? ist im Intervall O<x < -+oo mono- 


ton und umkehrbar. Ihre inverse Funktion ist dort y = Vz. Natürlich ist 
sie auch im Intervall —oo <z< 0 monoton und umkehrbar. Die Umkehr- 


funktion ist hier y = — x. 


Beispiel 2: Die Funktion y = sinz kann in verschiedener Weise in 
monotone Intervalle zerlegt werden. In jedem solchen Intervall ist 
die Funktion umkehrbar. Man bezeichnet die Umkehrfunktion mit 
y = arcsinz, wobei der jeweilige Wertebereich angegeben werden muß, 
da sonst unklar ist, in welchem Monotonie-Intervall die Umkehrung 


3 
gebildet wurde. Ist y = sinz im Intervall Z sıos = Be 


worden, so muß die Umkehrfunktion durch y = aresin x (Fs 


bezeichnet werden. Fehlt eine genauere Kennzeichnung des Ve] 
reichs, so ist unter arcsinz stets der Hauptwert zu verstehen, der der 


Bedingung — 5 < Arcsinz s 5 genügt (Abb.). 


Beispiel 3: Auch für die übrigen trigonometrischen Funktionen lassen 
sich Intervalle angeben, in denen sie monoton sind, in denen mithin 
zyklometrische oder Arkusfunktionen als ihre Umkehrfunktionen er- 
klärt sind. Die Funktion y = eosz fällt z.B. im IntervallO<r <-+n 
monoton vony=-+1 bisy= — 1 und nimmt dabei alle Werte ihres Werte- 
bereiches genau einmal an. In diesem Intervall existiert deshalb eine Um- 
kehrfunktion. Man bezeichnet sie mit y = arcecosz. Ihr Definitionsbereich 
ist -1<sxzs +1, ihr Wertevorrat ist z2y>0. Wird die Funktion 





y = eosz in einem anderen Monotonie-Intervall umgekehrt, etwa im Graphische Darstel- 
Intervall z<x=<2n, so hat y = arccosz dort den Wertevorrat zn sy lung von 
<2r. Um anzugeben, welche Umkehrfunktion jeweils gemeint ist, muß y = arcsınv 


der Wertebereich angegeben werden. Geschieht das nicht, so ist unter 
arccosz stets der Hauptwert zu verstehen, der durch 0 < arccos& < rn gekennzeichnet ist und 
oft mit Arccosz bezeichnet wird. 


Entsprechendes gilt für die Funktion y = arctanz im Intervall — = < Arctanz < +5 und für 
y = arccotz und das Intervall 0 < Arccot z < + z (vgl. Hauptabschnitt Goniometrie). 


II. Ganze rationale und gebrochene rationale Funktionen 


BEGRIFF DER RATIONALEN FUNKTION 


Diejenigen Funktionen, deren Zuordnungsvorschrift durch einen Rechenausdruck gegeben werden 
kann, lassen sich nach der Art dieses Rechenausdrucks in zwei große Klassen einteilen: rationale 
Funktionen und nichtrationale Funktionen. 

Man nennt eine Funktion rational, wenn ihre Zuordnungsvorschrift durch einen expliziten Rechen- 
ausdruck gegeben werden kann, in dem mit der unabhängigen Variablen nur endlich viele und nur 
rationale Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) auszuführen sind, 


Beispiele jür rationale Funktionen: 1.y=80-3. Ay=._t- 
eispiele für rationale “ tionen: 1L.y=8xz— 3. STR wer 


In5 
3.9 = 10:8 - —. 4. y= a 
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Beispiele für nichtrationale Funktionen: 1.y= Vz. 2. y= cos: x. 


203 «5 27 co zentl 
IH ha Tre On 


Eine rationale Funktion, die sich als Polynom mit konstanten Koeffizienten darstellen läßt, wird 
ganze rationale Funktion genannt zum Unterschied von einer gebrochenen rationalen Funktion, die 
sich als Quotient zweier Polynome darstellen läßt, in deren Nenner mithin die Variable x auftritt. 
Als Definitionsbereich kann für die ganzrationalen Funktionen der Bereich R aller reellen Zahlen 
gewählt werden. Wenn nicht durch besondere Festlegungen eine Einschränkung getroffen wird, 
ist R stets als Definitionsbereich anzusehen. Für die gebrochenrationalen Funktionen gilt das- 
selbe, nur sind diejenigen Werte auszunehmen, für die ein Nenner Null wird. Es sei außerdem 
darauf hingewiesen, daß die rationalen Funktionen in ihrem gesamten Definitionsbereich stetig 
und beliebig oft differenzierbar sind. 

Im folgenden sollen zuerst die ganzrationalen und anschließend die gebrochenrationalen Funktionen 
betrachtet werden. Vor der Darlegung allgemeiner Eigenschaften werden immer erst einige spezielle 
Typen solcher Funktionen, die besonders häufig vorkommen, einzeln untersucht. 


LINEARE FUNKTIONEN 
1 4 
Die Funktion y = mx. Aus den Wertetafeln der Funktionen y=x,y= 5 zundy=— 3® ergeben 


sich Zahlenpaare (x; y), aus denen man in einem kartesischen Koordinatensystem Punkte der 
Bilder dieser Funktionen erhält (Abb.). 
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Wegen des stets vorhandenen Wertepaares (0; 0) gehen die Kurvenbilder stets durch den Koordi- 
natenanfangspunkt. Die Kurven sind Geraden, denn für die Koordinaten beliebig herausgegriffener 
Punkte Pı, P>, .. ., P ergibt sich aus y = m x (Abb.) 


wobei m für jede Funktion eine Konstante ist. Sind Pız, Paz, .. .„ Pz die Projektionen der Punkte 
Pı, Pa,..., P auf die x-Achse, so sind die Dreiecke O PıPız, OPaPaz,..,„ OPPz ähnlich ; da die 
Punkte Pız, Paz; - . ., Pz auf einer Geraden liegen, müssen auch Pı, Pa, ..., P auf einer Geraden 
liegen. 
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Zwischen entsprechenden Köonlinnten verschiedener Punkte besteht wegen der Konstanz von m 
eine Proportion, yı :zı = ya :%2. Die Variable y ist der unabhängigen Variablen x direkt pro- 
portional; die Konstante m ist der Proportionalitätsfaktor. Ist der Arbeitslohn Z der Arbeitszeit & 
in Stunden proportional, so wird der Zusammenhang zwischen beiden durch die lineare Funktion 
L = mt hergestellt. Der Proportionalitätsfaktor hat die Bedeutung des Stunden- 
lohns. 

Aus dem Kurvenverlauf der linearen Funktion y= mx und den Wertetafeln der 


4 
speziellen Funktionen y=2, y=zszundy=-— 3” erkennt man, daß die 


2 
Funktion monoton ist, und zwar monoton steigend bei positivem m und monoton 
fallend bei negativem m. Die Konstante wird besonders in bezug auf Straßen oder @efälletafel 
Eisenbahnstrecken oft Steigung oder Gefälle bzw. negative Steigung, allgemein An- 
stieg, genannt (Abb.). In der Mathematik wird der Anstieg als das Verhältnis Höhen- 


unterschied BC zur Horizontalentfernung AB festgelegt. Er wird angegeben durch eine Verhältnis- 


zahl oder in Prozenten; bei der Deutschen Reichsbahn wird gewöhnlich auch die Strecke genannt, 
für die der angegebene er denselben Wert hat, z.B. 1:50 — 2500 m; gleichbedeutend mit 








3 2 
O7 
1:50 sind die Angaben —— 150’ u 100’ 2% = 0,02. 

C —— 

Höhen- 

unter- 

schied 

A, Horizontalentfernung 3 
| 
Anstieg Zur Funkiony=mx-+n 


Die Funktionen y = m x + n. Wenn man bei der Geraden y = m x an jeder Stelle x zur Ordinate °Y 
noch einen festen Wert n hinzufügt oder abzieht, so bedeutet dies . i | 
eine Parallelverschiebung der Geraden y = mx, die man am geeig- 
netsten durch den Abschnitt n auf der y-Achse kennzeichnet. Es ist 
daher die Kurve einer Funktion y= mzxz-+n eine Gerade mit dem 
Anstieg m und dem y-Abschnitt n (vgl. Hauptabschnitt Analytische 
Geometrie der Ebene, kartesische Normalform). 

Es ist nicht notwendig, beim Zeichnen der Geraden immer die Parallel- 
verschiebung vorzunehmen. Man erhält die im Bild dargestellten 
Geraden, indem man zunächst den %y-Abschnitt n abträgt, sich 
durch den Endpunkt eine Parallele zur x-Achse gelegt denkt und in 
bezug auf sie den Anstieg konstruiert (Abb.). 


Implizite Schreibweise der linearen Funktion. In der analytischen 
Geometrie der‘ Ebene ist ausführlich gezeigt worden, daß die all- 
gemeine lineare Funktion Az + By+ C = 0 als Bild stets eine 
Gerade hat, wenn nicht die Koeffizienten A und B zugleich Null 
sind; in diesem Falle A = 0, B = 0 ist aber keine eindeutige Zuord- 
nung von y-Werten zu bestimmten x-Werten mehr möglich, liegt 
also auch keine Funktion vor. Ist nur einer dieser Koeffizienten 
Null, so verläuft die Gerade parallel zur y- bzw. x-Achse, und wenn 
B von Null verschieden ist, ergibt sich der Funktionsverlauf aus der 





4A 
Umrechnung in die explizite Form y = — BE gg metn a — 
= Weitere Funktionen 
m-=-„zundn=-7. er 


QUADRATISCHE FUNKTIONEN 
Die Funktion y= x?. Die Funktionsgleichung y = x? führt auf eine gekrümmte Kurve, die Normal- 


Wertetafel zu y = x? 
„I si «| ı]lolılalse 
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Zwischenwerte zur Wertetafel liefert eine Quadrattafel, die nichts anderes als eine geschickt und 
übersichtlich angeordnete Tabelle der Funktion y = x? darstellt. 


Eigenschaften. Da für jeden Wert von x stets =? > 0 gilt, muß die Kurve immer oberhalb der 
x-Achse verlaufen, d.h., zum Definitionsbereich — © <z < + © gehört der Wertebereich 
0<sy< + ». Die Normalparabel ist symmetrisch zur y-Achse (awialsymmetrisch). Der zu sich 
selbst symmetrische Nullpunkt heißt Scheitelpunkt. Die im Gegensatz zur Geraden vorhandene 
Krümmung der Normalparabel zeigt sich rechnerisch darin, daß sich y um immer größere Beträge 
ändert, wenn |x| gleichmäßig wächst. In der Tabelle sind die Differenzenreihen Ax und Ay eingetra- 
gen, aber auch die Differenzenreihe für Ay, mit 
4®y bezeichnet. Es zeigt sich: Ay wächst bei kon- 





IHRER. Kiel sea LeBBI Bee: SCH i=e, Sees pie ER. 


Normalparabel als Kurve der Funktion y = x? Funktioneny = x? +b 


stantem Az, und erst die zweite Differenzenreihe A?y ist konstant. 





Zur Veranschaulichung der Krümmung stellt man sich vor, daß ein Auto in Richtung wachsender 
x-Werte auf der Kurve entlangfährt. Muß es die Vorderräder nach links einschlagen, um auf der 
Kurve zu bleiben, so nennt man die Kurve positiv gekrümmt, beim Rechtseinschlagen negativ 
gekrümmt. Die Normalparabel hat demnach durchgängig positive Krümmung. 


Die Funktionen y = x&® + px + q. Durch die quadratische Ergänzung, d.h. das Quadrat des 
halben Koeffizienten vom linearen Glied px, läßt sich die gegebene Funktion in die Form 
y = (z — a)? + b umrechnen 


2 2 2 p? 
errneer eeee 


2 
Setzt man a = 5,5 = ( _ 2). so erhält man in der Taty = (= — a)? + boder(y — b) = (x — a)%, 


bzw.n = &,wenn y—b=n und x —a= £. Das bedeutet, im &-n-Koordinatensystem beschreibt 
wieder die Normalparabel n = & den Funktionsverlauf; das &-n-System geht aber durch die 
lineare Transformation ze — a = &y-—b= n aus dem xz-y-System durch eine Parallelverschiebung 
hervor (Abb.). Im x-y-Koordinatensystem hat also der Scheitelpunkt S der Normalparabel 7 = £&2 
die Koordinaten $ (a; b), bzw. in den Koeffizienten p und q der gegebenen quadratischen Funktion 


2 
y=x2°-+px + g ausgedrückt, die Koordinaten $ (-3; g- z) & 
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Beispiel: Wenn man die Funktion y = x? + 6x2 + 11 nicht mittels einer Wertetafel punkt- 
weise bekommen will, kann man mit Hilfe der quadratischen Ergänzung umformen 
y= (22 +62 +9) —- 9 + 11lwirdy = (x + 3)? + 2. 
Hieraus kann man ablesen, daß es sich um eine Fr er 
verschobene Normalparabel handelt, deren Scheitel- 32 el Bee meter \e'4 
| 


koordinaten S8 (— 3; 2) sind. 





Funktionen y = (x — a)? Zur Funktionsgleichung y = (x — a)? + b 


Allgemeine quadratische Funktion y= Ax? + Bx- C. In dieser Funktion darf angenommen 
werden, daß der Koeffizient A verschieden von Null ist, also ausgeklammert werden darf: 


B C 
y=4 (2: + 7? en 7) = 4A:'Y, wobei Y eine quadratische Funktion ist, deren Kurvenverlauf 
bekannt ist, 


Y= 22 n 7. 2 
=%x Bar geit pp TR 
u p\2 p\ B\2 E B? 
Y=(2+5) + (a-3) = («+ 33) +\a an): 
i B C ’ £ 
wenn gesetzt wird ? = 7 er Die Y-Werte setzen sich 


2 
also additiv zusammen aus den Ordinatenwerten (z + Sal 


B 
der Normalparabel, deren Scheitelpunkt um 5 mr Sri 
Richtung der + x-Achse verschoben wurde sowie aus der Ver- 

pi FO PN. 
schiebung b=g — ale ( Fr 2a) in Richtung der +y- 
Achse. Die Beziehung y = A: Y aber besagt, daß jeder 
dieser Y-Werte mit der Zahl A zu multiplizieren ist. Für 


A-Werte größer als 1 werden sowohl alle Ordinaten der Nor- 
GB: 

malparabel als auch die Strecke ( 77 I) im Verhältnis 

A :1 gestreckt, für A-Werte zwischen 0 und 1 werden sie im selben Verhältnis gestaucht; nimmt 

aber A negative Werte an, so folgt auf dieses Strecken (| A| > 1) bzw. Stauchen (| A| <1) eine 

Spiegelung an der x-Achse. 


in 





Die Funktionen 


1 
y-,7"undy= 20 


Beispiel 1: Das Bild der Funktion y = —x? ist eine an der x-Achse gespiegelte Normalparabel. 
1 1 

Beispiel 2: Das Bild der Funktion y = ji x? ist eine im Verhältnis 4: l1=1:4 gestauchte 

Normalparabel. 


1 
Beispiel 3: Die quadratische Funktion y= 32? — 4x — 6 geht durch Ausklammern und die 
quadratische Ergänzung über in: 


fee lei 
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Das Bild der Funktion ist demnach eine im Verhältnis 3 : 1 gestreckte Normalparabel, deren 


2 3 
Scheitelpunkt $ die Koordinaten $ (3; _ >) hat. 


KUBISCHE FUNKTIONEN 


Die Funktion y = x°. Da eine Kubiktafel eine umfangreiche und übersichtliche Wertetafel der 
Funktion y = x? darstellt, entnimmt man ihr die Wertepaare, die den Verlauf der kubischen 
Parabel ergeben (Abb.). 


Eigenschaften. Die kubische Parabel verläuft für |x| > 
3. Differenzenreihe ist konstant, wobei 4(4?y) = 4y: 


2 
3 steiler als die quadratische, erst ihre 





Im gesamten Definitionsbereich —0o <z< +» steigt die Funktion y = x? monoton. Sie ist 
esse ren rer eat eine ungerade Funktion; sie liegt zentralsymmetrisch 
zum Koordinatenanfangspunkt. 
Die Krümmung der kubischen Parabel wechselt; sie geht 
im Nullpunkt von der negativen zur positiven über. Ein 
Punkt, in dem die Krümmung wechselt, heißt Wende- 
punkt. Die kubische Parabel hat also im Nullpunkt einen 
Wendepunkt, der gleichzeitig Symmetriezentrum der 





Kurve ist, 
2 
+2 
0 x 
Kübisch Parabel y=2 Funktionskurve zuy= x? — 32? — x +3 
Andere kubisehe Funktionen. Die Funktion y = — x? ergibt als Kurve eine an der x-Achse gespiegelte 


kubische Parabel. Zur Funktion y = k x? gehört eine gegenüber der kubischen Parabel gestreckte 
(k > 1) oder gestauchte (0 < k < 1) Parabel (Streckungsfaktor k). 


Die Funktion y = (x — a)? + b schließlich kennzeichnet eine parallel verschobene kubische 
Parabel, deren Symmetriezentrum Z die Koordinaten Z (a, b) hat. 

Die allgemeine kubische Funktion y= Ax? + Bx2+ (x + D hat stets drei Nullstellen, von 
denen zwei unter bestimmten Bedingungen zwischen den Koeffizienten konjugiert komplex sein 
können. In der Differentialrechnung wird außerdem gezeigt, daß diese Funktion bei drei reellen 
Nullstellen zwei Extremwerte hat, ein (relatives) Maximum und ein (relatives) Minimum. Das Beispiel 
zeigt den Unterschied zwischen einer kubischen Parabel und einer solchen Funktion. 


Beispiel: y= x® — 322 — x + 3 (Abb.). 
Wertetafel «| —2 —1 — 0,15 


0 


+1 


0 


2,15 


— 3,08 


+3 
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POTENZFUNKTIONEN MIT POSITIVEN EXPONENTEN 


Begriff der Potenzfunktion. Eine Funktion y = x”, in der n eine ganze Zahl ist, bezeichnet man als 
Potenzfunktion; ist n positiv, so ist die Funktion ganzrational, hat n aber einen negativen Wert, 


n = —v(v» > 0, ganz), so geht die Funktion über in y = Zu ist also gebrochenrational. 








Funktionen y = zm fürm = 0,1, 2,...; Teilstücke der Kurven y = x”m als Parabeln der 


y=x»istfürc—=0 nicht definiert 


Ordnung 2m 


Die ganzrationalen Funktionen y = x" sind gerade, wenn der Exponent n gerade ist (n = 2m) 
bzw. ungerade, wenn es der Exponent ist (n = 2m + 1). Ihre Bilder gehen stets durch den Koordi- 


natenanfangspunkt. 


Gerade ganzrationale Potenzfunktionen y = x?”, Die Funktions- 
kurven dieser Funktionen liegen symmetrisch zur y-Achse und 
haben stets positive Krümmung (Abb.). Jede von ihnen enthält die 
Punkte @ (-1; +1) und P(-+1; +1). Ihre Tangenten verlaufen 
in einer Umgebung des Scheitels (0; 0) um so flacher, je größer m 
ist, in einer gewissen Umgebung der Punkte Q und P dagegen um 
so steiler, je größer m ist. Zu jeder Stelle (x1; yı) auf y = xz?mı läßt 
sich mit den Mitteln der Differentialrechnung eine Stelle (22; ye) 
auf y = x2m; (ma > mı) so bestimmen, daß die Tangenten in beiden 
Stellen einander parallel sind. Man bezeichnet diese Kurven als Para- 
bein der Ordnung 2m. 


Ungerade ganzrationale Potenzfunktionen y = x?r+t!, Die Funk- 
tionskurven liegen zentralsymmetrisch zum Koordinatenanfangs- 
punkt. Bis auf die Winkelhalbierende der Quadranten I und III 
(y= x) haben sie für negative Werte ihres Definitionsbereichs 
(-o<x<0) negative Krümmung, für positive Werte ((<x <+%) 
positive Krümmung, im Koordinatenanfangspunkt also einen Wen- 
depunkt. Jede dieser Parabeln der Ordnung 2m + 1 enthält die 
Punkte (+1; +1) und (—1; — 1), und ihre Tangenten verlaufen in 
der Umgebung dieser Stellen um so steiler, je größer m ist, in der 
Umgebung des Wendepunkts aber um so flacher, je größer m ist. 





Funktionen 
y= am füm=0(,1,2 


POLYNOMDARSTELLUNG GANZRATIONALER FUNKTIONEN 


Man nennt einen Ausdruck 
AnXr + Anızr 1 +... +02 +9, 


in dem n eine natürliche Zahl, die Koeffizienten av beliebige reelle Zahlen und an #£ 0, ein Polynom 
vom Grade n. Eine rationale Funktion y = f(x), die sich als Polynom darstellen läßt, wird ganz- 


rational genannt. 
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Beispiel: y= 2(2? —- 1? + (2 + 2)(2? — 2) -2r + -1 
= 27% — 422? +2 + a4 — 27 + 223° — 4— 27 +22 — 1loder 
= 324 + 223 — 3x? — 4x — 3 ist ein Polynom 4. Grades mit den Koeffizienten 
avam3, a = 2, m = 3, u = —4,m = —3. 


Eindeutigkeit der Polynomdarstellung. Die Annahme, daß zwei voneinander verschiedene Polynome 
dieselbe ganzrationale Funktion darstellen können, führt auf einen Widerspruch. Wegen der 
angenommenen Verschiedenheit der Polynome in 


Ya = Ani" + Aanızr it... +2 + und » = bmzm + bmnızm ir ,..„+b= + bo 


müßte n # m oder, wenn schon n = m, doch wenigstens für ein Koeffizientenpaar gelten a, # b,. 
Ihre Differenz 


(An z" + Anızmi rt... +02 +9) — (bmx + bmıami 4... +bı2 + bo) 


läßt sich nach Potenzen von x ordnen und ist ein Polynom, das wenigstens einen von Null verschie- 
denen Koeffizienten hat und dessen Grad höchstens so groß ist wie die größere der beiden Zahlen 
m oder n. Es stellt eine ganzrationale Funktion dar, die entsprechend ihrem Grade nur an endlich 
vielen Stellen Null ist. Da ya und %5 aber nach Voraussetzung dieselbe Funktion sein sollen, muß 
ihre Differenz identisch Null sein, d.h. für alle x-Werte. Dieser Widerspruch in bezug auf die 
Anzahl der Nullstellen zwingt zu der Folgerung, daß beide Polynome denselben Grad haben, 
m=n, und daß ihre entsprechenden Koeffizienten einander gleich sind, a, = b,, weil nur dann 
auch die Differenz der Polynome identisch Null ist. 

In diesem Sinne spricht man von der Eindeutigkeit der Darstellung einer ganzrationalen Funktion 
durch ein Polynom und bezeichnet dieses als Normalform der ganzrationalen Funktion. Der 
Schluß auf die Gleichheit entsprechender Koeffizienten wird häufig benutzt, um durch Koeffizien- 
tenvergleich die Koeffizienten eines Polynoms zu bestimmen, z. B. bei der Partialbruchzerlegung 
und beim Lösen von Differentialgleichungen. 


PRODUKTDARSTELLUNG GANZRATIONALER FUNKTIONEN 


Ein Polynom P(x) vom Grade n > 1 wird als reduzibel bezeichnet, wenn es als Produkt von Poly- 
nomen niedrigeren Grades dargestellt werden kann. Ist eine derartige Darstellung nicht möglich, 
so nennt man das Polynom irreduzibel. Polynome vom Grade Null sind Konstante; man bezieht 
sie in diese Einteilung nicht ein; sie sind weder reduzibel noch irreduzibel. Polynome ersten Grades 
sind dann stets irreduzibel. 

Ist ein Polynom P(x) vom Grade n reduzibel, d. h., läßt es sich in das Produkt P(x) = pı(z) pa2(x) 
zerlegen, so müssen die Polynome 9ı(2) und p2(x) einen Grad haben, der mindestens 1 und not- 
wendig kleiner als n ist. Wenn p9ı(x) oder pa(x) reduzibel ist, läßt sich der Schluß wiederholen; nach 
höchstens n Schritten ist das Polynom P(x) in ein Produkt P(x) = g(x) h(x) k(x)... zerlegt. Mit 
Hilfe des (hier nicht bewiesenen) Satzes, daß ein irreduzibles Polynom, das ein Produkt aus zwei 
oder mehreren Polynomen teilt, mindestens eines von ihnen teilen muß, ergibt sich, daß die Zerlegung 
eines reduziblen Polynoms bis auf konstante Faktoren eindeutig ist. Wenn P (x) = gı(z)hı(®) kı(z)... 
und P(x) = g(x) h(x) k(z).... zwei Zerlegungen in irreduzible Faktoren wären, müßte gı(x) eines 
der Polynome g(x), k(x), k(x) ... teilen, da diese aber selbst irreduzibel sind, ihm bis auf einen 
konstanten Faktor cı gleich sein. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf man annehmen, daß 
g9(x) dieses Polynom ist. Es gilt dann: gı(&) = cı g9(x). Durch Dividieren von P(x) durch g(x) erhält 
man: 


& Aıla),kil®) ««. = Bla) kl)... 


Nach derselben Betrachtung folgt hı(z) = cah(x) und cı ca kı(z)... = k(x)... Bis auf konstante 
Zahlenfaktoren stimmen also beide Zerlegungen miteinander überein. 
Die Frage, ob eine Funktion reduzibel ist, hängt allerdings wesentlich davon ab, welchem Zahlen- 
bereich ihre Koeffizienten und die der irreduziblen Faktoren angehören. Sind für die Koeffizienten 
der Polynome beliebige komplexe Zahlen zugelassen, so ergibt sich aus dem Fundamentalsatz der 
Algebra, daß jede ganzrationale Funktion n-ten Grades in n Linearfaktoren (x — ax), k= 1,2, 
..,n, zerlegt werden kann. Die Werte a: sind dabei die Nullstellen der Funktion. Ist einer dieser 
Werte a= a + bi komplex, so tritt, allerdings nur im Falle von Polynomen mit reellen Koeffi- 
zienten, auch der konjugiert komplexe Wert = a — bi als Nullstelle auf. Für das Produkt der 
zugehörigen Linearfaktoren erhält man dann (ze —o) (= —- e) = (2 -a-bi)(e -a+bi)= (x — a)? 
+b2 = 2? — 24x + (a? + 52), d.h. ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten. Faßt 
man in dieser Weise alle konjugiert komplexen Linearfaktoren zu Produkten zusammen, so ergeben 
sich als irreduzible Faktoren entweder reelle Linearfaktoren oder quadratische Polynome mit reellen 
Koeffizienten. Beschränkt man sich hinsichtlich der Koeffizienten auf den Bereich der reellen 
Zahlen, so haben danach alle irreduziblen Polynome höchstens den Grad 2. Wird darüber hinaus 
von den Koeffizienten des gegebenen Polynoms und den Faktoren, in die es zerlegt wird, gefordert, 
daß sie rational sein sollen, so gilt dieser Satz nicht mehr, z. B. ist die für reelle Zahlen mögliche 


Zerlegung 2 —5 = (x2 + V5) (22 — V5) nicht mehr zugelassen. 
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NULLSTELLEN 


Eine Zahl « heißt Nuillstelle einer ganzrationalen Funktion < — y = f(x), wenn der Zahl « durch 
die Funktion f die Zahl 0 zugeordnet ist, d. h., wenn « — /{«) = 0 gilt. In der Polynomdarstellung 
ist dann f(a«) = anar +a„ıar! +..." + +m=(. 

In der graphischen Darstellung einer Funktion erscheint eine reelle Nullstelle als Schnittpunkt 
oder Berührungspunkt der Funktionskurve mit der x-Achse. 


Ist « eine Nullstelle des Polynoms f(x), so ist f(@) dureh (= — «) teilbar, d.h.,es 2 ein Polynom 
g(2) derart, daß f(x) = (= — «) g(x) ist. 


Auf alle Fälle darf die Funktion f(x) durch (x — «) geteilt werden. Durch diese Division erhält man 
eine Funktion g(x) von niedrigerem Grade als f(x) und der etwa vorhandene Rest r muß von niedri- 
gerem Grade als (x — «), also eine Konstante sein: f(x) = (x — «) g(x) + r. Da « Nullstelle ist, ergibt 
sich für x = « der Wert 0 = 0:g(x) + r, d.h., der Rest r muß Null sein, die Funktion f(x) ist 
durch den Linearfaktor (x — «) ohne Rest teilbar, f(x) = (z — «) g(x). 


Eine Verallgemeinerung dieses Satzes kann durch vollständige Induktion bewiesen werden: 


Sind aı, &2, 3, . . ., ax Nullstellen des Polynoms f(x), so ist das Produkt (e — aı) (© — as) ...(x — ax) 
ein Teiler von f(x), d. h., es gibt eine Darstellung der Form I) =(- a)(e - m)...(8 — a) glr). 


Beispiel: Das Polynom f(x) = x® — 52? + 72 — 3 hat die Nullstelle x = 3. Die Division durch 
(x — 3) ergibt 2? — 2x + 1, so daß man das Polynom in der Form f(x) = (x — 3) («? — 27 +]) 
darstellen kann. 


Ein Polynom f (x) = ana" + a,_1-1 2: ++ t a2 + a, hat höchstens n verschiedene Nullstellen. 


Beweis durch vollständige Induktion: 1. Fürn= 1, d.h. für das Polynom aı x + ao mit 
aı # 0 (da sonst kein Polynom ersten Grades vorläge), gilt der Satz, denn dieses Polynom hat die 


Eine Nollsiele za =, 


1 

2. Sei f(x) ein Polynom vom Grade n + 1 und « eine Nullstelle dieses Polynoms. Dann gibt es 
nach dem vorigen Satz eine Darstellung der Form f(x) = (x — «)g(x), wobei g(z) nur noch den 
Grad n hat. Das Produkt (x — «) 9(x) kann nur Null werden, wenn wenigstens ein Faktor Null wird, 
Der erste Faktor wird für x = « Null, der zweite Faktor g(x) wird nach Induktionsvoraussetzung 
für höchstens n weitere Werte von x Null. Also wird das Produkt und damit f(x) für höchstens 
n + 1 verschiedene Werte gleich Null. Damit ist der Satz bewiesen. 


Vielfachheit einer Nullstelle. Es kann vorkommen, daß ein Polynom mit einer Nullstelle « nicht nur 
durch (z — «), sondern auch durch (z — «)?, (x — «)? oder eine noch höhere Potenz von (x — «) 
teilbar ist. Ist f(x) durch (x — «)*, nicht aber durch (= — «)**! teilbar, so nennt man « eine k-fache 
Nullstelle oder eine Nullsielle k-ter Ordnung von f(x), (k = 1 und ganz). 


Beispiel: Das Polynom z* — 923 + 27x22 — 31x + 12 hat für x = 1 eine zweifache Nullstelle, 
d. h., es ist durch (x — 1)? teilbar, aber nicht durch (z — 1)%. Esgilt f(z) = (« — 1)? (x? — 72 + 12) 
= (z - 1 (& — 3) (2 — 4). 





Funktionskurven in der Umgebung ein- Funktionskurven in der Umgebung mehrfacher Null- 
facher Nullstellen stellen 


Einfache und mehrfache Nullstellen. Die unterschiedliche Vielfachheit von Nullstellen 
bewirkt in der graphischen Darstellung der Funktionen einen unterschiedlichen Funktionsverlauf 
in ihrer Umgebung. In einfachen Nullstellen hat die Funktionskurve stets einen von Null ver- 
schiedenen Anstieg (positiv oder negativ), während er in mehrfachen Nullstellen Null ist, d. h., 
die Tangente an die Funktionskurve fällt in diesen Punkten mit der x-Achse zusammen (Abb.). 
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Nullstellen gerader und ungerader Ordnung. Der Funktionsverlauf unterscheidet sich auch 
danach, ob die Vielfachheit oder Ordnung einer Nullstelle gerade oder ungerade ist. Sei etwa « eine 
k-fache Nullstelle von f(x). Dann gibt es eine Zerlegung f(x) = (x — «)* g(x) mit der Eigenschaft, 
daß g(z) aus Gründen der Stetigkeit in einer ganzen Umgebung von « verschieden von Null ist und 
somit auch sein Vorzeichen in dieser Umgebung nicht ändert, d.h., es gibt ein e > 0, so daß für 
jedes x mit der Eigenschaft |x — «| < e gilt g(z) # 0. Ein Linearfaktor (x — «) ändert aber beim 
ergang von z <xzux > «sein Vorzeichen. Das Polynom f(x) = (z — «)* g(x) ändert also sein 
Vorzeichen bei diesem Übergang dann und nur dann, wenn k ungerade ist. Für gerade % behält f(x) 
sein Vorzeichen bei. 
Für den Funktionsverlauf in der Umgebung einer Nullstelle ergeben sich somit die in den Abbildungen 
schematisch dargestellten Möglichkeiten (Nullstellen ungerader Ordnung a,b,c, Nullstellen gerader 
Ordnung d, e). 


Nullstellen und Produktdarstellung. Man kann jede ganzrationale Funktion als Produkt 
irreduzibler Faktoren in der Form 


fiz) = e (& - a)aı (@ — a)r... ae Harz + m + mr + g2)2...(2? + MX + gr) 


darstellen. Dabei ist c ein Polynom nullten Grades, d.h. eine von Null verschiedene Konstante, 
&, sowie ?, und g. bedeuten reelle Zahlen, k, und s, sind natürliche Zahlen. Für die Exponenten 
r 
gltn= 2% k,+ 22% s,. Man erkennt sofort, daß die «, Nullstellen der Funktion sind. Es gibt 
vol u=1 

auch keine weiteren reellen Nullstellen. Für jeden von aı, &, .. ., &; verschiedenen Wert & von x 
ist jeder der Linearfaktoren (x — @,),v=1,2,...,/, von Null verschieden. Wäre aber eines der 
quadratischen Polynome 2? + 94% + qu fürx = «gleich Null, so wäre es entgegen der Annahme 
reduzibel. Ein irreduzibles Güädratischek Polynom ist für alle reellen Werte von x von Null 
verschieden, weil es nur zwei konjugiert komplexe Nullstellen hat. Als Folgerung aus diesen Über- 
legungen erhält man den Satz: 


Die Anzahl der mit ihrer Vielfachheit gezählten reellen Nullstellen eines Polynoms ist genau dann 
gerade bzw. ungerade, wenn der Grad des Polynoms gerade bzw. ungerade ist. Speziell gilt: Wenn 
der Grad eines Polynoms ungerade ist, so hat es wenigstens eine reelle N ullstelle. 


Sturmseher Satz. Nach einem Näherungsverfahren, z.B. dem Newtonschen, läßt sich von jeder 
ganzrationalen Funktion jede Wurzel beliebig genau berechnen, wenn ein x-Wert in der Nähe der 
Nullstelle bekannt ist. Schon Reng Descartes (1596—1650), FOURIER und Isaac Nawron (1643 
bis 1727) haben sich deshalb bemüht, Kriterien zu finden, nach denen man entscheiden kann, ob 
in einem vorgegebenen Intervall des Definitionsbereichs eines Polynoms eine Wurzel liegt. Durch 
passende Wahl des Intervalls lassen sich daraus x-Werte in der Nähe der Nullstelle finden. 


Descartessche Zeichenregel. DESCARTES betrachtete die Vorzeichen der Koeffizienten des 
Polynoms: f(x) = an 2° + an ı2"7 +... +aı2 + , d.h. der Folge der Zahlen a„, an-ı, .. -, 
@ı, @o. In ihr darf angenommen werden, daß weder a„ noch a, Null sind. Andere Koeffizienten, die 
Null sind, werden in die Folge nicht aufgenommen. Haben dann zwei benachbarte Koeffizienten 
verschiedene Vorzeichen, so spricht man von einem Zeichenwechsel. 


Descartes fand, daß die Anzahl der Zeichenwechsel oder eine um eine gerade Zahl kleinere Zahl der 
Anzahl der positiven Nullstellen des Polynoms gleich ist. Die Anzahl der negativen Nullstellen 
ergibt sich entsprechend aus der Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge der Koeffizienten des Poly- 
noms f(—?x): 


Beispiel: Das Polynom f(x) = 25 — x* + 223 + x? — 3x + 2 hat vier, zwei oder keine positiven 
Nullstellen, denn in der Folge der Koeffizienten 1; — 1; 2; 1; — 3; 2 kommen vier Zeichenwechsel 
vor. Bildet man f(—x) = —x5 — x* — 223 + x? + 3x + 2, so sieht man, daß /(x) genau eine 
negative Nullstelle haben muß, denn in der Folge der Koeffizienten von /(—x) kommt ein Zeichen- 
wechsel vor. 


Die genaue Anzahl der Nullstellen ergibt sich nach einem Satze des Mathematikers Jacques- 
Charles-Frangois STurm (1803—1855). Er geht aus von der Produktdarstellung des Polynoms 


fix) = clz — a)tı (© — a) ...(© — )a (02 + Ppı 2 + gı)ı (2 + par + ge)e... + 9X + )r. 


Treten in ihr irreduzible Faktoren mehrfach auf, so genügt es, ein Polynom o(x) zu betrachten, 
das jeden dieser Faktoren, aber jeden nur einmal, enthält; p(x) hat dann dieselben Nullstellen wie 
f(x), aber nur einfache Nullstellen. 

Die Ableitung 9’(x) entsteht durch Differenzieren des Produkts nach der Produktregel, besteht 
demnach aus Summanden. In jedem Summanden ist ein anderer der irreduziblen Faktoren diffe- 
renziert worden, jeder Summand enthält deshalb einen der Faktoren, in die p(x) zerlegt werden 
kann, nicht. Die Summe ist durch keinen dieser Faktoren teilbar; p(x) und 9’(x) sind bis auf eine 
Konstante teiler fremd. 
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Dividiert man p(x) durch 9’(x), so erhält man ein Polynom gı(z) und einen Rest — gz(x), der ein 
ee Polynom von geringerem Grade als (2) ist; plz) = gılz) (2) — p2(x). 
ER Durch Division von p'(x) durch g2(x) ergibt sich danach ein neuer Rest 
Ge apa gu — 93(%), für den gilt (x) = 92(2) P2(2) — Ps(&). Dieses Verfahren muß nach 
N endlich vielen Schritten abbrechen; in vereinfachter Schreibweise erhält 
ee ie man das nebenstehende Schema. 

ee Aus der letzten Gleichung, der vorhergehenden und schrittweise bis zur 

G; L gi dr Tr eg ersten zurück erkennt man, daß g- ein Teiler ist von 9,_ı, von @,_3, VON @r_3 

a a usw., schließlich auch von p’ und von og. Da und %’ aber teilerfremd sind, 
he Zee kann g, nur eine Konstante sein. 

Die Folge dieser Funktionen 9, 9’, 92, 93, - . ., 9 wird Sturmsche Kette genannt. Setzt man in den 

Polynomen der Sturmschen Kette für x einen bestimmten Wert a ein, so ergibt sich die Folge von 

reellen Zahlen »(a), »’(a), pa2(a), . . ., gr(a). Haben in dieser Folge zwei benachbarte Zahlen »»(a) 

und 9»+ı(a) verschiedene Vorzeichen, so spricht man von einem Vorzeichenwechsel. Mit W (a) 

bezeichnet man die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Sturmschen Kette für den Wert x = a. 

Wird für ein bestimmtes Argument x = £ eines ihrer mittleren Glieder Null, so haben seine Nach- 

barglieder verschiedene Vorzeichen und sind von Null verschieden. Beim Durchlaufen dieser Null- 

stelle x = E kann sich die Anzahl W(xz) der Zeichenwechsel nicht ändern. Auch am Ende der Kette 
kann dies nicht geschehen, da das letzte Glied p, eine Konstante ist. Die Anzahl W(x) kann sich 

nur ändern, wenn x eine Nullstelle der Funktion (x) selbst durchläuft. Tatsächlich nimmt W (x) 

um 1 ab, sowohl, wenn 9°(z) positiv, als auch, wenn o’(x) in dieser Nullstelle negativ ist. Durchläuft 

also x ein Intervall [a; b], so gibt die Änderung von W(x) die genaue Anzahl der Nullstellen an. 


Sturmscher Satz. Wenn a <b und p(a) # 0 und g(b) #0 sind, so ist W(a) — Wib) gleich der 
Anzahl der Nullstellen des Polynoms $(x) im abgeschlossenen Intervall [a; b]. 


Um mit Hilfe dieses Satzes die genaue Anzahl aller Nullstellen des Polynoms o(x) zu bestimmen, 
wählt man für xı bzw. x2 > xı solche Werte — M bzw. + M, deren Absolutbetrag größer ist als das 
Maximum der absoluten Beträge aller Nullstellen, d.h. M > max(l«ı]|, |x2|,... ., ||), wo «ı, as, 

. .„, &ı die Nullstellen von g(x) sein sollen. Dabei muß M ohne Kenntnis der Nullstellen bestimmbar 
sein. Das ist auch möglich, da für die Absolutbeträge der Nullstellen des betrachteten Polynoms 
o(2) = 2r + an-ı ri +... + a die Abschätzung gilt 


max (jaıl, |a2l,.-„Jal) <1+ lan-ıl + |an-2| + ..»+ laıl + la]. 


Jedes Polynom mit a„ # 1 kann leicht normiert werden, indem man es durch a, dividiert. Die 
Nullstellen bleiben dabei erhalten. Man kann deshalb M = 1 + [an-ı| + ..- +laı| + |@o| wählen 
und ist dann sicher, daß im Intervall [—- M; M] alle Nullstellen von g(z) liegen. 

Ein Beweis dieser Tatsache würde hier zu weit führen. Sie wird aber plausibel, wenn man an den 
Zusammenhang der als reell vorausgesetzten Nullstellen z&ı und z2 von fx) =2?+pxz + q mit 
den Koeffizienten p und g denkt. Bekanntlich ist zı + 22 = —p und zı x2 = g; daraus ist ersicht- 
lich, daß nicht |zı| bzw. |x2| sehr groß und |p| bzw. |q| beide gleichzeitig sehr klein sein können. 
Mit anderen Worten: Die Absolutbeträge der Nullstellen können gewisse Schranken, die sich aus 
den Absolutbeträgen der Koeffizienten ergeben, nicht übertreffen. 


Beispiel: Um von dem Polynom g(z) = x&5 — 27% — x + 2 die Anzahl der reellen Nullstellen 
zu bestimmen, ist die Sturmsche Kette zu berechnen. Da aber für zı = a und x2 = 5b von den 
Größen W(a) und W(b) nur die Vorzeichen der Zahlen o(a), (a), ..., 9m(a) bzw. p(b), ’(b), 
“2.5 9m(b) von Bedeutung sind und nicht ihre absoluten Beträge, ändern sich W(a) und W(b) 
nicht, wenn bei den notwendigen Divisionen Dividend oder Divisor mit einer positiven Zahl multi- 
pliziert werden; dadurch kann die Rechnung vereinfacht werden. 

Für das gegebene Polynom ergibt sich die folgende Übersicht: 


Hinweis zur 


Sturmsche Kette Berechnung Schema Vorzeichen an den Intervallgrenzen 
plz) = 2° — 2r!— x +2 @ (-6) = — 10360 | #(+6) = +5180 
oa (x) = 5x4 — 82° — 1 Bo: —p = qıE — pa E(-6) = + 8207 | 9(+6) = + 4751 


48 


16 5 4 3 
a EEE GE aber 
5 5 4 5 d 


5 
galz) = 2502 — 1002 + 1007 92:55 Papa = 93 93 — pa| 9(- 6) = + 1600 | ps(+6) = + 400 


53 

al) = - 53x + 76 9:9 mp = gm — 9 l-6)= +39 |M(+6)= — 242 
52 52 52 

(2) = 16,5 9(-6)= 16, | 9(+6)= 16,5 
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Die Größe M hat für das Polynom o(x) = z5 — 2x — x + 2den Wert 1+ | -2]+|-1|+|+2] 

. =6,d.h., alle Nullstellen des Polynoms liegen im Intervall [- 6; 6]. In der rsichtstabelle 
sind die Werte für »(-6), 9-6), 92(-6), #3(— 6), p4(—6), 95(— 6) und für p(6), 9°(6), 92(6), 
%3(6), 94(6), 95(6) angegeben. Durch Abzählen findet man W(—6) = 4, W(6) = 1; das Polynom 
hat genau 4 — 1 = 3 Nullstellen. 


Trennung der Nullstellen. Unter Trennung der Nullstellen versteht man die Angabe von Intervallen, 
in denen jeweils genau eine Nullstelle liegt. An Hand des obigen Beispiels soll gezeigt werden, 
wie das mit Hilfe des Sturmschen Satzes möglich ist. 

Setzt man in der zu g(x) = x5 — 2x — x + 2 gehörenden Sturmschen Kette einmal x = 0, so 
liefert W(— 6) — W(0) die Anzahl der Nullstellen im Intervall [— 6; 0]. Da g(0) = +2, (0) = — 


3 52 
9(0)= —9 5 95(0) = + 100, 94(0) = +76, 9(0) = — 16 53° erhält man W(0)= 3, wegen W(—6) 


—= 4also W(—-6) — W(0) = 1; im Intervall [— 6; 0] liegt demnach genau eine Nullstelle. Die beiden 
anderen müssen dann im Intervall [0; 6] liegen. Um sie zu trennen, kann man dieses Intervall 
wiederum halbieren und die Sturmsche Kette für x = 3 untersuchen. Man findet W(3) = 1. Da 
W(0) — W(3) = 2 ist, müssen beide Nullstellen im Intervall [0; 3] liegen, sie sind also noch nicht 
getrennt. Nochmaliges Halbieren liefert W(1,5) = 2. Nun ist W(0) — W(1,5) = 1 und W(1,5) 
— W(3) = 1, d.h., in den Intervallen [0; 1,5] und [1,5; 3] liegt genau je eine Nullstelle. Die drei 
Nullstellen sind somit getrennt. 


Ergänzung zum Sturmsehen Satz. Es sei jetzt noch auf die Voraussetzung eingegangen, daß in der 
Produktdarstellung von f(x) keine mehrfachen Faktoren auftreten sollen. Man kann bei einem 
gegebenen Polynom nicht immer sofort entscheiden, ob diese Voraussetzung erfüllt ist. Trotzdem 
kann man nach dem Sturmschen Verfahren vorgehen. Bestimmt man nämlich mit Hilfe des 
Euklidischen Algorithmus den größten gemeinsamen-Teiler von f(x) und f’(z), so gibt es zwei Mög- 
lichkeiten: 

a) f(x) erfüllt die angegebene Voraussetzung, dann ist der ggT eine von Null verschiedene 
Konstante und der Sturmsche Satz ist unmittelbar anwendbar. 

b) f(x) erfüllt die angegebene Voraussetzung nicht, in der Produktdarstellung gibt es also Fak- 
toren der Form (x — &)%» bzw. (x? + pux + qu)‘“ mit k» > 1 bzw. su > 1. Dann können in f’(x) 
jeweils die Faktoren (x — ar)®»-1 bzw. (x? + pux + qu Ju! ausgeklammert werden, wie sich aus 
der Produktregel für das Differenzieren ergibt. Das Produkt aus diesen Faktoren und eventuell 
einer Konstanten c(c# 0; c# 1) erscheint dann als ggT von f(x) und f’(x). Dividiert man f(x) 
durch diesen ggT, so erfüllt der Quotient die Voraussetzungen des Sturmschen Satzes, so daß 
dieser auf ihn Anwendung finden kann. Der ausgeschaltete ggT von f(x) und f(x) braucht nicht 
weiter auf Nullstellen hin untersucht zu werden, da er nur solche haben kann, die auch dem ver- 
bleibenden Polynom (dem bereits genannten Quotienten) eigen sind. 


DAS VERHALTEN GANZRATIONALER FUNKTIONEN IM UNENDLICHEN 


Neben den Nullstellen interessieren häufig noch andere besondere Eigenschaften ganzrationaler 
Funktionen: Extremwerte, Wendepunkte, Anstieg in Nullstellen und Wendepunkten und anderes. 
Die entsprechenden Untersuchungen werden mit den Hilfsmitteln der Infinitesimalrechnung 
durchgeführt und sollen deshalb an dieser Stelle nicht näher dargelegt werden. Allen diesen Betrach- 
tungen ist aber gemeinsam, daß durch sie immer nur ein beiderseits beschränktes Intervall des 
Definitionsbereiches erfaßt wird. Es erhebt sich die Frage, wie der Verlauf ganzrationaler Funk- 
tionen außerhalb eines solchen Intervalls aussehen kann, welche Werte sie annehmen können, 
wenn |x| größer wird als das Maximum der absoluten Beträge aller Nullstellen, Extremstellen, 
Wendestellen u. a. der Funktion. -— Die Antwort auf diese Frage bezeichnet man gewöhnlich als 
ihr Verhalten imUnendlichen. Klammertmanin f(x) = an" 
+ An ı zei +... +aı2 + a, daserste Glied a, x” aus, 











30 ergibt sich an si | er | fa) > 
An-1 Ün-2 107) Em 
— nn. ——— oo co 
fi) = an (142° er). ser a7 = 
Aus dieser Darstellung erkennt man, daß für unbeschränkt 09; + 
wachsendes |x| auch |f(z)| über alle Grenzen wächst, > u : 
denn der Ausdruck in der Klammer strebt in diesem ee a az 
Falle gegen 1, während |a„ x”| beliebig groß wird. Man 8 SZ, are 
drückt dieses Verhalten häufig auch symbolisch in der Pr % 
Form lim |f(x)| = & aus. + 0 E 
|z]>, ’ gerade KT 
Das Vorzeichen der Funktion f(x) für |e| > © hängt a N 
nur von a„nx” ab, da der Ausdruck in der Klammer ge . i 
von einem gewissen x, ab für alle |x| > x» sicher positiv +6 un: 
ist, Es gibt nur die in der Tabelle zusammengestellten ungerade -— 


Möglichkeiten. -. Ber 
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Beispiel 1: Die Funktion y = x — 2° — 2? — x — 2 hat die reellen Nullstellen = —1 und 

x = 2. Bei x = 1,3 liegt ein Minimum der Funktion vor, bei z = 0,73 und x = — 0,23 hat sie 

Wendepunkte. Für das Verhalten der Funktion im Unendlichen gilt lim f(x) = +» und 
> --00 


lim f(x) = +. Bestimmt man einige Funktionswerte, so entsteht folgende Wertetabelle: 























=> —oo 
zI1-2 —16|=-131 —1 | —-0,7| —0,23| 0 0,3 0,73 1j 13] 16|2| 23,3| 3 
y| 20 7,6 2,6 0)-12| -18 | -2|-2,4|-34 | —4|-43|-3,7|0| 6,2 | 40 














Die Funktion läßt sich nun graphisch darstellen 
(Abb.). 


Beispiel 2: Die Funktion y = 0,02525 + 0,05x* 
— 0,623 — 0,5522 + 2,575x — 1,5 hat einfache 
Nullstellen bei = -5, <= -3unde=4 
sowie eine zweifache Nullstelle bei x = 1. Bei 
x = 1,53 und x = 3,16 liegt jeweils ein Mini- 
mum und bei x = — 4,24 sowiex = lein Maxi- 
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Graphische Darstellung der Funktion 
Graphische Darstellung der Funktion y = 0,02525 + 0,052 — 0,62? — 0,552? 
y-n—-ı?—- -ı 2 + 2,5752 — 1,5 


mum. Wendepunkte sind beix = — 3,22, 2 = — 0,3 und x = 2,32. (Diese Zahlen sind Näherungs- 
werte.) Das Verhalten der Funktion im Unendlichen ist durch lim f(x) = + ® und lim fe) = -» 
2-00 > —009 


gekennzeichnet. Zur graphischen Darstellung der Funktion wird folgende Wertetabelle benutzt: 





POTENZFUNKTIONEN MIT NEGATIVEN EXPONENTEN 
Die einfachsten gebrochenrationalen Funktionen sind solche, deren Zuordnungsvorschrift in der 


1 ” ” 
Form y = En (n = 1,2, 3,...) gegeben werden kann. Man bezeichnet sie als Potenzfunktionen mit 
negativen Exponenten, da man bekanntlich für Pr auch x-" schreiben kann. Sie sollen zunächst 
x 
untersucht werden. 


1 L 
Die Funktion y = = Sie ist offensichtlich eine ungerade Funktion und deshalb zentralsymmetrisch 
in bezug auf den Nullpunkt (Abb.). 


ri r L ! 1 1 1 Butt 
1 aa ne a DE a SB FETTE TU 
Wertetafel zu IT — — I _____|______ [ne | je DD m | 
u . . n 1 2 100 | 1000 | 50 | 5|ı 
YITEHTEhT I Tel 
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Für |z2| > 1 nähern sich die Ordinaten der Kurve um so mehr dem Wert Null, je größer |x] wird, 
während im Bereich -— 1 <x< + 1 die Ordinaten für kleiner werdende |x| über alle Grenzen 
wachsen. Die Kurve nähert sich sowohl der positiven als der negativen x- als auch der y-Achse, 
ohne diese je zu erreichen. Die x- und die y-Achse sind Asymptoten der Kurve, Für x = 0 gibt es 


1 
keinen Funktionswert, die Funktion y = = ist an der Stelle x = 0 nicht definiert. Ihre Kurve 


besteht aus zwei Ästen; sie ist eine gleichseitige Hyperbel. 


1 nn } 
Die Funktionen y = Zmm* Ihr Kurvenverlauf ähnelt dem der Hyperbel y= 2 Die Funktionen 


2m+1 


sind ebenfalls ungerade. Sie sind für = 0 nicht definiert, haben zwei Äste, von denen einer im I. 
und einer im III. Quadranten liegt, und gehen alle durch die Punkte P(1; 1) und R(-1; — 1). Sie 
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1 h 
Funktionskurve zu y = = Funktionskurve zuy = 


steigen bzw. fallen im Gebiet -—1 <x < + 1 um so steiler, je größer m ist, und nähern sich für 
|=| > l um so schneller der x-Achse, je größer m ist. Die x- und die y-Achse sind wiederum Asym- 
ptoten. 


1 
Die Funktion y= —, Sie ist eine gerade Funktion, deren Kurve symmetrisch zur y-Achse liegt 
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(Abb.). Bei x = 0 ist sie nicht definiert und hat deshalb zwei Äste. Die positive und die negative 
x-Achse sowie die positive y-Achse sind Asymptoten. 


1 1 
Die Funktionen y = er Hier ergeben sich ähnliche Kurven wie für y= ze Über die Steilheit 


dieser Kurven gilt Entsprechendes wie für die Äste der Potenzfunktionen mit ungeraden negativen 
Exponenten. Ihnen allen sind die Punkte P (1; I) und Q@ (- 1; 1) gemeinsam. 


Potenziunktionen und Proportionalität. Da aus y = k x" folgt, daß für alle einander zugeordneten 


Werte das Verhältnis 2 Ip =’ et — 2 — k konstant ist, nennt man die n-te Potenz von 
CN Kor an 


x proportional zu y. 


In der Zuordnung y = ” wird y um so kleiner, je größer x ist und umgekehrt. Ein solches Verhalten 


wird als indirekt proportional bezeichnet und dadurch definiert, daß das Produkt zugeordneter 
Werte konstant ist, xy = k; k heißt in beiden Fällen Proportionalitätsfaktor. 

Beim freien Fall ist die Fallstrecke s dem Quadrat der Zeit proportional; die Anziehungskraft F 
zweier Massen ist umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer Entfernung r voneinander. Die ent- 


m 
sprechenden Gesetze müssen daher die Gestalt haben: s = kt? bzw. F = er wobei jeweils der 


Proportionalitätsfaktor berechnet werden kann, wenn ein Wertepaar (s; t) bzw. (r; F) bekannt ist. 
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ALLGEMEINE FORM GEBROCHENRATIONALER FUNKTIONEN 


Ähnlich wie für die ganzrationalen Funktionen existiert auch für die gebrochenrationalen Funktio- 
nen eine Darstellung, die man als Normalform bezeichnen kann. 


Die Zuordnungsvorschrift jeder rationalen Funktion f(x) läßt sich als Quotient zweier teilerfremder 
Polynome p(x) und q(x) darstellen ‚d.h. x > fl) = — —. 


Hat das Polynom g(x) im Nenner den Grad 0, ist es eine Konstante, so entsteht als spezieller Fall 
eine ganzrationale Funktion. Im folgenden wird angenommen, daß der Grad von g(x) mindestens 
1 ist, also eine gebrochenrationale Funktion vorliegt. 


NULLSTELLEN UND POLE GEBROCHENRATIONALER FUNKTIONEN 


Nullstellen. Eine gebrochenrationale Funktion kann nur für solche Werte von x den Wert Null 


p(x) 
g(z) 


den von Null ist; eine Zahl « ist also genau dann eine Nufllstelle, wenn p(«) = 0 und g(«e) #£ 0 sind. 


Bei einer beliebig gegebenen gebrochenrationalen Funktion f(x) = = ni in der g(x) und k(z) Poly- 


annehmen, für die in der Normalform der Zähler p(x) Null wird und gleichzeitig q(x) verschie- 


nome sind, kann es auch geschehen, daß für eine Zahl « sowohl g(«) = O0 als auch h(«) = 0 gilt. Der 
Wert f(«) ist dann zunächst nicht bestimmbar. Der ganze Sachverhalt deutet aber darauf hin, daß 
f(x) nicht in der Normalform vorliegt; g(x) und h(z) sind in diesem Fall offenbar nicht teiler fremd. 
Es existiert dann für g(x) eine Darstellung g(z) = (x — «)* 2a) und entsprechend für h(x) eine 
Darstellung h(z) = (x — «)!hı(x) mit k,l> 1 und ganz; d.h., g(z) und h(x) haben einen Faktor 
(2 — «)m gemeinsam, den man in rn kürzen kann; m ist dabei der kleinere der beiden Werte k 
oder (vgl. S. 411). Es gibt dann drei Möglichkeiten: 


1. k > !, dann ist f(«) = 0; 2.k = I, dann ist f{a) =c #0; 3.k < I, dann ist f(«) nicht definiert - 


x 
auf diesen letzten Fall wird anschließend genauer eingegangen. Liegt f(x) = Pe) bereits in der 


g(2) 


en 


Funktionsverlauf bei Polen ungera- Funktionsverlauf bei Polen gerader 
der Ordnung Ordnung 










Normalform vor, so reduziert sich die Frage nach den Nullstellen einer gebrochenrationalen Funk- 
tion auf die Frage nach den Nullstellen des Polynoms p(x), die bereits beantwortet wurde. 


Pole. Stellen x = «, für die der Nenner g(z) den Wert 0 hat, wenn p(«) # 0, heißen Pole der 

Funktio nen Tritt der Linearfaktor (x — «) dabei »-mal in der Faktorenzerlegung von g(x) auf, 

q(z) = (= — «)”gı(z), so spricht man von einem Pol der Ordnung v. Die Funktion f(x) läßt sich in 
p(z) I, DM) 5 

der Umgebung dieses Pols darstellen durch f(x) = —— = — ——" ——: Sind p(x) und g(® 

gebung Malz te) lea we p(®) 1%) 

teilerfremd, so haben in einer Umgebung von x = « weder ‚p(z) noch gı(z) eine Nullstelle, ändern 


10* 
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also ihr Vorzeichen nicht, ihr Quotient hat deshalb einen von Null verschiedenen, beschränkten 


1 
Ga wächst aber über jede Grenze für  — a. 


Nähert man sich dem Pol im Sinne wachsender xz-Werte (x < «), so ist (x — «) negativ, für un- 


positiven oder negativen Wert. Die Funktion 


gerade Werte von» » = 1,3,5,...), geht dann gegen — », für gerade Werte von» = 2, 


(x — «)r 
4, 6,...) dagegen gegen + &. Nähert man sich dem Pol im Sinne abnehmender z-Werte (x > «), 
so ist (@ — «) positiv, Gr geht also stets gegen + co. Dieses Verhalten der Funktion al 





ändert sich durch den Faktor 
1 


zeichen der Funktion f(x) umkehrt (Abb. S.147). Die Gerade x = « ist Asymptote der Funktion. 


x 
„_ ur insofern, als sich für negative Werte des Faktors das Vor- 


DAS VERHALTEN GEBROCHENRATIONALER FUNKTIONEN IM UNENDLICHEN 
Pe) Am&X” + Amı mit... +02 +@ 


g(&) dn ar + bnı amt +... +b2+b 
sind drei Möglichkeiten in Betracht zu ziehen, nämlich m <n,m=n,m>n. 

Ist der Grad des Zählerpolynoms p(x) dem des Nennerpolynoms q(x) gleich (m = n) oder größer als 
dieser (m > n), so nennt man die Funktion f(x) unecht gebrochenrational. Nach Division des Zählers 
durch den Nenner läßt sich dann stets eine ganzrationale Funktion g(x) abspalten, 


f(x) = pl&) :q(®) = g(®) + r(®), 


a 
deren Grad (m — n) ist. Im Falle m = n ist g(z) die Konstante —", Der Rest r(x) dagegen ist stets 
n 


Geht man von der allgemeinen Form f(x) = aus, So 


eine echt gebrochenrationale Funktion, d. h., der Grad ihres Zählers ist kleiner als der ihres Nenners. 
Das Verhalten einer ganzrationalen Funktion im Unendlichen ist aber bekannt; es ist somit nur 
noch das der echt gebrochenrationalen Funktion zu untersuchen. Dividiert man in ihr Zähler und 
Nenner durch x” (m < n), so erhält man: 











Am-ı aı ao 
Am —- m — u... + gm-1 + gm 
f(x) = i 
en bı bo 
n PH — = © — zm-i m 


Für |x| > » strebt der Zähler dem Wert am zu, während der Absolutbetrag des Nenners gleich- 
zeitig beliebig große Beträge annimmt, d.h., |f{z)| > 0 für |z| > ». Die x-Achse ist danach 
Asymptote der Funktion f(x). Je nach dem Vorzeichen von am und von b„ und nach dem Grad 
(n — m) nähert sich das Bild der Funktion von oben oder unten, von positiven oder negativen 
Werten her asymptotisch der x-Achse; ist z.B. am > 0, b„n > 0 und (n — m) ungerade, so ist f(x) 
für x > + © positiv, für x > — oo dagegen negativ. 

Das Entsprechende gilt für den Rest r(x), der nach Abspalten der ganzrationalen Funktion g(x) 
von der unecht gebrochenrationalen Funktion f(x) geblieben ist. Die Funktion f(x) nähert sich für 
|x]| > © asymptotisch der Funktion g(z), und zwar von oben, wenn r(x) zwar kleine, aber positive 
Werte hat bzw. von unten, wenn r(x) über negative Werte gegen Null konvergiert; das Bild der 


Am ; 
Funktion g(x) wird Grenzkurve genannt. Ist speziell m = n und r(x) = z_’ 80 ist die Parallele im 


a 
Abstand —- zur x-Achse Asymptote der Funktion f(x) für |x] > ». 
n 


lei hat für x = 2 eine Nullstelle, fürx = —2 einen 
23 — 327 +2 

Pol erster Ordnung und für x = leinen Pol zweiter Ordnung. Zwei Extremwerte - beides Maxima 
- liegen beix = — 0,74 und x = 2,74. Das Verhalten der Funktion irn Unendlichen ist durch 
Ä ze y = 0 gekennzeichnet. Die x-Achse ist daher Asymptote der Funktionskurve. Zur Betrach- 
2|>co0 

tung des Vorzeichens der Funktionswerte für den gesamten Definitionsbereich schreibt man zweck- 


3(2 — 2) - 
(ee 43) . Es ist zu erkennen, daß 
y für -— oo <xr<-—2 positiv ist, für -2<z<1lund 1<x»< 2 ist y negativ und für x > 2 
wieder positiv (Abb.). Zur genaueren graphischen Darstellung ist eine Wertetabelle notwendig: 


Beispiel 1: Die Funktion y = 


mäßigerweise die Funktionsgleichung in der Form y = 





x 0,5 1,3 1,5 1,8 2 | 2,74 | 3. 
y|l-72| -—71| —172 | —0,25 |0 | 0,16 | 0,15 
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a@—1 
Beispiel 2: Die Funktion y = ET ———-hat die Nullstellen <= —1l und z= 1; Pole sind nicht 
vorhanden. Ein Extremwert (Minimum) liegt bei © = 0, Wendestellen bei x = —0,57 und 


2 
x = 0,57. Durch Ausdividieren erhält man die Darstellung y=1-— ar Die durch y=1 
festgelegte Gerade ist eine Asymptote der Funktionskurve, da limy= 1, Es ist außerdem zu sehen, 


|e|>oo 


daß die Funktionskurve überall unterhalb der Asymptote verläuft (Abb.). 
Wertetabelle: 






Branlünihe Trlalenig = Funktion 
wc. 
= on +1 


Graphische Darstellung der Funktion 
= 32-6 
’T@-W@+2) 


a2 — 0 —2 
Beispiel 3: Die Funktion Van, 


hat die Nullstellen == —1l und x = 2, 
einen Pol für <= 3 sowie Ertremwerte bei 
x=1 (Maximum) und bei «= 5 (Minimum). 
Abtrennen des ganzrationalen Teils liefert 


h 1 4 
die Darstellung y = 3° +1+ 2-6 Es 
ist also y = 3° + 1 eine Asymptote der 


| 

| 

| 

| 

| 

a 
Tr 

| 

| 

| 








Funktionskurve. Die Annäherung an die 
Asymptote erfolgt für x > — von unten 


und für x > + von oben (Abb.). h : a2 —- vv —2 


Wertetabelle: 


Graphische Darstellung der Funktion y= Eee 











Fre 2, x3 + 2 1 

Beispiel 4: Für y= f(x) = ist wegen Se x2 + = und lim 
1 1 

= lim... —= O.die Kurve y;= 5% Grenzkurve. 

Ixl> +0 # 


PARTIALBRUCHZERLEGUNG 
Besonders für die Integration einer gebrochenrationalen Funktion f(x) ist es notwendig, sie als 


p(x) 


Summe von Partialbrüchen darzustellen. In ihrer Normalform f(z) = —— sind Zähler p(x) und 


g(%) 
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Nenner g(z) des Quotienten teilerfremd. Ist der Grad des Zählers p(x) größer oder gleich dem des 


x 
Nenners, so läßt sich durch Division ein ganzrationaler Teil g(x) abspalten, f(x) = g(x) + ei 





Der Nenner g(x) seinerseits läßt sich bis auf einen konstanten Faktor, der zum Zähler gerech- 
net werden kann, in ein Produkt von Linearfaktoren zerlegen 


q(2) = (x — aı)lı (w — an)er... (© — a) (© — Bı)a (2 — Bı)a ...(& — Br) (a — Br)®r, 
in dem die / reellen Nullstellen «, sowie die r Paare von konjugiert komplexen Nullstellen 89 
bzw. 8, mit den Vielfachheiten k, sowie s, auftreten. Das Produkt zweier konjugiert komplexer 
Linearfaktoren ergibt ein reelles Polynom zweiten Grades, (x — B) (x - B) = x? - (B +ß)z= + BB 
= re? +ax+b. Hierin wurd a = —(ß + ß) und b=ßß gesetzt; q(x) läßt sich dann als das 
folgende Produkt von Polynomen darstellen, die im Bereich der reellen Zahlen irreduzibel sind: 
q(2) = (2 — ı)aı(® — an)ker...(0 — a) (22 + aı2 + bı)a...(@® +2 + bu). 


Als Partialbrüche bezeichnet man Brüche, deren Nenner eine Potenz eines Linearfaktors oder 
eines irreduziblen Polynoms zweiten Grades ist; die Zähler sind im ersten Falle Konstante A, im 


Pı(z) läßt sich 
g(z) 





zweiten Falle lineare Polynome B + C x. Die echt gebrochenrationale Funktion 
in folgender Form darstellen: 


Partialbruch- 
zerlegung 


t- 
Bu + Cuı® Bir + Cı2X Bi Bis, + Cıs, © 
+ pet @+metgq®t (2? + pı®= + qı)" 
Baı + Car ® Ba2 + O2 X Mr Bas, + O2, % 
Ba (22 + Pax + ga)? Barren Es 


Br .r C;ı% Br + Or Bar, % On, ® 
@tpStG @tpatret tarpmzrg" 


(x — a)Fı 


+ 





Hierbei sind A,,, Bu» Cu, sämtlich reelle Konstanten. Daß eine solche Zerlegung möglich ist, kann 
man für Linearfaktoren bzw. ihre Potenzen im Nenner folgendermaßen einsehen. Sei « eine k-fache 
Nullstelle des Nenners g(x), so gilt g(z) = (x — x)* gı(z), wobei « keine Nullstelle mehr von gı (x) ist. 
pı(®) 
q(%) 





Spaltet man den Partialbruch ——— ab, so 


erhält man: (@ ) 
Pı(®) A Pılz) — Agı(®) D(x) 


—— Bm Do Do 1. 


( — a)gıla) (Bo (a ag) (a — a)egıle) 
Da weder pı(x) noch gı(z) für x = « Null werden, darf für die noch unbestimmte Konstante A die 


Zahl me = A gewählt werden. Man 'erreicht damit, daß (2) = pı(z) — Agı(z) für x = « eine 


Nullstelle hat, daß also gilt @(x) = (x — «) g(x). Durch Kürzen ergibt sich 


me) A __ gl) 
(2 — ae gıl) (a) (8 — a)kigıle) ' 
Diese rationale Funktion ist wieder echt gebrochen, denn der Grad von o(x) ist um 1 kleiner als der 
von ®(x), dessen Grad höchstens dem von pı(x) oder von gı(x) gleich ist; deren Grad ist aber auf 
alle Fälle kleiner als der von g(x) = (x — «a)k gı(x). 
Von dieser Funktion en kann nach demselben Verfahren wieder ein Partialbruch 
ru 1 
abgespalten werden. Entsprechendes gilt ebenso für die anderen reellen Nullstellen des 


von der gegebenen echt gebrochenen Funktion 





(x — a)k-1 
Nenners g(x). 
Läßt man vorübergehend komplexe Zahlen zu, so gilt die gleiche Überlegung auch für die Null- 


stellen $ und ß des Nenners q(xz), nur muß man bedenken, daß durch Einsetzen des zu ß kon- 


Ganze rationale und gebrochene rationale Funktionen 151 


jugiert komplexen Wertes ß in eine der Funktionen pı(z) bzw. gı(x) mit reellen Koeffizienten diese 


Pı(B) Pı(B) z 





Zu jedem Partialbruch „ tritt dann auch ein Partialbruch auf; ihre Summe 


A 
@- m (© - Be 
Al — Pr + A (® - Br 
(v2 - [8 + Bla + BB) 
geht durch Vertauschen einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen in sich über, d.h., 
sie muß reell sein und die Form haben en wobei h(x) höchstens den Grad k hat. Ist 


sein Grad größer als 1, so läßt sich h(x) durch (x? + «x + b) dividieren 

h(z) = hı(e)(? +ax +b) +(Bz+C) bzw. 

h(z) 1 BE+B hı() 

(22 tax +b* (2+ax+ b)% + (x? + ax + b)k-ı" 

Ist der Grad von hı(x) wieder größer als 1, so kann erneut durch (x? + «x + b) dividiert werden. 
Diese Zerlegung in Faktoren ist auch eindeutig, wie man nach Multiplizieren mit (x — «,)*, durch 
Koeffizientenvergleich zeigen kann. 
Praktische Durehführung der Partialbruehzerlegung. Für die praktische Durchführung der Partial- 
bruchzerlegung einer gebrochenrationalen Funktion gibt es verschiedene Möglichkeiten. Man kann 
z. B. entsprechend dem obigen Beweis die Zerlegung schrittweise herstellen. Meist ist aber ein 


anderes Verfahren zweckmäßiger, das im folgenden an Beispielen erläutert werden soll. Es handelt 
sich um die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 


22 —1 i = 

(+ 2e@-n) soll als Summe von Partialbrüchen dargestellt 

werden. Auf Grund des allgemeinen Satzes weiß man, daß die Zerlegung folgendes Aussehen 
2x —1 Aı Asa 3 N } . 

© +2%@-1) = @ + 27% 4 Ferm "FEN Multipliziert man diese Gleichung 

mit dem Nenner (x + 2)? (x — 1), so folgt 22 — 1= Aı(® — 1) + A2s(z +2) (x — 1) + As(x + 2). 

Auflösen der Klammern dieser Identität und Zusammenfassen gleichartiger Potenzen von x 


ergibt ER | = (As + As) 2x2 + (Aı + A + 4 As)x + (—-Aı — 2A + 443). 


Durch Koeffizientenvergleich erhält man zur Bestimmung von Aı, As und As folgendes Glei- 
chungssystem: I. Aa + As = 0; II. Aı + Aa + 4A: = 2; III. — Aı - 24: + 4As = —1. Es 


Beispiel 1: Die Funktion y = 





haben muß: 


5 1 1 
hat die Lösungen Aı =» A=-— 9 und A;= rg Somit ist die gesuchte Partialbruchzerlegung: 


27 —1 5 1 1 
@ +2%®@-1) 3@ +22 9e +2) "9 1) 
Beispiel 2: Die Partialbruchzerlegung von 
x2 + 5x 22 +52 
y- A _20 22m IcHı1l geht von der Produktform y = ———-———— aus. Man setzt 


(x — 1)? (@® + 1) 
22 + 5x Aı As B+Cxz re i 
@- mern = @_- ı% E= Gen . @+T' Durch Multiplizieren mit dem Hauptnenner 
erhält man 2? + 5x = Aı (+ 1) + A: (+1) («- 1) +(B+ Cx) («x — 1)? und weiter 
x2 +52 = (As + C)z3 +(Aı - Aa +B-2C)x2 +(A2 —2B+ C)z+(Aı -— As + DB). Die 
Koeffizienten Aı, Az, B und C müssen folgendem Gleichungssystem genügen: 
I..A+C0=0; I.Aı - 4A +B-2C=]1; IIIL.A2-2B+C=5; IV.Aı -4A2+B=0. 


1 5 1 
Man findet Aı = 3, A, = 9° B=- P und l=-— 5 Somit ist die gesuchte Partialbruchzerlegung: 
x2 + 5x 3 1 5+x 


zı— 222 + 202-207 +1 (-1)% ' 2-1) 2(&® +1) 


III. Niehtrationale Funktionen 


Die Definition der nichtrationalen Funktionen - man bezeichnet sie auch als irrationale Funk- 
tionen — ergibt sich bereits aus ihrem Namen: Es sind Funktionen, die nicht rational sind, deren 
Zuordnungsvorschrift zwar durch einen Rechenausdruck angebbar ist, in dem aber nicht nur end- 
lich viele oder nicht nur rationale Rechenoperationen auftreten. 
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Während die rationalen Funktionen eine Normaldarstellung haben, ist das bei den nichtrationalen 
Funktionen nicht der Fall. Damit entfällt die Möglichkeit, sich an Hand einer Normaldarstellung 
einen Überblick über die Gesamtheit der betrachteten Funktionen und ihre Eigenschaften zu 
verschaffen. Es sollen dafür im folgenden die am häufigsten vorkommenden nichtrationalen 
Funktionen nacheinander betrachtet werden. 


WURZELFUNKTIONEN 
Die Funktion y= x? ist nur in zwei getrennten Intervallen 0 <x < +» bzw. -—o <xz=< 0 jeweils 
monoton, Sie hat infolgedessen zwei Umkehrfunktionen y=\x bzw. y= -— Vz, für beide ist der 


Definitionsbereich 0 <x < + © (entsprechend 0<y < + ® der Funktion y = x?), der Werte- 
bereich aber 0O<y< + » bzw. — © <y< 0. Ihre Kurven ergeben sich aus der Normalparabel 
y = x? durch Spiegeln an der Winkelhalbierenden der Quadranten I und III (Abb.). Als Werte- 
tafel kann jede Quadratwurzel- oder Quadrattafel dienen. 

3 


Die Funktion y=)x. Die Funktion y= x® ist in ihrem ganzen Definitionsbereich -—  <x<+» 
monoton steigend. Ihre Umkehrfunktion ist y„ = x, deren explizite Form wegen der Definition 


3 3 
der Wurzel y = Yx für x > Ound y=- Y-x für &<0 ist. Der Definitionsbereich der Funktion 
ya=xist -o <x<-+%, der Wertebereich -—o <y< +. Das Kurvenbild entsteht aus der 
kubischen Parabel durch Spiegelung an der Winkel- 
halbierenden der I. und III. Quadranten und hat im jr: 
Nullpunkt eine Wendetangente in Richtung der y-Achse Jh 
(Abb.). | 



















n ungerade 








n n N n 
Umkehrfunktion y= R- 25 Vz} y= +Yx y--— Vz 
Definitionsbereich -o<xg <+o 0<sr <+o <se<+o 
Wertebereich -o<y<+to 0<y<+to -o<y<so0 
Krümmung -o <rs0 | 0Ose<+o 
positiv negativ negativ positiv 


n 
Die Funktionen y = Yx. Diese Funktionen sind Umkehrfunktionen der jeweiligen Potenzfunk- 
tionen y = x", n positiv ganz; fürgerades n muß die Funktion y = x" in die Bereiche -o <xz < 0 


n nv 
und 0<x< +» zerlegt werden, hat also zwei Umkehrfunktionen y = — x bzw. y = + Vz, 
die dieselben Definitionsbereiche 0 < x < +», aber jeweils die Wertebereiche -—o <y<s0 bzw. 
0<y< +» haben. Der Punkt x = 0, y = 0 gehört zu beiden Funktionen. 


n 

Für ungerades n gibt es zu y= x" im Bereich —o <x < +0 eine Umkehrfunktion y = Vz 
n 

für x 2 0 bzw. y= — V- x für © <0, die für -—o <xz < + definiert ist. 


EXPONENTIALFUNKTIONEN 


Die e-Funktion y = e?. Die Zuordnungsvorschrift kann durch einen expliziten Rechenausdruck 
mit unendlich vielen rationalen Rechenoperationen gegeben werden. Wie im Hauptabschnitt 
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Funktionenreihen gezeigt wird, kann durch Einsetzen in die nebenstehende Reihe für jedes 
reelle (oder komplexe) x der Funktionswert mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden. Für 
den speziellen Wert z=1 ergibt sich der Wert für die 
transzendente Zahl e = 2,718281828459... Einige Loga- 
rithmentafeln enthalten gerundete Werte dieser Funk- 
tion. 









y Bin! 
x 
" Re 
N 
N 
N 
N 
N 
\ y-Vx 
7 g 
7 x 
y= Vz als Spiegelbild von y = x? Umkehrfunktion zu y = x° 
Wertetafel der Funktion y = e* 
—2 





Nach den Potenzgesetzen gilt e® = 1 und e= = 1/e*. Da die Funktion y = e* für positive z-Werte 
nur positive y-Werte annimmt und für x + oo monoton über jede Grenze wächst, nimmt auch die 
Funktion y = e-* nur positive Werte an, und die 

y-Werte fallen mit wachsendem Argument = mono- 
ton. Ihre Kurve nähert sich für x > + © asymptotisch 
der x-Achse (Abb.). 

Die Exponentialfunktion wird oft als Wachstums- 
funktion bezeichnet, weil jeder Naturvorgang auf 
diese Funktion führt, in dem die Zu- bzw. Abnahme 


dN : 
EaE einer Anzahl N betrachteter Objekte in der 
Zeit t von ihrer jeweiligen Anzahl abhängt; ist k ein 


eg 
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nF 
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dN 
Proportionalitätsfaktor, so gilt + Ze Nk; u ann Es Er 
— +kdti oder et*# = N; z.B. liegt dem Anwachsen a He He Solist His eriarr sr 
eines Waldbestandes (vgl. Hauptabschnitt Gleichun- 7 eg tirgertrrere 


gen), dem Anwachsen der Erdbevölkerung oder dem 
radioaktiven Zerfall diese Funktion zugrunde. 


Die Funktion y = a“. Nach den Potenzgesetzen ist 
a = elna, da Ina die Zahl ist, mit der man e poten- 
zieren muß, um a zu erhalten. Man erhält y = «a* 
— ezina, d.h., die allgemeine Exponentialfunktion 
ist eine e-Funktion y= e*=, deren Definitionsintervall gleichmäßig um 
den konstanten Faktor k = Ina gestreckt bzw. gestaucht worden ist. Das Inter- 
vall von x bis 2 + 1 hat dann nicht mehr die Länge 1, sondern 1’k = Ina 





Die Funktionen y = er und y = e® 





@ 
ri 2,30259....1ga. Dieser Wert ist für a = 2 kleiner als 1 (k = 0,693), für «= 10 größer als 
1(k = 2,30); wenn das Argument x von e* um 1 wächst, nimmt das Argument (k x) der Funktion 
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y= 2” = ein? nur um 0,693, das der Funktion y = 102 = ezInl0 dagegen um 2,30 zu. Die 
Funktion y = 2* wächst langsamer, die Funktion y = 10? schneller an als die e-Funktion e?(Abb.). 


Werietafel für die Funktionen yı = 2° und ya = 10° 
1/2 2 3 







100 


Im Bereich der reellen Zahlen ist der Logarithmus weder für « = 0 noch für negative Werte von «a 
definiert; die allgemeine Exponentialfunktion y = a? = ezIna existiert deshalb nur für positive 
Werte der Basis a. Je näher die Basis dem Werte 1 ist, um so flacher wird die Kurve der Exponential- 
funktion; für a = 1 gehört zu jedem beliebigen x-Wert der Funktionswert y = 1. Die Funktions- 
kurve ist eine Gerade parallel zur x-Achse. 


Die Funktionen y = k - a*. Durch den konstanten positiven Faktor k werden die Ordinatenwerte y 
der Funktion im Verhältnis 1 :% gestreckt (k > 1) bzw. gestaucht (k < 1). Es läßt sich zeigen, daß 
dadurch das Kurvenbild bis auf eine Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse in sich über- 
geht. Wegen k= elnk ergibt sich nämlich y = k a? = elnk.. exzina — gxina+ink, also eine Parallel- 
verschiebung um c = — Ink in Richtung der + x-Achse. 





Logarithmus- und Exponentialfunktion Die Funktionen 
y- 27 = ezin2, y= 07 und y= 102 = ezIn10 


LOGARITHMISCHE FUNKTIONEN 


Die Funktion y = logax. Diese Funktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion y = az, 
die ja in ihrem ganzen Definitionsbereich monoton ist. Da der Wertebereich der Exponentialfunk- 
tion 0 <y< + © ist, kann die logarithmische Funktion nur für positive Werte des Arguments 
erklärt sein, hat also den Definitionsbereich 0 <x < +». Spezielle Umkehrfunktionen sind 
y = Inz zuy= e* und y = Igx zu y = 102. Ihr Kurvenbild ergibt sich danach durch Spiegelung 
der Kurven von y = e* bzw. y = 10” an der Geraden y = x. Einzelheiten über y = lgx und über 
den Rechenschieber sind im Hauptabschnitt Höhere Rechenarten enthalten. 


Die Funktion y = log. x*. Da offenbar y = k logax, ergibt sich der Funktionswert durch Multipli- 


zieren mit der Konstanten k. Ihr Wert kann auch negativ sein, daman fürk = — xerhälty = log.x-* 
1 

= l0g. re ee logax*= — x1logax. Speziell fürk = — 1 hat die Funktion ein Kurvenbild, das durch 

Spiegeln an der + x-Achse aus dem der Funktion y = logax hervorgeht; die Funktion y = — logax 


1 
= log a! = log. - ist die Umkehrfunktion von y = a”. 
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Die Funktion y = log. (k &). Für positive Werte der Konstanten k geht das Kurvenbild dieser 
Funktion wegen y = loga(k x) = logak + logax aus dem von yı = logax durch Parallelverschieben 
um d = +logak in Richtung der + y-Achse hervor. Für negative Werte k’= — k ist die Funktion 
nur für negative x-Werte definiert, da dann k’x = |k x|, sind die Funktionswerte die gleichen wie 
für y = loga(k x) mit Oo <x < +. 


TRIGONOMETRISCHE UND ZYKLOMETRISCHE FUNKTIONEN 


Die trigonometrischen oder Winkelfunktionen und die zyklometrischen oder Arkusfunktionen sind ein 
sehr häufig vorkommender Typ von nichtrationalen Funktionen. Sie werden in der Goniometrie 
näher untersucht. 

Zusammenhänge zwischen trigenometrischen und zyklometrischen Funktionen. Auf Grund der 
Definition der zyklometrischen Funktionen als Umkehr funktionen der trigonometrischen Funktionen 
ergeben sich sofort folgende Zusammenhänge: sin (arcsin x) = x; cos (arccosz) = x usw. Weiter 


1 
gilt für positive x, wenn auf beiden Seiten der Hauptwert genommen wird: arccotx = arcten— , 


da cotxz = ist. Dadurch wird die Funktion y = arccotx für die meisten Untersuchungen 





entbehrlich. Interessant sind weiter folgende Beziehungen: 


sin(Arccosz) = Y1 — x? sin(Arctanz) = cos(Aresinz) = J1 — z2 
1 © yı _ 22 

— ——— tan(ÄArccosr)= er 

V1+ 22 1-22 © 

Es soll hier genügen, die Begründung für die erste Beziehung anzugeben, da die anderen ganz ent- 

sprechend gewonnen werden können. Aus sin?y + cos®y = 1 folgt siny= +J1 -— cos?y oder 


sin (Arecosz) = +J1 — x. Für den Hauptwert von arccosz gilt 0 < Arceosz < rn; in diesem 
Definitionsbereich hat die Sinusfunktion keine negativen Werte, sin(Arccosz) > 0; die Quadrat- 


wurzel kann deshalb nur positives Vorzeichen haben, sin(Arccosz) = +1 — x2, wie in der Tabelle 


2 
Yl-+z2 


ceos(Arctanz) = tan (Arcsinz) = 





angegeben ist. Entsprechend folgt für den Hauptwert — 5 < Arcsinz <+ 5» daß cos(Arcsin?) 


= + 1-22, weil die Kosinusfunktion in diesem Intervall keine negativen Werte annimmt. 
Unter Benutzung eines von Leonhard 


EvLer (1707-1783) zuerst gefundenen Eulersche Formeln | e!$= cosp + i sing 


Zusammenhanges zwischen den trigono- e-iP= c0sp — ising 
metrischen Funktionen und der Exponen- 

tialfunktion ergibt sich eine Beziehung h ei? — e-i9 eip + e-ip 
zwischen der Arkusfunktion und der Log- a rg coSp ug. 
arithmusfunktion. Diese Beziehungen gel- 

ten im Bereich der komplexen Zahlen. ru a 2 a 


tanpg = —i ceotgo= -+ti 


ei — e-1P 





Nach den oben hergeleiteten Beziehungen eiß + e-19 


lautet für sinp = x und den Hauptwert 
von Arcsinz=g die erste Eulersche Formel e!? = ix + 1 — x*. 


Daraus gewinnt man durch Logarithmieren ip = i Aresinz = In(ix + Y1 — 22). 


Durch entsprechende Umrechnungen für die übrigen Arkusfunktionen ergibt sich: 


Aresinz = -iln (ci+ 1-22) Arecosr = -iln(x +iY1-x23) 


1l+zi 
l-zi zi+l 


zı-—|1 


Arctanz = —iln Arceotz = -iln 





HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN 


Als hyperbolische Funktionen bezeichnet man die durch folgende Funktionsgleichungen festgelegten 
Zuordnungen: 


1, Hyperbelsinus, Sinus hyperbolicus: 2. Hyperbelkosinus, Cosinus hyperbolicus : 
1 
y= sinh? =shr = SCho = 5° (e? — 07); y= coshz = chz = &j «= Ch (ee + e2); 
3. Hyperbeltangens, Tangens hyperbolicus : 4. Hyperbelkotangens, Cotangens hyperbolicus: 
ee Br 


y=tanhr-tho = ur y = cothz = cethx = &tgr = 


e? — e” x 
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z — er? 


e 
Die Funktion y = sinh x. Aus der Definitionsgleichung ergibt sich, daß y = SP für alle 


Werte von x definiert ist. Die Funktion hat eine Nullstelle bei x = 0. Strebt x gegen + ©, so wird 
e* beliebig klein. Da e* gleichzeitig über alle Grenzen wächst, werden die Funktionswerte beliebig 
groß. Für x > — © wird umgekehrt e”* beliebig groß und e* nähert sich dem Wert Null, d. h., die 
Funktionswerte streben gegen — ©. Aus der Definitionsgleiehung ergibt sich ferner, daß sinhx 
= —sinh(—x) ist. Die Funktion ist also ungerade, ihr Bild liegt zentralsymmetrisch in bezug auf 
den Koordinatenursprung; der Wertebereich ist —o <y < + (Abb.). 


Die Funktion y = eosh &. Auch diese Funktion ist für alle Werte von x definiert, ihr Wertebereich 
ist durch 1<y< + © gekennzeichnet, wie man 
a 
2 
leicht erkennt. Die Funktion ist gerade, ihr Bild 
liegt symmetrisch zur y-Achse (Abb.). 


aim 87 T TT- RER ee 
SEHE NEO 


an Hand der Funktionsgleichung y = 


f 
b 

£ ae au — re 
E en tee 4 





E: (=C08hx j | j | 

Seien: | il 
Graphische Darstellung von Graphische Darstellung der Funktionen 
y = sinhxz und y = coshx y = tanhx und y = cothx 


Die Funktionen y= tanhx= und y = eothx. Die erste dieser beiden Funktionen ist für alle Werte 
von x definiert, während bei der zweiten der Wert x = 0 ausgeschlossen werden muß. Der Werte- 
bereich von y = tanhz ist beschränkt, es gilt -—1 <y < + 1. Für den Wertebereich von y = ceothx 
gilt dagegen: -—o <y<—lund +1<y< +», Beide Funktionen sind ungerade (Abb.). 


Zusammenhänge zwischen den hyperbolisechen Funktionen. Aus den Funktionsgleichungen ergeben 
sich unmittelbar folgende Identitäten: 

Die weitgehende Ähnlichkeit dieser 
Beziehungen mit denen zwischen 
den trigonometrischen Funktionen 
rechtfertigt die Verwendung der 
Bezeichnungen Sinus hyperbolieus, Cosinus hyperboliecus usw. Weshalb man von hyperbo- 
lischen Funktionen spricht, sieht man an Hand der dritten Beziehung ein: Setzt man coshx = X 
und sinhx = Y, so lautet diese Beziehung X? — Y? = 1. Das ist aber die Gleichung einer Hyperbel 
in der X-Y-Ebene, und zwar wird wegen coshxz > 1 nur der rechte Hyperbelast dargestellt. 


cosh?x — sinh?xr = 1 





DIE UMKEHRFUNKTIONEN DER HYPERBOLISCHEN FUNKTIONEN 


Wie man an den graphischen Darstellungen der hyperbolischen Funktionen sieht, sind alle mit Aus- 
nahme von y = coshx im gesamten Definitionsbereich monoton und somit umkehrbar. Beiy = cosh 
kann man die Umkehrfunktion in den beiden Intervallen -—o <z<0 undO sx< + bilden, 
in denen die Funktion monoton verläuft, 


Areasinus, Area Sinus hyperbolieus, 4 = arsinh x = arsh x. Dies ist die Umkehrfunktion von 
e? — e-? 
2 
oder nach der Multiplikation mit e*: 2y er = e?* — | bzw. e?z — 2ye* — 1 = 0. Das ist eine quadra- 
tische Gleichung für die Unbekannte e*. Als Lösung kommt nur ee = y + Yy? + 1 in Frage, da 
y- \y? + 1 stets negativ ist, während e* nur positive Werte annehmen kann. Logarithmieren 


y = sinhr. Löst man die Gleichung y = nach x auf, so erhält man zunächst 2y = e? — e= 
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liefert schließlich x = In (y + Yy? + 1). Bezeichnet man die unabhängige Variable wieder mit x 


und die abhängige mit y, so hat man y = In (x + Vz: + 1) als explizite Funktionsgleichung; sie 
stellt den Areasinus y = arsinhx dar. Das Bild der Funktion y = arsinhx erhält man durch 
Spiegelung der Funktionskurve von y = sinhz an der Geraden y = z. 





Areakosinus, Area Cosinus hyperbolieus, 4 = areosh x. Bei der Umkehrung von y = cosh x 
gelangt man nach entsprechenden Schritten wie bei y = sinhz zu der Gleichung e?* — 2ye” +1 
= (, die auf ee = y + |y? — 1 führt. Es ergibt sich schließlich y = In (x + Vz? — 1) als expliziter 
Ausdruck für den Areakosinus. Dabei entspricht der Umkehrung im Intervall — © <xz= 0 der 
Ausdruck y = In(x — Vz? — 1) und der Umkehrung im Intervall O< x <-+ oo der Ausdruck 
y = In(x + Yx2 - 1). Aus den Funktionsgleichungen oder aus dem Bild von y= arcoshx, das 
sich durch Spiegelung des Bildes von y = coshx an der Geraden y = x ergibt, erhält man als De- 
finitionsbereich 1< x < + und als Wertebereich — © <y<s0bzw.O<sy<-+». 





e7 — oe"? 
e”-+ e”* 
also yez+y=e®— 1 


Areatangens, Area Tangens hyperbolieus, y = artanh x. Aus der Funktionsgleichung y = 
etz — 1 
e?= + 1 
oder y e?z — e®®—= —y — 1; durch Ausklammern und Multiplikation mit (—1) erhält man danach 
1 1 
e?z(1—y)=1-+yoder e®= == bzw.e® = Y# . Logarithmieren und schließlich Umbenennen 
x +8 . 
IS oder »=5ın 7, für 
y = artanhx. Der Definitionsbereich ist beschränkt auf —l1 < x < + 1, der Wertebereich umfaßt 


alle reellen Zahlen. : 
Der Vollständigkeit wegen sei hier noch die Gleichung für Areakotangens, Area Cotangens hyper- 


ergibt sich zunächst durch Erweitern mit e* die Gleichung y = 














der Variablen ergibt die explizite Funktionsgleichung y = In 


LE. cd. . a B 
bolicus, y = areothxz angegeben: y= 3 In ne mit dem Definitionsbereich -—o <z<-— 1 und 
1<z<-+ oo. hs 


Ansehauliehe Deutung der Areafunktionen. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funk- 
tionen können geometrisch gedeutet werden als die Bogenlänge y, für die die Funktionen Sinus, 
Kosinus, Tangens bzw. Kotangens den vorgegebenen Wert x haben. Wird diese Bogenlänge als 
Parameter t aufgefaßt, so stellen x = cost und y = sint einen Punkt in der x-y-Ebene dar, der 
wegen der Beziehung cos?t + sin?t = x? + y? = 1 auf dem Einheitskreis liegt. Entsprechend 
läßt sich mit den Hyperbelfunktionen eine Parameterdarstellung x = coshi und y = sinht bilden. 
Der Punkt P(x;y) liegt aber wegen der Beziehung cosh?t — sinh?t = 1 auf der gleichseitigen 
Hyperbel x? — y? = 1. Es läßt sich zeigen, daß in diesem Fall der Parameter i die doppelte Fläche 
bedeutet zwischen der Strecke OS der x-Achse, dem Hyperbelbogen SP bis zum Punkte P(xo; yo) 
und der Verbindungsgeraden zwischen P und dem Koordi- 
natenanfangspunkt O (Abb.). Nach bekannten Sätzen aus nd 
der Integralrechnung erhält man für das Flächenstück 





co 
sap= [Var = ide 52 Ve@=T- Sin|20 + ae = 1] 
1 


bzw. für das Flächenstück 
Yo 1 1 
OSPB= | Yyr+iay= 5yoly® +1 +zin| yo+Yyer+1]. 
N) 


t = 
Daraus läßt sich die Fläche = = OSP auf zwei Wegen be- 
rechnen: 


1 rt 
1.0SP=0AP-SAP= 3x9 - SAP = 3 20 Va = 1 


1 — 1 el ar 
- zer -1+ zn] zo + Vz —1| 


1 Geometrische Deutung der Areafunk- 
: In | zo + Vz — 1 |. tionen 


1 1 1 
2.0SP=0SPB-OPB= zyly® +1+ 5 Im | yo + Yyo: + 1-3 yolyo® + 1 


1 re 
= ;in|yo+VWye+1l. 
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1 _ 
Wie bei der Betrachtung der Funktion Areakosinus gefunden wurde, ist 3 In | zo + Vzo? _ 1| 
1 
u arcoshz,, also to = arcoshx,; bei der Betrachtung der Funktion Areasinus dagegen zeigte 


1 re‘ 
sich, daß ; In yo + VYy®+1|= 5 arsinhyo, also to = arsinhyo. 


IV. Funktionen mit mehr als einer unabhängigen Variablen 


ALLGEMEINE DEFINITION 


Sind n Mengen Wı, Ma, .. ., Mn gegeben, die nicht notwendig voneinander verschieden sind, so 
kann aus jeder Menge unter Einhaltung ihrer Reihenfolge ein Element entnommen werden, &ı 
aus Mı, %2 aus Me, .. ., &n aus Mn. Die Gesamtheit dieser Elemente heißt ein n-Tupel. Ist jedem 
durch die Reihenfolge geordneten n-Tupel genau ein Element eines Wertebereichs zugeordnet, so 
spricht man von einer Funktion mit n unabhängigen Variablen und schreibt dafür allgemein 
y = fi, 2; + 0). 


REELLE FUNKTIONEN MIT ZWEI UNABHÄNGIGEN VARIABLEN 


Bei den folgenden Funktionen besteht der Definitionsbereich aus geordneten Paaren von reellen 
Zahlen, während der Wertebereich in der Menge der reellen Zahlen enthalten ist. In allgemeiner 
Form schreibt man dafür gewöhnlich z = f(x, y), wobei z als abhängige und x und y als unab- 
hängige Variable verwendet werden. 


Darstellung des Definitionsbereiches in der Ebene. Der Definitionsbereich einer reellen Funktion 
mit zwei unabhängigen Variablen kann so beschaffen sein, daß er sich geometrisch deuten läßt. 
Da sich jedes geordnete Paar reeller Zahlen umkehrbar eindeutig einem Punkt einer mit einem 
Koordinatensystem versehenen Ebene zuordnen läßt, kann der Definitionsbereich ein zusammen- 
hängendes @ebiei dieser Ebene darstellen, kann natürlich auch nur aus isolierten Punkten bestehen. 


Beispiel 1: Ist der Defini- 
tionsbereich durch -— o <r< 
+o und 0Osy<+» ge- 
geben. so entspricht ihm die 
obere Halbebene der x-y-Ebene 
einschließlich der z-Achse 
(Abb.). 
Beispiel 2: Bei der Festle- 
gung x? +y?<]1 ist der Defi- 
nitionsbereich das Innere des 
Einheitskreises (Abb.). 
Beispiel 3: Durch —  <x 
Darstellung der in den Beispielen angegebenen Gebiete s-1lbzw.ilsz<-+ © und 
— oo <y<-+% sowie durch 
-l<z<+lund+lsy<+% bzw -—o<ys-— 1 wird die gesamte Ebene mit Ausnahme 
des Inneren eines Quadrates als Definitionsbereich festgelegt (Abb.). 





Darstellung der Funktionen im Raum. Da insgesamt drei Variable auftreten, benutzt man bei der 
geometrischen Darstellung ein räumliches Koordinatensystem mit drei Achsen, meist ein Rechts- 
system. 

Jedem geordneten T'ripel von reellen Zahlen entspricht genau ein Punkt im räumlichen Koordina- 
tensystem und umgekehrt. Auf Grund dieser eindeutigen Zuordnung lassen sich alle reellen Funk- 
tionen mit zwei unabhängigen Variablen geometrisch darstellen: Ist durch die Funktion z = f(x, y) 
dem Paar [x0; yo] die Zahl zu zugeordnet, so entspricht dem in der geometrischen Darstellung der 
Punkt P, mit den Koordinaten (x; Yo; 20). Die Funktion möge so beschaffen sein, daß ihr Bild 
eine Fläche darstellt. 

Es erhebt sich nun die Frage, wie man im Einzelfall eine Vorstellung von der Beschaffenheit der 
jeweiligen Fläche gewinnen kann. Im Prinzip wäre es zwar möglich, eine Wertetabelle der Funktion 
aufzustellen und danach eine Zeichnung anzufertigen. Um jedoch auf diesem Wege ein einigermaßen 
zutreffendes Bild zu gewinnen, müßte die Wertetabelle sehr umfangreich sein. Man bedient sich 
deshalb in der Praxis meist anderer Methoden, z. B. werden die Hilfsmittel der Differentialrechnung 
herangezogen, um eventuell Extremwerte, Sattelpunkte u. a. zu bestimmen. Darauf soll hier nicht 
näher eingegangen werden. Weitgehende Einsichten erhält man schon dadurch, daß man von den 
drei Variablen der Funktion jeweils eine konstant hält. Man wählt beispielsweise aus dem Defini- 
tionsbereich alle diejenigen Paare [x; y] aus, deren x-Wert einer vorher festgelegten Zahl c gleich 
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ist, aus 2 = f(x, y) wird die Funktionsgleichung z = /(c, y), die nur „och eine unabhängige Variable 
enthält. Ihr Bild ist eine Kurve, die die Schnitikurve der durch z = f(x, y) bestimmten Fläche mit 
der durch x = c festgelegten Ebene ist. Ermittelt man diese Kurven für verschiedene feste x-Werte, 
so entsteht eine Kurvenschar, die eine Vorstellung von der betrachteten Fläche zu liefern vermag. 
Natürlich kann dasselbe Verfahren auch auf die Variable y angewendet werden. Etwas anders ist 
es jedoch, wenn die abhängige Variable z konstant gehalten wird. Jeder spezielle Wert von 2 führt 
dann auf eine Bestimmungsgleichung mit zwei Unbekannten, aus z = f(x, y) wird f(z,y) = ce. Die 
Menge der Lösungspaare [z;%y], die diese Gleichung erfüllen, führen bei geometrischer Interpretation 
auf eine Punktmenge in der durch z = c bestimmten Ebene. Wenn man voraussetzt, daß c dem 
Wertebereich der Funktion angehört, ist diese Punktmenge auch nicht leer. Im allgemeinen bildet 
sie gewisse Kurven. Da man sich die z2-Achse gewöhnlich als vertikale Achse vorstellt, nennt man 
diese Kurven Höhenlinien oder Niveaulinien. Im Prinzip sind sie dasselbe wie die Höhenlinien in 
einer Landkarte, In beiden Fällen liegen auf ihnen alle Punkte, die sich in gleicher Höhe über bzw. 
unter einem Normalniveau befinden - in der Landkarte ist es gewöhnlich das Niveau des Meeres- 
spiegels, im vorliegenden Falle ist es die x-y- 
Ebene. 








Geometrische Darstellung der Funkionz = x +y Geometrische Darstellung der Funktion 
z= J)4 —- a2 — y? 
Beispiel 1: DieFunktionze = ce +yst keerefeereeterfehenfreriithßhtt NVEREN 
in der gesamten x-y-Ebene definiert. Ihr Krleiapenl + Y 


Wertebereich ist offenbar -o <z2<-+o, 
Hält man x konstant, so ergibt sich für 
jeden speziellen Wert von « eine Funk- 
tionsgleichung der Form z=y-+ c. Die 
geometrische Darstellung liefert eine Schar 
paralleler Geraden. Untersucht man die 
Höhenlinien, die sich aus <= +y = c er- 
geben, so erhält man ebenfalls eine Schar 
paralleler Geraden. Die Funktion z = x 
+ y kann nur eine Ebene als Bild haben 
(Abb.). 

Beispiel 2: Die Funktionz=]4 — x? — y? 
ist nur im Bereich x? + y?<4 definiert, 
d.h., der Definitionsbereich ist ein Kreis 
mit dem Radius 2 um den Nullpunkt. Ihr 
Wertebereich ist beschränkt: 0<z< 2. 
Hält man x konstant, so ergeben sich 
Funktionsgleichungen der Form z = 
V(4 — c2) — y2. Ihre geometrische Darstel- 
lung ergibt Halbkreise. Dasselbe findet 
man, wenn y konstant gehalten wird. Die a Zee = 
Höhenlinien ergeben sich aus IR 


c=Y4- 22 - y2, das in 22 + y=4- co: Höhenlinien zuz = xy 
umgeformt werden kann. Es handelt sich 


also um Kreise mit dem Radius 4 — c?. Die geometrische Darstellung von z = V4 — x? — y? 
ergibt somit eine Halbkugeljfläche (Abb.). 


Beispiel 3: Die Funktion z= xy ist in der gesamten x-y-Ebene definiert. Ihr Wertebereich 
ist —oo<z< +, Wird hier x konstant gehalten, so erhält man mitz = cy Funktionen, deren 
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Bilder @eraden sind. Diese laufen allerdings nicht parallel wie im Beispiel 1. Dasselbe Ergebnis 
liefert das Konstanthalten von y. Als Höhenlinien treten hier Hyperbeln mit der Gleichung 
x y=cauf(c# 0). Für c= 0 ergeben sich die x-Achse und die y-Achse als Höhenlinien (Abb.). 
Wird die Fläche mit einer auf der x-y-Ebene senkrechten Ebene zum Schnitt gebracht, so ergeben 
sich als Schnittkurven immer dann Parabeln, wenn die schneidende Ebene nicht zur x-z-Ebene 
oder zur y-z-Ebene parallel verläuft - in diesen hier ausgeschlossenen Fällen ergeben sich die 
oben bereits gefundenen Geraden. 

Man erkennt das wie folgt: Die schneidenden Ebenen haben sämtlich Gleichungen der Form 
Ax+By+0=0,die zuy= az -+ b umgeformt werden können. Setzt man inz = xy für 
y jeweils den Ausdruck «x + b ein, so erhält man z= ax? + bx:. Das sind aber Gleichungen 
von Parabeln. Ihre Scheitelpunkte liegen in den Ebenen « = y oderx = —y. 

Die geometrische Darstellung der Funktion z = x y ist eine Fläche, die man als khyperbolisches 
Paraboloid bezeichnet. 


Vorkommen in anderen Gebieten. Reelle Funktionen mit zwei unabhängigen Variablen werden 
nicht nur benutzt, mathematische, sondern auch physikalische, technische u. a. Zusammenhänge 


zu erfassen; Beispiele sind: Flächeninhaltsformeln wie A=ab und A= g= Volumenformeln 


2 ’ 





1 9? 
weV=azrhundV’ = 3 a? h, Lösungsformeln für Gleichungen wie = — 5+ — —g, Formeln 


für das Ohmsche Gesetz I = z oder für den Zusammenhang zwischen Weg, wiaigkeit und 


dan 


Zeit s= vi, Formeln für die Schnittgeschwindigkeit von Drehmaschinen v» = To60 u.a. Ein 


besonderer Typ sind die Funktionen in impliziter Form, in denen nicht von vornherein festgelegt 
ist, welche Variable als die abhängige betrachtet werden soll. Ein Beispiel dafür ist die Zustands- 
gleichung für ideale Gase p? Vm = RT, die die gegenseitige Abhängigkeit von Druck p, Volumen 
Vm (Volumen eines Mols Gas) und der Kelvin-Temperatur 7 angibt; R ist die absolute Gaskonstante. 
Jede dieser drei Variablen kann als abhängige Variable betrachtet werden. Es ist nur zu beachten, 
daß vom physikalischen Sachverhalt her nur positive Werte für die Variablen in Betracht kommen. 
Kurven, die durch Konstanthalten von T entstehen, heißen Isothermen und verlaufen im Prinzip so 
wie die Höhenlinien der Funktion z = x y für positive Werte von x und y. 

Ein etwas komplizierteres Beispiel wäre die van der Waalssche Zustandsgleichung für reale Gase 


(» + | (V-b) = RT, in der a und 5b von dem jeweiligen Gas abhängige Konstanten sind. 


REELLE FUNKTIONEN MIT BELIEBIG VIELEN UNABHÄNGIGEN VARIABLEN 


Im folgenden sollen einige allgemeine Eigenschaften wie auch einige Sonderfälle derartiger Funk- 
tionen betrachtet werden, ohne daß in systematischer Weise ein erschöpfender Überblick gegeben 
wird. 

Definitionsbereich und Darstellung der Funktionen. Besteht der Definitionsbereich aus geordneten 
Tripeln reeller Zahlen, so läßt er sich geometrisch noch darstellen. Er kann dann im allgemeinen 
als Gebiet in einem räumlichen x-y-z-Koordinatensystem aufgefaßt werden. Die Funktion als 
Ganzes ist dann geometrisch gedeutet eine eindeutige Zuordnung, die jedem Raumpunkt des Defini- 
tionsbereiches einen gewissen Zahlenwert zuordnet. Solche Funktionen treten beispielsweise in der 
Physik bei der Beschreibung von elektrischen oder magnetischen Feldern bzw. bei Gravitations- 
feldern auf. Für die den Raumpunkten zugeordneten Zahlenwerte wird dabei der Begriff des 
Potentials verwendet. Punkte mit gleichem Potential bilden sogenannte Poientialflächen, die im 
wesentlichen dasselbe darstellen wie die Höhenlinien bei den Funktionen mit zwei unabhängigen 
Variablen. 

Hat man es mit Funktionen mit mehr als drei unabhängigen Variablen zu tun, so ist eine geome- 
trische Darstellung im bisherigen Sinne - d.h. als Veranschaulichung der Funktion - nicht mehr 
möglich. 

Symmetrisehe Funktionen. Eine reelle Funktion mit n unabhängigen Variablen heißt symmetrisch, 
wenn man die unabhängigen Variablen beliebig untereinander vertauschen kann, ohne dabei die 
Funktion zu verändern. Am wichtigsten sind die ganzrationalen bzw. die rationalen symmetri- 
schen Funktionen. Eine ganzrationale Funktion y = f(zı, %s, . . :, &n) heißt symmetrisch, wenn 
wi % «+», In 


der Variablen 21, 22, ..., Zn gilt: flzı, 22, ..., Zn) 
Ty, Ty in, Tyn 


für jede Permutation 
== far, Typs | Lyn)- 
Beispiele für ganzrationale symmetrische Funktionen: 
l.y=zı +22 +... + zn, speziell also auch die bereits untersuchte Funktinz=x + y. 
2. y=ıır2...%n, dazu gehört auch die schon betrachtete Funktion 2 = xy. 


3. y=LıRX%a + Fıa + Xu 03. 
4. y= a? + rıra + 282. 
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Eine besondere Rolle kommt den elementarsymmetrischen Funktionen zu. Sie sollen hier für den 
Falln = 4 vollständig angegeben werden: 





Diese elementarsymmetrischen Funktionen geben nach dem Vietaschen Wurzelsatz die Koeffizien- 


ten des Polynoms, das zı, &, ...%n zu Wurzeln hat, bis auf das Vorzeichen an; z.B. gilt für 
xt +ax3+bx2+cx+ d= 0 mit den Wurzeln xzı, x2, 23 und x«: 

a= —01(X1,%3,%3,%); b= +02(Xı, %2, %3, %4); 

cC= —03(%1,%9,%3,%); d= +04(2ı, %2, %3, X). 


Für die elementarsymmetrischen Funktionen gilt der Satz: 


Jede symmetrische ganzrationale Funktion mit n unabhängigen Variablen kann a8 Polynom der 
elementarsymmetrischen Funktionen 01, 08, . . ., On dargestellt werden. 


An Stelle eines Beweises, der relativ umfangreiche Darlegungen erfordern würde, soll der Sachver- 
halt an einem ganz einfachen Beispiel verdeutlicht werden: Die symmetrische Funktion f(zı, ze) 
= 1? — XıXa + 2? läßt sich durch g(oı, 03) = 01? — 302 darstellen, wie man durch Einsetzen 
nachprüft: 

o? = xı? + 2xı x + x? und 302 = 3xı x, ergeben in der Tat 01? — 303 = xı? — xı Xa+ 228. 


Für die gebrochenrationalen symmetrischen Funktionen gilt der Satz, daß sie stets als Quotient zweier 
ganzrationaler symmetrischer Funktionen dargestellt werden können. 


Abschließend sei zu den symmetrischen Funktionen noch bemerkt, daß sie im Falle geomeirianler 
Darstellbarkeit auch geometrische Symmetrieeigenschaften zeigen; z. B. haben die Darstellungen 
der bereits betrachteten Funktionen z = x + yundz = xy beide die Ebene x = y als Symmetrie- 
ebene, 


Homogene Funktionen. Eine Funktion mit n unabhängigen Variablen nennt man homogen vom 
Grade m, wenn bei Multiplikation jeder einzelnen unabhängigen Variablen mit i der Funktionswert 
mit £” multipliziert erscheint, wenn also f(£ x1, &x2, ..., 6%) = im f(zı, 22, » . ., %n) ist. 

Von besonderem Interesse sind wieder die ganzrationalen homogenen Funktionen oder — anders 
ausgedrückt — die homogenen Polynome. Ein homogenes Polynom vom Grade m wird häufig auch 
als eine Form vom Grade m bezeichnet. Ist m = 2, so spricht man von quadratischen Formen, bei 
m = 3 von kubischen Formen. Im Falle m = 1 wird ein solches Polynom eine Linearform genannt. 


Beispiele für homogene Polynome: 1. f(xı, %2,%3) = xı? + ze? + x2?. 
2. flzı, 22) = zıt + 0ı? 02 + 01? 022. 3. f(zi, 22, 03,24) = 0ı + 22 — 83 — mu. 


Für homogene Polynome gilt der Satz: 


Das Produkt von homogenen Polynomen ist wieder ein homogenes Polynom. Sein Grad ist gleich 
der Summe der Grade der einzelnen Polynome. Das Nullpolynom wird hier ausgeschlossen. 


Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der Multiplikationsregel für Polynome. 
Homogene Funktionen - insbesondere homogene Polynome - spielen in verschiedenen Gebieten 
der Mathematik eine Rolle. So ist beispielsweise eine Determinante mit n Zeilen und n Spalten 
eine homogene Funktion mit n? unabhängigen Variablen vom Grade n. Quadratische Formen wie 
F(xz,y) = Axz2+Bzxzy-+ Cy? - d.h. also homogene Funktionen zweiten Grades mit zwei un- 
abhängigen Variablen - treten in der Theorie der quadratischen Zahlkörper auf. Von einem anderen 
Gesichtspunkt aus werden gewisse quadratische Formen auch in der analytischen Geometrie unter- 
sucht. 


PROZENT-, ZINS- UND RENTENRECHNUNG 


Prozenirechnung. - un ne snsiaeneweieiein e .. 161 Zinseszinsrechnung ....« erragae: dninlelanend lt 5 164 
ZENITEORNUNG: uni une nie ie nie ne 163  BRentenrechnung ...... nurieiähe nee: age E52 wre 166 
PROZENTRECHNUNG 


Prozentsatz und Prozentwert. Auf sehr vielen Gebieten des täglichen Lebens stößt man auf den 
Begriff Prozent. Es wird z. B. angegeben, um wieviel Prozent sich in einem bestimmten Zeitraum 
die Produktion erhöht hat oder die Selbstkosten gesenkt wurden oder wieviel Prozent der Bevölke- 
rung männlichen oder weiblichen Geschlechts sind. Bei all diesen Angaben findet ein Vergleich 
statt. Dabei werden die Bezugszahlen, die Grundwerte genannt werden, z. B. die Produktion oder 


11 Mathematik 
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die Selbstkosten in einem bestimmten Zeitpunkt oder die Gesamtbevölkerung, gleich 100 gesetzt, 
und die zu vergleichenden Zahlen, die Prozentwerte genannt werden, z. B. die Produktion oder die 
Selbstkosten an einem anderen Zeitpunkt oder die weibliche Bevölkerung, auf 100 bezogen. Diese 
Brüche mit dem Nenner 100 erhielten den Ausdruck Prozent und das Zeichen %. Die Zahl, die 
Bush wievaol Prozent einer Menge berechnet wurden oder zu berechnen sind, heißt Prozentsatz, 

= . — oft auch Prozentfuß oder Prozentzahl. Ist p der Pro- 
zentsatz, a der Grundwert und b der Prozentwert, so 
100» b 








istb:a=p:1000odep= 


Haben zwei Behälter ein Haiti ieh von 5m? bzw. 10 m?, enthalten aber 3 m? bzw. 4 m? 
Flüssigkeit, so enthält der 10-m3-Behälter zwar mehr Flüssigkeit als der 5-m3-Behälter, ist aber 
im Verhältnis zu seinem Fassungsvermögen schlechter ausgenutzt, nämlich im Verhältnis 4 : 10 
zum Unterschied von 3:5 für den 5-m?-Behälter. Rechnet man auf die Grundzahl 100 um, so 

ergibt sich 4:10 = zı :100 oder zı = 


5m? 10m? 4 100 > 
m. 40% sowie 3:5 —= 73:100 oder 
3 + 100 
5 
gen des 10-m3-Behälters ist also zu 40%, 
das des 5-m®-Behälters zu 60% ausge- 
nutzt (Abb.). 





= = 60%. Das Fassungsvermö- 


Männer 
80% 


Ka A N N N EN N N 


\B 


Kennen spinnen huntununununbenhunueunisninnlentinmünnbudsnhl 
* 4; 


een ende hend cc keuheckucheileidhiucce 





Ausnutzung des Fassungsvermögens Zusammensetzung der Belegschaft 


Beispiel 1: In einem Betrieb sind unter 1500 Belegschaftsmitgliedern 300 Frauen beschäftigt. 
Von 100 Belegschaftsmitgliedern ‚sind also im Mittel 300 : 15 = 20 Frauen. Obgleich offensicht- 
lich ist, daß danach 20% Frauen in diesem Betrieb arbeiten, läßt sich dieses Ergebnis formal 
durch Einsetzen in die abgeleitete Formel finden. Aus dem Grundwerta = 1500 und dem Prozent- 


300 - 100 
wert b= 300 ergibt sich für den Prozentsatz p = — —_ — = 20, 


d. h., 20% der Belegschaft sind Frauen (Abb.). 1900 

3024kg Beispiel 2: Wieviel Kilogramm Titan sind in 275 kg einer Stahl- 
0° | legierung enthalten, wenn der Titangehalt 4%, beträgt? — Hier 
wird der Prozentwert b gesucht, der Grundwert a = 275 und 
der Prozentsatz p = 4 sind gegeben. Die obige Formel ist also 


708 
100 


a 
nach dem Prozentwert aufzulösen. Es ergibt sich b= PT und 


4: 275 228 
in den Zahlen des Beispiels b = „> 11. Die Stahllegierung 
enthält 11 kg Titan. 


Beispiel 3: Die durchschnittliche Milchleistung von 2800 kg je 
a wird im Laufe eines Jahres um 8% gesteigert. Aus 5b = 


p° 8: 2800 ; N . ER 
rn erhält man b = Th 224. Die Milchleistung ist um 


224 kg auf 3024 kg je Kuh gestiegen (Abb.). 


Beispiel 4: Durch eine verbesserte Planung können die in 
einem Quartal entstehenden Transportkosten für Mauerziegel 
um 48000 Mark oder 12% gesenkt werden. Hier ist der Grund- 


5 100 48000 - 100 
berechnet werden. Man findet «= ee 


= 400000. Vorher fielen 400000 Mark Transportkosten an, jetzt sind es 352000 Mark. 


Beispiel 5: Von einem Gegenstand werden in einem Jahr 3600 Stück hergestellt. Gegenüber 
dem Vorjahr ist die Produktion auf 120%, gestiegen. Wieviel Stück sind im letzten Jahr hergestellt 





0 
Erhöhung der Milchleistung 


wert a nicht bekannt, kann aber aus a = 
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worden ? - Aus dem Prozentwert 5 = 3600 und dem Prozentsatz p = 120 läßt sich der Grundwert 


3600 - 100 i | | 
a berechnen: «= u = 3000. Im vorangegangenen Jahr wurden 3000 Stück produziert. 


ZINSRECHNUNG 


Im Geldverkehr ist es üblich, für eine leihweise Überlassung eines Geldbetrages eine Vergütung zu 
zahlen, die von der Höhe des Geldbetrages sowie von der Zeit abhängt und Zins genannt wird; 
z. B. zahlen Sparkassen und Ban- 
ken der Bevölkerung für Sparein- 
lagen oder sonstige Einlagen Zin- 
sen, 3% des eingezahlten Betra- 
ges in einem Jahr, wenn der Sparer 
jederzeit über seine Spareinlage ver- 
fügen will, und 4%, wenn er einer 
Kündigungsfrist von einem Jahr zu- 
stimmt (Abb.). Diese Spareinlagen 
liegen aber nicht brach; vielmehr 
werden sie von den Banken und den 
Sparkassen dazu verwendet, kurz- 
oder langfristige Kredite zu gewäh- 
ren, z.B. für den individuellen Woh- 
nungsbau. Für diese leihweise Über- 
lassung verlangen die Kreditinsti- 
tute ihrerseits ebenfalls Zinsen. 


Zinssatz. Der Prozentsatz, Zins- 
satz p oder früher Zinsfuß genannt, 
gibt an, daß man für je 100 Mark k 
in einem Jahr p Mark Zinsen erhält. Ein Betrag k enthält 100 mal 100 Mark, bringt also in LJahr 


k * . ; 
- p Mark und in j Jahren z = — 0” Mark Zinsen. 





Zinseneintragung im Sparbuch 





k 
100 





Beispiel 1: Wieviel Zinsen bringen 20000 Mark, die als Hypothekenpfandbriefe mit 31/3% an- 

gelegt sind, in 5 Jahren ? - Es sind der Betrag k = 20000, der Zinssatz p = 3!/»% und die 
| Fr 20000 - 3,55 

Anzahl j = 5 der Jahre gegeben. Mit der Zinsformel ergibt sich z = —— —- — = 3500. Der 


angegebene Betrag bringt in 5 Jahren 3500 Mark Zinsen. 100 

Beispiel 2: Wie hoch ist der Zinssatz, wenn ein Betrag von 12000 Mark in 6 Jahren 2880 Mark 

Zinsen bringt ? - In diesem Fall sind der Betrag k = 12000, die Zinsen z = 2880 und die Anzahl 
100 - 

der Jahre j = 6 gegeben. Aus der Zinsformel erhält man für den Zinssatz p = BER. oder mit 


k-97 
100: 2880 
4; d.h., der Zinssatz beträgt 4%. - 


den Werten des Beispiels p = 1200078 ” 





k+t 
Zinsteiler. Die Zinsformel für die Tageszinsen zerlegt man häufig in Zinszahl 2ı = 100 und Zins- 
360 
teiler d = —-. Diese beiden Werte können aus Tabellen abgelesen werden, und die Zinsen z ergeben 


sich durch Division von Zinszahl zı und Zinsteiler d zu2 = zıld. 


Kr 
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Zinsteiler 





Beispiel: Wieviel Mark Zinsen bringt ein Betrag von 400 Mark in 5 Monaten bei Zinssätzen 
von 4%, und 4%? - 
Da in der Zinsreehnung die Monate einheitlich mit 30 Tagen angesetzt werden, ist £ = 150 und 


400 - 150 
zZ = mM 600. 


Bei 4% Zinssatz ist d = 90, also 2ı :d = 6,67, bei 41/;%, Zinssatz ist d = 80, also 2ı :d = 7,50. 
400 Mark bringen in 5 Monaten 6,67 Mark Zinsen beim Zinssatz 4%, und 7,50 Mark Zinsen beim 
Zinssatz 41/3%. 


ZINSESZINSRECHNUNG 


Die Sparkassen schlagen die bis zum Ende eines Jahres aufgelaufenen Zinsen zum Sparbetrag; sie 
berechnen damit im folgenden Jahr auch von diesen Zinsen Zinsen, Man nennt die Berechnung 
Zinseszinsrechnung. Auch Renten und Tilgungsraten von Anleihen werden mit Zinseszinsen berech- 
net. Renten sind dabei in festgelegten Zeitabständen, z. B. jährlich, gezahlte Beträge, Im Versiche- 
rungswesen hängt die Zahlung einer Rate entweder vom Erleben eines festgesetzten Zeitpunktes 
ab, z. B. bei Leib- und Altersrenten, oder vom Eintreffen von bestimmten Voraussetzungen, z.B. 
bei Kranken- und Invalidenrenten. kr: 
Ein Betrag ko ergibt zu p Prozent in einem Jahre 





? Zinsen. Vom Anfang des 2. Jahres ab wird 





100 
dann der Betrag kı =ko + ko » = ko (1 + 10 1) = kor verzinst. Er wächst in einem Jahr um 
kı'p . 
100 auf ka = kı + kı —— Tr kır= kor?:. Die gleiche Betrach- 





tung gilt für das 3.,..., n-teJahr. Am Schluß des n-ten Jahres ist 


der Betrag ko durch Zinseszins angewachsen auf kn = ko r", wobei r (1 En 10 | Aufzinsungsfaktor 
genannt wird. 


Beispiel: Ein Betrag von 1500 Mark wächst bei p=3% in 5 Jahren auf 1738,91 Mark an. 
Beträge und Zinsen für die einzelnen Jahre sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 


Betrag in Mark Zinsen in Mark 
am Anfang des Jahres| am Ende des Jahres 







Betrag in Mark 
am Ende des Jahres 








1 1500,00 45,00 1545,00 
2. 1545,00 1591,35 
3. 1591,35 1639,09 
4. 1639,09 1688,26 
5. 1688,26 1738,91 





Hätte der Betrag nicht auf Zinseszins, sondern nur auf Zins gestanden, so wäre er nach 5 Jahren 
auf 1725 Mark angewachsen. 


Die Abbildung Seite 165 zeigt das Anwachsen des Betrages ko = 1 bei Zins und bei Zinseszins. 
Aus der Zinseszinsformel können sowohl die Anzahl n der Jahre als auch der Prozentsatz p berechnet 
werden. 


Durch beiderseitiges Logarithmieren erhält man aus |, den and, 1 kn — lek 
der Zinseszinsformel lgkn =lgkeo +nlgr oder n= Sr ee nn Fri = 


en EB. man kann also die Anzahl n der Jahre be- m 

lgr ef f1/r 
rechnen. Prozentsatz p=100\\/ lg ai 
Durch beiderseitiges Ziehen der n-ten Wurzel ergibt sich | 





n 
dagegen der Aufzinsungsfaktor r = Vz: Bi 1-+ — ] - ° und aus diesem der Prozentsatz p= 


le.) 


Beispiel: Nach wieviel Jahren hat sich ein Betrag von 500 Mark bei einem Zinssatz von 3% 


verdoppelt ? - 


Außer dem Anfangsbetrag ko = 500 und dem Endbetrag kn 
r = 1,03 gegeben. Man erhält für die Anzahl n der Jahre: 


lg 1000 — 18500 
lg 1,03 
= 23,516... 


Nach rund 24 Jahren hat 
sich der Betrag verdoppelt. 


Diskontierung. Bei bekanntem 
Endbetrag kn und Aufzin- 
sungsfaktor r kann mit Hilfe 
der Zinseszinsformel der An- 
fangsbetrag ko berechnet wer- 


den: ko= , —kn' vr, wobei 
1 
Pe als Abzinsungsfaktor be- 


zeichnet wird. 

Diesen Sachverhalt bezeichnet 
man auch als Diskontierung 
und v als Diskontierungsfaktor. 
Man sagt: Der nach n Jahren 
zahlbare Betrag k„ wird auf 
die Gegenwart diskontiert. 
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1000 ist der Aufzinsungsfaktor 


165 


Beispiel: Ein Ehepaar be- 
absichtigt, nach Ablauf von 
5 Jahren eine Anschaffung 
im Werte von 7500 Mark 
zu machen. Ein Betrag soll 
schon heute auf ein Sparkas- 
senbuch (3%, Zinsen) in der 
Höhe eingezahlt werden, daß 
nach 5 Jahren der volle Be- 100 Jahren bei einem Zinssatz von 3% 
trag zur Verfügung steht. 
Zur Berechnung des gesuchten Betrages kennt man den Betrag nach 5 Jahren ks = 7500, den 
Zinssatz p = 3% und die Anzahl der Jahre n = 5. Aus der Tafel der Zinsfaktoren liest man 
unter Abzinsung bein = 5 und p = 3 den Wert v5 — 0,8626 ab und errechnet ko = 7500 - 0,8626 
= 6469,50. Zum jetzigen Zeitpunkt sind 6469,50 Mark auf das Sparkassenbuch einzuzahlen. 









Zinsfaktoren 
Zinssatz Zinssatz 


3% 





3,5% 





4% 3% 







3,5% 4% 




























1,04 0,9709 0,9662 0,9615 
1,0816 0,9426 0,9335 0,9246 
1,1249 0,9151 0,9019 0,8890 
1,1699 0,8885 0,8714 0,8548 


1,2167 0,8626 0,8420 0,8219 










sol $WD - 





re" 
SO SI ar wıD 
















1,5395 0,7224 
12 1,6010 0,7014 12 
13 1,6651 0,6810 13 
14 1,7317 0,6611 14 
15 1,8009 0,6419 15 
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Zinseszinstabellen. In den Sparkassen und den Banken werden zur Berechnung des Endbetrages k„ 
bzw. des Anfangsbetrages k, sogenannte Zinseszinstabellen verwendet, in denen für verschiedene 
Zinssätze p und verschiedene Anzahlen von Jahren n die Potenzen r* des Aufzinsungsfaktors r 
und die Potenzen v” des Abzinsungsfaktors v angegeben sind. 








srKort Die Auf- und die Abzinsung eines Betrages ko mit dem Aufzin- 
3lLKır & Sungsfaktor r und dem Abzinsungsfaktor » kann graphisch mit 
0 SQ Hilfe einer Zeitgeraden dargestellt werden (Abb.). 
Zukunft 2 Kor? S AO. } s 32 
= o Beispiel: Wie hoch ist der Zinssatz p, wenn ein Betrag von 
S ylkr s 400 Mark nach 10 Jahren auf 592 Mark angewachsen ist? — 
> ° 8 _ Man kennt den Anfangsbetrag ko = 400, den Endbetrag kn = 592 
—begenwart— 3 Ot-K, = und die Anzahl der Jahre n = 10. Die Berechnung des Zins- 
S N satzes erfolgt entweder mit Hilfe der Zinseszinstabelle, indem 
et & 
S 1Fkor S yl0 — = 1,48 berechnet und in der Tabelle der Zinssatz p = 4 
Vergangenheit "2 Kor? S y 592 
4 & abgelesen wird, oder nach der Formel p = 100- ) ale Eu 4. 
| 3 Apr Der Zinssatz beträgt 4%. 
ee Di; 4 Kov 4 


RENTENRECHNUNG 
Darstellung der Auf- und der 
Abzinsung eines Betrages ko Die wichtigste Form einer Rente ist die Zeitrente, d.h. eine 
mit Hilfe der Zeitgeraden Folge von Zahlungen in voraus festgelegten Zeitpunkten eine be- 
stimmte Anzahl von Jahren hindurch. Die einzelnen Zahlungen 
heißen Raten der Zeitrente; sie werden meist am Ende des betrachteten Zeitabschnitts (nach- 
schüssig oder postnumerando) und selten am Anfang (vorschüssig oder praenumerando) in verein- 
barter Höhe geleistet. Unter dem Endwert einer Zeitrente versteht man den Betrag, auf den die 
gezahlten Renten am Ende der Laufzeit angewachsen wären, wenn man sie zu p%, ausgeliehen 
hätte. Der Barwert gibt hingegen den Betrag an, der am Anfang der Laufzeit zu zahlen ist, wenn 
der Endwert der Rente durch eine einmalige Zahlung abgelöst werden soll. 


Naehsehüssige Zeitrente. Die am Ende jedes Jahres gezahlten Renten b wachsen nach der Zinses- 
zinsformel an. Nach n Jahren hat die 1. Rate den Wert b rr-1, die 2, den Wert b rr-2 usw., die letzte 
(b) ist gerade ausgezahlt worden. Der gesamte Endwert s, ist danach die Summe einer geometrischen 


n-1 Er 1 
Reihe: »=b+br+...+br"i1=b- 5 r=b 





i=0 F—-1' 


Eine nachschüssige Zeitrente von 
150 Mark hat bei 3% nach 5 Jah- 
ren einen Endwert von 85 = 150- 
(1,034 + 1,03% + 1,032 + 1,031 + 1) 
= 796,50 Mark. Zur Berechnung 
des Barwertes « ist der Endwert 
8 auf den Zeitpunkt 0 zu diskon- 


= 0,9709 erhält man a = 505 = 85 * 0,8626 = 637,06. 












iner nachschüssigen Zeitrente | « 





1 
tieren; mit dem Diskontierungsfaktor v = ——, 
ein 108 


Allgemein gilt: a= „vr = Pen 


Beispiel 1: 11 Jahre lang soll nachschüssig eine Rente von 200 Mark gezahlt werden: Wie hoch 
ist der Endwert der Rente, wenn der Zinssatz 3% beträgt? - 
Für den Aufzinsungsfaktor r = 1,03 liest man aus der Tafel der Zinsfaktoren r!! = 1,384 ab. 


1,384 — 1 

Dann wird sıı = 200 ER Te 2560. Am Ende des 11. Jahres beträgt der Endwert 2560 Mark. 
Beispiel 2: Durch welche Ablösungssumme kann die im Beispiel 1 zu zahlende Rente ersetzt 
werden ? - 1.384 —1 
Mit Hilfe der Tafel der Zinsfaktoren ergibt sich « = 200 - 0,7224 - TaETT 
Barwert der Rente ist 1850 Mark. die in 
Beispiel 3: Nach wieviel Jahren hat die nachschüssige Zeitrente vom Betrag 100 Mark bei 
3%, Zinseszins den Endwert 1800 Mark ? - 


ye—ı 
en erhält man 7 


lg (> = 1) + ı) 
= 4 


= 1849,34. Der 


n —1 n —1 
re A De also 





Aus der Formel » = b- 


—— 
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= 3 1g 1,54 
Mit den Zahlenwerten s„ = 1800, b = 100 und r = 1,03 ergibt sich n = = 14,603. Nach 
rund 15 Jahren ist der Endwert erreicht. 81,03 
— - z - — Vorsehüssige Zeitrente. Von einer 
= r"— 1 | vorschüssigen Zeitrente wird jede 


jene: Op Ya" uamgenen „ne > BEINE 

Kndwert der VOTScC . Er . 
aa Ratebein Jahr länger verzinst. Nach 
der Zinseszinsformel ist ihr Endwert 


Were. 
r— 1 _ 


8n danach das r-fache des Endwerts der nachschüssigen Rente: r b- SIT 

Er "er i 28 „a_1| Ihr Barwert a ergibt sich wieder 
'Baı rs ı Zeitrente | a = vergl — | durch Diskontierung des Endwerts 
ge MT fägs re sn; man erhält 

1- vr 

r—1l m eg: 





Beispiel 1: Für das bei der nachschüssigen Zeitrente angegebene Beispiel 1 erhält man als 
en 1,3314 —1 _ 

Endwert einer vorschüssigen Zeitrente sıı = 200 : 103 = 71 WESE Hüle 2636,8. Nach 11 Jahren 

beträgt jetzt der Endwert 2636,80 Mark. rt 


Beispiel 2: Zum Beispiel 2 der nachschüssigen Zeitrente ergibt sich bei vorschüssiger Zahlung 
_ 1,384 — 1 - : 

a—= 200 - 0,7441 - 18-1” 1904,60. Durch einen Betrag von 1905 Mark kann die Rente 
abgelöst werden. 


Beispiel 3: Für das Beispiel 3 der nachschüssigen Zeitrente ergibt sich bei vorschüssiger 
ı) 
100 - 1,03 
1g 1,03 


Tilgung einer Anleihe, Die Tilgung von Krediten und Hypotheken, z.B. für den individuellen 
Wohnungsbau, wird meist in der Weise vorgenommen, daß eine jährlich zu zahlende, während 
der Tilgungsdauer unveränderliche Leistung, die Annuität, festgelegt wird. Diese setzt sich aus den 
Zinsbeträgen und den Tülgungsbeträgen zusammen. Der Tilgungsverlauf für einen Kredit von 
8000 Mark, der mit 31/.,% verzinst wird, ist aus dem folgenden Tilgungsplan ersichtlich, bei dem 
eine Annuitöt von 500 Mark festgelegt wurde. 


Schuld a R : Schuld 
am Anfang des Jahres Annuität | Zinsbetrag | Tilgungsbetrag | „n Ende des Jahres 


Zahlung n = = 14,26. Nach rund 14 Jahren ist der Endwert erreicht. 




















1 8000,00 500,00 280,00 220,00 7780,00 
2 7780,00 500,00 7552,30 
3 7552,30 500,00 7316,63 
4 7316,63 500,00 7072,71 
5 7072,71 500,00 6820,25 


Man erkennt, daß mit fortschreitender Tilgung der Zinsbetrag abnimmt und der Tilgungsbetrag 
wächst, 
Diesem Tilgungsplan liegen offenbar folgende Gesetzmäßigkeiten zugrunde. Am Ende des ersten 


Jahres sind für die Schuldsumme $ an Zinsen S m zu zahlen: von der Annuität A bleibt deshalb 


die Tilgungssumme Tı =4A -—S- 105 . Am Ende des zweiten Jahres ist für die geringere Schuld- 

summe $ı = 8 — Tı an Zinsen $ı zu zahlen; von der Annuität A bleibt die Tilgungssumme 
p p p p > ’ 

T=A - 81'700 = 4 —S 100 + Tı 790” Tı „4 Tı 100 = Tır. Zu tilgen ist noch Sa 

= Sı -— Ta. Am Ende des dritten Jahres sind die Zinsen 8; TE die Tilgungssumme beträgt 

Gege Sa705 en S' 100 + Ta 200 — Pyr. Am Ende des n-ten Jahres ist die Tilgungs- 

summe 7, = Ta-ır = Ta-ır? =... = Tırr-i. Im vorliegenden Beispiel ist der Tilgungsbetrag 


des elften Jahres T'ıı = 220 Mark - 1,0351 = 310,33 Mark. 
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Die Summe s„ der Tilgungsraten der n ersten Jahre entspricht dem Endwert einer nachschüssigen 
Alban a 
Zeitrente nach n Jahren, sn = Tı- ge Im Beispiel ist nach 11 Jahren gezahlt worden sıı 


ee k 
= 220 1,0385 —1 ark = 2891,24 Mark. Fer 
Die Anleihe ist, abgezahlt, wenn die gesamte Tilgungssumme u 
rn —] r-1ı | 
gleich dem Schuldbetrag wird: sn = S oder Tı 2 ei, MEHRERE EEE 
Aus dieser Gleichung kann man die Anzahl der Jahre n berechnen, nach denen die Anleihe getilgt ist: 
IS 
MIET — 1)+ | 
lgr 
Lebensversicherung. Ein weiteres Anwendungsgebiet der Zinseszins- und Rentenrechnung sind die 
verschiedenen Formen der Lebensversicherung. Bei diesen unterscheidet man unter anderem eine 
Versicherung auf den Todes- und Erlebensfall, eine Invaliden- und Altersversicherung oder eine 
Sparrentenversicherung. Bei jeder dieser Versicherungen gehen die Versicherungsanstalt und der 
Versicherungsnehmer einen Vertrag ein, den Versicherungsvertrag. Zwischen den Zahlungen des 
Versicherungsnehmers und den Leistungen der Versicherungsanstalt, die sich unter anderem 
nach der Art der Versicherung richten, muß Gleichwertigkeit, Äquivalenz, bestehen, soll der Ver- 
sicherungsvertrag für keinen der Beteiligten zu einem Verlust führen. Natürlich gilt die Gleich- 
wertigkeit der Aufwendungen nicht für einen einzelnen Versicherten, dann wäre die Versicherung 
überflüssig, sondern nur für die Menge aller Versicherten. Bei der mathematischen Formulierung 
des Äquivalenzprinzips spielen deshalb neben der Zinseszins- und Rentenrechnung unter anderem 
demographische (bevölkerungsstatistische) Annahmen eine Rolle. 
Sterbetafel. Das wichtigste demographische Hilfsmittel sind die Sterbetafeln. Diese teils auf der 
Grundlage von Volkszählungen, teils nach den langjährigen Erfahrungen der Versicherungs- 
anstalten aufgestellten Tafeln gehen von einer bestimmten großen (im übrigen willkürlich gewählten) 
Anzahl /!„ gleichaltriger, nämlich n-jähriger Personen aus und geben an, wie viele von diesen das 
x-te Jahr erleben. Diese Anzahl von Personen wird mit /; bezeichnet und wird Anzahl der Lebenden 
des Alters x genannt. 
Außerdem sind in den Tafeln folgende Beziehungen enthalten: 
lz — Iz+ı = d; sind die Gestorbenen im Alter x, 
Ir+ı 


mR=7 ist die Lebenswahrscheinlichkeit der x-jährigen, 
z 


d 
g: = = ist die Sterbenswahrscheinlichkeit der x-jährigen und 
x 





F | 
Tilgungsformel | 8-=TYTır 
> | 








n= ;im Beispiel wird n = 23,87, d.h., nach rund 24 Jahren ist die Anleihe getilgt. 


e 1 
= 7 „Z Iz+x — , ist die mittlere Lebenserwartung. 
EN 42. Allgemeine Sterbetafel 1955/58 


Männliche Personen Weibliche Personen 
1 Von 100 000 
B ar Lebenserwartung Blelchzeitig Lebenserwartung 
v ne Lebendgeborenen | gterbens- Jahre Lebendgeborenen | gterbens- Jahre 
f 2 1,5 pmwabmchäinl Do. on= ©; jE Sem wahrschein- per |. 
Über- Ge- lichkeit Über- je Über- | Über- Ge- lichkeit Über- | je Über- 
lebende | storbene lebenden | lebender | lebende | storbene lebenden | lebender 
0 0 
x 1, dy Ge le % 1x dy m Sg % 
41 89 251 288 0,003 222 | 2819 634 31,59 91 954 240 0,002 609 | 3 198 828 34,79 
42 88 963 294 0,003 312 | 2730 527 30,69 91 714 252 0,002 753 | 3106 994 33,88 
43 88 669 312 0,003 517 | 2641 711 29,79 91 462 266 0,002 904 | 3 015 406 32,97 
44 88 357 340 0,003 846 | 2553 198 28,90 91 196 278 0,003 054 | 2 924 077 32,06 
45 88 017 373 0,004 242 | 2465 011 28,01 90 918 294 0,003 228 | 2833 020 31,16 
46 87 644 409 0,004 661 | 2377 180 27,12 90 624 315 0,003 474 | 2 742 249 30,26 
47 87 235 439 0,005 033 | 2289 740 26,25 90 309 343 0,003 804 | 2651 782 29,36 
48 86 796 478 0,005 505 | 2202 724 25,38 89 966 376 0,004 174 | 2561 644 28,47 
49 86 318 540 0,006 256 | 2116167 24,52 89 590 401 0,004 478 | 2471 866 27,59 
50 85 778 605 0,007 053 | 2030 119 23,67 89 189 430 0,004 824 | 2382 476 26,71 
51 85 173 674 0,007 911 | 1944 643 22,83 88 759 458 0,005 159 | 2293 502 25,84 
52 84 499 742 0,008 787 | 1859 807 22,01 88 301 488 0,005 522 | 2204 972 24,97 


Ausschnitt aus der allgemeinen Sterbetafel 1955/58 


In der Abbildung ist ein Ausschnitt aus der allgemeinen Sterbetafel 1955/58 angegeben. Man liest 
darin für 100000 gleichzeitig geborene männliche Personen, die jetzt 50 Jahre alt sind, u. a. ab, 
daß noch 85778 leben und daß für jeden Überlebenden die Lebenserwartung noch 23,67 Jahre 
beträgt. 
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Die Planimetrie (griech., Flächenmessung) ist eine Teildisziplin der Geometrie (griech., Erdmessung). 
Obwohl die Gegenstände der objektiven Realität dreidimensional (lat. dimensio, Ausdehnung) 
sind, vermittelt die Planimetrie als Geometrie der höchstens zweidimensionalen Gebilde dennoch 
eine vertiefte Einsicht in die räumlichen Beziehungen der Umwelt. 

Ähnlich wie der Begriff Zahl der Außenwelt entnommen wurde, sind auch die Begriffe, die der 
Geometrie zugrunde liegen, im Laufe vieler Jahrhunderte durch Abstraktion aus der Außenwelt 
gewonnen worden. Man sah ab von nicht wesentlichen Unterschieden, z. B. denen der Masse, der 
Farbe, der Form oder der Oberflächenbeschaffenheit, und kam unter weiterer Vernachlässigung 
von Unregelmäßigkeiten der körperlichen Gebilde auf Raumformen, die sich nach drei Richtungen 
hin, der Länge, der Breite und der Höhe, erstrecken. Wir sagen dementsprechend, eine Raumform 
hat drei Dimensionen, ihre Oberfläche dagegen hat nur zwei Dimensionen, eine Linie, z.B. eine 
Kante, in der zwei Flächenteile dieser Oberfläche einander schneiden, hat eine Dimension, und 
ein Punkt, etwa als Schnitt zweier Linien aufgefaßt, hat schließlich die Dimension Null. 

In der Planimetrie wird stets eine Ebene als gegeben vorausgesetzt. Die planimetrischen Unter- 
suchungen werden im allgemeinen in dieser Ebene durchgeführt, in einzelnen Fällen jedoch wird 
auch der euklidische Raum (EUKLID, griechischer Mathematiker um 300 v.u.Z.) als umfassenderes 
geometrisches Grundgebilde bei den Untersuchungen mit herangezogen. 


I. Punkt, Gerade, Strahl, Strecke 


PUNKT UND GERADE 


Punkte und Geraden sind Grundbausteine der Elementargeometrie in der Ebene. Anschaulich 
wird die Gerade oft als Spur eines Punktes erklärt, der sich in einer Ebene auf dem kürzesten Ver- 
bindungsweg zwischen zwei Punkten bewegt und dabei nie die Richtung ändert, der Punkt wird als 
Schnittstelle zweier Geraden aufgefaßt. Aber auch bei exakter Betrachtung gibt man für sie keine 
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Definitionen; wohl aber werden in der modernen Mathematik die Beziehungen zwischen diesen 
beiden Arten von geometrischen Elementen in Ariomen festgelegt (vgl. Hauptabschnitt Grundlagen 
der Geometrie — euklidische und nichteuklidische Geometrie). 


Anzahl der Sehnittpunkte mehrerer Geraden, Zwei Geraden einer Ebene haben höchstens einen 
Punkt gemeinsam, wenn sie nicht in allen ihren Punkten zusammenfallen. Zwei Geraden einer 
Ebene, die keinen Punkt gemeinsam haben, heißen parallele Geraden, kurz: Parallelen. 


Drei Geraden einer Ebene, die nicht alle durch einen gemeinsamen Punkt gehen und von denen 
keine zu einer der beiden anderen parallel ist oder in allen Punkten mit einer der beiden anderen 
zusammenfällt (inzidiert), haben genau drei Schnittpunkte miteinander. 


Vier Geraden einer Ebene, die paarweise voneinander verschieden und nicht parallel zueinander 
sind und von denen keine drei durch einen gemeinsamen Punkt gehen, haben genau sechs Schnitt- 
punkte miteinander (vgl. vollständiges Vierseit). 

Wird von n Geraden in einer Ebene angenommen, daß keine dieser Geraden zu einer anderen 
parallel ist oder mit ihr zusammenfällt und daß keiner der Schnittpunkte einer der Geraden mit 
einer zweiten zugleich Schnittpunkt mit einer dritten ist, so hat jede der n Geraden (n — 1) Schnitt- 
punkte mit einer anderen; da aber hierbei jeder Schnittpunkt doppelt auftritt, gibt es also mi 
Schnititpunkte. 


Anzahl der Geraden dureh mehrere Punkte. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte gibt es 
genau eine Gerade. Durch drei voneinander verschiedene, nicht in einer Geraden gelegene Punkte 
lassen sich genau drei Geraden legen, die jeweils zwei Punkte miteinander verbinden. Durch die 
drei Punkte, durch zwei der Verbindungsgeraden oder durch eine Verbindungsgerade und den 
dritten (nicht auf ihr gelegenen) Punkt ist genau eine Ebene bestimmt. 

Sind in einer Ebene n verschiedene Punkte so gegeben, daß nie drei von ihnen auf einer Geraden 
liegen, so bestimmt jeder der n Punkte mit jedem der (n — 1) übrigen Punkte eine Gerade; da 


n—|1 
aber hierbei jede Gerade doppelt auftritt, sind u 


Geraden möglich; zwischen 4 Punkten 
z. B. 6 Geraden (vollständiges Viereck). 2 
Geradenbüschel. Durch einen Punkt lassen sich in einer Ebene beliebig viele Geraden legen. Die 
Menge aller Geraden einer Ebene, die einen und nur einen Punkt gemeinsam haben, bildet ein 
Geradenbüschel. Den allen Geraden gemeinsamen Punkt P bezeichnet man als Träger des Geraden- 
büschels, das man mit (P) symbolisiert. Analog dazu nennt man die Gesamtheit aller zu einer 
Geraden parallelen Geraden einer Ebene Parallelgeradenbüschel. 

Werden die Geraden eines beliebigen Geradenbüschels (P) oder eines Parallelgeradenbüschels durch 
zwei Geraden gı und gs geschnitten, die nicht zum Büschel gehören, so vermitteln die Geraden des 
Büschels eine perspektive Abbildung aller Punkte von gı auf die von gs. 


STRAHL UND STRECKE 


Strahl. Ein Strahl enthält genau die Menge aller Punkte einer Geraden, die auf der gleichen Seite 
eines Punktes O dieser Geraden liegen, den Punkt O inbegriffen. Als dem Strahl angehörig werden 
also alle und nur die Punkte einer Geraden bezeichnet, die von O in geradliniger Bewegung (ohne 
Richtungsumkehr!) erreicht werden können, 

Der Begriff des Strahles ist, wie alle mathematischen Begriffe, durch Abstraktion entstanden. Zu 
seinem Verständnis sei erinnert an den Sonnenstrahl, der geradlinig von der Sonne ausgeht, oder 
an die Visierlinie, die stets geradlinig verläuft und nur vom Auge begrenzt wird (Sonne bzw. Auge 
werden dabei als punktförmig angenommen). 


Streeke. Eine Strecke AB enthält genau die Menge aller Punkte einer Geraden, die zwischen den 
Punkten A und B dieser Geraden liegen, die Punkte A und B inbegriffen. Die Strecke ist die kürzeste 
Verbindung der beiden Punkte A und B einer Ebene. Kommt es auf den Durchlaufsinn einer 


_—- 
Strecke an, so symbolisiert man mit AB eine Strecke, die von A nach B durchlaufen wird. Will 
man auf die (oft umständliche) Angabe von Richtungspfeilen verzichten, so legt man fest, daß stets 
der zuerst genannte Punkt den Anfangspunkt, der zuletzt genannte den Endpunkt einer in bestimm- 
ter Richtung durchlaufenen Strecke bezeichnet. Vereinbart man ferner, daß ein Minuszeichen die 


— — - — 
Umkehrung des Durchlaufsinnes symbolisieren soll, so läßt sich AB= BA durch AB= — BA 
ersetzen. Die Länge der Strecke AB gibt den Abstand der Punkte A und B an. Seine Größe wird 
ermittelt, indem man die Länge der Verbindungsstrecke der beiden Punkte mit der Länge einer 
anderen Strecke, der Einheitsstrecke, vergleicht. Die Länge der Einheitsstrecke dient als Maß- 
einheit für Längenmessungen. 


Maßeinheiten für Längenmessungen. Das grundlegende Längenmaß ist das Meier. Es war 
definiert als „der Abstand der Mittelstriche der auf dem Internationalen Meterprototyp angebrachten 
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Strichgruppen bei der Gleichgewichtstemperatur 
zwischen Eis und reinem, luftgesättigtem Wasser - 
unter dem Druck einer physikalischen Atmo- 
sphäre‘“. Auf der XI. Generalkonferenz der Meter- — EEE 
konvention 1960 wurde beschlossen, das oben defi- K ee WER ı 
nierte Meter auf eine bestimmte Lichtwellenlänge ß 
zurückzuführen. Ein Meter entspricht danach 
1650 763,73 Wellenlängen der Orangelinie des Kryp- 
tonisotops 86 im Vakuum. 
Die zulässigen Bezeichnungen für 10 m (Dekameter, |} 
Zeichen dam) und für 100 m (Hektometer, Zeichen Pik 
hm) haben sich bisher noch nicht durchgesetzt. 


uf, Su. m E: 
naß | Zeiche AR 1 2 
een 





Nicht vom Meter abgeleitete Längeneinheiten 


Astronomie 

Lichtjahr 1 Lichtjahr & 9460500000000 km = 9,4605 - 10:5 m 
Parallaxensekunde l pe » 30857000000000 km = 30,857 - 101° m 
Astronomische Einheit | 1AE Sy 149600000 km = 1,496 - 10!!m 
Deuische Maße 

geographische Meile 1 Meile £ 1/,; Äquatorgrad = 7421,5 m 

Seemeile Ism =: !/g Meridiangrad = 1852 m 

Alte russische Maße 

Sashen 1 Sashen x 2,1335 m 

Werst 1 Werst = 500 Sashen = 1,067 km 

USA und Großbritannien 

englische Landmeile 1 statutemile = 1609 m 

Yard lyd rs 0,9144 m 

Fuß lft = 12” » 0,3048 m 

Zoll, englischer 1 I * 0,0254 m 


PARALLELE UND ORTHOGONALE GERADEN 


Parallele Geraden. Zwei Parallelen haben keinen Punkt gemeinsam. Ist die Gerade g parallel zur 
Geraden g’, in Zeichen g||g’, dann verlaufen g und g’ in gleicher Richtung. Die Gerade g’ kann aus 
g gewonnen werden, indem alle ; 
Punkte von g um eine Strecke, die 


m 
gleich PP’ ist, in gleicher Rich- 
tung verschoben werden (Trans- 
lation). Darauf beruht die Kon- 
struktion paralleler Geraden mit 
Hilfe von Lineal und Zeichendrei- 
eck (Abb.). 
Wird ein Punkt einer Geraden gı 
mit allen Punkten einer zu gı 
parallelen Geraden g2 geradlinig 
verbunden, so gibt es unter den 
Verbindungsstrecken eine kürzeste. 
Sie gibt den Abstand der Parallelen 
an. Der Abstand zwischen zwei 
Parallelen ist für alle Punkte gleich, 
d.h., parallele Geraden nähern bzw. 
entfernen sich nicht, insonderheit 
schneiden sie einander nicht. 
Der Abstand der stets parallel ver- 
laufenden Schienen der Eisenbahn 
beträgt gewöhnlich 1,435m (Nor- Verschiebung (Translation) 
malspurbreite), in der Sowjetunion 
1,524m, in Spanien und in Portugal 1,670m. Der Abstand der parallel verlaufenden Backen eines 
Meßschiebers kann verändert werden; daher läßt sich der Meßschieber z.B. für die Dicken- 
messung von Werkstücken mit parallelen Begrenzungsflächen benutzen (Abb.). 
Zu jeder Geraden g gibt es in der Ebene genau eine Parallele g’, die auf einer bestimmten Seite von 
y in vorgeschriebenem Abstand a verläuft. Die Konstruktion von g’ mit Hilfe von Lineel und 
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Zeichendreieck zeigt die Abbildung. Entsprechend kann durch jeden Punkt P, der mit g in einer 
Ebene liegt, nicht aber selbst Punkt von g ist, genau eine Gerade g’ gezogen werden, die zu g 
parallel ist. BE ' 

Diese Aussage über die Existenz und die Eindeutigkeit der Parallelen g’ zu g durch P ist Inhalt 
des in der euklidischen Geometrie geltenden Par- 
allelenaxioms. 


Orthogonale Geraden. Der Abstand paralleler 
Geraden g und g’ wird auf einer Verbindungs- 


strecke AA’ gemessen, die sowohl mit g in A als 
auch mit g’ in A’ je zwei gleiche Winkel bildet. 
Diese Winkel werden rechte Winkel genannt. Ortho- 
gonale Geraden bilden beim Schnitt miteinander 
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Abstand paralleler Flächen eines Werkstückes Parallele g’ zu.g im Abstand a 
(Dickenmessung) 


rechte Winkel; sie stehen senkrecht aufeinander. Die Orthogonalität zweier Geraden ist wie die Par- 
allelität eine Lagebeziehung zweier Geraden zueinander; es ist keineswegs notwendig, daß von 
zwei zueinander orthogonalen Geraden eine ‚senkrecht nach unten‘‘ weist. 


II. Winkel 


Zwei Strahlen « und b, die von demselben Punkt S ausgehen, können durch eine Drehung inein- 
ander übergeführt werden, durch die der Winkel (a, b), auch < (a, b), bestimmt wird. 

Als Orientierung der Ebene, in der die Strahlen « und b liegen, gilt der Drehsinn dieser Bewegung; 
als positiver Drehsinn wird in der Mathematik der entgegen dem 
B d Uhrzeigersinn bezeichnet, in der Geodäsie der im Uhrzeigersinn. Es 
ist demnach zu unterscheiden zwischen den Winkeln (a, b) und (b, a); 
zwischen ihnen gilt die Beziehung < (a,b) = — x (b,a). Liegt auf 
dem Strahl « ein Punkt A und auf dem Strahl 5b ein Punkt B, so 
kann der Winkel auch durch x ASB bzw. & BSA bezeichnet wer- 
den. Der Punkt 5 wird Scheitelpunkt, die Strahlen a und b werden 
A Schenkel des Winkels (a, b) genannt. Jeder Schenkel gibt als Strahl 
eng 7,7. eine Richtung an; die Größe des Winkels ist dann der Unterschied 

Eon Deiinaften.dtarHünihele dieser beiden Richtungen (Abb.) in einer orientierten Ebene. 


N) 


EINTEILUNG DER WINKEL 


Winkel werden nach dem Richtungsunterschied der Schenkel eingeteilt. Entspricht der Richtungs- 
unterschied der Schenkel eines Winkels einer Drehung des einen Schenkels um einen Viertelkreis, 


spitzer Winkel rechter Winkel stumpfer 


Winkel gestreckterWinkel überstumpfer Vollwinkel 


Winkel 
Winkel 


so bezeichnet man den Winkel als rechten Winkel oder kurz als Rechten, 1-. Ist die gegenseitige 
Neigung der Schenkel eines Winkels geringer als bei einem Rechten, so wird der Winkel als spitzer 
Winkel bezeichnet, ist sie größer, so heißt der Winkel stumpf. Verlaufen die Schenkel eines stumpfen 
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Winkels in entgegengesetzter Richtung auf einer gemeinsamen Geraden, so handelt es sich um einen 
gestreckten Winkel. Winkel, deren Schenkelneigung größer ist als bei einem gestreckten Winkel, 


werden überstumpf genannt. Ein überstumpfer Winkel, dessen Schenkel zusammenfallen, heißt 
Vollwinkel (Abb.). 


WINKELMASSE 


Alle Winkelmaße beruhen auf Kreisteilungen. Man unterscheidet Gradmaß und Bogenmaß, 


Gradmaß. Wird ein beliebiger Kreis durch Radien 
in 360 gleiche Teile geteilt, so ergibt der Richtungs- 
unterschied zweier Radien, die vom Kreismittel- 
punkt zu benachbarten Teilpunkten auf dem Kreis 
führen, die Maßeinheit 1 (Alt-)Grad, Zeichen 1°, für 
die Winkelmessung. Ein (Alt-)Grad ist somit der 
360. Teil des Vollwinkels bzw. der 90. Teil des rech- 
ten Winkels. Der 60. Teil eines (Alt-)Grades ist eine 
(Alt-) Minute, Zeichen 1’, ihr 60. Teil eine (Alt-)Sekunde, 





Zeichen 1’. Obwohl die Unterteilungen der Winkelein- 
heit Grad gleicheNamen tragen wie die Unterteilungen Winkelmesser mit Transversalmaßstab; 
der Zeiteinheit Stunde (h), dürfen nicht die gleichen « = 57°%,a = 43,7mm 
Symbole für ihre Bezeichnung benutzt werden. 

Bei Unterteilung des Kreises in 400 Teile bzw. des Rechten in 100 Teile 
ergibt sich die Maßeinheit 1 Neugrad oder 1 Gon, Zeichen le. Ein Gon 
wird in 100 Neuminuten, Zeichen °, eine Neuminute in 100 Neusekunden, 
Zeichen °e, unterteilt. 

Wird der Rechte mit 1/- bezeichnet, so gelten die Beziehungen: 


1/- = 90° = 5400’ = 324.000”; 1!- = 100: = 10000. = 10000008«., 





Beispiel 1: 62°48’15’” sollen in Gon, Neuminuten und Neusekunden umgerechnet werden. 








48° 15° 
(A Par o, 24 SE ei °o, 
48’ — 0 0,8; 12 = 3600 ” 0,004167°; 
62,804167 - 1008 
62°48’15’ = 62,804 167° = ————————— — 69,78248 


90 
= 69878°24°e, 


Beispiel 2: 135e46°82°e sollen in Grad, Minuten und Sekunden der Altgradteilung umgerechnet 
werden. 


135e46°82°° = 1008 + 35,46822 — 90° + 35,4682 - 


o 
100 
0,92138° = 0,92138 - 60° = 55,2828’; 0,2828’ = 0,2828 - 60” = 16,968’; 
135:46°82°° & 121°55’17””. 





— 121,92138°; 





Bogenmaß. Im Kreis ist die Länge des Kreisbogens b dem Zentriwinkel und dem Radius r propor- 
tional. Es gilt die Proportion: 


i u— — 
wine nie 7 2% re 1 SLNO..o 
Zentriwinke) 2nr:b= 360° :0° 


N‘ 





| 
ee 2 — um  : \ Else. Sie - GEEENBEEE. -_ = BR 
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Daraus folgt, daß das Verhältnis der Längen von Kreisbogen und Radius nur von der Größe des 
zum Kreisbogen b gehörenden Zentriwinkels abhängt. 

a° a. 1° 9 2na n 
360° sB0.j° "= 800: 180. 
Somit kann der Bogen zum Messen des zugehörenden Zentriwinkels eines Kreises mit bekanntem 
Radius benutzt werden. Man definiert daher als Bogenmaß (are von lat. arcus, Bogen) die Verhältnis- 

a n = — 

zahlbir = Tg "= 10° 
Die Einheit des Winkels ist hier der Radiant, en 
Zeichen rad; lrad ist der Winkel, für den dass — nes eg 
Verhältnis der Längen von Kreisbogen und Radius gleich 1 ist; es ist 
lrad = 57,29578° = 57°17’44,8” » 57°17’45” (Abb.). 


b:ır = ago 


«—=%& = are. 









: 57°17’45° = 63,6620€ 


Eı 





L 
F:: en ‚rad » 0,0157( 8 


Im Einheitskreis mißt der Radius 1 Längeneinheit. Daher ist das 
Bogenmaß eines Winkels gleich der Maßzahl des zugehörigen Bogens 
auf dem Einheitskreis. 





Einheit des Bogenmaßes Irad 
Einige wichtige Winkel im Grad- und im Bogenmaß 
57°17’45” 





Striehtellung. Bei der Artillerie werden die Winkel in Strich gemessen. Der Kreis wird dabei z.B. 
in 6000 Teilstriche geteilt, die mit 0-01 bis 60-00 bezeichnet werden. Bezeichnet man denselben 
Winkel mit «,, «°, «# oder &, je nachdem er in Strich, in Grad, in @on oder im Bogenmaß gemessen ist, 
so erhält man aus den Proportionen «, : «° = 6000 : 360°, &, : « = 6000 : 4008 und a,: & = 6000 : 2 
die Umrechnungsformeln für Strich- 
maß. 

Diesen Formeln entnimmt man u.a.: 


6 [4 
0-01 = 195 Altgrad = 3,6 


1 
und 0-01 = 18 Gon = 0,07e, 





Durch die Strichteilung ergeben sich einfache Näherungswerte beim Entfernungsschätzen. Gehört 
aeg &s der Bogen 5b von einem Kreis mit dem Radius r, so gilt 2rr:b = 6000:«, d.h. 
nr. r'a 


b= 00 > oe: Wegen der Ungenauigkeit der Entfernungsschätzung ist dabei 2 rn x 6 
gesetzt worden, der Näherungswert 6 ist also zu klein. In der Artillerie wird die Abweichung 
5-6 


bei Winkelgrößen über 0-10 mit 5% berücksichtigt; 6 + 100 


= 6,30 gegenüber 2 rn x 6,283. 


Übersieht über die Winkelarten 















Orad <« <rad 






































spitz 0° <a < 90° 08 < x < 1008 5 0-00 < & < 15-00 
Rechter 90° 1008 Zrad 15-00 
stumpf 90° <x< 180° | 100° <a < 200° | Srad<a<mrad | 15-00. <a < 30-00 
gestreckt 180° 2008 nrad 30-00 
überstumpf | 180° <a < 360° | 200° <x<4008 | nrad <a <2nrad 30-00 < x < 60-00 
Vollwinkel 360° 4008 2 arad 60-00 
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Diese Verbesserung um 5% muß bei der Berechnung des Bogens b addiert, bei der des Winkels «, 
oder der Entfernung r dagegen subtrahiert werden. Wählt manr = 1 km = 1000 m und «, = 0-01, 
r + (0-01) 
1000 

meter entspricht ein Teilstrich einem Bogen von rund einem Meter. Da der Unterschied zwischen dem 
Bogen und der zugehörigen Kreissehne wegen der geringen Genauigkeit vernachlässigt werden darf, 
erscheint ein Gegenstand, von dem man aus Erfahrung weiß, daß er Im lang ist, im Abstand von 
1 km unter einem Winkel von 0-01. 

Die kreisförmige Skale eines Marschkompasses ist in 60 Teile geteilt. Einem Strich entspricht dann 
in einer Entfernung von einem Kilometer ein Bogen von 100 m. 


so findet man als Näherungswert b = = 1, d.h.: In einer Entfernung von einem Kilo- 


WINKEL AN ZWEI SICH SCHNEIDENDEN GERADEN 


Schneiden sich zwei Geraden einer Ebene, dann entstehen vier Winkel. Man unterscheidet Neben- 
winkel und Scheitelwinkel. 


Nebenwinkel. Winkel an zwei sich schneidenden Geraden, die einen gemeinsamen Scheitel S und 
einen gemeinsamen Schenkel haben, heißen Nebenwinkel. Die nicht zusammenfallenden Schenkel 
liegen auf ein und derselben Geraden, jedoch auf verschiedenen von S ausgehenden Strahlen, 
ergänzen sich also gegenseitig zu einem gestreckten Winkel; in 
der Abbildung gilt z.B. a +B=ß$+y=y+ö=ö-+t a = 180°. 
Die beiden Winkel eines Nebenwinkelpaares, z.B. « und ß, sind 
im allgemeinen verschieden groß; sind sie gleich, so muß jeder 
der beiden Nebenwinkel 180° : 2 = 90° messen, also ein Rechter 
sein. Das wurde bei der Definition orthogonaler Geraden benutzt 
und liegt der folgenden Festlegung zugrunde. 





Nebenwinkel (z.B. « und ß) und 
Scheitelwinkel (z.B. x und y) 





Nicht jedes Winkelpaar, das zusammen 180° mißt, ist ein Nebenwinkelpaar; jedoch werden zwei 
Winkel, die sich zu 180° ergänzen, immer Supplementwinkel genannt und Winkel, die sich zu 90° 
ergänzen, Komplementwinkel. Nebenwinkel sind also durch ihre spezielle Lage ausgezeichnete 
Supplementwinkel. 


Seheitelwinkel. Winkel an zwei sich schneidenden Geraden, die einen gemeinsamen Scheitel S, aber 

keinen gemeinsamen Schenkel haben, heißen Scheitelwinkel. Da Scheitelwinkel beim Schnitt zweier 

Geraden entstehen, liegt auf jeder der beiden Geraden genau ein Schenkel eines jeden der beiden 

Winkel des Scheitelwinkelpaares. In der Abbildung sind « und y sowie ß und ö Scheitelwinkel. 
ET = TE 2, a Er m zer 
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WINKELPAARE AN GESCHNITTENEN PARALLELEN 


Wird ein Paar paralleler Geraden von einer dritten Geraden geschnitten, dann entstehen acht 
Winkel, in der Abbildung z. B. die Winkel «, £, y, ö und a’, ’, y’, 6°. 





Stufenwinkel 





Wechselwinkel 





enfgegengeselzf liegende Winkel 


Winkel an geschnittenen Parallelen Beispiele für Winkel an geschnittenen Parallelen 
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Haben zwei der acht Winkel an geschnittenen Parallelen 


a) einen gemeinsamen Scheitelpunkt, dann sind es 
1. Scheitelwinkel, falls die Schenkel paarweise entgegengesetzt gerichtet sind; z.B. «, y bzw. 
B’, 6; 
2.N ebenwinkel, falls zwei Schenkel auf demselben Strahl liegen und die anderen zwei ent- 
gegengesetzt gerichtet sind; z. B. «, $ bzw. y, 6; 
b) voneinander verschiedene Scheitelpunkte, dann sind es 
L. Stufenwinkel oder efohlsegenuie Winkel, falls die Schenkel paarweise gleichgerichtet sind; 
z.B. «x, a’ bzw. y, y’; 
2. Wechselwinkel, falls die Schenkel paarweise entgegengesetzt gerichtet sind; z.B.«, y’ bzw. y,«’; 
3. entgegengesetzt liegende Winkel, falls ein Schenkelpaar gleichgerichtet, das andere entgegen- 
gesetzt gerichtet ist; z. B. «, ö’ bzw. y, ß’ (Abb.). 


Da nur bei parallel verlaufenden geschnittenen Geraden die Richtungsangaben für die Schenkel 
zur Charakterisierung der Winkelarten benutzt werden können, müssen für die Erklärung der 
entsprechenden Winkelarten an beliebigen geschnittenen Geraden andere Lageeigenschaften heran- 
gezogen werden: 


1. Stufenwinkel liegen auf derselben Seite der schneidenden Geraden, und zwar einer an der Innen- 
seite der einen, der andere an der Außenseite der anderen geschnittenen Geraden; 

2. Wechselwinkel liegen auf verschiedenen Seiten der schneidenden Geraden, und zwar beide an 
den Innenseiten oder beide an den Außenseiten der beiden geschnittenen Geraden; 

3. entgegengesetzt liegende Winkel liegen auf derselben Seite der schneidenden Geraden, und zwar 
entweder beide an den Innen- oder beide an den Außenseiten der beiden geschnittenen Geraden; 
oder sie liegen auf verschiedenen Seiten der schneidenden Geraden, und zwar einer an der Innen- 
seite der einen, der andere an der Außenseite der anderen geschnittenen Geraden. 

Mit Hilfe einer Parallelverschiebung und der Sätze über Scheitel- und Nebenwinkel lassen sich 
über Winkel an geschnittenen Parallelen die folgenden Sätze ableiten: 


Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind einander gleich. 
Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind einander gleich. 
Enntgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen ergänzen sich zu 180°, 


Ausden Umkehrungen dieser Sätze kann die Parallelität der geschnittenen Geraden bewiesen werden. 


WINKELKONSTRUKTIONEN 


Zeichendreieeke. Mit Hilfe von Zeichendreiecken lassen sich Winkel von 90°, 60°, 45° und 30° 
unmittelbar zeichnen, da diese Winkel an den handelsüblichen Zeichendreiecken vorhanden sind, 
andere ergeben sich durch Zusam- 
mensetzen (Abb.). Durch Halbieren 
aA dieser Winkel mit Hilfe des Zir- 
kels und des Lineals (Zeichendrei- 
eck) können weitere Winkel ge- 
wonnen werden, z. B. Winkel von 
22,5°; 15°; 7,5° u.a., durch Zusam- 
menfügen verschiedener so kon- 
struierter Winkel wiederum andere. 
Beim Zusammenfügen müssen zu- 
weilen auch bereits konstruierte 
Winkel von 75° Winkel von 15° Winkel von 105°  \Vinkel übertragen werden. 


Darstellung von speziellen Winkeln mit Zeichendreiecken Antragen von Winkeln. Das 'Über- 
tragen von Winkeln mit Hilfe von 

Zirkel und Lineal ist für jeden vorgegebenen Winkel möglich. Es soll z.B. ein gegebener Winkel « 
im Punkte P der orientierten Geraden g an diese angetragen werden (Abb.). Dazu werden der 


Scheitel in den vorgeschriebenen Punkt P, ein 

B B' Schenkel auf die gegebene Gerade g gelegt. Zur 
Konstruktion beschreibt man um den Scheitel S 

des vorgegebenen Winkels « und um den Punkt P 

auf der Geraden g je einen Kreisbogen mit dem- 

S A B ng selben Radius, die die Schenkel des Winkels « in 


den Punkten A und B, die Gerade g im Punkte A’ 
Antragen eines Winkels schneiden. Der Kreisbogen um Punkt A’ mit 


dem Radius AB schneidet den Kreisbogen um 
Punkt P in dem Punkte B’, der durch den Drehsinn der Ebene eindeutig bestimmt ist. Der 
Strahl von P nach PB’ ist der freie Schenkel des Winkels «, der im Punkte P an die (orientierte) 
Gerade g angetragen worden ist. Ist nicht der Winkel selbst, sondern nur seine Größe in Grad 
angegeben, z. B. «x = 52°, so wird der Winkelmesser oder Transporteur benutzt. 
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Konstruktion von Winkeln allein mit Zirkel und Lineal. Diese ist nicht in jedem Falle ausführbar. 
Da regelmäßige Drei-, Vier- und Fünfecke allein mit Zirkel und Lineal konstruiert werden können, 
lassen sich über sie Winkel von 120°, 90° und 72° gewinnen. Durch fortgesetztes Halbieren erhält 
man daraus Winkel von 60°, 30°, 15°, von 45°, von 36°, 18°, 9° (Beschränkung auf ganzzahlige 
Gradzahlen). Durch Zusammensetzen der Winkel von 15° und 9° zu 24° erhält man die Folge der 
Winkel von 12°, 6°, 3°. Somit sind alle Winkel, die Vielfache von 3° sind, allein mit Zirkel und Lineal 
konstruierbar. Damit ist aber die Menge aller allein mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Winkel 
noch nicht erschöpft. 


III. Symmetrie 


AXIALE SYMMETRIE 


Umklappung. Eine Ebene E sei durch eine Gerade s in zwei Halbebenen zerlegt. Wird E mit Hilfe 
einer räumlichen Bewegung um s als Achse um 180° gedreht, so erfolgt eine Abbildung aller 
Punkte der einen Halbebene auf die der anderen. c ce 
Diese geometrische Abbildung (Transformation) heißt 2 

Umklappung ; die Achse s der Umklappung Symmetrie- 
achse. Bei der Umklappung wird jeder Punkt A der 
einen Halbebene so auf einen Punkt A’ der anderen 
Halbebene abgebildet, daß die A und A’ verbindende 


Strecke AA’ auf der Symmetrieachse s senkrecht 
steht und durch die Symmetrieachse halbiert wird 
(Abb.). Die Punkte A und A’ liegen symmetrisch zu- 
einander in bezug auf s. Zu zwei voneinander ver- 
schiedenen beliebigen Punkten P und P’ einer Ebene 
läßt sich umgekehrt stets eine Gerade s in dieser 
Ebene finden, die senkrecht zur Verbindungsstrecke 


PP’ verläuft und P P’ halbiert, also Symmetrieachse Azialeymmetrie 

der beiden Punkte P und P’ ist. 

Verbindet man zwei symmetrisch zu s gelegene Punkte A und A’ mit irgendeinem Punkt S auf 
der Symmetrieachse s, so sind die Winkel, die die Verbindungslinien AS und A’S mit s bilden, 
einander gleich und die Strecken 7 


AS und A’S gleich lang. Bei der 
Umklappung einer Ebene E um 
eine Gerade s werden alle in E 
gelegenen Figuren auf ebene Figu- 
ren gleicher Größe und Gestalt 
abgebildet (Kongruenzabbildung). 
Da die umgeklappten Figuren, 
bezogen auf die Gerade s, spiegel- 
bildlich zu ihren Originalen lie- 
gen, nennt man eine Umklappung 
auch Spiegelung an einer Gera- 
den, der Symmetrieachse. Mit 
Hilfe eines in s senkrecht zu E 
gehaltenen Spiegels kann zu jeder 
Figur F das ihr zugeordnete 
Spiegelbild F’ gewonnen werden. 
Geometrisch konstruiert man F’ 
aus F, indem man zu jedem 
Punkt von F den zu s symme- 
trisch gelegenen Bildpunkt kon- 
struiert. Spiegelbildlich zu s gele- Zwei Umklappungen können durch eine Schiebung oder eine 
gene Figuren haben einander ent- Drehung ersetzt werden 

gegengesetzten Umlaufsinn (Orien- 

tierung). Umklappungen erzeugen somit ungleichsinnig-kongruente Figuren (Abb.). Da durch zwei 
hintereinander ausgeführte Umklappungen der Umlaufsinn zweimal umgekehrt wird, sind das 
Original F und seine durch zwei Spiegelungen erzeugte Abbildung F’ gleichsinnig-kongruente 
Figuren. Zwei nacheinander ausgeführte Umklappungen können also nicht durch eine einzige 
Umklappung ersetzt werden, wohl aber durch eine einzige Schiebung oder durch eine einzige 
Drehung (Abb.). 

Bei einer Umklappung bleiben alle Punkte, die auf der Symmetrieachse liegen, als einzige Punkte 
der Ebene in Ruhe, verändern also ihre Lage nicht. Daher nennt man die Symmetrieachse auch 
Fixgerade der Umklappung oder Spiegelung. 
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Axialsymmetrische Figuren, Liegen Strecken oder einzelne Punkte einer Figur auf einer Geraden s, 
die zur Symmetrieachse einer Umklappung wird, so entsteht beim Umklappen eine axialsymme- 
trische Figur, also eine Figur aus zwei zu s symmetrischen Teilen (Abb.). 





Q b c 
Axialsymmetrische Figuren 


ZENTRALE SYMMETRIE 


Während sich bei axialsymmetrischen Figuren einander entsprechende Punkte durch eine räum- 
liche Drehung von 180° um eine Gerade zur Deckung bringen lassen (Umklappung), bezeichnet 
man solche Figuren als zentralsymmetrisch, 
deren Punkte durch eine ebene Drehung von 
180° um einen Punkt S zur Deckung ge- 
bracht werden können. Den Punkt $ nennt man 
Symmetriezentrum oder Zentralpunkt (Abb.). 
Bei der ebenen Drehung um 180° wird jeder 
Punkt B der Ebene so auf einen anderen 
Punkt B’ dieser Ebene abgebildet, daß die B 
und B’ verbindende Strecke durch den Zentral- 
punkt $ halbiert wird. Man nennt die Abbil- 
dung daher eine Spiegelung an einem Punkt, 
dem Symmetriezentrum. Sie ist wie jede 
Drehung um einen festen Punkt der Ebene 
eine Kongruenztransformation, verändert also 
Größe und Gestalt der Figuren bei der Ab- 
bildung nicht. Auch hinsichtlich des Umlauf- 
sinnes stimmen - im Gegensatz zur Umklap- 
pung - die auseinander hervorgegangenen 
ebenen Figuren überein, sie sind also gleich- 
i sinnig-kongruent. Zwei hintereinander an dem- 
Zentrale Symmetrie selben Punkt ausgeführte Spiegelungen brin- 
gen das Original und das zweite Bild voll- 
ständig zur Deckung (F > F’-F). Bei jeder Spiegelung bleibt nur der Zentralpunkt fest; er 
ist der einzige Fixpunkt der Bewegung. 
Figuren, die bei einer ebenen Drehung um einen Winkel p um einen Punkt P zur Deckung gebracht 
werden können, heißen radialsymmetrisch oder strahligsymmetrisch. Alle regelmäßigen Vielecke 
haben diese Eigenschaft (Abb.). Da bei Zentralsymmetrie der Drehwinkel g = 180° beträgt, ist 
diese ein Spezialfall radialer Symmetrie. 





Einfachste zentralsymmetrische Figuren 





Symmetriezentrum 
Strecke Streckenmittelpunkt 
Gerade jeder Punkt der Geraden 
sich schneidendes 
- 77p0° -60° 45° Geradenpaar Schnittpunkt 
BR , a Scheitelwinkel- 
Radialsymmetrie in regelmäßigen paar Scheitelpunkt 
Vielecken Kreis Kreismittelpunkt 


GRUNDKONSTRUKTIONEN 


Eine Streeke halbieren. Das Halbieren einer Strecke AB erfolgt mit Zirkel und Lineal auf Grund 
der oben angegebenen Eigenschaften axialsymmetrisch gelegener Punkte, indem man zu A und B 
die Symmetrieachse s konstruiert (Abb.). 
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Um die Endpunkte A und B der Strecke werden mit demselben Radius, der aber größer als die 
Hälfte der Strecke AB sein muß, Kreisbögen beschrieben, die sich in zwei Punkten $ı und Ss der 


Symmetrieachse s schneiden. Die Gerade s durch die Punkte $ı und $3 schneidet die Strecke AB 
in ihrem Mittelpunkt M und steht senkrecht auf ihr (Miittel- 
senkrechte). 


Einen Winkel halbieren. Auch das Halbieren von Winkeln 
erfolgt mit Zirkel und Lineal auf Grund der Eigenschaften 
axialsymmetrisch gelegener Punkte. Ein Kreisbogen mit 
beliebigem Radius um den Scheitel S des Winkels (a, b) 





Eine Strecke halbieren Einen Winkel halbieren 


schneidet seine Schenkel in den Punkten A und B. Die Mittelsenkrechte der Strecke AB ist Symme- 
trieachse der Figur und halbiert den Winkel (a, b). Da auch der Scheitel S auf der Symmetrie- 
achse s liegt, bestimmt schon ein Schnittpunkt, z.B. Se, der beiden Kreisbögen mit gleichem 
Radius um die Punkte A und B zusammen mit dem Scheitel $S die Winkelhalbierende (Abb.). 

Die Dreiteilung des Winkels ist - im Gegensatz zur Halbierung — nur in Ausnahmefällen allein mit 
Zirkel und Lineal durchführbar. Die Unmöglichkeit einer allgemeinen Lösung des seit altgriechi- 
scher Zeit berühmten Problems der T'risektion des Winkels wurde mit algebraischen Mitteln 
erwiesen. 


Eine Senkreehte errichten. Auf einer Geraden g soll in einem ihrer Punkte P die Senkrechte errichtet 
werden. Man beschreibt um P einen Kreis mit beliebigem Radius r. Er schneidet g in zwei Punkten 
A und B. Um A und B wird je ein Kreis mit gleichem Radius, der aber größer als r ist, beschrieben 
und einer seiner Schnittpunkte, z.B. $ı, mit P 

durch eine Gerade verbunden. Die Gerade Sı P P 

ist die gesuchte Senkrechte (Abb.). 


J7 


— 
A P B g Ay 


Auf einer Geraden in einem ihrer Punkte eine Von einem Punkt auf eine Gerade das Lot 
Senkrechte errichten fällen 


Die Mittelsenkrechte zu einer vorgegebenen Strecke wird nach der angegebenen Konstruktion zur 
Halbierung einer Strecke gewonnen. 


Ein Lot fällen. Auf eine Gerade g soll von einem Punkt P außerhalb von g aus das Lot gefällt 
werden. Ein Kreisbogen um P schneidet bei hinreichend groß gewähltem Radius die Gerade g in 
zwei Schnittpunkten A und B. Die Mittelsenkrechte der Strecke AB geht durch den Punkt P, ist 
mithin das gesuchte Lot (Abb.). 


Eine Parallele ziehen. Will man zur Geraden g eine Parallele allein mit Zirkel und Lineal konstruieren, 
so errichtet man in zwei verschiedenen Punkten A und B von g die Senkrechten. Auf diesen markiert 
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man in gleichen Abständen zu g und auf derselben Seite je einen Punkt, etwa A’ und B’. Die durch 
A’ und B’ gezogene Gerade g’ verläuft parallel zu g (Abb.). 

Konstruierbarkeit allein mit Zirkel und Lineal. 
EukLID benutzte beim Aufbau der Planime- 
trie ein Axiomensystem, das 


l. das Ziehen einer Geraden durch zwei be- 
liebig gegebene Punkte, 

2. das Zeichnen von Kreisen mit Radien, die 
als Abstände zweier Punkte abgegriffen 
werden, um beliebig gegebene Punkte 
sicherstellt. 


In der Planimetrie Euklids werden dement- 
sprechend Lehrsätze dadurch bewiesen, daß 
man sie zurückführt auf Grund- bzw. Lehr- 
sätze über das Schneiden von Geraden mit 
Geraden, von Geraden mit Kreisen oder von 
Kreisen mit Kreisen bzw. über das Verbinden von Punkten durch Geraden oder Kreise. Dement- 
sprechend werden für exakte Konstruktionen im Sinne Euklids nur die Geräte für das Zeichnen 
von Geraden (Lineal) und von Kreisen (Zirkel) benutzt und zugelassen. Die Forderung, eine 
Konstruktion allein mit Zirkel und Lineal auszuführen, wurzelt somit in gewisser Weise im 
euklidischen Axiomensystem; sie ist eine Frage des Aufbaus der Planimetrie, nicht eine Frage 
der Genauigkeit von Konstruktionen. Oftmals sind sogar Konstruktionen genauer, d.h. maß- 
haltiger, wenn sie nicht nur mit Zirkel und Lineal ausgeführt werden. 

Da zudem bei den Griechen der Antike die Rechentechnik relativ gering entwickelt war, versuchten 
sie, alle wesentlichen mathematischen Probleme durch geometrische Konstruktionen mit Zirkel 
und Lineal zu lösen; z. B. führten sie das Quadratwurzelziehen auf das Konstruieren der mittleren 
Proportionalen zu zwei gegebenen Strecken zurück. 

Nicht gelöst werden konnten vor allem drei berühmt gewordene Probleme: 


die Trrisektion des Winkels (Dreiteilung des Winkels), 

die Quadratur des Zirkels (Verwandlung des Kreises in ein flächengleiches Quadrat), 

die Verdopplung des Kubus (Delisches Problem, Verwandlung eines Würfels in einen anderen 
mit doppeltem Rauminhalt). 


Durch moderne Untersuchungen wurde nachgewiesen, daß diese drei Probleme des Altertums 
im Sinne Euklids prinzipiell unlösbar sind. 

Die Algebra gibt heute auf der Grundlage der Galoisschen T'heorie erschöpfend Auskunft darüber, 
ob eine geometrische Konstruktion allein mit Zirkel und Lineal ausführbar ist. Dabei ist von ent- 
scheidender Bedeutung, ob bestimmte Gleichungen mit rationalen Koeffizienten allein unter 
Anwendung der vier Grundrechenarten und des Quadratwurzelziehens auflösbar sind. 





Zu einer Geraden eine Parallele ziehen 


IV. Dreieck 


BENENNUNGEN AM DREIECK UND EINTEILUNG DER DREIECKE 


Durch drei voneinander verschiedene, nicht in einer Geraden gelegene Punkte einer Ebene lassen 
sich genau drei Geraden legen, die jeweils zwei Punkte verbinden. Die so in der Ebene gebildete 
geschlossene Figur heißt Dreieck, die drei ausgezeichneten Punkte der Ebene heißen Ecken des 
Dreiecks, die auf den Geraden liegenden Verbindungs- 
strecken der Ecken Seiten. Das Dreieck ist eine kon- 
vexre Figur, da die Verbindungsstrecken von je zwei 
beliebigen Dreieckpunkten stets nur Punkte des Drei- 
ecks enthalten. 

Die Ecken werden hier meist mit A, Bund © und die 
Seiten nach den gegenüberliegenden Ecken bezeichnet; 


die Seite AB mit c, die Seite BC mit «a und die Seite 


CA mit b. 

Je zwei der Dreieckseiten bilden einen Innenwinkel 
des Dreiecks. Innenwinkel von Dreiecken werden ent- 
weder mit Hilfe der Eckpunkte des Dreiecks oder mit 
kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet. Die drei 
Innenwinkel sind 


{0AB=oa; <ABC=B; <BCA=y. 
Von den zwei Nebenwinkeln eines Innenwinkels wird jeweils derjenige als Außenwinkel («', ß’, y') 
des Dreiecks bezeichnet, dessen Schenkel die Verlängerung einer Seite (AB über B, BC über C 





Das Dreieck ABC 


Dreieck 181 


bzw. CA über A hinaus) und der die folgende Seite (BC = a, OA = bbzw. AB= c) enthaltende 


Strahl sind. 
Das gesamte Dreieck wird mit AABC bezeichnet. Wird es mit einem bestimmten Umlaufsinn 


ns _- — 
versehen, so sagt man, AABC sei positiv orientiert, wenn beim Durchlaufen von AB->-BC-c(0A4A 
eine Drehbewegung im Sinne der Orientierung der Ebene vorgenommen wird. 
Ein Dreieck heißt gleichschenklig, wenn zwei Seiten, die Schenkel (a), einander gleich sind; die dritte 
Seite wird Basis (c) genannt, die gegenüberliegende Ecke Spitze. Im gleichseitigen Dreieck sind alle 
drei Seiten einander gleich. 
Im spiützwinkligen Dreieck ist jeder Winkel spitz, im rechtwinkligen einer 90°, im stumpfwinkligen 
einer größer als 90°, Im rechtwinkligen Dreieck wird die dem rechten Winkel gegenüberliegende 
Seite Hypotenuse, die beiden anderen werden Katheten genannt (Abb.). 





spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig gleichschenklig gleichseitig 


Formen der Dreiecke 


GRUNDBEZIEHUNGEN .AM DREIECK 
Seitenbeziehungen. Von einem beliebigen Eckpunkt eines Dreiecks aus kann man längs der Drei- 
eckseiten auf zwei Wegen zu einem anderen Eckpunkt gelangen: entweder entlang der verbin- 
denden Dreieckseite oder entlang der beiden anderen Dreieckseiten über den dritten Eckpunkt, 
z. B. von A nach B längs c oder von A nach B längs 5b und a über ©. Da die Strecke die kürzeste 
Verbindung zweier Punkte einer Ebene ist, gelten die Ungleichungen: 
| _e<a-+b b<a+c a<b+e —_ı 
Im Dreieck ist die Summe zweier Seiten stets größer als die dritte Seite. 

Durch Subtraktion folgt aus den obigen Ungleichungen: | 

c—-a<b b-a<c a—b<c 

| c-b<a b-c<a a—c<b 
Im Dreieck ist eine Seite stets größer als die Differenz der beiden anderen Seiten. 

Es läßt sich z.B. ein Dreieck konstruieren, dessen Seiten 3cm, 4cm und 5cm messen, Es läßt 
sich aber kein Dreieck konstruieren, dessen Seiten etwa 3em, 4cm und 8cm messen, weil 3 cm 
+ 4cem < 8cm, also die Summe zweier Seiten nicht größer als die dritte Seite ist, bzw. weil 8cm 
— 4cm > 3cm, also die Differenz zweier Seiten nicht kleiner als die dritte Seite ist. 


Winkelbeziehungen. Wird durch einen Eckpunkt eines Dreiecks, z. B. durch (, die Parallele g zur 
Gegenseite c gezogen, so entsteht bei C ein gestreckter Winkel, der durch zwei Dreieckseiten in 
drei Teilwinkel zerlegt wird (Abb.). Die beiden Parallelen y 
und c werden von den Dreieckseiten « bzw. b geschnitten, 
wobei als Schnittwinkel u.a. Wechselwinkel entstehen. Da 
Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen gleich sind, ist 
ö=«unde=ß. Nun ist ö+y-+ e= 180°, folglich gilt auch 
© -+-Yy + B = 180° (Abb.). 


Die Summe der Innenwinkel im Dreieck beträgt 180°. 
Da jeder Außenwinkel Nebenwinkel eines Innenwinkels des 
Dreiecks ist, gilt (Abb.): 
«+ «’ = 180°, ß +’ = 180°, y + y’ = 180°, 


Addiert man die linken Seiten und die rechten Seiten der n 
drei Gleichungen jeweils miteinander, so ergibt sich: x +ß+y= 180 


«+B+Y)+(e&® +B’+Y)= 3: 180°. 
Nach dem Innenwinkelsatz folgt daraus: a’ + 8° + y’ = 360°. 
Die Summe der Außenwinkel des Dreiecks beträgt 360°. 
Da jeder Außenwinkel Supplementwinkel des ihm anliegenden Innenwinkels des Dreiecks ist, dieser 


wiederum Supplementwinkel zur Summe der beiden anderen Innenwinkel des Dreiecks ist, gilt 
der Außenwinkelsatz: 
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Jeder Außenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der beiden ihm nicht anliegenden Innen- 
winkel: =B+y,; P!=-ytusy=aH+p. 


Aus den Sätzen über Winkelbeziehungen i im Dreieck folgt unmittelbar der besonders in der Physik 
oft angewendete Satz (Abb.): 


Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen, sind gleich, falls der Scheitel 
‚des einen nieht im Innern oder auf einem Schenkel des anderen Winkels liegt; sie ergänzen sich 
zu 180°, sind also Supplementwinkel, falls der Scheitel des einen im Innern oder auf einem 
Schenkel ‚des anderen Winkels liegt. 






NS oc = 180°, 
12 &; 





Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen 


Winkel-Seiten-Beziehungen. Für das Dreieck ABC gelte a > b. Die Halbierende w, des Winkels y 


schneidet AB = c in einem Punkte D. Wird das Teildreieck ADC an w, gespiegelt, dann fällt 5 
so auf a, daß der Bildpunkt A’ zu A zwischen (© und B liegt (Abb.). 4’ ist Scheitel des Winkels 
C4A’D=«‘, der gleich < CAD=« ist (Umklappung an wy). Winkel « ist Außenwinkel im 
Dreieck DBA’ und als solcher gleich der Summe aus $ß und x BDA’, also größer als ß allein. Da 
somit « = « und «’ > ß gelten, folgt schließlich aus «a > b auch « > ß. Umgekehrt läßt sich auch 
nachweisen, daß aus « > ß stets a > b folgt, 


h m Dreieckliegt der größeren vonzwei Seiten 
der größere Winkel gegenüber, dem größeren 
von zwei Winkeln die größere Seite gegen- 
über; gleichen Seiten liegen gleiche Winkel 
gegenüber und umgekehrt. 

‚Jedes gleichschenklige Dreieck ist axialsym- 
metrisch. Das von der Spitze auf die Basis 
gejällte Lot halbiert die Basis und den Win- 
kel an der Spitze. Die Basiswinkel sind 
einander gleich. 





A d 5° Im rechtwinkligen. Dreieck ergänzen sich 
Aus a > b folgt « > ß die spitzen Winkel zu 90°. Im gleichschenk- 
lig-rechtwinkligen Dreieck mißt jeder. Basis- 
winkel 45°, 


Im gleichseitigen Dreieck sind die drei Innenwinkel einander gleich ; jeder mißt 60°. 
Gleichseitige Dreiecke haben drei Symmetrieachsen. 


Mißt in einem rechtwinkligen Dreieck einer der spitzen Winkel 30°, so ist die im a 
Kathete halb so lang wie die Hypotenuse. 


Der letzte Satz folgt unmittelbar aus den Symmetrieeigenschaften des gleichseitigen Dreiecks und 
findet vielfältige Verwendung; z.B. sind die handelsüblichen Zeichendreiecke so beschaffen, 
daß entweder die Katheten gleich lang sind oder aber eine der beiden Katheten halb so lang ist 
wie die Hypotenuse. 


KONGRUENZ VON DREIECKEN 


Allgemeines. Als Kongruenz (Übereinstimmung, Deckungsgleichheit) wird diejenige geometrische 
Verwandtschaft bezeichnet, die völlige Übereinstimmung ebener Figuren in Größe und Gestalt 
bedingt. Kongruente Figuren können durch geometrische Transformationen ineinander übergeführt 
werden, die nur die Lage der Figuren, nicht aber die Größe von Strecken und Winkeln (und damit 
auch den Flächeninhalt), die Parallelität und die Inzidenzbeziehungen von Punkten und Geraden 
verändern. Stimmen kongruentverwandte Figuren im Umlaufsinn überein, so führen stets die 
Bewegungen Schiebung oder Drehung sowie Zusammensetzungen beider Transformationsarten 
zum Ziel; die auf diese Weise aufeinander abbildbaren Figuren sind gleichsinnig-kongruent. Stimmen 
kongruentverwandte Figuren im Umlaufsinn nicht überein, so kommt zu den Transformationen 
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der Bewegung noch eine Spiegelung an einer Geraden hinzu. Die durch Spiegelung an einer 
Geraden (und eventuell durch zusätzliche Bewegungen) aufeinander abbildbaren Figuren sind 
ungleichsinnig-kongruent. Die Kongruenziransformationen, also Schiebungen, Drehungen und 
Spiegelungen an einer Geraden, können bei Beweisen als Kriterien für die Kongruenz zu unter- 
suchender Figuren (Figurenteile) benutzt werden, spielen aber auch beim Gewinnen neuer geome- 
trischer Erkenntnisse eine Rolle. 


Die vier Kongruenzsätze. In der Definition der Kongruenz ist die volle Übereinstimmung aller 
Stücke kongruenter Figuren gefordert, insbesondere also die aller Seiten und Innenwinkel bei 
kongruenten Dreiecken. In den Kongruenzsätzen für Dreiecke sind jeweils nur drei in bestimmter 
Art miteinander verknüpfte Hauptstücke (Seiten und Innenwinkel) genannt, die Übereinstimmung 
aller anderen Stücke kongruenter Dreiecke ist eine Folge der Übereinstimmung der drei in einem 
genannten. Die vier Kongruenzsätze für Dreiecke lauten: 


. Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei Seiten übereinstimmen (8, S, S). 


: Dreieeke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem zwischen ihnen gelegenen Innen- 
winkel übereinstimmen (S, W, 8). 


3. Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem der un. dieser Beiüen Selten 
gegenüberliegenden Innenwinkel übereinstimmen (S, s, W). 


4. Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und den beiden anliegenden Innenwinkeln 
übereinstimmen (W, S, W). 


Mit Hilfe von Konstruktionen von Dreiecken 
mit vorgeschriebenen Stücken ist leicht zu 
zeigen, daß tatsächlich nur solche Konstruk- 20° 
tionen aus Hauptstücken eindeutig ausführ- 
bar sind, bei denen diese so verknüpft sind, 
wie es einer der Kongruenzsätze angibt. 
Sind dagegen z.B. zwei Seiten und der der 
kleineren Seite gegenüberliegende Innen- 
winkel gegeben, etwa «= 3em, c=Ö5cm 
und « = 20°, so läßt sich, wie die Abbildung 
zeigt, keine eindeutige Dreieckskonstruktion 


ausführen. Trägt man nämlich an AB=c 
in A den Winkel x an und beschreibt um 
B mit Radius a einen Kreisbogen, so schnei- Diese Dreiecke stimmen in drei Stücken überein und 
det dieser den freien Schenkel von « in den sind doch nicht kongruent 

zwei Punkten 0’ und 0”. Dabei erfüllen die 
beiden Dreiecke ABC’ und ABC” die ge- 
stellten Bedingungen. Wählt man dagegen «= 80°, so schneidet der um B mit Radius a beschrie- 
bene Kreis den freien Schenkel von « überhaupt nicht, und es gibt kein Dreieck, das die gestellten 
Bedingungen erfüllt (Abb.). 

Bei Konstruktionen nach dem 4. Kongru- 

enzsatz ist zu unterscheiden, ob die Win- 

kel der gegebenen Seite beide anliegen 

oder nicht. Im ersten Fall können sie 

sofort an die Seite angetragen werden, im 80° 
zweiten, wenn z.B. c, « und y gegeben 
sind, muß entweder der dritte Winkel ß 
über den Innenwinkelsatz bestimmt wer- 








den (ß = 180° — x— y) oder man trägt NE " 
in einem beliebigen Punkte 0’ auf dem 2=2cm Er 
freien Schenkel des Winkels @« den Win- 4,3 diesen drei Stücken läßt sich kein Dreieck kon- 
kely an die Strecke C’A an und zieht zu struieren 


seinem freien Schenkel eine Parallele durch 
den Punkt B, die den freien Schenkel des Winkels « im Punkt C schneidet. Dreieck ABC ist dann 
das verlangte. 

TRANSVERSALEN UND AUSGEZEICHNETE PUNKTE IM DREIECK 
Unter einer Transversalen versteht man allgemein jede Gerade, die das Dreieck schneidet. 
Mittelsenkrechte. Diese Transversale steht im Mittelpunkt einer Seite senkrecht auf ihr, 


Die Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks sehneiden sieh in einem Punkte Mm. : 


Jeder Punkt der Mittelsenkrechten einer Strecke ist von den beiden Endpunkten der Strecke 
gleichweit entfernt, der Schnittpunkt M zweier Mittelsenkrechten, z.B. von m. und m», hat deshalb 
denselben Abstand von B und ( wie von Ü und 4, ist also auch von A und B gleichweit entfernt 
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und liegt daher auch auf der Mittelsenkrechten m.. Der Punkt M ist somit der Mittelpunkt des 
Umkreises (Abb.) mit dem Radius r. Bei spitzwinkligen Dreiecken liegt der Mittelpunkt M des 
Umkreises innerhalb, bei stumpfwinkligen außerhalb des Dreiecks, bei rechtwinkligen Dreiecken 


C 





Mittelsenkrechte und Umkreis 





auf der Hypotenuse. Der Fall des rechtwinkligen Dreiecks wird oftmals als Satz des T'hales formuliert 
(THALES von Milet: griechischer Mathematiker um 624—547 v.u.Z2.). 

Jedem rechtwinkligen Dreieck kann ein Kreis umbeschrieben werden, dessen Mittelpunkt der 
Mittelpunkt der Hypotenuse ist. Oder anders aus- 
gedrückt (Abb.): 


Satz des Thales: Der geometrische Ort der Scheitel 
aller rechten Winkel, deren Schenkel dureh zwei 
feste Punkte gehen, ist der Kreis um den Mittel- 
punkt der Verbindungsstrecke dieser Punkte mit 
dem Abstand der beiden Punkte als Durchmesser. 


Der Mittelpunkt des Umkreises gleichschenkliger 
Dreiecke liegt auf deren Symmetrieachse, die zu- 
gleich Mittelsenkrechte zur Basis ist. 

Verbindet man die Seitenmitten eines Dreiecks, so 
entsteht ein neues Dreieck A’B’C’ im Innern des 





Satz des Thules ursprünglichen Dreiecks ABC (Abb.). Die Seiten 
von AA’B’C’ verlaufen parallel zu den Seiten von 
AABC. 


Die Mittelsenkrechten im AABC stehen daher senkrecht auf den Seiten von AA’ B’ C’ und verlaufen 
durch dessen Endpunkte, sie sind die Höhen dieses Dreiecks. 


Höhen. Transversalen eines Dreiecks, die auf einer Dreieckseite oder deren Verlängerung senk- 
recht stehen und durch die dieser Seite gegenüberliegende Ecke gehen, heißen Höhen des Dreiecks 
und werden mit ha, A», he bezeichnet (Abb,). 


Die drei Höhen eines Dreiecks schneiden sieh stets in einem Punkt. 





Mittelsenkrechte und Höhen Höhen im Dreieck 


Der Höhenschnittpunkt liegt im spitzwinkligen Dreieck innerhalb, im stumpfwinkligen außerhalb 
des Dreiecks; im rechtwinkligen Dreieck ist der Scheitel des rechten Winkels zugleich Höhenschnitt- 
punkt, zwei der Höhen fallen mit den Katheten zusammen, Im gleichschenkligen Dreieck ist die 
Höhe zur Basis zugleich deren Mittelsenkrechte; beide Transversalen liegen auf der Symmetrie- 
achse. 
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Mit Hilfe des Höhenschnittpunktes wird z.B. in begrenzter Zeichenebene die Aufgabe gelöst, 
eine Gerade durch einen gegebenen Punkt H zu legen, die diesen mit dem nicht zugänglichen Schniitt- 
punkt C zweier gegebener, nicht paralleler Geraden gı und ga verbindet. Die von H auf die Geraden 
gı bzw. gs gefällten Lote schneiden (bei Verlängerung) jeweils 


die andere Gerade in den Punkten B bzw. A und sind im Drei- l \ 
eck ABC Höhen. Die dritte Höhe zur Ecke C bestimmt die ! \ 
gesuchte Gerade; sie geht durch den Höhenschnittpunkt Z und N \ 


steht senkrecht auf der Strecke AB (Abb.). 


Seitenhalbierende. Sie verbinden die Seitenmitten mit den gegen- 
überliegenden Eckpunkten des Dreiecks und werden mit 5, 8», 
8. bezeichnet. Für die Seitenhalbierenden gilt der Satz: 


Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in 
einem Punkte, dem Schwerpunkt der Dreiecksfläche. Dieser teilt 
jede Seitenhalbierende vom Eekpunkt aus im Verhältnis 2:1. 
Zum Beweis sind in der Abbildung die beiden Seitenhalbieren- 


den AD und BE mit ihrem Schnittpunkt $ eingetragen. Die 
Geraden ED und AB schneiden das Geradenpaar OA und CB 


sowie das Geradenpaar AD und EB. Da CB: OD=(CA:CE 
= 2:1, sind nach den Strahlensätzen bzw. zulässigen Umkeh- Gerade durch einen Punkt H und 


rungen dieser Sätze AB und ED parallel und verhalten sich den unzugänglichen Schnitt- 
ebenfalls wie 2:1. Daher gilt auch SA:SD=SB:SE punkt © der nichtparallelen 
— AB:ED=2:1. Das gleiche läßt sich für zwei andere ne 
Seitenhalbierende nachweisen, z.B. CF und BE. Auch diese schneiden sich in S, da es nur 
einen Punkt gibt, der BE von B aus im Verhältnis 2 : 1 teilt. 

Winkelhalbierende. Die Winkelhalbierenden w,, w p Wy halbieren die Innenwinkel des Dreiecks. 





Die drei Winkelhalbierenden der Innenwinkel eines Dreiecks schneiden sieh in einem Punkte. 


Der Schnittpunkt M der Winkelhalbierenden w, und w; hat den gleichen Abstand sowohl von den 
Seiten b und e (w;) als auch von e und 
a(w B)- Da er danach auch von a und b 


gleichen Abstand hat, muß er auf w, 
liegen. Der gleiche Abstand ist der 
Radius oe des Inkreises, der jede Drei- 
eckseite ingenau einem Punkt berührt. 
Diese Punkte D, E, F sind die Fuß- 
punkte der von M auf die Seiten gefäll- 
ten Lote (Abb.). Die Halbierenden der 
Außenwinkel bzw. deren Scheitelwin- 
kel ergeben die Mittelpunkte M., Mb 
und M. der drei Ankreise, von denen 
jeder eine Dreieckseite und die Verlän- 
gerung der beiden anderen Dreiecksei- 
ten in je einem Punkt berührt (Abb.). 
Im gleichschenkligen Dreieck fällt die 
Winkelhalbierende des Winkels, der 
der Basis gegenüberliegt, zusammen 
mit der Mittelsenkrechten, der Höhe 
und der Seitenhalbierenden zur Basis. 


Ce 





/ 


Die drei Seitenhalbierenden eines Drei- 
ecks schneiden sich in S Die drei Ankreise eines Dreiecks 
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V. Viereck 


ALLGEMEINES 


Bezeichnungen am Viereek. Durch vier voneinander verschiedene Punkte einer Ebene, von denen 
keine drei auf einer Geraden liegen, lassen sich genau sechs Geraden legen, die jeweils zwei Punkte 
miteinander verbinden. Die vier Punkte werden zu Eckpunkten eines Vierecks. Wird für sie ein 
bestimmter Umlaufsinn festgelegt, so sind die Verbindungsstrecken aufeinanderfolgender Punkte 
Seiten, die Verbindungsstrecken nicht aufeinanderfolgender Punkte Diagonalen des Vierecks. 


Jedes Viereck hat somit vier Seiten AB=a,BC=b, COD=c, DA =d und zwei Diagonalen 
AC=eBD= f. Liegen die Diagonalen vollständig im Innern des Vierecks, so ist es konvex, 





A a B 


Das konvexe Viereck Konkave Vierecke 





anderenfalls konkav (Abb.). Wie beim Dreieck werden von den Geraden, auf denen die Viereck- 
seiten liegen, Innen- und Außenwinkel des Vierecks gebildet. Die Innenwinkel der Vierecke sind 
<DAB=,xABC=ß8,%BCD=}y, ıCDA=2. 

Da jede Diagonale ein konvexes Viereck in zwei Dreiecke zerlegt, ergibt sich als Summe der Innen- 
winkel konvexer Vierecke 360°. 

Bei nichtkonvexen Vierecken ergibt sich die gleiche Winkelsumme, da überschlagene Vierecke 
in zwei nur in einem Schnittpunkt zusammengehaltene Dreiecke zerfallen, bei anderen konkaven 
Vierecken eine der beiden Diagonalen ganz innerhalb des Vierecks verläuft und damit das Viereck 
in zwei Dreiecke zerlegt. 


Die Summe der vier I nnenwinkel eines Vierecks beträgt 360°. 


Einteilung der Vierecke. Für bestimmte konvexe Vierecke sind besondere Bezeichnungen üblich 
(Abb.). 


Er EB 





Drachenviereck 


Trapezoid Trapez 
= Won 
Rhomboid Rhombus (Raute) Rechteck Quadrat 


Besondere Bezeichnungen für Vierecke 
E 


Nach der Länge der Seiten werden unterschieden: 


allgemeines Viereck .usccesosreenessenennnnn nenn alle vier Seiten verschieden lang 
Drachenviereck- 1... 6 an eu een zwei Paare gleich langer Nachbarseiten 
Parallelograftinin. ia: des sense eeher zwei Paare gleich langer Gegenseiten 


INDORINUB. . sie. kielunge-dte aus rare auardtaralerahaliate ee I ERTITERT alle vier Seiten gleich lang 
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Nach der Lage der Seiten zueinander werden unterschieden: 


allgemeines Viereck... anne en an nennen un one keine parallelen Seiten 

ILFBDOZie = Sc a 3 a niaannaneenee Serena mie alwiateim om nnd 0 a dom ein Paar paralleler Seiten 

Barallölogramm —ni..cemane « se sa gmniee.nle nk ' zwei Paare paralleler Seiten 
PARALLELOGRAMME 


Allgemeines. Jedes Parallelogramm hat zwei gleiche Seitenpaare (Gegenseiteu) und zwei gleiche 
Winkelpaare (Gegenwinkel). Sind alle vier Seiten gleich, so heißt das Paralleloegramm Rhombus 
oder Raute. Parallelogramme mit vier gleichen Winkeln sind Rechtecke; jeder Winkel beträgt den 
vierten Teil von 360°, ist also ein Rechter. Sind alle vier Seiten und alle vier Winkel gleich, so ist 
das Parallelogramm ein Quadrat. Das Quadrat ist ein Rhombus 
mit rechten Winkeln bzw. ein Rechteck mit gleichen Seiten. 
Ein schiefwinkliges Paralleloegramm mit ungleichen Seiten- 
paaren wird auch Rhomboid genannt. 

Mit Hilfe der Kongruenzsätze für Dreiecke läßt sich für belie- 
bige Parallelogramme beweisen (Abb.): 





In jedem Parallelogramm halbieren die beiden Diagonalen 
einander, ergänzen sieh zwei benachbarte Winkel zu 180° 
und sind aegenüherlisgende Winkel und urapnlBertenjende Parallelogramm (Rhomboid) 
Seiten gleich groß. / 


Syinmatriesigfnschatten, Das Rechteck hat zwei Base die Seitenmitten, der Rhombus zwei durch 
die Gegenecken verlaufende Symmeirieachsen. Das Quadrat, das gleichzeitig Rechteck und Rhombus 
ist, hat mithin vier Symmetrieachsen. In jedem Parallelogramm ist der Schnittpunkt seiner Diago- 
nalen ein Symmetriezentrum; d.h., das Parallelogramm läßt sich durch eine um diesen Punkt aus- 
geführte ebene Drehung um 180° mit sich selbst zur Deckung bringen. 

Durch die beiden Diagonalen wird jedes Parallelogramm in zwei Paare kongruenter Dreiecke 
zerlegt. 


Die Diagonalen sind im Rechteck (im Quadrat) gleich lang, im Rhombus. (im Quadrat) stehen sie 
senkrecht aufeinander und halbieren ar a sie et ae Rhom Jus (ans Re 
in vier kongruente Dreiecke. I 





Konstruktion. Da jede Diagonale ein Parallelogramm in zwei kongruente Dreh ee sind 
zur Konstruktion- eines Parallelogramms wie beim Dreieck drei voneinander unabhängige Stücke 
notwendig. Für die Konstruktion eines allgemeinen Vierecks werden zwei weitere Stücke gebraucht, 
d.h. insgesamt fünf, da die durch eine Diagonale gebildeten zwei Dreiecke nicht kongruent sind, 
aber ein Stück (die Diagonale) gemeinsam haben. Zur Konstruktion von Rechteck und Rhombus 
sind zwei Stücke, zur Konstruktion eines Quadrates schließlich ist ein Stück notwendig. Dabei 
kommen beim Quadrat nur die Seite oder die Diagonale in Frage, beim Rechteck entweder zwei 
ungleiche Seiten oder Seite und Diagonale ; beim Rhombus kann (im Gegensatz zu Rechteck oder 
Quadrat) auch ein Winkel gegeben werden, falls zusätzlich die Seite oder eine Diagonale bekannt 
sind. Die Konstruktionen werden im allgemeinen über 
Teildreiecke durchgeführt, unterscheiden sich deshalb 
nicht prinzipiell von Dreieckskonstruktionen. 


TRAPEZ 


Ein Trapez ist ein konvexes Viereck mit (mindestens) 
einem Paar paralleler Seiten. Sind bei einem Trapez die 
nicht parallelen Seiten gleich lang, so nennt man es 
gleichschenklig. Sind bei einem Trapez je zwei Gegen- 
seitenpaare zueinander parallel, so ist es ein Parallelo- 
gramm. Die parallelen Seiten eines Trapezes, das kein 
Parallelogramm ist, werden oftmals als Grundlinien 
bezeichnet, die nicht parallelen als Schenkel (Abb.). 

Die Verbindungsstrecke der Mittelpginkte E und F der Schenkel eines Trapezes ABCOD heißt 


Mittellinie m des Trapezes (Abb.). Die Mittellinie 2 F ist parallel zuden Seiten AB=aundOD=ec, 
denn wenn sie es nicht wäre, würde eine Parallele zu AB durch E die Seite BC in einem Punkt F’ 
schneiden, für den nach dem Strahlensatz mit dem Strahlenträger $ gelten würde DE:EA 
= CF’: F’B, während nach Voraussetzung giit DE:EA=CF:FB=1. Es muß somit f’=F, 
also auch EF||AB sein. Eine Gerade durch D und F schneidet die Verlängerung von AB in @. 





Trapez 
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Die Dreiecke en und CDF sind kongruent, d.h., A@ hat die Länge (a + c), und im Dreieck 
AGD giltm = 5 (a + ec). 


Die Mittellinie verläuft parallel zu en Grundlinien des Trapezes und ist u. so lang wie beide 
© (arithmetisches Mittel). 





a 
Arundlinien zusammen; m= 


Die Mittellinie verläuft auch durch die M üttelpunkte der Diagonalen des Trapezen. 
Der Abstand der Mittelpunkte der Ba ers eines Trapezes ist gleich der halben Differenz der 
= a0: 
2 “ 





beiden Grundlinien m’ 


Die parallelen Seiten des Trapezes seien AB= a und OD = c; Mı und M; seien die Mitten der 
Diagonalen AC und BD. Die Parallelen durch diese Mitten jeweils zur benachbarten der nicht 

m— cc — parallelen Seiten schneiden die Seite AB in den Punkten F 
und @ abhy und die Seite OD in einem Punkte E, da 


c 
DE= >= CE. Wegen DE = AF=,=0E= BG gilt 
F@=a- ce. Im Dreieck EF@ halbiert M, Ma zwei Sei- 
ten und ist halb so groß wie die dritte, d.h. Mı Ma = 

1 
-5 (a — ce). 


Da die Schenkel des Trapezes die Grundlinien schneiden, 
bilden die an einem Schenkel gelegenen Innenwinkel ent- 
gegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen 


2 a und ergänzen sich zu 180° (Supplementwinkel). 


Abstand der Diagonalmitten im Trapez Die an einem Schenkel gelegenen Innenwinkel eines 
‚ Trapezes ergänzen sich zu 180°. 





Für die Konstruktion eines Trapezes genügt somit die Kenntnis von vier voneinander unabhängigen 
Stücken, beim gleichschenkligen Trapez dementsprechend von drei. 

Im gleichschenkligen Trapez sind beide Diagonalen gleich lang und die beiden an der gleichen 
Grundlinie liegenden Winkel gleich groß. 


DRACHENVIERECK, DELTOID 
Ein konvexes Viereck mit zwei Paaren gleich langer Nachbarseiten heißt Drachenviereck. 


‚Die Diagonalen eines Drachenvierecks stehen au feinander senkrecht, die eine von ihnen ist Symmetrie. 
achse und zerlegt das Drachenviereck in zwei kongruente Dreiecke, die andere ‚zerlegt es in zwei 
gleichschenklige Dreiecke (Abb.). Bin Drachenviereck mit vier gleich langen Seiten ist ein Rhombus. 


Ein nicht konvexes Viereck mit zwei Paaren gleich langer 
Nachbarseiten heißt Windvogelviereck oder Deltoid (Abb.). 
Wie beim Drachenviereck stehen die Diagonalen aufein- 
ander senkrecht; die eine von ihnen ist Symmetrieachse 
und zerlegt die Figur in zwei kongruente Dreiecke, die 
andere verläuft außerhalb des Vierecks und bildet zusam- 
men mit den je zwei gleichen Nachbarseiten zwei gleich- 
schenklige Dreiecke. Beim Zeichnen in begrenzter Zeichen- 
ebene wird die Figur des Windvogelvierecks dazu benutzt, 
um am Rande gelegene Strecken zu halbieren. Zur Kon- 
Drachenviereck (links) und struktion eines Drachenvierecks bzw. eines Windvogel- 

Deltoid (rechts) vierecks ist im allgemeinen die Kenntnis von drei vonein- 
ander unabhängigen Stücken notwendig. 





VI. Polygone 


ALLGEMEINE POLYGONE 


Geschlossene ebene Figuren mit geradlinigen Begrenzungsstrecken (Seiten) werden Vielecke oder 
Polygone genannt; Dreiecke und Vierecke sind besondere Polygone. Vielecke werden im allgemeinen 
durch die Anzahl ihrer Eckpunkte charakterisiert. Vielecke, deren Seiten sich schneiden, heißen 
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überschlagene Vielecke. Verläuft jede Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte eines Polygons 
in seinem Innern, so ist es konvex und hat daher keinen Winkel, der 180° übersteigt, anderenfalls 
ist das Polygon konkav und hat einspringende Ecken, d.h. Innenwinkel über 180° (Abb.). 

Die Verbindungsstrecken benachbarter Ecken eines Polygons heißen Seiten, die nicht benachbarter 
Ecken Diagonalen des Vielecks. Die Anzahl der Seiten ist stets gleich der der Ecken. Da sich von 
jeder Ecke eines n-Ecks zu allen nicht benachbarten Ecken (das sind n — 3) je eine Diagonale ziehen 
läßt und von der k-ten zur m-ten Ecke eine, von der m-ten zur k-ten Ecke die gleiche Diagonale 
n(n — 3) 


2 .Für n = 3 folgt aus der 


verläuft, ergibt sich als Anzahl der Diagonalen eines n-Ecks 


genannten Formel, daß es im Dreieck keine Dia- 
gonalen gibt, für n = 4, daß jedes Viereck zwei 
Diagonalen hat. Durch die von einer Ecke aus- 
gehenden Diagonalen wird das n-Eck inn— 2 
Dreiecke zerlegt. Daraus ergibt sich als Summe 
der Innenwinkel eines beliebigen konvexen Vrelecks 
(n — 2) - 180°. Für n = 3 folgt als Winkelsumme 
des Dreiecks aus dieser Formel 1: 180° = 180°, konvex überschlagen konkav 


fürn = 4 im Viereck 2 : 180° = 360°. Verschiedene Formen von Polygonen 


REGELMÄSSIGE KONVEXE n-ECKE 


Regelmäßige konvexe n-Ecke haben n gleiche Seiten und n gleiche Innenwinkel. Jedem regel- 
mäßigen konvexen n-Eck läßt sich ein Kreis einbeschreiben, für den seine Seiten Tangenten sind, 
sowie ein Kreis umbeschreiben, in dem die Polygonseiten Sehnen sind. Da die Winkelsumme eines 
beliebigen konvexen n-Ecks (n — 2) - 180° beträgt, entfällt auf jeden Innenwinkel eines regelmäßigen 
(n — 2) - 180° 360° 
——n oe 80 + Ä 

N n 


Durch die Radien r vom Mittelpunkt M des umbeschriebenen Kreises nach den n Ecken wird das 


o 





konvexen n-Ecks« = 





n-Eck in n kongruente gleichschenklige Dreiecke zerlegt, die den Winkel an der Spitze M 


n 
haben. Durch die Größe dieses Winkels und des Radius r ist das regelmäßige n-Eck bestimmt. 


Regelmäßiges Sechseck. Die 6 kongruenten gleichschenkligen Dreiecke sind hier gleichseitig mit 
der Seitenlänge r. Trägt man danach auf dem Umfang des Kreises mit dem Radius r diesen Radius 
sechsmal hintereinander ab, so er- 
hält man die Eckpunkte für das 


u 
regelmäßige Sechseck von der Seiten- 
länge r. N 


Verbindet man drei nicht benach- 
barte Ecken miteinander, so ergibt 
sich ein regelmäßiges Dreieck mit 


der Seitenlänge rY3. — b 


a c 


Folgen regelmäßiger n-Ecke. Umge- Regelmäßiges Sechseck (a), regelmäßiges Dreieck (b) und 
kehrt lassen sich aus einem dem Kreis regelmäßiges Viereck (c) 

mit Radiusr einbeschriebenen regel- 

mäßigen Dreieck die Ecken des einbeschriebenen regelmäßigen Sechsecks gewinnen als Schnitt- 
punkte des Kreises mit den Verlängerungen der Lote, die vom Kreismittelpunkt auf die Seiten 
des Dreiecks gefällt worden sind. Das hier angewendete Prinzip der Seitenhalbierung erlaubt es 
ganz allgemein, aus dem regelmäßigen n-Eck das regelmäßige 2n-Eck zu gewinnen. Mit dem 
gleichseitigen Dreieck sind somit konstruierbar das regelmäßige 6-, 12-, 24-,..., 3 2r-Eck. 


Regelmäßiges Viereck. Das regelmäßige konvexe Viereck ist das Quadrat. Seine Ecken ergeben 
sich als Schnittpunkte zweier zueinander senkrecht stehender Durchmesser mit dem Kreis (Abb.). 
Durch Seitenhalbierung lassen sich daraus das regelmäßige 8-, 16-, .. ., 2*-Eck konstruieren. 


Regelmäßiges Zehneek. Verbindet man zwei benachbarte Ecken P und @ eines dem Kreis um 
Punkt M mit dem Radius r einbeschriebenen regelmäßigen Zehnecks mit dem Mittelpunkt M, so 
ist das Dreieck PQM gleichschenklig, der Mittelpunktswinkel « beträgt 36° und jeder Basiswinkel 


1 ER: 
= 5 (180° — 36°) = 72°. Durch die Winkelhalbierende @R des Basiswinkels PQM entstehen 


zwei gleichschenklige Dreiecke PQR und QMR. In ihnen ist PQ = QR = RM = su die Seite 
des regelmäßigen Zehnecks und RP =r — sıo. Die Dreiecke PQR und QM P haben gleiche Winkel, 


190 PLANIMETRIE 


sind also ähnlich; daraus folgt r : s10 = 810 : (r — 810). Die Lösung der quadratischen Gleichung 
r r 


se +rso=ristseu—=,n 5-5 


Die Seite des regelmäßigen Zehnecks ist der größere Abschnitt des nach dem Goldenen Schnitt 
gelsthen Umereiradius, | 


Zur Konstruktion wird auf dem Durchmesser AB des Kreises um M mit dem Radius r der zu 
AB senkrechte Radius MD gezeichnet. Der Radius AM wird im Punkt H halbiert. Die Strecke 


HD ergibt sich nach dem Satz des Pythagoras 
ng es en 2 Br? 
aus (HD) = (Hin + (MDR = (5) + = % 


zuHD= > 75. Der Kreisbogen mit HD um H 
schneidet den Radius MB in E.Es ist ME=HE 
- HM= ; /5 _ 5 d.h. gleich si0o. Mit dem 
regelmäßigen Zehneck ist auch das regelmäßige 
konvexe Fünfeck gewonnen und damit die Folge 


der regelmäßigen konvexen 5-, 10-, 20-, ... 
5 + 2".Ecke. 


Regelmäßiges 17-Eek. Die Konstruktion der oben 
genanntenregelmäßigen konvexen Vielecke (Drei-, 
Vier-, Fünfeck und die davon ableitbaren Fol- 
gen) sowie des regelmäßigen konvexen 15-Ecks 
(da der zugehörige Zentriwinkel von 24° sich aus 
60\° 72\° 
(7) + (3) = 15° + 9° konstruieren läßt) war 
bereits den griechischen Mathematikern des Alter- 
Regelmäßiges Zehneck tums bekannt. Erst im Jahre 1796 gelang es 
a Fand dem knappneunzehnjährigen Carl Friedrich GAvss 
(1777-1855), den Nachweis zu erbringen, daß 
auch das regelmäßige 17-Eck konstruierbar ist. Gauß schreibt in seiner ersten wissenschaftlichen 
Veröffentlichung (1.6.1796): 





„Es ist jedem Anfänger der Geometrie bekannt, daß verschiedene ordentliche Vielecke, namentlich 
das Dreyeck, Fünfeck, Fünfzehneck und die, welche durch wiederholte Verdoppelung der Seiten- 
zahl eines derselben entstehen, sich geometrisch eonstruieren lassen. So weit war man schon zu 
Euklids Zeit, und es scheint, man habe sich seitdem allgemein überredet, daß das Gebiet der Elemen- 
targeometrie sich nicht weiter erstrecke: wenigstens kenne ich keinen geglückten Versuch, ihre 
Grenzen auf dieser Seite zu erweitern. — Desto mehr dünkt mich, verdient die Entdeckung Auf- 
merksamkeit, daß außer jenen ordentlichen Vielecken noch eine Menge anderer, z. B. das Siebzehn- 
eck, einer geometrischen Construktion fähig ist. Diese Entdeckung ist eigentlich nur ein Corollarium 
einer noch nicht ganz vollendeten Theorie von größerem Umfange, und sie soll, sobald diese ihre 
Vollendung erhalten hat, dem Publieum vorgelegt werden. - C. F. Gauß, a. Braunschweig. Stud. 
der Mathematik zu Göttingen.‘ 
Die Theorie, von der Gauß hier spricht, ist die der Lösung der Kreisteilungsgleichung a — 1= 0 
(n eine natürliche Zahl). Die n Einheitswurzeln, die Lösungen dieser Gleichung, liegen in der Gauß- 
schen Zahlenebene in gleichem Abstand auf dem Einheitskreis um den Schnittpunkt der reellen 
und der imaginären Achse. Gauß zeigte, daß die Kreisteilung dann sicher mit Zirkel und Lineal 
vorgenommen werden kann, wenn in «= — 1 = 0 der Exponent n eine Primzahl der Art 2* + 1 
ist (k = 0, 1, 2, :..). 
In der Tat folgt für k = 0 die Zahl 22° + 1 = 3, für k = 1 die Zahl 2! +1=5,fürk=2die 
Zahl 22? +1 = 17. 
Da Gauß mit seiner Entdeckung Bemühungen, die sich über zwei Jahrtausende erstreckten, zum 
Abschluß brachte, wurde zur Erinnerung an diese große wissenschaftliche Leistung auf seinem 
360° 
17 
teilte GAUss seinem Schüler GERLING in der folgenden, nur rationale Zahlen und Quadratwurzeln 
enthaltenden Form mit: 


I ge 1 1y/ 
e08P= - 75 + 75117 +75 V3-2fı7 +z 17 + 3Y17 - V34 - 2 yı7 - 2l/ 34 + 2 yır. 


Grabstein ein regelmäßiges 17-Eck angebracht. Eine reelle Darstellung für cosp mit 9= 
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Übersicht über regelmäßige konvexe Vielecke (r = Umkreisradius) 


Zentri- : 


3 120° rV3 2r : 2,59807621... Ir V3 z 1,2990r? 
4 90° rV2 2r - 2,82842712... | 2r2 
R r e= 5 
5 72 2 Vıo - 2/5 2r  2,93892626.... | zr° Vıo + 2/5 x 2,3776 2 
6 60° r 2r +3 or V3 z 2,5981 >? 


8 45° r N 2 - Y2 2r - 3,06146746 ... | 2r2V2 x 2,8284 r2 
r 5 
10 36° ze « . | pie: ur Pe 2 
; V5 - ı) 2r  3,09016923 Zr? Vı0 - 2 Y5 x 2,9389 r 


12 30° r V2-Y3 2r - 3,10582854.... | Ir? Ä 
i r 15 _ 
15 24 =V ı -V5-\ 30 - 65 2r : 3,11867536 ... zrV 7 + V5-V30+ 65 
= 3,0505 r? 
16 22:0, rV2-\2a+y2 2r - 3,12144515... | 4r2 Y2 - V2 » 3,0615 r2 
17 | 21°1073577 | = 0,36749904 r 2r - 3,12374180... | » 3,0706 r2 


V; V5 j = -2)5 x 
24 15° „ V Y- V 2 V3 2r - 3,13262862... 6r? V2 —V3 x 3,1058 r? 


allgemein: 


Sen ) 2r2—rV4r? — 372 


VII. Flächenbereehnung geradlinig begrenzter Figuren 


FLÄCHENMASSE 


Das grundlegende Flächenmaß ist das Quadratmeter, Zeichen m?. Es ist definiert als die Fläche 
eines Quadrats von der Seitenlänge lm. Vom Quadratmeter abgeleitete größere bzw. kleinere 
Flächeneinheiten sind: 


Quadratkilometer ......... Ikm2 
Hektar ren es ern er“ lha 
AP ep ame 


10° m? Besonders in der Landwirtschaft sind 
100 a = 10m? win verschiedenen Gegenden noch ver- 
100 m? = 102m? altete Flächenmaße im Gebrauch. Am 


Quadratdezimeter ......... ldm? AORzHR bekanntesten ist der Morgen, der im 
Q atzentimeter ........ lem? 2104 ml, allgemeinen mit 25a = 0,25ha an- 
Q atmillimeter ......... 1 mm? = 10-% m? gesetzt wird. 


BERECHNUNG DER FLÄCHENINHALTE EINFACHER FIGUREN 


Quadrat. Ein Quadrat der Seitenlänge « läßt sich durch Einheitsquadrate geeigneter Seitenlänge 
voll auslegen (Abb.). Dabei entstehen «a Streifen mit je « Einheitsquadraten, insgesamt also @ «a 
= a? BINhEISSHREALANG, 


Reehteek. Ein Rechteck mit den 

— . — Seitenlängen a und 5 läßt sich durch a 
Streifen mit je b Eriüscssikaten voll auslegen (Abb. ). Der Flächeninhalt beträgt daher a: b 
Einheitsquadrate. 








In beiden Fällen wurde ei daß neunte existieren, deren Seitenlänge mit der 
der zu messenden Rechtecke bzw. Quadrate vergleichbar ist. 
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Die angegebenen Formeln gelten auch, wenn die Maßzahlen beliebige reelle Zahlen sind. Sind sie 
rationale Vielfache a = — ,b= m e der Seitenlänge e des Einheitsquadrates, so läßt sich die 


Fläche des Rechtecks jückenlos mit Quadraten der Seitenlänge e’ bedecken, wenn e = (gı, gs) e’ 
und (gı, gg) das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Nenner gı und gs ist. Im Hauptabschnitt 
Aufbau des Zahlenbereichs wird aber gezeigt, daß jede reelle Zahl mit beliebiger Genauigkeit durch 
rationale Zahlen angenähert werden kann. Die Berechnung des Inhalts ebener Flächen, von deren 
Berandung nur gefordert wird, daß sie in 
einem Koordinatensystem durch eine stetige 
Funktion beschrieben wird, ist mit den Mit- 
teln der Integralrechnung möglich. 





Flächeninhalt des Quadrats Flächeninhalt des Rechtecks 


Paralleloegramm. Ein allgemeines Parallelogramm (Rhomboid) läßt sich in ein flächengleiches 
Rechteck verwandeln, wenn man nach der Abbildung ein rechtwinkliges Dreieck an der einen Seite 
abtrennt und an der anderen anfügt. Bezeichnet man im Parallelogramm das Lot von einer Ecke 
auf die Gegenseite (oder deren Verlängerung) als Höhe, so ergibt sich die Maßzahl des Flächen- 
inhalts des Parallelogramms als Produkt der Maß- 
zahlen einer Parallelogrammseite und der zugehöri- 


a=6cm 
gen Höhe, also A=a:'ha = bh» (Abb.). 








a= Der Flächeninhalt des FREE ist EEK dem 
4.cm Produkt aus einer Seite und der zugehörigen. Höhe. 


Dreieck. Jedes Dreieck kann als Hälfte eines Par- 
allelogramms aufgefaßt werden (Abb.). Daher gilt 
für Dreiecke z. B.-die Formel A = 5 C* he. 

Bei rechtwinkligen Dreiecken fällt die Höhe einer 
Kathete auf die andere Kathete. Sind a und 5b 


Flächeninhalt des Parallelogramms 


’ 1 eR ; 
Katheten, so ergibt sich A aus der allgemeinen Formel zu A = Fe b. Bei gleichseitigen Drei- 


ecken Beast die Höhe h = ; 1? (Nachweis mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes); also gilt 


4-7W. 





Flächeninhalt des Dreiecks 
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Um den Flächeninhalt eines Trapezes ABC.D mit nur einem Paar paralleler Seiten zu berechnen, 
wird das Trapez an dem Mittelpunkt M eines seiner Schenkel gespiegelt oder, was auf das Gleiche 
hinausläuft, um diesen Punkt in der Ebene um 180° gedreht (Abb.). Das dabei entstehende Parallelo- 
gramm AD’A’D hat gegenüber dem Trapez den doppelten Flächeninhalt. Es hat eine Seite der 
Länge a + c, die zugehörige Höhe k ist der des Trapezes gleich. 

Somit ergibt sich als Flächeninhalt des Trapezes der halbe Flächeninhalt dieses Parallelogramms, 


D E ; a A 





_— 








1 
also A = 3 (a + c) h. Da die Mittellinie des Tra- 





a-+c 
pezes m = ist, erhält man seinen Flächen- 


inhalt als das Produkt A = mh. 












A £Eo B a 1 
Der Flächeninhalt eines Trapezes ist gleich dem Flächeninhalt des Trapezes 
Produkt aus Mittellinie und Höhe. 
Ist im Trapez c = a, so wird es zum Parallelogramm; entsprechend geht die Formel A = = T = h 
über in die für das Parallelogramm gültige Formel A = a - h. Ist im Trapez c = 0, so entartet es 
a+0 1 
zum Dreieck, und A = anQ «h geht in die für das Dreieck gültige Formel A = U ha über. 


Werden Winkel gemessen, so benutzt man trigonometrische Verfahren zur Berechnung des Flächen- 
inhaltes (vgl. Ebene Trigonometrie). 
Nur aus den drei Seiten lassen sich Dreiecke nach der Formel von Hrrox (alexandrinischer Mathe- 


1 
matiker; um 130 u. Z.) berechnen: A = |s(s— a) (s— b) (s— ec) mits = 5 (« +b-+ ec). 


Die Heronische Formel war wahrscheinlich bereits ARCHIMEDES bekannt. 

Als Heronische Dreiecke bezeichnet man solche Dreiecke, deren Seiten rationale Maßzahlen haben 
und deren Flächeninhalt ebenfalls durch eine rationale Zahl angegeben werden kann. Für a = 13, 
b—= 14, c = 15 Längeneinheiten z. B. ergibt sich nach der Heronischen Formel 

A = Y21(21 — 13) (21 — 14) (21 — 15) = J21:8-7:6= /42- 32. 72—= 84 Flächeneinheiten (vgl. 
Hauptabschnitt Ebene Trigonometrie). Schließlich kann der Flächeninhalt auch unter Verwen- 
dung des Inkreisradius eg bzw. des Umkreisradius r berechnet werden nach den Formeln 


abc ao b’-e _ o0°e o 
A RÄT he ORT TTERR 





Drachenviereek. Drachenvierecke werden durch ihre Diagonalen e und f in vier rechtwinklige 
Dreiecke zerlegt (Abb.). Daraus folgt die Flächeninhaltsformel 


e 
4= = in der nur die Längen der Diagonalen enthalten sind. 


Diese Formel hat auch Gültigkeit für Rhomben, die ja spezielle 


/ 
5, 


=h 





e 
Flächeninhalt des Drachen- 


i Flächeninhalt eines allgemeinen Vielecks 
vierecks 


Drachenvierecke sind, und geht beim Quadrat mit der Diagonale d über in A = sc. 


Der Flächeninhalt des Drachenvierecks ist gleich dem halben 
Produkt aus den beiden Diagonalen. 
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Allgemeines Vieleck. Für den Flächeninhalt beliebiger Vielecke werden im allgemeinen keine 
besonderen Formeln aufgestellt; Sonderfälle sind die regelmäßigen konvexen Vielecke. Man berech- 
net ihn durch Bestimmen einfacher Teilfiguren, meist werden Dreiecke und Trapeze benutzt. Oft- 
mals werden dabei auch noch andere Hilfsstücke ermittelt als Seiten und Höhen. 

Das Vieleck wird in zweckmäßiger Weise so zerlegt, daß eine der angeführten Formeln benutzt 
werden kann. In der Praxis entscheidet für die Auswahl der Formel meist nicht der Schwierigkeits- 
grad der Berechnung, sondern die Möglichkeit einer relativ genauen Messung. Die Abbildung zeigt 
eine Zerlegung eines unregelmäßigen Vielecks, die nur auf Trapeze und Dreiecke führt (s. 8.193). 


FLÄCHENSÄTZE AM RECHTWINKLIGEN DREIECK 


Lehrsatz des Pythagoras. Dieser Satz zählt wegen seiner großen Bedeutung für Berechnungen und 
Beweisführungen in der Elementargeometrie mit Recht 
zu den berühmtesten Lehrsätzen der Planimetrie. Seine 
Entdeckung wird, was in dieser Absolutheit sicher nicht 
richtig ist, meist PYTHAGORAS von Samos (um 580—496 
v.u.Z.) zugeschrieben. Historisch belegte Einzelheiten 
aus seinem Leben sind nur wenige bekannt. Wohl aber 
ranken sich mancherlei Sagen und Legenden um sein 
Wirken, und der Lehrsatz wurde manchem zum Gegen- 
stand der Poesie; CHAMIsso beispielsweise dichtete fol- 
gendes Sonett: 


Die Wahrheit, sie besteht in Ewigkeit, 

wenn erst die blöde Welt ihr Licht erkannt: 
der Lehrsatz, nach Pythagoras benannt, 

gilt heute, wie er galt zu seiner Zeit, 

Ein Opfer hat Pythagoras geweiht 

den Göttern, die den Lichtstrahl ihm gesandt; 
es taten kund, geschlachtet und verbrannt, 
ein Hundert Ochsen seine Dankbarkeit. 

Die Ochsen seit dem Tage, wenn sie wittern, 
daß eine neue Wahrheit sich enthülle, 
erheben ein unmenschliches Gebrülle; 
Pythagoras erfüllt sie mit Entsetzen; 

und machtlos, sich dem Licht zu widersetzen, 
verschließen sie die Augen und erzittern. 


Satz des Pythagoras. Im reehtwinkligen Dreieck ist das 
Lehrsatz des Pythagoras a? + b?=c? Quadrat über der Hypotenuse gleieh der Summe der 


Quadrate über den Katheten. 
Satz des Pythagoras c Hypothenuse; a, b Katheten 


Für den Satz sind mehr als 100 Beweise bekannt, von denen einer der kürzesten wohl der folgende 
Zerlegungsbeweis ist. Aus der Abbildung kann man unmittelbar erkennen, daß die gesamte Quadrat- 
ö b fläche (a + 5)? sich zusammensetzt aus der gelben Quadratfläche c? 








und den vier roten Dreieckflächen 4 4 =2ab;d.h, 


(a +b)?=c?2 +2ab oder a +2ab+5=c?!+2ab 
und hieraus a? + b? = c2. 


Satz des Euklid, Der klassische Beweis des pythagoreischen Lehr- 
satzes benutzt den Satz des Euklid oder Katheiensatz (Abb.): 


Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über einer 
Kathete flächengleich dem Rechteck aus der Ilypo- 
tenuse und der Projektion dieser Kathete auf die 
lIypotenuse. 


Aus der Abbildung erkennt man, daß das Quadrat ACED über der 


Kathete AO’ =b gleich dem Doppelten des Dreiecks ABD ist; denn 


___ Quadrat und Dreieck haben die gemeinsame Grundlinie AD und 
die gemeinsame Höhe AO (Abb.). Das Parallelogramm ACIF ist ebenfalls gleich dem 
Doppelten des aus dem Dreieck ABD durch Drehung um 90° entstehenden Dreiecks ACF, mit 


dem es wiederum die gemeinsame Grundlinie AF und die gemeinsame Höhe AH hat. Da die 
beiden Dreiecke ABD und ACF kongruent sind (sie gehen durch Drehung auseinander hervor 





Zerlegungsbeweis 
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bzw. stimmen überein in zwei Seiten und dem von diesen gebildeten Winkel, weil AF= AB 
vorausgesetzt wird), sind das Quadrat A CED und das Parallelogramm ACIF ebenfalls flächen- 
gleich. Schließlich ist das Parallelogramm A CIF wiederum gleich dem Rechteck AF@GH, mit dem 


es die gemeinsame Grundlinie A F und die gemeinsame Höhe AH hat, Analog läßt sich nachweisen, 


M 





Satz des Euklid Beweis der Sätze von Euklid und 
Pythagoras 


daß das Quadrat BCOML mit dem Rechteck BK@H flächengleich ist. Somit gilt tatsächlich 
b? = cg und a? = cp. Die Anwendung des Satzes des Euklid auf beide Katheten führt auf den 
Satz des Pythagoras: 


a+&=cptq=chb+N=eec=e. 


Von den vielfältigen Anwendungen des pythagoreischen Lehr- 
satzes sei nur auf die Berechnung der regelmäßigen n-Ecke, 
auf die des Abstands zweier Punkte in der analytischen Geo- 
metrie, auf die Berechnung der Höhe eines gleichseitigen Drei- 
ecks oder der Raumhöhe im Tetraeder verwiesen. 


Höhensatz, Neben dem Satz des Pythagoras und dem des 
Euklid gibt der Höhensatz ebenfalls interessante Flächenbe- 
ziehungen an rechtwinkligen Dreiecken wieder. Er lautet: 


Im reehtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der Höhe 
auf der Hypotenuse flächengleieh mit dem Rechteck aus den 
Hypotenusenabsehnitten. 


-- = 
Da die Höhe = CD (Abb.) das 


rechtwinklige Dreieck ABC in zwei einander ähnliche Teil- 
dreiecke, AADO=A CODB, zerlegt, gilt in der Tat 


q:h=h:poder=pg. Höhensatz 





FLÄCHENVERWANDLUNG 


Nach dem Satz des Euklid und dem Höhensatz lassen sich ein Rechteck oder ein Parallelogramm 
in ein Quadrat verwandeln und umgekehrt. Die Abbildung zeigt die schrittweise vorgenommene 
Verwandlung eines Dreiecks in ein flächengleiches Quadrat: Das Dreieck ABC wird verdoppelt 


zum Parallelogramm ABCD, indem Seite AC als Diagonale aufgefaßt wird und mit Hilfe der 
beiden anderen Seiten nach Kongruenzfall (S, $, S) das Dreieck A O.D konstruiert wird. In diesem 


Parallelogramm wird die Höhe CB’ eingetragen und als Seite des mit ABCD flächengleichen 


Rechtecks A’B’ CD angesehen. Das Rechteck A’B’C_D wird halbiert, indem A’D und B’C halbiert 
und die dabei entstehenden Punkte E und F verbunden werden. Das Rechteck A’B’FE bzw. 
EFCD hat nun wieder gleichen Flächeninhalt wie das Ausgangsdreieck ABC. Nach dem Höhen- 


satz wird das Rechteck EFCD in ein Quadrat verwandelt: FC wird über C hinaus um DC ver- 
längert, über der so entstehenden Strecke F@ wird der Halbkreis beschrieben (Satz des Thales) 


13* 
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und die Senkrechte auf F@ in C mit diesem Kreis in K zum Schnitt gebracht. Die Strecke OK 
ist gleich der Höhe des rechtwinkligen Dreiecks #@K und damit die Seite des gesuchten Quadrates 
CKHJ, das gleichen Flächeninhalt hat wie das Dreieck ABC. 





Verwandlung eines Dreiecks in ein flächengleiches Quadrat 


Für andere Flächenverwandlungen wiederum ist der Satz über die Ergänzungsparallelogramme 
besonders wichtig. Auch er ist bereits im ersten Buch der ‚‚Elemente‘‘ Euklids enthalten und lautet: 


D 6 c Werden durch einen beliebigen Punkt einer Diagonale eines Par- 
FT allelogramms die Parallelen zu den Parallelogrammseiten gezogen, 
so sind von den vier entstehenden Teilparallelogrammen die beiden 





flüchengleich, die nicht von der Diagonale durchschmitten werden ; 
sie werden Ergänzungsparallelogramme genannt. N, 


Der Beweis ergibt sich wie folgt (Abb.): Die Diagonale AC zer- 
legt das Parallelogramm ABCOD in die beiden kongruenten Teil- 
dreiecke ABC und ACD.DaIG|| AD und AB||EH, sind AI=EF 


und IF= AE. Daher sind die Dreiecke AIF und AEF kongru- 
ent. Ebenso zeigt man die Kongruenz der Dreiecke FHC und 
FC@. Werden diese jeweils kongruenten Dreiecke den unter sich 
ebenfalls kongruenten großen Dreiecken ABC und ACD entnommen, so bleiben die Ergänzungs- 
parallelogramme übrig, die daher flächengleich (nicht aber kongruent) sein müssen. 





Satz über die Ergänzungspar- 
allelogramme 


VIH. Ähnlichkeit 


BEGRIFF DER ÄHNLICHKEIT 


Ähnliechkeitsfaktor. Als Ähnlichkeit wird die geometrische Verwandtschaft bezeichnet, die völlige 
Übereinstimmung der Gestalt ebener Figuren, im allgemeinen aber nicht Übereinstimmung der 
Größe dieser Figuren bedingt (Abb.). Ähnliche Figuren können durch geometrische Transforma- 
tionen ineinander übergeführt werden, bei denen die Punkte der einen Figur umkehrbar eindeutig 
so auf die Punkte der anderen abgebildet werden, daß jedem Winkel der einen Figur ein gleicher 
Winkel der anderen Figur entspricht. Gleichwerti 






$ % m 


In ähnlichen Figuren sind einander entsprechen 









(Abb.). Zusammen mit der Gleichheit einander entsprechender Winkel gelten für die Seiten die 
Beziehungen d:a =b:b =c:ce =k. Die für alle Streckenverhältnisse ähnlicher Figuren 
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geltende Konstante k heißt Ähnlichkeitsfaktor. Ist k > 1, so erfolgt durch die Ähnlichkeitsabbildung 
eine maßstäbliche Vergrößerung; die Transformation heißt Vergrößerung. Für k = 1 erhält man als 
spezielle Ähnlichkeitstransformation eine Kongruenzabbildung; Original und Bild sind kongruent. 


Für 0<k<1 erhält man maßstäbliche Verkleine- 
rungen; die Transformation heißt Verkleinerung. 


Ähnliehkeitslage. Durch die Kongruenztransfor- 
mationen (Schiebung, Drehung und Spiegelung) 
lassen sich zwei beliebige ähnliche Figuren stets 
in eine ausgezeichnete Lage, die Ähnlichkeitslage, 
bringen. Bei Figuren in Ähnlichkeitslage verlau- 
fen homologe (griech., gleichliegend, entsprechend) 
Strecken stets zueinander parallel; die Ähnlich- 
keitsabbildung wird durch ein Strahlen- bzw. ein 


Geradenbüschel vermittelt (Abb.). 





Ähnliche Dreiecke 


Den allen Strahlen bzw. Geraden eines Strahlenbüschels gemeinsamen Punkt S bezeichnet man als 


Ähnlichkeitspunkt einer zentralen Ähnlich- 
keitsabbildung für Figuren in Ähnlich- 
keitslage. 

Aus den drei der Definition der Ähnlich- 
keit entsprechenden Seitenverhältnissen 
für Dreiecke folgen durch Vertauschen der 
Innenglieder der Proportionen sofort die 
drei weiteren Proportionen a :b=a’:b’; 
a:c=a’:c; b:c=b/ :c’. Dafür schreibt 
man oft auch die für beliebige ähnliche 
Figuren gültige fortlaufende Proportion 


Hieraus ist abzulesen, daß in ähnlichen 
Figuren das Verhältnis zweier homologer 
Strecken stets gleich ist. 





Figuren in Ähnlichkeitslage 


STRAHLENSÄTZE 
Aus der Definition der Ähnlichkeit ergeben sich folgende Sätze: 


Werden Strahlen (Geraden) eines Büsehels von Parallelen gesehnitten, so verhalten sieh 

a) die Absehnitte auf einem Strahl (einer Geraden) wie die zwischen denselben Parallelen liegen- 
den Abschnitte auf einem anderen Strahl (einer anderen Geraden) des Büsehels, 

b) die zwischen denselben Strahlen (Geraden) liegenden Parallelenabsehnitte wie die vom Scheitel 
punkt aus gemessenen zugehörigen Absehnitte auf einem Strahl (einer Geraden) des Büschels, 

e) die zwischen zwei Strahlen (Geraden) des Büschels gelegenen Absehnitte auf zwei Parallelen 
wie die zwischen zwei anderen Strahlen (Geraden) gelegenen Abschnitte auf denselben Parallelen. 





In den Abbildungen gelten danach folgende Proportionen: 
nach a) a:(b-a)=c:(d-c), a:b=c:d, a’ :(b 
nachb) e:f=a:b=c:dodeed: f=a:’ =: 


nach ec) Ccı :dı=cCa:da = Ca :da. 


Strahlensütze 





'+ad)=0c:(d’+c)odea’:b"’ = c’:d; 
:d’; 


Je nachdem, ob der Scheitelpunkt S oder der Träger des Strahlenbüschels außerhalb oder zwischen 
den Parallelen liegt, ob es sich um Strahlen oder Geraden handelt, spricht man meist vom 1. 


oder vom 2. Strahlensatz (Abb.). 


Der Strahlensatz fußt auf der Vergleichbarkeit der Strecken, also auf deren Meßbarkeit mit Hilfe 
ein und derselben Maßeinheit. Historisch spielte das damit verknüpfte Problem der Kommensura- 
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bilität (lat. commensurabel, mit gemeinsamem Maß) lange Zeit eine bedeutende Rolle, da man nur 
rationale, nicht beliebige reelle Maßzahlen zuließ. Der Strahlensatz findet bei vielen Beweisen, 
Konstruktionen und Berechnungen Anwendung. Messungen mit dem Meßkeil und dem Keilaus- 
schnitt beruhen auf den Strahlensätzen. Nach der Abbildung n 2 m 

gilt im ersten Falle | | 


z:1= 5,2 :10 oder x = 0,52 cm, 
im zweiten Falle xz:1= 6,3: 10 oder x = 0,63 em. e 





Auch die Breite eines Flusses oder die Höhe eines Baumes 
lassen sich nach den Strahlensätzen bestimmen (Abb.). 


FA:BE =ÄB:ED I 








-— 6,3cm —J 


Meßkeil und Keilausschnitt Breiten- und Höhenmessung 
mit Hilfe der Strahlensätze 


ten AB:AD=BC:DE 


ÄHNLICHKEITSSÄTZE 


In der Definition der Ähnlichkeit wird entweder die Übereinstimmung aller Winkel oder aller ent- 
sprechenden Streckenverhältnisse ähnlicher Figuren gefordert. In den Ähnlichkeitssätzen für Drei- 
ecke sind jeweils nur einige in bestimmter Art miteinander verknüpfte Winkel bzw. Seitenverhält- 
nisse genannt, die die Übereinstimmung der anderen Winkel bzw. Streckenverhältnisse ähnlicher 
Dreiecke zur Folge haben. 

Die vier Ähnlichkeitssätze für Dreiecke lauten: 


Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmen 

1. in zwei Seitenverhältnissen, _ 

2. im Verhältnis zweier Seiten und in dem von diesen Seiten gebildeten Innenwinkel, 

3. im Verhältnis zweier Seiten und dem der größeren dieser Seiten gegenüberliegenden Innenwinkel, 
4. in zwei gleichliegenden Innenwinkeln, 


Da bei der Ähnlichkeit nur Seitenverhältnisse, nicht wie bei der Kongruenz Seitenlängen, eine Rolle 

spielen, enthalten die Ähnlichkeitssätze je ein Bestimmungsstück weniger als die entsprechenden 
c Kongruenzsätze. 

Die Ähnlichkeitssätze finden vielfältige Anwendung, besonders beim Beweis 

anderer planimetrischer Lehrsätze, z.B. beim Beweis des Satzes, daß im 

Dreieck die Seitenhalbierenden einander im Verhältnis 2 : 1 schneiden. 


- - Im rechtwinkligen Dreieck sind die durch die Höhe auf der Hypotenuse 
g HP gebildeten Teildreiecke untereinander und dem Gesamtdreieck ähnlich. 
Sätzeamrechtwink- 
ligen Dreieck 





In der Abbildung zerlegt die Höhe CH das Dreieck ABC in die Teildrei- 
ecke AHC und BHC; AAHC enthält wie A ABC einen rechten Winkel ; 
der Winkel OAH ist beiden Dreiecken gemeinsam; also sind sie nach dem 
4. Ähnlichkeitssatz ähnlich. Analog zeigt man, daß ABOH-AABO. Damit gilt dann auch 
AAHC-ABHC. 


Im rechtwinkligen Dreieck ist die Kathete mittlere Proportionale zur Hypotenuse und zu ihrer Pro- 
jektion auf die Hypotenuse. 


Aus AAHC-AABC folgt nämlich AH :AC= AC: AB, und au ABHC>-AABO folgt 
BH:BC=BOC:AB. 

Schreibt man dafür g:b=b:c bzw. p:a=a:c und formt um zu = ge unda=pc, so 
erkennt man die Gleichwertigkeit dieses Satzes über die mittlere Proportionale im rechtwinkligen 
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Dreieck mit dem Satz des Euklid. Entsprechend folgt sofort AH: CH = CH:HB bzw. q:h 
= h:p. In Worten: . 


Im rechtwinkligen Dreieck ist die Höhe auf der Hypotenuse mittlere Proportionale zu den durch sie 
gebildeten Hypotenusenabschnitten. 


Schreibt man auch diesen Satz in der Form h? = g 7, so erkennt man in dieser Gleichung den Höhen- 
satz wieder. 
TEILUNG EINER STRECKE 


Innere und äußere Teilung. Mit Hilfe der Ähnlichkeitslehre ist es möglich, jede gegebene Strecke 
in einem beliebigen rationalen Verhältnis A = m :n zu teilen. Es werde festgelegt, daß A > 0, wenn 
der Teilpunkt 7 zwischen den Endpunkten der zu teilenden Strecke liegt; man spricht dann von 
einer inneren Teilung der Strecke. 
Dagegen ist A < 0, wenn der Teil- 
punkt 7 außerhalb der Strecke liegt, 
d.h. bei einer äußeren Teilung der 

AT 
Strecke. Stets setzt man A= — 

IB 
= mı:n, wobei A und B die End- 
punkte der Strecke bezeichnen. Die 
Konstruktion wird mit Hilfe der 
Strahlensätze ausgeführt. In der Ab- 
bildung wurde dabei für die innere 
und die äußere Teilung der Strecke 


AB das Verhältnis A so gewählt, daß 
IAinnen| = |Aaußenl =7:3 gilt. Man 
legt durch A und B parallele Geraden A 





Ta 


und trägt auf ihnen AC = und nf 
BD=BE= 3 Längeneinheiten ab. 

Dann wird die Strecke AB vom 

Schnittpunkt T, mit der Geraden D 

C.D innen, vom Schnittpunkt 7, mit Streckenteilung 


der Geraden CE außen im Verhält- 

nis 7:3 geteilt. Die Konstruktion 

gilt unverändert, auch wenn m und n beliebige Strecken, insbesondere inkommensurable sind. 
Das Teilverhältnis kann also jeden reellen Wert annehmen. Ist der Betrag der beiden Teilverhält- 
nisse wie in der Abbildung gleich, so spricht man von harmonischer Teilung. 

Will man schließlich die gegebene Strecke inn + m untereinander gleiche Teile teilen, so verfährt 
man ebenfalls nach dem Strahlensatz. Die Konstruktion ist der Abbildung zu entnehmen (vgl. 
gestrichelte Linien). = 

Stetige Teilung. Man kann eine Strecke AB innen so 
teilen, daß der größere Teilabschnitt AT mittlere Propor- 
tionale zwischen dem kleineren und der gesamten Strecke 
wird, d.h., daßgilt AB: AT= AT: TB. Die Abbildung 
zeigt die Konstruktion. Nach dem Sehnentangentensatz 
gilt AB?= AS-AQ oder AB:AQ= AS :AB, wegen 
AS = ATund AB=SQ erhält man nach dem Satze 
von der korrespondierenden Subtraktion AB: (AQ - SQ) 
= AS:(AB-AT) oder AB: AT=AT:TB. Man 
spricht dann von der stetigen Teilung einer Strecke; diese 
Teilung ist auch unter dem Namen Goldener Schnitt be- 
kannt. Historisch spielte der Goldene Schnitt in der 
Kunst eine große Rolle, da man lange Zeit der Meinung Stetige Teilung einer Strecke 

war, ideale Schönheit von Figuren (einschließlich mensch- 

licher Körper) liege genau dann vor, wenn die Einzelteile zueinander in einem dem Goldenen 
Schnitt entsprechenden Verhältnis stehen. 


IX. Kreis 


BEZEICHNUNGEN 
Der Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt dieser 
Ebene einen konstanten Abstand haben. Zum Unterschied von der durch einen Kreis in der Ebene 
abgegrenzten Fläche, der Kreisfläche, wird der Kreis selbst (die Kreislinie) auch als Kreisperipherie 
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oder Kreisumfang bezeichnet. Der ausgezeichnete Punkt, von dem alle Punkte des Kreises gleichen 
Abstand haben, ist der Kreismittelpunkt. Jede Strecke vom Kreismittelpunkt zu einem Punkt der 
Kreisperipherie heißt Radius. Jede Verbindungsstrecke zweier Punkte der Kreisperipherie verläuft 
ganz im Innern des Kreises, d. h., der Kreis begrenzt eine konvexe Figur. Jede Gerade durch, zwei 
Punkte der Kreisperipherie nennt man 
Sekante Sekante, den auf ihr gelegenen Abschnitt, 
der nur Punkte des Kreisinnern enthält, 
Sehne. Sehnen, die durch den Kreis- 
mittelpunkt gehen, sind Kreisdurchmes- 
ser. Kreisdurchmesser sind die größten 
Sehnen des Kreises, Geraden, die einen 
und nur einen Punkt mit einem Kreis 
gemeinsam haben, Kreistangenten. Win- 
kel, deren Scheitelpunkt ein Punkt der 
Kreisperipherie ist und deren Schenkel 
— Sekanten sind, heißen Peripherie- oder 
Kreis 2: Tangente Umfangswinkel. Winkel, deren Scheitel- 
SERIEN punkt der Kreismittelpunkt ist, nennt 
IX Segment man Zentri- oder Mittelpunktswinkel. 
Den durch einen Zentriwinkel ausge- 
schnittenen Teil der Kreisperipherie 
bezeichnet man als Kreisbogen. Ein Sek- 
tor ist der Teil der Kreisfläche, der von 
den Schenkeln eines Zentriwinkels und 
dem zugehörigen Kreisbogen begrenzt 
wird. Ein Segment ist derjenige Teil 
eines Sektors, der zwischen dem Kreis- 
bogen und der Sehne liegt, die die 
Sektor Schnittpunkte der Schenkel des Zentri- 
Bezeichnungen um Kreis winkels und der Kreisperipherie verbin- 
det (Abb.). 










m 


Peripherie 


N 


N Kreisbogen 


WINKELSÄTZE AM KREIS 


Jeder Peripheriewinkel ist halb so groß wie der zum gleichen Kreisbogen gehörende Zentriwinkel. 


Beim Beweis dieses Satzes sind drei Fälle zu unterscheiden: In der Abbildung liegt der Kreismittel- 
punkt M auf einem der Schenkel (links), zwischen den Schenkeln (Mitte) oder außerhalb der Schenkel 


(rechts) des Peripheriewinkels. Im ersten Fall ist AAMSı gleichschenklig, dd AM = MSı =r. 





a=0,+0,=2(Py+P2) a=0,-05=2(f,-ß2) 


Peripheriewinkel und Zentriwinkel 


Daher gilt x ASıM = x MASı = ß. Da der Zentriwinkel AMB Außenwinkel des Dreiecks 
AMSı ist, folgt nach dem Außenwinkelsatz die Beziehung «x = 2ß. Die beiden anderen Fälle 


werden durch das Einzeichnen der Durchmesser $S2D und SsE auf den ersten Fall zurückgeführt. 
Zu jedem Zentriwinkel gehört ein und nur ein Kreisbogen, zu jedem Peripheriewinkel ein und nur 
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ein Zentriwinkel über dem gleichen Bogen; zu jedem Bogen aber existieren beliebig viele Peripherie- 
winkel. rn m.  — 
 _Peripheriewinkel über gleichem Bogen sind gleich. _ 

Alle Peripheriewinkel über dem Halbkreis sind Rechte. 

Wandert der Scheitel eines Peripheriewinkels zwischen A und B, bis er schließlich mit B zusammen- 
fällt, so wird der eine Schenkel zur Tangente, der andere zur Sekante durch A und B. Dieser Winkel 
heißt Sekantentangentenwinkel oder Sehnentangentenwinkel (vgl. Abb., & ABT). 


Ein Sehnentangentenwinkel ist ebenso groß wie jeder Peripheriewinkel über demselben Kreisbogen. 
| Fällt man das Lot ML auf die Sehne AB, so gilt x ABT 
& & 





Peripheriewinkel und Sehnen- Tangenten am Kreis 
tangentenwinkel 


TANGENTENSÄTZE AM KREIS 


Der Radius nach dem Berührungspunkt einer Tangente (Berührungsradius) steht auf der Tangente 
senkrecht; die Senkrechte auf einem Radius in seinem auf der Kreisperipherie gelegenen Endpunkt 
ist die Tangente an den Kreis in diesem Punkte. | 


Die von einem Kreis und einer Tangente gebildete Figur ist also 
axialsymmetrisch. Die Symmetrieachse ist Träger des Berührungs- 
radius, geht also durch den Kreis- 
mittelpunkt M und den Tangenten- 
berührungspunkt B. Auch die Figur, 
die von einem Kreis und den von 
einem Punkt P außerhalb des Kreises 
an diesen gelegten Toangenten gebildet 
wird, ist axialsymmetrisch. Die Sym- 
metrieachse geht durch den Kreismit- 
telpunkt M und durch den Punkt P, 
in dem sich die beiden an den Kreis 
gelegten Tangenten schneiden. Die 
Symmetrieachse trägt hier den Namen 
Zentrale (Abb.). Aus den Symmetrie- 
eigenschaften ergeben sich die folgenden Sätze: 


1. Die Zentrale halbiert den Winkel zwischen den beiden Tangenten, die von einem Punkt an einen 
Kreis gelegt werden können. = | | 

2, Für die von einem Punkt an einen Kreis gelegten Tangenten sind die Tangentenabschnitte zwischen 
Taangentenschnittpunkt und den Berührungspunkten gleich lang. | 

3. Die Sehne zwischen den Berührungspunkten zweier von einem Punkt an einen Kreis gelegter 
Tangenten (Berührungssehne) wird von der auf dieser Sehne stets senkrecht stehenden Zentralen 
halbiert. 


Konstruktionen. Auf den genannten Sätzen über Kreis und Tangente beruhen alle Tangenten- 
konstruktionen am Kreis. 
Tangente von einem Punkt außerhalb des Kreises an den Kreis. Um den Mittelpunkt H 


der Zentrale MP wird ein Kreis mit dem Radius HP beschrieben, der den Kreis um M in Bı und 
B;, den beiden Tangentenberührungspunkten (Satz des T'hales), schneidet. Die Geraden PBı und 


PB: sind die gesuchten Tangenten (Abb.). 





Tangenten von P an den Tangente in B an den 
Kreis um M Kreis um M 
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Tangente in einem Punkt des Kreises an den Kreis. Der Berührungsradius BM wird über 
B um sich selbst verlängert bis C; um C' und M werden Kreisbögen beschrieben mit einem Radius, 


der größer ist als M B. Die Verbindungslinie der Schnittpunkte D, und D; liegt auf der gesuchten 
Tangente (Abb.). 


Die äußeren Tangenten an zwei 
Kreise. An zwei Kreise mit den Mit- 
telpunkten Mı, Ma und den Radien rı, 
ra (ra > rı) sollen die äußeren Tangen- 
ten gelegt werden. Dazu beschreibt 
man um Ma mit dem Radius ra — rı 
einen Hilfskreis und legt an diesen 
von Mı aus die Tangenten. Die zu 
diesen Tangenten im Abstand rı ge- 
zogenen entsprechenden Parallelen 
Bı Ba und Bi’ Br’ sind die äußeren 
Tangenten an die beiden gegebenen 
Kreise (Abb.). 

Sie entsprechen in ihrem Verlauf dem 
geraden Riementrieb an Maschinen. 


Die inneren Tangenten an zwei 
Kreise. Um die inneren Tangenten 
an zwei Kreise zu finden, beschreibt 
man um Ma mit dem Radius ra + rı 
einen Hilfskreis und legt an diesen von 
Mı aus die Tangenten. Die zu diesen 
Tangenten im Abstand rı gezogenen 
Parallelen Bı Ba und Bi’ By’ sind die 
inneren Tangenten an die beiden ge- 
gebenen Kreise (Abb.). Der Verlauf 
entspricht in diesem Fall dem gekreuz- 
ten Riementrieb. 


BERECHNUNGEN AM KREIS 


Umfang. Um die Länge der Peripherie 

eines Kreises vom Durchmesser d zu 

bestimmen, kann man von einem regel- 

mäßigen einbeschriebenen und einem 

regelmäßigen umbeschriebenen Vieleck 

ausgehen, z.B. dem regelmäßigen 

Innere Tangenten Sechseck (Abb.). Offenbar ist der Um- 

fang U, des einbeschriebenen Sechsecks 

(U: = 3d) eine untere Grenze, der Umfang U. des umbeschriebenen Sechsecks (Ua = 3,46d) eine 
obere Grenze für die Länge des Kreises U, d.h., 


3d<U < 3,46d. 


Der Faktor, mit dem man d multiplizieren muß, um U zu erhalten, wird mit dem griechischen 
Buchstaben z (sprich pi) bezeichnet, U = nd. Diese 
Konstante ist eine der wichtigsten und interessante- 
sten mathematischen Konstanten; sie ist irrational 
und transzendent. Man kann sie um so genauer an- 
geben, je größer man die Anzahl der Seiten der erwähnten Vielecke wählt. 

Schon ARCHIMEDES (um 287— 212 v. u. Z.) hat seine Untersuchungen bis zum 96-Eck durchgeführt 
und dabei eine obere und eine untere Grenze für r ermittelt, die noch heute in der Praxis oft als 
hinreichend genaue Näherungswerte benutzt werden (vor allem die obere Grenze); er fand 


„20 „20 
ee 7, 


Die ersten 40 Stellen nach dem 
Komma lauten 








d.h. 3,14084507 < n < 3,14285714, 





Folgende Überschlagsrechnung zeigt, was die Angabe der Zahl rn nur auf 30 Stellen genau bedeutet. 
Die Sternsysteme, die von Astronomen photographisch in stundenlanger Belichtung gerade eben 
noch wahrgenommen werden können, haben das auf der photographischen Platte registrierte 
Licht vor rund 2 Milliarden Jahren ausgesendet. Da das Licht in einem Jahr etwa 9,5 : 101? km 
zurücklegt, beträgt der Abstand dieser Sternsysteme von der Erde rund r = 2: 10° - 9,5 - 101? km 
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— 1,9: 10??km. Der Umfang u eines Kreises mit diesem ungeheuren Abstand als Radius ist u 
— 2rxr = 3,8: x: 10°? km. Setzt man hierin x auf 30 Stellen genau ein, so ist bei der Längenangabe 
in Kilometern für den Umfang u dieses Kreises die 8. Stellenach dem Komma um rund 2 Einheiten 
falsch, d.h., der durch die Rundung von r verursachte Fehler 
beträgt rund 20 Mikrometer oder 0,02 Millimeter. Es leuchtet 
ein, daß eine solche Genauigkeit praktisch nie gebraucht wird. 


1 
Gebräuchliche Näherungswerte sind zn» 3,14 oder nx 37 auf 


zwei Stellen genau, zn = 3,1416 auf vier Stellen genau (Abb.). 





Kreis mit ein- und umbeschrie- 
benem Sechseck 


I=3 1%... 


Die Zahl x auf zwei Dezimalen Umfang und Flächeninhalt des 
nach dem Komma genau Kreises Kreisring 





Aus der Transzendenz der Zahl z geht hervor, daß kein Kreis allein mit Zirkel und Lineal in ein 
flächengleiches Quadrat verwandelt werden kann (Quadratur des Zirkels). 


Inhalt. Zur Berechnung des Kreisinhalts werden wiederum ein- und umbeschriebene Vielecke 
herangezogen, deren Inhalte für die Kreisfläche 
untere und obere Grenzen darstellen. Die Zahl 
r spielt auch hier die Rolle des Proportionali- 
tätsfaktors. Die Fläche des Kreises ist dem 
Quadrat seines Radius proportional, A = zr? (Abb.). 






Flächeninhalt des Kreises. 





Kreisring. Die Formel für einen Kreisring (Durchmesser der Kreise seien dı und d;) ergibt sich 
durch Differenzbildung (Abb.): 


nt Tt 7T TE 
= 4 d»? — z dı? = 4 (da? — dı?)= 4 (da + dı) (da — dı). 





= z (d2 + dı) (de — dı) 





Flächeninhalt des Kreisringes | A 


L ‚ 


Kreissektor. Da der Flächeninhalt A des Kreisausschnitts oder Kreis- 
sektors vom Zentriwinkel «x abhängt (Abb.) und da zu x = 360° der 
Inhalt der gesamten Kreisfläche x r? gehört, kann man die Proportion 
aufstellen 





Le] 
360° 
Der den Kreissektor begrenzende Bogen b ergibt sich aus der Proportion 


b:a’=2nrr:360° und kann in die Formel für den Flächeninhalt ein- 
gesetzt werden. 


A:nr = 0a: 360 A = ep, Kreissektor 


E — — —— ger 


Bogen zum Mittelpunktswinkel « 





Flächeninhalt des Kreissektors 


Kreissegment. Die Fläche des Kreisabschnitts, des Kreissegments, ge- 
winnt man als Differenz aus Kreissektor und Dreieck ABM (Abb.), 





1 1 
A= 3 br — ar s(r — h), wobei s die Segmentsehne und h die Bogen- 
höhe bedeuten. Kreissegment 
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Arbelos. Von den vielen aus Kreisbögen zusammengesetzten Figuren sollen hier zwei bereits von 
ARCHIMEDES untersuchte genannt werden: der Arbelos und das Salinon. Der Arbelos (Schuster- 
kneif) entsteht, indem in einem Halbkreis zwei nebeneinanderliegende Halbkreise so ausgespart 
werden, daß die Summe ihrer Durchmesser gleich dem Durchmesser des großen Halbkreises ist 
(Abb.). Errichtet man im Berührungspunkt der ausgesparten Halbkreise die senkrecht zum Durch- 
messer des großen Halbkreises verlaufende Halbsehne, so ist der Kreis X mit dieser Halbsehne als 


Durchmesser flächengleich dem Arbelos. Die Halbsehne kann als Höhe CD des rechtwinkligen 
Dreiecks ABC im Halbkreis über AB = d angesehen und daher nach dem Höhensatz berechnet 


werden, h®=g(d —g). Es gilt daher Ak = he = z q(d — g). Der Flächeninhalt des Arbelos 


1 
ist Ar = 3 (Ass — Asp — Abe) 


= pa -M-19= --od-g. 
8 4 





Arbelos Salinon 


Salinon. Das Salinon entsteht, indem in einem Halbkreis mit dem Durchmesser d an beiden Seiten 
kleine Halbkreise mit dem Durchmesser e ausgespart und an sie bzw. den ursprünglichen Halbkreis 
ein anderer mit dem Durchmesser d — 2e angesetzt wird (Abb.). Der Kreis K, dessen Durchmesser 
(d —e) gleich der Summe der Radien des ursprünglichen (d/2) und des angesetzten Halbkreises 
(d/2 — e) ist, hat den gleichen Flächeninhalt As wie das Salinon. 


1 
Nach der Abbildung ist Ax = „(a — e)2; As = 3 (Ass — 2 Asc + Aco) = 5 [a® — 2e? + (d — 2e)?] 
rn „(ae Bde „(4 - e)2. 


Möndehen des Hippokrates. Berühmt sind ferner verschiedene Formen von Kreiszweiecken. Am 
bekanntesten sind die Möndchen des Hippokrates (griechischer Mathematiker; um 440 v.u.2.). 
Nach dem Satz des Thales ist in der Abbildung links Dreieck ABC rechtwinklig; es gilt somit 


c? = a? + b?, Der Halbkreis über AB = c hat den Flächeninhalt Ass = 5 -c?; die Summe der 


Flächeninhalte der Halbkreise über A C und BO beträgt: Asc + Asc = 5 (6 + a2), ist also gleich 


Aus. Daraus folgt: 
Die Summe der Flächeninhalte der bei- 
den Möndchen ist dem Flächeninhalt des 
Dreiecks ABC gleich. 
Analog wird in der rechten Abbildung gefol- 
gert, daß die Summe der Flächeninhalte der 
vier Möndchen am Quadrat gleich ist dem 
Flächeninhalt des Quadrats selber. Durch 
liese Besonderheitirregeleitet, beschäftigten 
sich viele Mathematiker des Altertums - dar- 
Möndchen des Hippokrates unter Hippokrates selbst — mit vergeblichen 
Versuchen der Quadratur des Kreises. 





SÄTZE ÜBER SEHNEN, SEKANTEN UND TANGENTEN 


Mit Hilfe der Drehung eines Kreises mit einer Sehne um den Mittelpunkt des Kreises läßt sich die 
Gültigkeit des Satzes erweisen: 


re 
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Ist in einem Kreis die Sehne sı größer als die Sehne ss, so ist der Abstand von sı zum Kreismittelpunkt 
kleiner als der von se. Hieraus folgt, daß der Durchmesser die größte Sehne des Kreises ist. 
Werden die Geraden eines Geradenbüschels von einem Kreis geschnitten, so ist auf jeder der Geraden 
das Produkt der Maßzahlen der beiden durch die Kreisperipherie gebildeten Teilstrecken konstant, 
Dieser Satz ist die Verallgemeinerung und die Zusammen- 
fassung der folgenden drei Sätze: 


Seehmensatz: Schneiden sich in einem Kreis zwei Sehnen, so 
ist das Produkt der Abschnitte der einen Sehne re dem 
Produkt der Abschnitte der anderen. 


Der Beweis ergibt sich wie folgt (Abb.): Es sind x Bı A 1ıBs 
und & Ba AsBı sowie X AıBa As und X AaBı Aı jeweils gleich 
groß als Peripheriewinkel über gleichen Bögen. Also ist 
AAıSBam A AsSBı, und es gilt $SAı :S$Ba = SA2:SBı 
oder SAı SBı = SAa*'SBa, 0.85, adb=0rd. 


Sekantensatz: Schneiden sich zwei Sekanten eines Kreises 
außerhalb des Kreises, so ist das Produkt der Abschnitte vom 
Sekantenschnitipunkt bis zu den Schnittpunkten von Kreis 
und Sekante auf beiden Sekanten gleich. 





Der Beweis für die Beziehung $Aı  SBı = SAa2' SB. bzw. Sehnensatz 
ab = c-d verläuft wie beim Sehnensatz (Abb.). 


Sekantentangentensatz: Jede Tangente von einem Punkt an einen Kreis ar mittlere Proportinnale 
zu den durch den Kreis gebildeten zugehörigen Sekantenabschnitten. 





Sekantensatz Sekantentangentensatz 


Der Beweis für die Beziehung 84? = SAı - SBı bzw. t? = a: b verläuft wie beim Sekantensatz. 
Dabei rückt der Punkt Ba auf der Peripherie des Kreises nach A, so daß in der @renzlage (Über- 
gang der Sekante zur Tangente) A2=Bz = A wird (Abb.). Man nennt das konstante Produkt 
der Teilstreeken auch Potenz des Schnittpunktes der Geraden des Büschels in bezug auf den Kreis, 


SEHNEN- UND TANGENTENVIERECKE 


Sehnenviereek. Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises sind, 
heißt Sehnenviereck (Abb.). Aus der Beziehung zwischen Zentriwinkel 
und Peripheriewinkeln über dem gleichen Bogen sowie aus dem Satz 
über die Summe der Innenwinkel eines Vierecks folgt: 


2 ee Sehnenviereck ist die Summe zweier gegenüberliegender WonEe stets 


Umgekehrt haben nur die Vierecke einen Umkreis, für die die Summe 
gegenüberliegender Winkel 180° beträgt. 





Tangentenviereek. Ein Viereck, dessen Seiten Tangenten eines Kreises Sehnenviereck 

sind, heißt Taangentenviereck (Abb.). Da die Längen der Tangenten von 

einem Punkt an einen Kreis untereinander gleich sind, folgt in der Bezeichnung der Abbildung 
AE=AH,BE=BF,COF= 0G,DH = D@ und somit auch: AE+EB+(C0G@+GD=BF 


+F0O +DH+HA,.ah,AB+OD=BC+DA bzw a te =b-+d. 
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Im Tangentenviereck ist die Summe zweier gegenüberliegender Seiten gleich der Summe der anderen 
beiden Gegenseiten. ’ 


Die Gültigkeit der Umkehrung dieses Satzes ist ebenfalls aus der Abbildung ersichtlich. 

Aus diesen Sätzen folgt beispielsweise, daß das Quadrat Inkreis und Umkreis hat, das Rechteck 
einen Umkreis, aber keinen Inkreis, der Rhombus einen Inkreis, aber keinen Umkreis und das 
allgemeine Parallelogramm (Rhomboid) weder Umkreis noch Inkreis hat. 


2 G Pı 
aq 
5 

m 
4 P, 

Geometrischer Ort: Parallelenpaar 

A bzw. Meitelparallele 
5 B 
Tangentenviereck Geometrischer Ort: Müttelsenkrechte 





X. Geometrisehe Örter 


Geometrische Örter oder Bestimmungslinien in der Ebene sind Linien, auf denen alle und zugleich 
nur solche Punkte liegen, die eine bestimmte geometrische Bedingung erfüllen. Mit anderen Worten: 
Außerhalb der betreffenden Bestimmungslinie gibt es keinen Punkt der Ebene, der die gestellte 
Bedingung erfüllt; auf der Bestimmungslinie existiert kein Punkt, der die gestellte Bedingung nicht 
erfüllt. 


Einige elementare geometrische Örter. 


1. Der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei festen Punkten gleichen Abstand haben, ist die 
Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke der beiden gegebenen Punkte (Abb.). 

2. Der geometrische Ort aller Punkte, die von einer festen Geraden einen bestimmten Abstand haben, 
ist das Parallelenpaar zur gegebenen Geraden im gegebenen Abstand (Abb.). 

3. Der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei festen Parailelen gleichen Abstand haben, ist die 
Miittelparallele zu den beiden gegebenen Parallelen (Abb.). 

4. Der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei 
sich schneidenden Geraden gleichen Abstand haben, 
sind die Winkelhalbierenden der durch die gegebe- 
nen festen Geraden gebildeten Winkel (Abb.). 





Geometrischer Ort: Winkelhalbierende Ortskreis 


5. Der geometrische Ort aller Punkte, die von einem festen Punkt einen bestimmten Abstand haben, 
ist der Kreis um den gegebenen. Punkt mit dem gegebenen Abstand als Radius. 

6. Der geometrische Ort aller Punkte, von denen aus eine gegebene Strecke unter einem gegebenen 
Winkel erscheint, ist der Ortskreis über der Strecke als Sehne, der den Winkel als Umfangswinkel 
faßt (Abb.). 
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Ist s= AB die gegebene Strecke und « der gegebene Umfangswinkel, so ist der Mittelpunkt M 


des Ortskreises als Spitze des gleichschenkligen Dreiecks ABM bestimmt, von dem AB = s die 
Basis ist und der Winkel an der Spitze als Mittelpunktswinkel die Größe 2x hat. 

Mit Hilfe dieser sechs elementaren Bestimmungslinien werden viele weitere planimetrische Ortsauf- 
gaben gelöst. 


Anwendungsbeispiele. Beispielsweise wird der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, 
die so zwischen zwei gegebenen Geraden liegen, daß sie jede Gerade in genau einem Punkt 
berühren, mit Hilfe der unter 3. bzw. 4. 
genannten elementaren Bestimmungslinien 
gefunden (Abb.). 

Meist erfolgt das Zurückführen auf elementare 
Bestimmungslinien in mehreren Schritten: Mit 
Hilfe der unter 3. und 1. genannten elementa- 
ren Bestimmungslinien erkennt man die Senk- 


Ft 


9; 








Geometrischer Ort: Mittelparallele bzw. Winkelhalbierende 


rechte s zu einer gegebenen Geraden g im Punkt P als geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kreise, 
die gin P berühren (Abb.). Daraus wiederum folgt, daß der geometrische Ort der Mittelpunkte aller 
Kreise mit dem Radius r, die einen gegebenen Kreis mit 
dem Radius oe um den Punkt M von innen bzw. von 
außen berühren, der zum festen Kreis um M konzentrisch 
S gelegene Kreis mit dem Radiuse —r bzw. ge + r ist (Abb.). 
Die Bestimmung solcher und ähnlicher geometrischer 
Örter hat für die Konstruktion im Maschinenbau, z.B. 
bei Zahnradantrieb, große Bedeutung. 


= > G & 


G@eometrischer Ort: Senkrechte Geometrischer Ort: Konzentrische Kreise 


Bei der Lösung der meisten planimetrischen Konstruktionsaufgaben, aber auch in der darstellenden 
Geometrie kommt es darauf an, den Schnittpunkt zweier Bestimmungslinien zu ermitteln. Beispiels- 
weise wird ein Dreieck aus seinen drei Seiten wie folgt konstruiert (Abb.): Man zeichnet zuerst die 


Strecke AB = c. Die geometrischen Örter, mit deren Hilfe der gesuchte Punkt © gefunden wird, 
sind nach der unter 5. genannten elementaren Bestimmungslinie die Kreise um A mit dem Radius b 
und um B mit dem Radius «a. Schneiden sich diese Kreise, so liegt der Schnittpunkt erstens um 5 
von 4A entfernt, zweitens um a von B entfernt, erfüllt also die an den Punkt C des Dreiecks ABC 
gestellten Bedingungen. 
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Verwandlung einer rotierenden in eine Horizontalbewegung. Auch die folgende Aufgabe 
führt auf die Konstruktion des Schnittpunktes zweier geometrischer Örter: Von einem großen 
Zahnrad (Radius R, Mittelpunkt M) soll über ein kleines Zahnrad (Radius r) eine rotierende 
Bewegung auf eine Zahnstange g übertragen und damit in eine Horizontalbewegung verwandelt 
werden. Der Abstand von M nach g betrage «. Wo muß die Achse des kleinen Zahnrades liegen ? - 
Es handelt sich um die Bestimmung des Mittelpunktes Mı des Kreises mit dem Radius r, der 
erstens von g den Abstand r, zweitens 
von M den Abstand R + r hat. Somit 
liegt Mı erstens auf der Parallelen g’ 
zu g im Abstand r, zweitens auf dem 
Kreis um M mit dem Radius R-+r, 
Es gibt, wie die Abbildung zeigt, zwei 
Schnittpunkte Mı und Mı’ der beiden 
geometrischen Örter. 





\ 
\ 
\ 
N c ee 
b a 
A ce B 
Geometrischer Ort: Konstruktion eines Geometrischer Ort: Gerade und Kreis 
Dreiecks 


XI. Planimetrische Behandlung der Kegelscehnitte 


ELLIPSE 


Die Ellipse ist der ‚geometrische: Ort aller Punkte einer Shene, für die die Summe der Abstände 
von zwei festen Punkten konstant (@ a) ist, — : 2 


Die festen Punkte heißen Brennpunkte Fı ar Pr, der Abatıd rı Em r2 eines ET P 
von ihnen heißt Brennstrahl oder Radiusvektor. Der konstante Abstand 24 muß größer sein als der 
der Brennpunkte. Ist er als Strecke 2a gegeben, so läßt sich diese in der Art in zwei Teilstrecken 
rı + r2 = 2a zerlegen, daß sich die Kreisbögen mit Radius rı um Fı und mit Radius rz um F; in 
den beiden Ellipsenpunkten Pı und P3 schneiden; vertauscht man die Brennpunkte miteinander, 
so ergibt dieselbe Teilung rı + rz = 2a 
zwei weitere Ellipsenpunkte Ps; und Pı 
(Abb.). Die Punktepaare Pı, Pa und 
Ps, Pı sowie die ganze Ellipse liegen 
symmetrisch zur Geraden durch die 
Brennpunkte Fı und F3; die Punkte- 
paare Pı, Ps und Pa, Pı und die Ellipse 
haben auch die Mittelsenkrechte der 


Strecke Fı Fa zur Symmetrieachse. Der 
Schnittpunkt M beider Symmetrie- 


— te 


VE Zu 





Ellipse Fadenkonstruktion der Ellipse 
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achsen ist Symmetriezentrum der Ellipse und heißt ihr Mittelpunkt. Der Abstand jedes Brennpunk- 


tes vom Mittelpunkt M heißt lineare Exzentrizität oder Brennweite, MFı = M Fa = e. Jede Gerade 
durch den Mittelpunkt M schneidet die Ellipse in einem Durchmesser. Der größte Durchmesser heißt 
große Achse; seine Endpunkte, die Hauptscheitel Sı und Ss, haben von den Brennpunkten die 
Abstände (a + e) bzw. (a — e) und vom Mittelpunkt den Abstand a. Der kleinste Durchmesser 
heißt kleine Achse; seine Endpunkte, die Nebenscheitel Nı und N, haben von den Brennpunkten 
_— — die Abstände «a. Ihr Abstand 5b vom Mittelpunkt kann aus der halben 
großen Achse a und aus der linearen Exzentrizität e berechnet oder 
nach dem pythagoreischen Lehrsatz konstruiert werden; nach diesem 
Lehrsatz erhält man b? = a? — e2. 
Die Form der Ellipse ist durch zwei der drei Größen «a, b und e bestimmt, etwa durch das Rechteck 
mit den Seiten 2a und 2b. Für kleine Werte von b wird sie immer flacher; im Grenzfallb = 0 kann 


sie als die doppelt durchlaufene Strecke Fı fa = 818. aufgefaßt werden. Mit wachsenden b-Werten 
nähert sich die Ellipse einem Kreis, für den das Rechteck zum Quadrate wird (b = a). 

Der Kreis kann als Ellipse mit der linearen Exzentrizität e = 0 angesehen werden, für die dann 
gitta=mben-enmr. 





(1  — j B ve 


Meehanische und Näherungskonstruktionen. Für viele praktische Zwecke, insbesondere für Über- 
sichtsskizzen in der darstellenden Geometrie, stehen Konstruktionen zur Verfügung, die ohne 
viele Hilfslinien eine Ellipse in guter Näherung ergeben. 


Faden- oder Gärtnerkonstruktion. Sind die Brennpunkte F, und F3 durch zwei Reißzwecken 
oder Pfähle markiert, an denen ein Faden der Länge 2a > 2e befestigt ist, so bewegt sich die 
Spitze eines Bleistifts oder ein dritter Pfahl, der den Faden spannt, auf einer Ellipse, da ja stets 
gilt rıtr= 2a (Abb.). 

Ellipsenzirkel, Ellipsograph. In der darstellenden Geometrie wird die Ellipse als affines 
Bild eines Kreises gezeichnet. Man schneidet die Scheitelkreise mit dem Radius b bzw. a um den 
Mittelpunkt M mit einer Geraden durch den Mittelpunkt in den Punkten B; bzw. A;. Die Parallelen 





Prinzip des Ellipsenzirkels 


durch B; zur großen und durch A, zur kleinen Achse der Ellipse schneiden sich dann im Ellipsen- 
punkt P:. Eine Parallele durch P; zu MB;A; schneidet die Achsen in den Punkten #7; und N.. Wegen 
der entstandenen Parallelogramme N;M A, P; und H;M Bı Pi gilt: N: P = MA: = a,H, P = MB, 
— b. Sind also auf einem Lineal drei Punkte N, H und P so markiert, ddBNP=aund HP=b, 
so bewegt sich der Punkt P auf einer Ellipse mit den Achsen 2a und 2b, wenn die Punkte N und 
H auf den Achsen gleiten (Abb.). 

Papierstreifenkonstruktion. Wenn sich die Endpunkte einer Strecke auf zwei festen, zuein- 
ander senkrechten Achsen bewegen, so beschreibt auch jeder innere Punkt der Strecke eine Ellipse. 
Die Abschnitte, in die der Punkt die Strecke zerlegt, sind den Halbachsen der Ellipse gleich. Die 
Richtigkeit dieser Behauptung zeigt die Abbildung. Hier sind in ein rechtwinkliges Achsenkreuz 
die konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt M mit den Radiena = MBundb = M D gezeichnet. 
Der beliebige Radius M P schneidet den inneren Kreis in @. Je eine Parallele zu jeder Achse durch 
die Punkte P und Q schneiden sich in den Punkten R und E. Die Gerade RE hat die Schnittpunkte 
U und V mit den Achsen und schneidet die x-Achse unter dem Winkel «. Nach Konstruktion ist S 
der Mittelpunkt des Rechtecks PR@E, und die Dreiecke SMU und SMV sind gleichschenklig, 
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d.h. SU=SM=SV. Daher ist $ auch der Mittelpunkt der Strecke UV. Weiter entnimmt 
man der Abbildung EU=SM-SQ=QM=b, EV=SU+SR=MP=a, d.h. UV 
= a + b. Wenn sich der Radius MP um M dreht, so daß die Punkte U und V auf den Achsen 


wandern, behält demnach die Strecke UV ihre Länge bei, und E bleibt beständig der Punkt, der 
sie in die Abschnitte a und b teilt. Bezeichnet man mit E, bzw. E, die Fußpunkte der Lote vom 





Zur Papierstreifenkonstruktion der Ellipse 


Punkt E auf die Achsen, so gelten in den Dreiecken UEE. bzw. EVE, die Beziehungen 
ea? ı an ne 2 2 
EE.:UE=y:b= |sin«e| bzw. EE,:EV=x:a = |cos«|, aus denen sich ergibt, daß - = e 


= cos?« + sin?« = 1. Der Punkt E liegt demnach auf der Ellipse mit den Achsen AB = 2a 


und FD = 2b. 

Man kann daher mit einem Papierstreifen, auf dem man die Punkte U, E, V angibt, rasch sehr viele 
einzelne Punkte der Ellipse zeichnen. Man braucht nur die markierten Punkte U und V in ver- 
schiedene Lagen auf die Achsen zu legen und jedesmal den Punkt E auf das Zeichenblatt zu über- 
tragen. 


Konstruktion der Ellipsenachsen aus konjugierten Durchmessern. Die Papierstreifen- 
konstruktion kann man natürlich erst dann anwenden, wenn die Achsen der zu zeichnenden Ellipse 
bekannt sind. Vielfach kennt man jedoch nur zwei konjugierte Durchmesser. Dann aber kann man 
die Achsen auf Grund der folgenden Überlegungen konstruieren. Die oben gewonnene Ellipse ist 
nichts anderes als ein affines Bild ihres umbeschriebenen Kreises. In der vorstehenden Abbildung 


erhält man den zu ME konjugierten halben Durchmesser ME’ als affines Bild von dem Radius 


M P’, der senkrecht zum Radius M P steht. Dabei gelten für den Ellipsenpunkt E’ die Beziehungen: 
1. PE’||Q’R’||MC; 2. PR||EQ||AM; 3. PQE=xP’QR’, da die Schenkel dieser 


Winkel senkrecht aufeinanderstehen. Da P’Q’= PQ, sind die Rechtecke RPEQ und F’P’E’Q’ 
und daher auch die Dreiecke MQR und M’Q’E’ kongruent. Jetzt folgt sofort MR | ME’. Durch 
eine Drehung um 90° um Punkt M geht also ME’ in MR über. 


Die Mitte der Strecke RE ist aber S, und der mit dem Radius SM um $ geschlagene Kreisbogen 
schneidet nach dem obigen die Gerade RE in den Punkten U und V, die mit dem Punkt M die 
Achsenrichtungen der Ellipse festlegen. Die Parallelen zu diesen Achsenrichtungen durch die 
Punkte E und R schneiden sich in den Punkten Q@ 


bzw. P; dabei ist MQ die Länge der kleinen und 
MP die der großen Halbachse der Ellipse. 


Ellipse aus einer Achse und einem Punkt. 
Gelegentlich begegnet man auch der Aufgabe, eine 


Ellipse zu zeichnen, von der eine Achse AB und ein 











A M B | 7 Punkt E gegeben sind. Liegt E innerhalb des Krei- 
Zur Konstruktion einer Ellipse, wenn eine Ss, der AB zum Durchmesser hat, so ist AB die 
Achse und ein Punkt gegeben sind große Achse der gesuchten Ellipse. Dieser Fall 


ist in der Abbildung behandelt, aus der ersichtlich 


ist, wie die Punkte P, C und F zu finden sind. E kann dann als affines Bild von P zur Achse AB 
gedeutet werden, und die so bestimmte direkte Affinität liefert die gesuchte Ellipse als Bild 
ihres Umkreises. Die Gerade OP schneide AB in T', die Gerade TE habe den Schnittpunkt F 
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mit MC. F ist dann das affine Bild von © und MF die kleine Halbachse der gesuchten Ellipse. 
Eine gute Zeichengenauigkeit kann man mit dieser Methode allerdings nur erzielen, wenn die 
Punkte C und P nicht sehr nahe beieinander liegen. 


Scheitelkrümmungskreise. Eine oft hinreichend genaue Näherungskonstruktion für die Ellipse 
geben die Scheitelkrümmungskreise, die sich ihr in der Umgebung der Scheitel weitgehend an- 
schmiegen (Abb.). 

Ihre Mittelpunkte My und M» sowie ihre 
Radienr = MyBunde = M„A lassen sich 
mit wenigen Hilfslinien konstruieren (oder 
mit den Mitteln der analytischen Geometrie 
in einem mit den Achsen der Ellipse zusam- 
menfallenden kartesischen Koordinaten- 
system berechnen). Indem Rechteck mit den 
Ecken M (0;0),4 (a;0), R (a;b) und B (0;5) 


Bu b 
zieht man die Diagonale A By =— art o) ; 


eine Senkrechie zu ihr durch den Punkt 
a?—b?2 


R ( y= +78 _ = schneidet die Dia- 


3 
gonale im Punkt 8 (r = et Y= 


b3 — b? _— a2 
=—— Ale m SB 
a? + b2 Va? + b: Va? + = 
und die Achsen in den Mittelpunkten Ma» e ; x : 
und Mx der Scheitelkrimmungskreise. Näherungskonstruktion mit Hilfeder Krümmungskreise 
Ihre Radien lassen sich nach dem Strahlen- 
satz berechnen. Die Geraden RSMx und ASB werden sowohl von den Parallelen RB||AM als 


auch von den Parallelen BMx ||RA geschnitten, man erhält oe: = AS:SB=b?2:a? oder 
2 2 


b N —— 
e=— bzw. r:b= SB: Aß=at:btoderr=. 
Tangenten an die Ellipse. Ist P; ein beliebiger Punkt der Ellipse mit den Brennpunkten Fı und F% 
(Abb.), so ergibt die Verlänge- 


rung des Brennstrahls FsPı = ra 
über P; hinaus um die Strecke 


P:ıFı =rı einen Punkt L,, dessen 
Abstand vom Brennpunkt F3 


stets dieselbe Länge Fa, Lı;=rı tra 
= 2a hat, der also auf einem 
Kreis mit dem Radius 2«4 um 
den Punkt Fa als Mittelpunkt 
liegt. Dieser Kreis heißt Leit- 
kreis I. Die Mittelsenkrechte Pı N: 
auf der Verbindungsgeraden FL; 
halbiert den Winkel an der 
Spitze P; des gleichschenkligen 
Dreiecks FıP;L; und ist Tan- 
gente tı im Punkte P; an die 
Ellipse, weil sich für jeden ande- 
ren Punkt ®; dieser Geraden im 
jeweiligen Dreieck F3Q:L: ergibt, 
daß F3Q: + QıL: größer ist als 
die dritte Dreiecksseite FL, 
— 2a, keiner dieser Punkte also 
Ellipsenpunkt sein kann. Zu- 
gleich ergibt sich eine neue Tangenten an die Ellipse 
Ellipsendefinition: 


Die Ellipse ist der geometrische Ort der Mittelpunkte (P;) aller Kreise, die einen gegebenen Kreis, 
den Leitkreis (mit dem Mittelpunkt Fa und dem Radius 2a), von innen berühren und dureh einen 
festen Punkt (Fı) im Innern gehen. 


Aus der Abbildung ist zu erkennen, daß die Brennstrahlen rı und ra mit der Tangente t; gleiche 
Winkel bilden. Von einem Brennpunkt ausgehende Schall- oder Lichtstrahlen werden deshalb 
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nach dem anderen Brennpunkt reflektiert. In einer Flüstergalerie mit elliptischem Grundriß sind 
in Fı erzeugte leise Geräusche im Raume sonst nicht, wohl aber in Fa zu hören. 

Ist M der Mittelpunkt der Ellipse, so halbiert die Gerade N;M im Dreieck FıFaL; die Seiten 
F,L: und Fı F>, läuft parallel zur dritten Seite und ist halb so groß wie diese. Alle Punkte N,;, die 
Fußpunkte der vom Brennpunkt F, auf die Tangenten t; gefällten Lote sind, liegen demnach auf 
einem Kreis um Punkt M mit dem Radius a, d. h. auf dem Scheitelkreis mit der großen Halbachse 
als Radius. 


Die Fußpunkte der von den Brennpunkten auf die Tangenten gefällten Lote liegen auf dem der 
Ellipse umbeschriebenen Kreis mit der großen Halbachse a als Radius (Scheitelkreis). 


Betrachtet man (Abb.) die Ellipse als affines Bild des Scheitelkreises, so ist Punkt P, Bildpunkt 
eines Punktes A;, der über P; auf einer Senkrechten zur großen Achse liegt. Die große Achse ist 
Affinitätsachse, die Tangente t;’ im Punkte A, an den Scheitelkreis schneidet infolgedessen die 
Tangente t; im Punkte P; an die Ellipse in einem Punkte T; der großen Achse. Über diesen Punkt 
T; kann aus der Tangente ti,’ die Tangente t,; ebenfalls konstruiert werden. 


Flächeninhalt der Ellipse. Durch die affine Abbildung 





b 
=, y=Yı geht der Kreis mit dem Radius a 


in die Ellipse mit den Hauptachsen a und 5b über. Aus dem Flächeninhalt x a? des Kreises erhält 
man dabei für den der Ellipse ma b. 


HYPERBEL 


Die Hyperbel ist der geometrisehe Ort aller Punkte der Ebene, für die die Differenz der Abstände 
von zwei festen Punkten konstant (2a) ist. 


Die festen Punkte heißen Brennpunkte Fı und Fe, der Abstand rı bzw. rs eines Hyperbelpunktes 
P von ihnen heißt Brennstrahl oder Radiusvektor (Abb.). Der konstante Abstand 2a muß kleiner 
sein als der der Brennpunkte. Ist er als Strecke gegeben, so lassen sich stets Strecken rı und rz3 so 
finden, daß rı — ra = 2a bzw. ra — rı = 2a. Je zwei Kreisbögen mit dem Radius rı um den einen 
und mit dem Radius rz um den anderen Brennpunkt schneiden sich nach der Definition in je einem 
Hyperbelpunkt Pı und Ps, nach Vertauschen der Brennpunkte in zwei weiteren Hyperbelpunkten 
Ps und Pa. Für die Punktepaare Pı, Pz und P;, Ps sowie für die ganze Hyperbel ist die Gerade 
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durch die Brennpunkte Fı und Fs, für die Punktepaare Pı, Ps und P:, Ps und die Hyperbel ist die 


Mittelsenkrechte der Strecke Fı Fa die Symmetrieachse. Der Schnittpunkt M beider Symmetrie- 
achsen ist Symmetriezentrum und heißt Mittelpunkt der Hyperbel. Der Abstand jedes Brennpunktes 


vom Mittelpunkt M heißt lineare Exzentrizität e oder Brennweite, MFı = MF,=e._ 
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Die Hyperbel schneidet die Hauptachse durch Fı und F2 in den Hauptscheiteln Sı und 2, die 
— — vom Mittelpunkt M den Abstand « und von den Brennpunkten den 
Abstand (e — a) haben. Wie in der analytischen Geometrie gezeigt 
wird, hat die Hyperbel zwei Asymptoten; diese schneiden die Senk- 
rechten in den Hauptscheiteln Sı und $2 auf der Hauptachse 
(die Scheiteltangenten) im Abstand b von der Hauptachse; der Abstand b kann nach der Bezie- 
hung b? = e? — a? konstruiert werden. 
Die Hyperbel verläuft nur in dem Scheitelwinkelraum zwischen den Asymptoten, der die Brenn- 
punkte enthält. Ihre Krümmung in den Hauptscheiteln ist um so größer, je kleiner _b ist. Im 
Grenzfall (b = 0; e= a) wird die doppelt durchlaufene Hauptachse außerhalb der Strecke SıS2 
—= FıF; als entartete Hyperbel angesehen. Wächst dagegen b, so nimmt die Krümmung der Hyper- 
bel ab; im Grenzfall b > © können die beiden Senkrechten zur Hauptachse durch die Haupt- 
scheitel als entartete Hyperbel angesehen werden. Stehen die Asymptoten senkrecht aufeinander, 
so ist a = b; die zugehörige Hyperbel bezeichnet man als gleichseitig. 





Fadenkonstruktion. Von einer 
Hyperbel seien die beiden Brenn- 
punkte Fı und Fa sowie die 
Strecke 2a gegeben. Ein Lineal 
der Länge ! wird mit einem Ende 
im Brennpunkt Fı drehbar be- 
festigt; am anderen Ende wird 
ein Faden der Länge k=1— 2u 
angebracht. Das nicht am Lineal 
befestigte Fadenende wird mit 
einer Reißzwecke im Brenn- Er 
punkt F' festgehalten. Wird nun 
das Lineal um Fı so gedreht, daß 
der Faden durch dieandasLineal 
gedrückte Bleistiftspitze stets 
gespannt bleibt, so beschreibt 
diese eine Hyperbelbahn (Abb.), 
wie sich aus den Beziehungen 
a, + =lundi+bk= k, also 
a —-Iı =1!—- k= 2a ergibt. 
Tangenten an eine Hyperbel. Ist 
P; ein beliebiger Punkt der 
Hyperbel mit den Brennpunk- 
ten F, und F,s, so ergibt die Ver- Tangenten an eine Hyperbel 

kürzung des Brennstrahls P:ıF% 

=? von P; aus um die Strecke P;Fı = rı einen Punkt L;, dessen Abstand vom Brennpunkt F3 
die konstante Größe FL: = 2a hat, der also auf einem Kreis um Punkt Fs mit dem Radius 2a 
liegt. Dieser Kreis heißt Leitkreis l. Die Mittelsenkrechte PıN. auf der Verbindungsgeraden FıL; 
halbiert den Winkel an der Spitze P: des gleichschenkligen Dreiecks F,L; P; und ist Tangente i; im 
Punkte P; an die Hyperbel, weil sich für jeden anderen Punkt @: dieser Geraden im jeweiligen 
Dreieck F3Q;L: ergibt, daß F2Q: — QıL: kleiner ist als die dritte Dreiecksseite FaL: = 2a, 
keiner dieser Punkte also Hyperbelpunkt sein kann. Zugleich ergibt sich eine neue Hyperbel- 
definition: 











Die Hyperbel ist der geometrische Ort der Mittelpunkte (P;) aller Kreise, die einen gegebenen 
Kreis, den Leitkreis (mit dem Mittelpunkt F; und dem Radius 2a) von außen berühren und durch 
einen festen Punkt (Fı) außerhalb des Leitkreises gehen. 


Aus der Abbildung ist zu erkennen: 


Eine Tangente an eine Hyperbel halbiert den Winkel zwischen den Brennstrahlen (rı, r2) nach dem 
Berührungspunkt. 


Ist M der Mittelpunkt der Hyperbel, so halbiert die Gerade MN; im Dreieck Fı F,L; die Seiten 


FıF3 und FıL,, läuft parallel zur dritten Seite und ist halb so groß wie diese. Alle Punkte N,, die 
Fußpunkte der vom Brennpunkt Fı auf die Tangente t; .gefällten Lote sind, liegen demnach auf 
einem Kreis um Punkt M mit dem Radius a, d.h. auf dem Scheitelkreis. 


Die Fußpunkte der von den Brennpunkten auf die Tangenten gejällten Lote liegen auf dem Scheitel- 
kreis der Hyperbel, der diese in den Haupischeiteln berührt. 
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PARABEL 


Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt und 
einer festen Geraden dieser Ebene gleiehen Abstand haben. 


Der feste Punkt heißt Brennpunkt F', die feste Linie Leitlinie l und der Abstand des Brennpunkts F 
von der Leitlinie Halbparameter p (Abb.). Jede Parallele zur Leitlinie, deren Abstand d von der 


Leitlinie größer als 5 ist, wird von einem Kreis um Punkt F mit dem Radius d in zwei Parabel- 


punkten Pı und Pz geschnitten. Die beiden Punkte liegen symmetrisch zur Senkrechten auf der 
Leitlinie durch den Brennpunkt. Diese Symmetrieachse heißt Parabelachse und schneidet die Parabel 


im Scheitel S, der von Leitlinie ! und Brennpunkt F den Abstand 5 hat. Wie sich in der analytischen 


Geometrie aus der Parabelgleichung ergibt, hat die im Brennnpunkt F auf der Achse senkrecht 
stehende Sehne der Parabel die Länge 2». 





Fadenkonstruktion der Parabel 





Fadenkonstruktion der Parabel. Auch für die Parabel existiert eine Fadenkonstruktion. Ein Zeichen- 
dreieck gleite mit der einen Kathete AB entlang der Leitlinie / (Lineal). Am Eckpunkt( der anderen 
Kathete BC ist ein Faden von der Länge BC befestigt. Das freie Fadenende wird im Brennpunkt 
F durch eine Reißzwecke festgehalten. Wird nun ein Bleistift längs der Kathete BC so bewegt, 
daß der Faden stets gestrafft bleibt, so beschreibt die Bleistiftspitze eine Parabelbahn, da der 
Abstand BP des Punktes P von der Leitlinie dem Abstand FP vom Brennpunkt gleich ist (Abb.). 
Tangenten an die Parabel. Ist P; ein Parabelpunkt, so ist sein Abstand P;L; von der Leitlinie !l dem 
Abstand PıF vom Brennpunkt gleich. Dreieck FL;P; ist gleichschenklig; die Mittelsenkrechte 
P:N, auf der Verbindungsgeraden FL; halbiert den Winkel L;P;F an der Spitze P; und ist Tan- 
gente t; im Punkte P; an die Parabel, weil für jeden anderen Punkt Q, auf ihr der Abstand Q,Q/ 


von der Leitlinie kleiner ist als der Abstand Q; F = Q;L: vom Brennpunkt (Abb.). Es ergibt sich 
eine neue Parabeldefinition: 


Die Parabel ist der geometrische Ort der Mittelpunkte (P;) aller Kreise, die eine Gerade, die Leit- 
linie Z, berühren und dureh einen festen Punkt (F) gehen, 


Aus der Abbildung ersieht man, daß die Tangente im Punkte P; gleiche Winkel mit dem Brennstrahl 


P:F und der Parallelen durch Punkt P; zur Achse bildet. Alle vom Brennpunkt F ausgehenden 
Strahlen werden danach von der Parabel so reflektiert, daß sie achsenparallel werden, bzw. werden 
achsenparallele Strahlen nach dem Brennpunkt reflektiert, 

Da der Punkt N; (Abb.) auf der Scheiteltangente ts liegt, die im Scheitel S auf der Achse senkrecht 
steht, gilt: 


Die Parabel ist die Einhüllende der freien Schenkel aller rechten Winkel, deren Scheitel (N) auf 
der Scheiteltangente (ts) liegen und deren andere Schenkel durch einen festen Punkt, den Brennpunkt, 
gehen. 
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Steht eine zweite Tangente 2; senkrecht auf i; und schneidet diese im Punkte 7’, so ist das Viereck 


FN:TN; ein Rechteck. Seine Diagonale N;N; liegt auf der Scheiteltangente is, da sie im Dreieck 
FL.L; die Mitten N: und N; zweier Dreiecksseiten miteinander verbindet, also parallel zur Leit- 
linie verläuft. Die Dreiecke N;N;F und N;N,T sind kongruent und haben zur Grundlinie N,N; 


die gleiche Höhe. Der Punkt 7 hat deshalb den Abstand 5 von der Scheiteltangente und liegt auf 
der Leitlinie. 


Alle Paare aufeinander senkrecht stehender Tangenten einer Parabel schneiden sich auf der Leitlinie. 
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Die Stereometrie (griech., Körpermessung) ist eine Teildisziplin der euklidischen Geometrie. Ihr 
Gegenstand sind Form, gegenseitige Lage, Größe und andere metrische Beziehungen geometrischer 
Gebilde, die nicht in einer einzigen Ebene liegen. Die Stereometrie vermittelt als Geometrie des 
dreidimensionalen Raumes eine vertiefte Einsicht in die räumlichen Beziehungen der objektiven 
Realität. 
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Bei bestimmten Teiluntersuchungen der Stereometrie ist eine Beschränkung auf eine Ebene 
möglich. Es bestehen also enge Verbindungen zur Planimetrie. Ferner werden bei stereometrischen 
Untersuchungen oft Verfahren der darstellenden Geometrie benutzt. Schließlich werden in der 
rechnenden Stereometrie arithmetische und algebraische Operationen angewendet. 


I. Grundbegriffe 


GERADEN UND EBENEN IM RAUM 


Punkte, Geraden und Ebenen sind Grundbausteine der Elementargeometrie im dreidimensionalen 
Raum. Zu den in der Planimetrie gegebenen anschaulichen Erklärungen der Grundbegriffe Gerade 
und Punkt sind einige Ergänzungen notwendig für den Grundbegriff Ebene und für die gegenseitige 
Lage von Geraden und Ebenen im Raum. 


Die Ebene. Während in der Planimetrie die Ebene nur als zweidimensionaler Untersuchungsraum 

auftritt, wird sie in der Stereometrie darüber hinaus zum Grundbaustein dreidimensionaler Gebilde, 

insbesondere sind die Begrenzungsflächen der geometrischen Körper oft Teile von Ebenen. Eine 

Ebene E im Raum entsteht, wenn eine Gerade 

MR g sich um einen Raumpunkt A dreht und dabei 

Fr EN Nm 9 entlang einer zweiten Geraden gı gleitet, die nicht 

—ı— a — 7 durch A geht (Abb.). 

1, Die Lage einer Ebene im Raum ist danach eindeu- 

tig bestimmt durch folgende Stücke: 


1. eine Gerade (gı) und einen nicht auf ihr liegen- 
den Punkt (A); 

2. zwei sich schneidende Geraden (g und gı); 

aIY 3. zwei parallele Geraden (Sonderfall der Lage 
7 RN von g||gı); 

IN 4. drei nicht in einer Geraden liegende Punkte 

(A und zwei Punkte, die die Lage von gı fest- 
legen). 





Entstehung einer Ebene im Raum 


Gegenseitige Lage von Geraden im Raum. Zu jeder Geraden g des Raumes gibt es beliebig viele 
Parallelen g’, die in einem vorgeschriebenen Abstand a zu g verlaufen. Sie bilden die Mantellinien 
einer Kreiszylinderfläche, deren Achse die Gerade g ist. Durch jeden Punkt P des Raumes, der den 
Abstand «a zur Geraden g hat, kann eine und nur eine Parallele 9’ zur Geraden g gezogen werden. 
Der Abstand zweier paralleler Geraden im Raum ist ebenso erklärt wie in der Planimetrie, da zwei 
parallele Geraden stets in einer Ebene liegen. 


Geradenbündel und Geradenbüschel. 
Durch einen Punkt lassen sich im Raum 
beliebig viele Geraden legen. Die Menge aller 
Geraden des Raumes, die einen und nur einen 
Punkt gemeinsam haben, bildet ein @eraden- 
bündel. Den allen Geraden gemeinsamen 
Punkt P bezeichnet man als Träger des Gera- 
denbündels. Analog dazu nennt man die 
Gesamtheit aller zueinander parallelen Gera- 


21% 





Einfacher Fall zweier windschiefer Geraden Winkel und Abstand zweier windschiefer Geraden 


den des Raumes Parallelgeradenbündel. Wählt man aus dem Geradenbündel nur diejenigen aus, 
die in einer gemeinsamen Ebene liegen, so erhält man ein @eradenbüschel bzw. ein Parallelgeraden- 
büschel. 

Betrachtet man den Träger P als Ursprung beliebig vieler Strahlen des Raumes, so erhält man ein 
Strahlenbündel. In jeder durch P gehenden Ebene liegt ein Strahlenbüschel als Teilmenge des 
Strahlenbündels durch P. 
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Zwei Geraden des Raumes, die einander nicht schneiden, liegen entweder in einer Ebene und sind 
zueinander parallel, oder sie liegen nicht in einer Ebene und werden zueinander windschief 
genannt (Abb.). 

Winkel und Abstand zweier windschiefer Geraden. Sind gı und ga zwei windschiefe Geraden, 
so läßt sich durch jeden Punkt Ps; von ga eine Parallele pı: zu gı ziehen (Abb.). Alle diese Parallelen 
?1: bestimmen eine Ebene Es, in der ga liegt. Der Winkel « in E, zwischen einer Parallelen pı: und 
ga wird als Winkel zwischen den windschiefen Geraden bezeichnet. Durch Parallelen ps: zu ga 
durch die Punkte P;: von gı entsteht ein Winkel derselben Größe in der Ebene Eı, die gı enthält. 
Zwei windschiefe Geraden sind dann zueinander orthogonal, wenn der Winkel zwischen ihnen ein 
Rechter ist. 

Die Ebenen Eı und E; sind parallel zueinander, ihr Abstand « ist der der windschiefen Geraden. 
Eine Ebene ZZ, die ga enthält und senkrecht auf E, steht, wird von’ gı im Punkt Pı. geschnitten. 


Das von Pı. auf gs gefällte Lot verläuft in 7 und schneidet ga in Paa ; Pıa Pza = a ist der Abstand 
der windschiefen Geraden. 


Gegenseitige Lage von Ebenen im Raum. Zwei Ebenen des Raumes haben höchstens eine Gerade 
gemeinsam, wenn sie nicht in allen ihren Punkten zusammenfallen (inzidieren). Zwei Ebenen des 
Raumes, die keinen Punkt gemeinsam haben oder aber zusammenfallen, heißen parallele Ebenen. 
Ebenenbüschel und Ebenenbündel. Die Menge aller Ebenen des Raumes, die durch eine gemein- 
same Gerade gehen (mit dieser Geraden inzidieren), bildet ein Ebenenbüschel. Die Gerade heißt 
Träger des Ebenenbüschels. In der Abbildung sind drei Ebenen Eı, E2, Es des Ebenenbüschels 
mit der Geraden s als Träger dargestellt. . 





Ebenenbüschel mit Gerader s als Träger Parallelebenenbüschel 


Durch eine Drehung um den Träger s kann jede Ebene des Büschels zur Deckung mit jeder anderen 
gebracht werden. Der Winkel um den gedreht werden muß, heißt Winkel zwischen den Ebenen, 
z.B. ist 8 der Winkel zwischen den Ebenen Eı und Es. Dabei bewegen sich zwei Geraden, gı in Eı 





Parallelität der Schnittgeraden gı, 92, 93 dreier Ebenenbündel und körperliche Ecke 
Ebenen Eı, Ea, Es 


und gs in Es, die im selben Punkt $ auf dem Träger senkrecht stehen, auf einer Ebene, die in S 
auf s senkrecht steht. In dieser Ebene liegt der Winkel 8 = < (gı, ge). 

Ist der Winkel ß ein Rechter, so stehen die beiden Ebenen Eı, und E; senkrecht aufeinander. 

Die Menge aller Ebenen des Raumes, von denen keine mit irgendeiner anderen einen Punkt gemein- 
sam hat, bezeichnet man als Parallelebenenbüschel. In der Abbildung sind drei Ebenen Eı, Es, Es 
eines Parallelebenenbüschels dargestellt. Die Ebenen eines Parallelebenenbüschels werden von 
einer nicht zu diesem Büschel gehörenden Ebene in zueinander parallelen Geraden geschnitten. 
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Die Menge aller Ebenen E, E,, E.,.... des Raumes, die durch einen gemeinsamen Punkt gehen 
(mit einem Punkt inzidieren), heißt Ebenenbündel, der Punkt Träger oder Scheitel S des Ebenen- 
bündels. Die Schnittgeraden s, gı, 9:, ... der Ebenen gehen durch den Träger 8 (Abb.). 

Da die Ebene E nicht senkrecht steht zu Eı und zu EZ», ist nicht « der Winkel zwischen Eı und E;, 
sondern ß. 


Abstand zwischen zwei parallelen Ebenen. Der Begriff des Abstands zwischen zwei parallelen 
Ebenen ist erklärt als die Länge der Strecke, die einen Punkt der einen Ebene mit einem Punkt 
der anderen Ebene so verbindet, daß diese 
Strecke auf beiden Ebenen senkrecht steht 
(vgl. Abstand windschiefer Geraden). 


Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen 
im Raum, Eine Gerade g liegt ganz in einer 
Ebene E, wenn sie mit ihr zwei Punkte A und 
B gemeinsam hat. Sie schneidet die Ebene E, 
wenn siemitihr genaueinen Punkt (Schnitt- 
punkt, Spurpunkt, Durchstoßpunkt) gemein- 
sam hat. Sie bildet mit der Ebene E den Nei- 
gungswinkel «x, wenn die Gerade g mit ihrer 
Projektion g’ in der projizierenden Ebene IT 
bei $S den Winkel « bildet. Die Gerade steht 
Lagen einer Geraden zu einer Ebene senkrecht auf einer Ebene E, wenn sie auf 
mindestens zwei verschiedenen durch den 
Spurpunkt $ gehenden Geraden gı und ga der Ebene E senkrecht steht; sie ist einer Ebene E 
parallel, wenn sie mit ihr keinen Punkt gemeinsam hat oder aber ganz in ihr liegt (Abb.). 





ECKE UND POLARECKE 


Bei dem in der Abbildung ‚„Ebenenbündel und körperliche Ecke‘ dargestellten Ebenenbündel 
bilden die sichtbaren Teile der drei Schnittgeraden gı, 92, 8 die Kanten einer körperlichen Ecke, 
deren Scheitel der Träger S des Ebenenbündels ist. Zwischen je zwei Kanten liegt eine Seitenfläche 
der körperlichen Ecke. Je zwei Kanten bilden in der von ihnen aufgespannten Ebene einen Kanien- 
winkel. Die Winkel zwischen den Seitenflächen heißen Flächenwinkel; sie sind wie die Winkel 
zwischen zwei Ebenen erklärt. In die Abbildung sind ein Kantenwinkel « zwischen gı und ga und 
ein Flächenwinkel $ zwischen Eı und E; eingezeichnet.. Jede körperliche Ecke enthält mindestens 
drei Kanten und drei Seitenflächen. Ist die Anzahl der Kanten n, so spricht man allgemein von 
n-kantigen Ecken (n = 3, 4,5, ...). Im speziellen Fall sind die Kanten- und die Flächenwinkel 
einer dreikantigen körperlichen Ecke Rechte. Solche Ecken werden z. B. auch von Grund-, Auf- 
und Kreuzrißtafel beim Mehrtafelverfahren in der darstellenden Geometrie gebildet. 

Fällt man von einem Punkt innerhalb einer körperlichen Ecke die Lote auf die Seitenflächen, so 
entsteht wieder eine körperliche Ecke mit dem Punkt als Scheitel und den gefällten Loten als 
Kanten. Diese neue Ecke heißt Polarecke der ursprünglichen, die ihrerseits als Polarecke der neuen 
Ecke aufgefaßt werden kann (vgl. Hauptabschnitt Sphärische Trigonometrie). 


Jede körperliche Ecke ist Polarecke ihrer Polarecke. 


Über die Winkel der körperlichen Ecke gelten folgende Sätze: 


I. Die Summe aller Kantenwinkel einer n-kantigen Ecke ist kleiner als 360°. 


2. Die Summe aller Flächenwinkel einer n-kantigen Ecke ist größer als n » 180° — 360° und kleiner 
als n - 180°. 


3. Die Kantenwinkel der Polarecke und die Flächenwinkel der ursprünglichen Ecke ergänzen sich 
zu 180°. 


4. Die Flächenwinkel der Polarecke und die Kantenwinkel der ursprünglichen Ecke ergänzen sich 
ebenfalls zu 180°. 


KÖRPER 


Grundbegriffe. Ein Körper im Sinne der Stereometrie ist die Menge aller Punkte, Geraden und 
Ebenen des dreidimensionalen Raumes, die innerhalb eines vollständig abgeschlossenen Teiles 
dieses Raumes liegen, d.h. innerhalb der Begrenzungsflächen des Körpers, einschließlich der mit 
den begrenzenden Flächen inzidierenden Punkte, Geraden und Ebenen. Die Summe der Begren- 
zungsflächen heißt Oberfläche, der von ihr vollständig umschlossene Teil des Raumes heißt Raum- 
inhalt oder Volumen des Körpers. 

Sind Körper nur von ebenen Flächen begrenzt, so werden sie Ebenflächner, ebenflächige Körper, 
Vielflächner oder Polyeder (griech. polys, viel, edra, Boden, Fläche) genannt; z. B. Würfel, Quader, 
Prisma, Pyramide. Die das Polyeder begrenzenden Vielecke heißen Seitenflächen. Die Strecken, in 
denen je zwei Seitenflächen zusammenstoßen, heißen Kanten, ihre Endpunkte Ecken des Körpers. 
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Der Winkel zwischen den von einer Kante ausgehenden Halbebenen ist der Flächenwinkel zwischen 
den sich schneidenden Flächen. Im weiteren Sinne spricht man von Kanten, wenn an einem krumm- 
flächigen Körper, der ganz oder teilweise von gekrümmten Flächen begrenzt wird, zwei dieser 
Flächen längs einer Kurve unter einem Winkel zusammenstoßen. Der Winkel kann gemessen 
werden zwischen den beiden Loten, die im betrachteten Kurvenpunkt auf den Tangentialebenen 
der beiden Flächen errichtet werden und ins Innere des als konvex vorausgesetzten Körpers zeigen. 
Betrachtet man eine Ebene als Fläche der Krümmung Null, die mit ihrer Tangentialebene zu- 
sammenfällt, so ist der Winkel zwischen dem Mantel eines geraden Kreiszylinders und seiner 
Grundfläche in jedem Punkte der kreisförmigen Grundkante 90°; bei einem geraden Kreiskegel 
ist es der Schütt- oder Böschungswinkel. Krummflächner ohne Kanten sind die Kugel, ein Ellip- 
soid oder ein Torus. 

Der Inhalt der Oberfläche eines Körpers kann prinzipiell als Summe der Inhalte der einzelnen 
Begrenzungsflächen bestimmt werden. Durch die Herleitung bestimmter Formeln kann jedoch 
in gewissen Fällen der in der Praxis umständliche Weg der Summenbildung der Inhalte der Teil- 
flächen vermieden werden. 

Der Rauminhalt eines Körpers kann mit Hilfe der im folgenden angegebenen Raummaße bzw. 
Hohlmaße sowie der von ihnen abgeleiteten Einheiten bestimmt werden. 


MASSEINHEITEN 


Raummaße. Das Kubikmeter (Zeichen m?) ist das Volumen eines Würfels von der Kantenlänge 1 m, 
Vom Kubikmeter abgeleitete größere bzw. kleinere Raumeinheiten sind: 


Kubikkilometer km3 l1km? = 10° m? 
Kubikmeter m? l m? l m3 


1012 dm3 
103 dm? 
1 dm3 
10-3 dm® 
10-* dm3 


Kubikdezimeter dm? 1 dm? 10-3 m? 
Kubikzentimeter cm l em? 10-% m3 
Kubikmillimeter mm? I mm? 10-® m® 





In der Forstwirtschaft bzw. im Holzhandel unterscheidet man: 


lrm = 1m? geschichtetes Holz (einschließlich Zwischenräume) 
| Festmeter | m | lfm = 1m? feste Holzmasse; I rm » 0,7 fm, 1 fm x» 1,4 rm 


Im Schiffahrtswesen dient zur Vermessung des Schiffsraumes (früher als Anzahl der verstaubaren 


Fässer) die Registertonne. 

Die Angabe des Gesamtschiffsraums erfolgt in Bruito- 
registertonnen (BRT), die des Nutzraums in Nettoregister- 

tonnen (NRT). Bei Handelsschiffen dient die Vermessung zur Bestimmung der Ladefähigkeit, 


des abgabepflichtigen Laderaums und der Entrichtung von Hafen- und Zollgebühren. 


Hohlmaße. Das Liter (Zeichen /!) war ur- 


luftfreien Wassers bei seiner maximalen - 
Dichte unterdem Druckeiner physikalischen | Hektoliter hl 10° 7 = 10°? dm? 
Atmosphäre definiert; 12 = 1,000028 - ı ı v7 —=.7I.:00° 
ili el 
ml 





- 10-3 m®?. Nach Neudefinition unterschei- 10-27 = 10-2? dm? 
det es sich nicht mehr vom Kubikdezimeter. Im ='10”2 = 10724? 
In der Landwirtschaft diente früher als Hohl- 
maß für Getreide der Scheffel: 1 Scheffel lm: = 10 hl= 10001 
= 104 !(in Sachsen ; Abweichungen in ande- 
ren Gegenden). Oft wurde auch die mit 
1 Scheffel (Hohlmaß) Getreide bestellbare Ackerfläche mit 1 Scheffel (Flächenmaß) bezeichnet. 





II. Würfel und Quader 





> 


Würfel und Quader sind Polyeder. Der Würfel hat acht recht- Der Würfel ist eine Sonderform 
winklige körperliche Eeken, zwölf gleich lange Kanten und des Quaders 

wird von sechs gleichen Quadraten begrenzt. 

Der Quader hat wie der Würfel acht rechtwinklige körperliche Ecken, zwölf Kanten, von denen je 
vier gleich lang und zueinander parallel sind. Er wird von drei Paaren kongruenter, in parallelen 
Ebenen liegender Rechtecke begrenzt. 

Der Würfel kann als Sonderform des Quaders angesehen werden (Abb.). 
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OBERFLÄCHE 


Schneidet man das Oberflächenmodell eines Polyeders längs einer genügend großen Anzahl von 
Kanten auf, so kann man ein zusammenhängendes System von Begrenzungsflächen in eine Ebene 





Zwei Netze eines Würjels 


auseinanderklappen. Man erhält das 
Netz des Polyeders. 

Umgekehrt kann man aus dem Netz 
des Polyeders durch Biegen längs 
bestimmter Seiten der Teilflächen 
und mit Hilfe von zusätzlich ange- 
brachten Klebefalzen das Oberflä- 
chenmodell des Körpers herstellen. 
Das Netz des Würfels besteht aus 
einem zusammenhängenden System 
von sechs gleichen Quadraten. Dabei 
gibt es verschiedene Möglichkeiten 
der Anordnung der Quadrate. Die 
Abbildung zeigt das schrittweise 
Entstehen eines Würfelmodells aus 
dem Netz. 

Das Netz des Quaders besteht aus 


einem zusammenhängenden System 


von drei Paaren kongruenter Rechtecke. Auch hier gibt es verschiedene Anordnungsmöglichkeiten. 
Die Abbildung zeigt zwei Quader; der rechte hat ein Paar quadratischer Begrenzungsflächen; 
dann sind auch die restlichen vier Begrenzungsflächen untereinander kongruent. 





Aus dem Netz entstehendes Würfelmodell 


Haben die Kanten des Quaders die Längen a, b, c, so haben die drei Rechtecke die Flächeninhalte 
ab,bce und ca, und für den Inhalt O der Oberfläche ergibt sich 


O=2'ab+2-ac+2:bce=2(ab+tac-+be). 








Oberfläche des Würfels | O = 6a? 





Oberfläche des Quaders | O=2(ab +ac+ be) 


RAUMINHALT 


Zwei Quadernetze 


Ein Quader mit einem Paar quadratischer 
Begrenzungsflächen (c= a) hat die Oberflä- 
che O0 = 2a? +4ab. Für den Würfel schließ- 
lich ergibt sich, da hier a=b=e ist, O= 6a?. 


In der Planimetrie wird das Messen des Inhalts einer ebenen Fläche (am Beispiel des Quadrats bzw. 
des Rechtecks) zunächst als Auslegen der Fläche mit Einheitsquadraten geeigneter Seitenlänge 
erklärt. Analog dazu kann das Messen des Rauminhalts, z. B. eines Würfels bzw. eines Quaders, als 
Ausfüllen des Raumes mit Einheitswürfeln geeigneter Kantenlänge gedeutet werden. 
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Der Rauminhalt (Volumen) eines Würfels mit der Kantenlänge a (= 10 cm) läßt sich auf diese 


Weise voll ausfüllen (Abb.). 
Rauminhalt des Würfels Be a? | zujea (= 10) Einheitswürfeln, insgesamt also a’a-’a=.a?° 
" (10-10 - 10 = 1000) Einheitswürfel. 

Der Rauminhalt (Volumen) eines Quaders mit den Kantenlängen a, b und c läßt sich z. B. durch c 
Platten mit 5 Stangen zu je a Einheitswürfeln voll aus- 
füllen. Der Rauminhalt beträgt daher a +b- c Einheits- 

würfel. 
Für den Sonderfall des Quaders mit einem Paar quadratischer Begrenzungsflächen wird V = a?ec. 


Dabei entstehen a (= 10) Platten mit je a (= 10) Stangen 








Beispiel: Wie groß ist das Volumen eines Ziegelsteins vom Normalformat 7,1x11,5x24cm?- 
a= 24cm, b= 1L,5em,-c=7,lem, Y=a'b-c= 24cm: 11l,5cem: 7,lem = 1959,60 cm?. 





Volumen des Quaders 


Die abgeleiteten Formeln gelten auch, wenn die 
Länge von einer oder von mehreren Kanten 
kein ganzzahliges Vielfaches der Kantenlänge e 
des Einheitswürfels ist. Sind die Kantenlängen 


e 
a,b, ce rationale Vielfache von e, z.B. a= 
e e 1 
= er ‚e= ‚so gilt die angestellte Über- 
2 3 


legung für einen kleineren Einheitswürfel, des- 
sen Kantenlänge e’ der k-te Teil von e ist, wenn 
man mit k das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache der Zahlen gı, 92, g3 bezeichnet. Ein irra- 
tionales Vielfaches von e kann aber durch Fol- 
gen rationaler Zahlen mit beliebiger Genauig- 
keit angenähert werden (vgl. Hauptabschnitt 
Aufbau des Zahlenbereichs). Die Berechnung 
des Rauminhalts von Körpern, von deren Oberfläche nur gefordert wird, daß sie in einem Koordi- 
natensystem durch eine differenzierbare Funktion beschrieben wird, ist mit den Mitteln der Inte- 
gralrechnung möglich. 





Volumen des Dezimeterwürfels 


BESONDERE BEZIEHUNGEN 


Diagonalen, Eckenlinien des Quaders. Man unterscheidet Flächendiagonalen und Raumdiagonalen, 
je nachdem, ob die beiden nichtbenachbarten Ecken, die durch eine Diagonale miteinander ver- 
bunden werden, ein und derselben Begrenzungsfläche 
des Körpers angehören oder nicht. Der Quader hat 
12 Flächendiagonalen, von denen je vier gleich lang 
sind, und vier Raumdiagonalen von untereinander 
gleicher Länge. 

Die Längen sämtlicher Diagonalen können als Hypo- 
tenusen rechtwinkliger Dreiecke mit Hilfe des Satzes 
von Pythagoras berechnet werden (Abb.). 

Sind a, b, ce die drei Quaderkanten, so gilt für die Flä- 
chendiagonalen fı, fa, fs: 


h= Ve +, f= Je +, h=Ver te. 


Die Raumdiagonale d läßt sich als Hypotenuse in Länge der Raumdiagonalen des Quaders 
rechtwinkligen Dreiecken berechnen, deren Katheten 
jeweils eine Flächendiagonale und die zu deren Berechnung nicht verwendete dritte Kante sind: 


d- W+o=-VRreB- Rrta=Varbre. 
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Die vier Raumdiagonalen des Quaders bilden sechs Diagonalebenen, die innerhalb des Quaders 
rechteckige Schnittflächen begrenzen. Diese Rechtecke sind paarweise kongruent und werden 


Quader 
Raumdiagonale d=Ya® +b2+c 


von Flächendiagonalen und Kanten des Quaders begrenzt. Ihre Flächeninhalte Dı, Ds, Ds sind: 
Di =cfi=c)@ +5; &=bfa=bYa? + ct; D=afs=a]b? + ca. 


Diagonalen des Würfels. Für die Flächendiagonalen, 
die Raumdiagonalen und die Flächeninhalte der Dia- 
gonalschnitte erhält man wegen a=b=c beim 


Würfel: i = fa = a = f = Va? + a? = Y2a? = al?2; 
d= Ja® + a2 + a: = \3a? = a 3 und Dı= Da 
= Di =D=a:f=ala: +a! = aY2a? = a: 2. 


Flächendiagonalen 
Raumdiagonalen 


a Zwischen Kantenlänge a, Flächendiagonale / und 
Raumdiagonale d besteht somit die Proportion 


a:f:d=a:aY2:aY3 = Yı:Y2:Y3. 


Mittelpunkt. Für Quader und Würfel gilt gleichermaßen: Alle Raumdiagonalen schneiden sich in 
genau einem Punkte M und halbieren einander (Abb.). M heißt auch Mittelpunkt des betreffenden 
Körpers und ist zugleich Schwerpunkt eines quader- oder würfelförmigen Gegenstandes mit homo- 
gener Masse. Schließlich ist M gemeinsamer Mittelpunkt der einem Würfel um- und einbeschriebenen 
Kugeln. Der Radius der umbeschriebenen Kugel ist gleich der halben Raumdiagonale, also 






















Drei Diagonalebenenpaare des Quaders 


= 5 V3; der der einbeschriebenen Kugel ist gleich der halben Kante, also og = 5 5 
Sehnitt dureh den Würfel. Durch den Würfel kann ein ebener Schnitt so 
geführt werden, daß sich als Schnittfläche ein regelmäßiges Sechseck ergibt. 
Dabei fällt der Mittelpunkt des Würfels mit dem des Sechseoks zusammen 
und die Ecken des Sechsecks mit den Mitten derjenigen sechs Würfel- 
kanten, die in einem Zuge umfahren werden können und von denen niemals 
drei in einer gemeinsamen Ebene liegen (Abb.). 

Dieses regelmäßige Sechseck besteht aus sechs gleichen gleichseitigen Drei- 


ecken mit der Seitenlänge s= AB (Hälfte der Flächendiagonale des Wür- 





2 
fels) und der Fläche A = — V3. Für seinen Flächeninhalt 8 gilt: S = 6:4 
Regelmäßiges Sechs- 4 


eck als ebener Schnitt _..” vs _ 3% 5 _ 3@ 
eines Würfels ni. 4 V3 = 2 Se 4 V3. 


III. Prisma und Zylinder 


ALLGEMEINES 


Prisma. Gleitet eine Gerade, ohne ihre Richtung zu verändern, im Raum an den Begrenzungslinien 
eines ebenen n-Ecks (n = 3, 4, ...) entlang, so beschreibt sie eine prismatische Fläche; geht sie 
durch eine Ecke des n-Ecks, so stellt sie jeweils eine Kante dieser Fläche dar. 

Das n-Eck kann als Schnitt einer Ebene gedeutet werden, die die prismatische Fläche in allen 
Kanten schneidet. Wird eine zweite Ebene parallel zur ersten durch die prismatische Fläche gelegt, 
so entsteht ein zweites n-Eck, das dem ersten kongruent ist und mit ihm und mit dem zwischen 
ihnen liegenden Abschnitt der prismatischen Fläche einen Teil des Raumes vollständig einschließt. 
Man bezeichnet diesen Körper als Prisma (griech., das Gesägte), die beiden n-Ecke als Grund- 
flächen bzw. Grund- und Deckfläche und den zum Prisma gehörigen Teil der prismatischen Fläche 
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als Mantel des Prismas. Die Abschnitte der Kanten der prismatischen Fläche, die gleichliegende 
Ecken der Grundflächen miteinander verbinden, nennt man Seitenkanten im Unterschied zu den 
Grundkanten, die den Seiten der Grundflächen entsprechen. Das n-seitige Prisma hat n Seitenkanten 
und 2n Grundkanten, insgesamt 3n Kanten. Alle Seitenkanten sind gleich lang und je zwei Grund- 
kanten einander parallel und gleich groß. Die innerhalb der Seitenflächen parallel zu den Seiten- 
kanten verlaufenden Geraden heißen Mantellinien des Prismas. Unter der Höhe eines Prismas 
versteht man den Abstand zwischen Grund- und Deckfläche. 

Steht eine der Seitenkanten auf einer der Grundflächen senkrecht, so 
stehen alle Seitenkanten auf beiden Grundflächen senkrecht. Ein solches 
Prisma heißt gerade, alle anderen schief. 

Die Seitenflächen eines geraden Prismas sind Rechtecke. Sind die Grund- 
flächen eines geraden Prismas regelmäßige n-Ecke, so heißt auch das 
Prisma regelmäßig. Die Seitenflächen sind dann kongruente Rechtecke. Die 
Gerade, die durch die Mittelpunkte der Grundflächen (Schnittpunkt der Schüefes 
Mittelsenkrechten auf den Seiten) eines regelmäßigen Prismas geht, heißt Parallelepiped 
Achse (Dreh- oder Rotationsachse), jeder die Achse enthaltende ebene 

Schnitt durch das Prisma Achsenschnit. Ein schiefes vierseitiges Prisma mit einem Parallelo- 
en als Grundfläche (Abb.) heißt Parallelepipedon oder Parallelepiped (griech.), Parallelflach 
oder »pat. 

In der Optik und in optischen Geräten finden prismenförmige feste Körper oder mit Flüssigkeit 
gefüllte prismatische Glasgefäße vielfache Anwendung. 
Die Zerlegung des Sonnenlichtes in Spektralfarben (rot, orange, gelb, grün, blau, indigo, violett) 
rc 2 Prisma wurde Ende des 17. Jh. von dem englischen Physiker Isaae NEwTon (1643— 1727) 
entdeckt. 

Durch Kombinationen entsprechender Linsen- und Prismensätze wird der Strahlengang in zahl- 
reichen optischen Geräten gelenkt: Feldstecher (Abb.), 
Scherenfernrohr, Entfernungsmeßgerät (Artillerie), 
Periskop (U-Boot); astronomisches Fernrohr; Mikro- 
skop; Photoapparat u.a. 








Strahlengang in einem Zeiss-Feldstecher Rundstahl als Beispiel für gerade Kreiszylinder 


Zylinder. Gleitet im Raum eine Gerade, die Erzeugende, ohne ihre Richtung zu verändern, längs 
einer gekrümmten Linie, der Leitkurve, so beschreibt sie eine Zylinderfläche. Ein Zylinder ist der 
Körper, der von einer Zylinderfläche mit geschlossener Leitkurve und zwei Ebenen begrenzt wird, 
die zueinander, aber nicht zur Erzeugenden parallel laufen. Die Strecken der Erzeugenden zwischen 
den parallelen Ebenen heißen Mantellinien und haben dieselbe Länge. Das Stück der Zylinderfläche 
zwischen den parallelen Ebenen ist der Mantel des Zylinders. Die @rund- und Deckfläche, die 
von der Zylinderfläche aus den parallelen Ebenen ausgeschnitten werden, sind einander kongruent. 
Ihr senkrechter Abstand ist die Höhe des Zylinders. Jeder Zylinder hat mindestens zwei Kanten im 
weiteren Sinne, die Begrenzungslinien der Grund- und der Deckfläche. Hat in jedem Punkte 
dieser Kanten der Winkel zwischen Grund- oder Deckfläche und dem Mantel die Größe 90°, so 
heißt der Zylinder gerade, in allen anderen Fällen schief. 

Je nach der Art der Grundfläche unterscheidet man verschiedene Arten von Zylindern. Ist die 
Grundfläche speziell ein Kreis, so spricht man von einem Kreiszylinder. Der gerade Kreiszylinder 
wird auch Dreh- oder Rotationszylinder oder Walze genannt. 

Denkt man sich aus einem aus festem Material bestehenden Zylinder einen kleineren Zylinder so 
ausgebohrt, daß die Grundflächen der beiden Zylinder konzentrische Kreise bilden, so bleibt als 
Restkörper ein Hohlzylinder. Hohlzylinder finden in der Technik vielfache Anwendung, z. B. als 
Behälter von Gasen (Gasometer, Dampfkessel u. a.) und Flüssigkeiten (Benzinbehälter, Tankwagen 
der Reichsbahn u. a.), z. T. auch von festen Stoffen (Zementsilo, Teerfaß u. a.). Rohre sind Hohl- 
zylinder sehr großer Länge; sie dienen z. B. dem Transport von Gasen (Systeme von Leuchtgas- 
und Dampfheizungsleitungen) oder Flüssigkeiten (Wasserleitungen, Erdölleitungen). 


224 STEREOMETRIE 


OBERFLÄCHE 


Prisma. Aus dem Oberflächenmodell eines Prismas gewinnt man dessen Netz (oder umgekehrt aus 
dem Modell des Netzes das Oberflächenmodell) in analoger Weise wie für Quader und Würfel. Die 
Abbildung zeigt das Netz eines sechsseitigen 
regelmäßigen Prismas. 


Zylinder. Beim Oberflächenmodell eines Zylin- 
ders sind die Schnitte entlang einer Mantel- 
linie und den Grundkanten zu führen. Der 
Mantel beispielsweise eines geraden Kreiszylin- 
ders läßt sich dann so in eine Ebene abwickeln, 
wie es die Abbildung in drei Phasen zeigt. Sein 

" m , j Netz besteht aus einem Rechteck mit der Man- 
Netz eines sechsseitigen regelmäßigen Prismas tellinie s als Höhe und dem Umfang 2 xr der 
Grundfläche als Seiten- sowie aus den beiden 
kreisförmigen Grundflächen (Abb.). Der abgewickelte Mantel eines schiefen Kreiszylinders wird 
von zwei Parallelen und zwei Sinuskurven begrenzt (vgl. Hauptabschnitt Darstellende Geometrie). 
Der Mantel jedes Zylinders ist abwickelbar. 





Mantel eines 
geraden Kreiszylinders 





Die Oberfläche O eines beliebigen Prismas oder Zylinders kann aus der Grund- und der Deck- 
fläche G@ und dem Mantel A/ berechnet werden. Die erhaltene Formel läßt sich je nach Bedarf 
spezialisieren. 





Beispiel: Die Oberfläche des regelmäßigen sechsseiti- 
gen Prismas läßt sich aus der Grundkante a=3cm und 
der Höhe h = 4 cm berechnen. 


3 
Es ist = 5 a®Y3 und M=6:-ah, demzufolge 


0-2. Sa + bah=3a2Y3 +6ah 
= 3a (a3 + 2r). 


Nach Einsetzen der gegebenen Maßzahlen erhält man 
O x 119 cm?. 


Beispiel: Für die Oberfläche eines Stahlbolzens von kreisföormigem Querschnitt mit dem Durch- 
d? 

= z a und M = ndh, demzufolge 

= 

O='2- 7 +zdh=nd (5 + n) und nach Einsetzen der gegebenen Maßzahlen 

O= 4250 7 mm? rs 133,52 cm?, 





Netz eines geraden Kreiszylinders 


messer d = 50 mm und der Höhe Ah = 60 mm erhält man: € = 


CAVALIERISCHES PRINZ: 


Zum Berechnen des Volumens eines Prismas oder eines Zylinde: „utzt man das 1629 von dem 
italienischen Mathematiker Bonaventura CAVALIERI (um 1598 -  :7), einem Schüler von Galilei, 
veröffentlichte Prinzip. 


Cavalierisches Prinzip: Körper mit inhaltsgleichem Quersehnitt in 4leiehen Höhen haben gleiches 
er — und speziell: Prismen bzw. Zylinder mit gleicher Grundfläche und Höhe haben gleiches 
olumen, 


Der Satz läßt sich mit elementaren Mitteln plausibel machen, wenn man einen Körper aus prisma- 
tischen Platten geringer Höhe aufbaut und danach durch Verschieben der Platten dem Körper 
bei offenbar demselben Rauminhalt eine andere Gestalt gibt (Abb.). Die Grundflächen der Teil- 
körper sind die Schnittflächen, die in gleicher Höhe gleichen Flächeninhalt haben. Je geringer die 
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Höhe der Teilkörper ist, um so mehr nähert sich die zunächst treppenförmige seitliche Begrenzung 
des Körpers einer durch eine stetige Funktion zu beschreibenden Fläche; aus einem Stapel von 
gleichgroßen kreisförmigen Blättern möglichst dünnen Papiers läßt sich z. B. ein schiefer Kreis- 
zylinder mit großer Annäherung darstellen. Durch Grenzbetrachtungen kann daraus mit den 
Mitteln der Integralrechnung ein Beweis des Satzes gewonnen werden. 





Zur Veranschaulichung des Cavalierischen Prinzips Volumenberechnung nach dem Cavalierischen 
Prinzip 


Bezeichnet man die @rundflächen von Prisma und Zylinder mit @, die Körperhöhe mit h, so ergibt 

sich für das Volumen V beliebiger prismatischer oder zylindrischer Körper V=G:h. 

Daraus erhält man z.B. für das regelmäßige dreiseitige Prisma mit der Grundkante a 
und der Höhe Ah, da die Grundfläche 


ce | Be x | Für das regelmäßige fünfseitige Prisma ist 
Volumen des Kreiszylinderss |V/=rr’h=-dh a? 5 

. I m 4 G= 8° 2.008 36° und V=7zarh:cot36°. 
Grund- und Deckfläche @ eines Hohlzylinders (Abb.) sind kongruente Kreisringe, @ = zrı? — zr2?; 
der innere M; und der äußere Mantel M, sind Rechtecke, M; = 2 rnrah, Ma = 2 nrıh; die Ober- 
fläche O ist danach 0O0=2G@+M.+M,=2rlkn-+r)(rıı -r)+2rrıh+2zrdh 
=2nl(lrnı +re)(rı re) + 2rl(rı + ra) h. hr 


Oberfläche des Hohlzylinders | O=2 (rn + ra) (rı - ra + h) ae 








Das Volumen des Hohlzylinders erhält man, indem man die Differenz zwi- 
schen dem Volumen V. des äußeren und dem Volumen V, des inneren 
Zylinders bildet, V= Wh -Vı=Gih-Geh=G:Äh 


Volumen des Hohlzylinders V=6: h=n (rı + re) (rı -ra)°h 





IV. Pyramide und Kegel 


ALLGEMEINES 
Pyramide. Gleitet ein von einem festen Punkt S des Raumes ausgehender 
Strahl an den Begrenzungslinien eines ebenen n-Ecks (n=3, 4, ...) ent- Hohlzylinder 


lang, in dessen Ebene der Ursprung $ des Strahls nicht liegt, so beschreibt 

der gleitende Strahl eine Pyramidenfläche. Die Strahlen nach den Ecken des n-Ecks sind Kanten 
der Pyramidenfläche. 

Das n-Eck schließt zusammen mit dem zwischen ihm und dem Punkt $ liegenden Teil der Pyra- 
midenfläche einen vollständig begrenzten Raum ein; dieser geometrische Körper wird Pyramide 
genannt (Abb.). 

Das n-Eck heißt Grundfläche, der Punkt $ Spitze, der zum Körper gehörende Teil der Pyramiden- 
fläche Mantel der Pyramide. Die Kantenabschnitte der Pyramidenfläche, die zwischen den Ecken 
der Grundfläche und der Spitze S liegen, heißen Seitenkanten der Pyramide, im Unterschied zu den 
Grundkanten, die den Seiten der Grundfläche entsprechen. Die n-seitige Pyramide hat n Seitenkanten 
undn Grundkanten, insgesamt also 2n Kanten, sowie n Dreiecke als Seitenflächen. Die in den Seiten- 
flächen von beliebigen Punkten der Grundkanten nach der Spitze S verlaufenden Geraden heißen 
Mantellinien der Pyramide. 

Unter der Höhe einer Pyramide versteht man den Abstand zwischen Spitze und Grundflächen- 
ebene, der meist durch das von der Spitze auf die Grundflächenebene gefällte Lot dargestellt wird. 


15 Mathematik 
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Es durchstößt die Grundflächenebene im Höhenfußpunkt S’. Dieser und damit die Höhe können 
auch außerhalb der Grundfläche bzw. der Pyramide liegen (Abb.). 

Die Grundfläche einer regelmäßigen Pyramide ist ein regelmäßiges n-Eck; fällt der Höhenfußpunkt 
mit dem Mittelpunkt der Grundfläche zusammen, so heißt die Pyramide gerade, alle anderen 
Pyramidenformen heißen schief. Die Seitenflächen von regelmäßigen geraden Pyramiden sind 
kongruente gleichschenklige Dreiecke. Die Höhe einer geraden Pyramide ist zugleich ihre Achse, 
jeder die Achse enthaltende ebene Schnitt durch die Pyramide ein Achsenschnitt. Das (regelmäßige) 
Tetraeder ist eine Pyramide, deren Grund- und Seitenflächen gleichseitige Dreiecke sind. 


J J, 





Pyramide Gerade und schiefe quadratische Pyramide 


Berühmte Grabstätten altägyptischer Könige sind gerade quadratische Pyramiden; am bekann- 
testen sind die Pyramiden von Cheops, Chefren und Mykerion mit der Sphinx, die am südlichen 
Rand Kairos bzw. bei Giseh liegen. Sie sind vor fast 5000 Jahren erbaut worden und wurden im 
Altertum als eines der Sieben Weltwunder 
bestaunt. 

Die Große Pyramide hat eine Grundkante 
von 227 m Länge (ursprünglich 233 m) und 
eine Höhe von 137 m, 10 m niedriger als 
zur Zeit der Fertigstellung. Zum Trans- 
port des verwendeten Baumaterials wären 
20000 Güterzüge mit je 30 Waggons er- 
forderlich ; aneinandergekoppelt hätten sie 
eine Länge, die z. B. der doppelten Ent- 
fernung Paris-Wolgograd (Luftlinie) ent- 
spräche. Der glatte Granitplattenbelag der 
Pyramiden ist verschwunden (mit Aus- 
nahme der Spitze der Chefrenpyramide), 
so daß die nackten Quader auf ihren Kan- 
ten, z. T. bis zu Im hoch, einen anstren- 
genden Aufstieg zur Spitze ermöglichen. 


Kegel. Eine durch einen festen Punkt $S 
des Raumes gehende und längs einer ge- 
krümmten Linie, der Leitkurve, gleitende 
Gerade, die Erzeugende, beschreibt eine 
Kegelfläche. Der Kegel ist ein Körper, der 
von einer Kegelfläche mit geschlossener 
Leitkurve und einer Ebene begrenzt wird, 
die nicht durch Punkt $ geht. Die Kegel. 
’ fläche schneidet aus der Ebene die Grund- 

fläche aus. Der Punkt $ heißt Spitze des 

Kegels, sein Abstand von der Grundfläche 

Höhe. Der Mantel des Kegels ist der Teil 

_ N der Kegelfläche zwischen Spitze S und 

Kegelfläche und Doppelkegel Grundfläche. Die Stücke der Erzeugenden 

auf ihm sind die Mantellinien. Man spricht 

von einem Doppelkegel, wenn die Kegelfläche mit geschlossener Leitkurve von zwei zueinander 
parallelen Ebenen auf verschiedenen Seiten der Spitze S geschnitten wird. Die beiden Grund- 
flächen sind einander ähnlich, die Summe der Höhen ist der Abstand der parallelen Ebenen 
voneinander. Je nach Art der Grundfläche unterscheidet man Kreiskegel, elliptische Kegel und 
andere Kegelformen. Hat die Grundfläche einen Mittelpunkt 8’ und liegt die Spitze $ senkrecht 





Pyramide und Kegel 227 


über ‚S’, so heißt der Kegel gerade, in anderen Fällen zum Unterschied vom geraden schief. Gerade 
Kegel, für die alle ebenen Schnitte durch die Höhe kongruent sind, lassen sich als Rotations- 
körper auffassen, z.B. der gerade Kreiskegel als entstanden aurch Rotation eines rechtwinkligen 
Dreiecks um eine seiner Katheten. 

Als Beispiele von Kegelformen in der Technik seier 

genannt: Turmdächer, Teile von Geräten und Be- $ 
hältern (z. B. unterer Teil des Zementsilos), Teile 
von Werkstücken, bei Kraftfahrzeugen Kegelven- 
tile, Kegelkupplung. Aber auch in der Natur gibt 
es kegelförmige Gebilde: Viele Berge vulkanischen 
Ursprungs zeigen ebenso die Gestalt eines Schütt- 
kegels wie ein Haufen, der langsam aus fein rinnen- 
dem Sand oder Erdreich entsteht. 


OBERFLÄCHE 


Aus dem Oberflächenmodell einer Pyramide gewinnt 
man ihr Netz, indem man sie etwa längs einer 
Seitenkante und sämtlicher Grundkanten oder 
längs sämtlicher Seitenkanten aufschneidet und die Gerader Kreiskegel 
Seitenflächen in die Grundflächenebene umklappt. 

Die Abbildung zeigt das Netz einer quadratischen Pyramide. 

Beim Obertlächenmodell eines Kegels sind die Schnitte längs einer Mantellinie und der Grundkante 
zu führen. Der Mantel eines geraden Kreiskegels z. B. läßt sich ähnlich wie der eines geraden 
Kreiszylinders in eine Ebene abwickeln. Es entsteht hier ein Kreissektor (Abb.). Das Netz des ge- 








Netz einer quadratischen Pyramide Abwickeln des Mantels eines geraden‘ Kreiskegels 


raden Kreiskegels besteht aus dem Kreissektor, dessen Radius o die Länge s der Kegelmantellinie 
und dessen Bogen b die Länge 2 rr des Kegelgrundkreisumfanges hat, sowie aus der kreisför- 
migen Grundfläche des Kegels selbst. Für die Fläche M des Mantels erhält man M :no? 


be? 2nrs 
=b5b:2ne eg 


Kegels, so gilt s = |r? + R2. 
Bezeichnet man die Oberfläche einer beliebigen Pyramide oder eines beliebigen Kegels mit O, die 
Grundfläche mit @, den Mantel mit M, so erhält man für die Oberfläche O=@-+M. 


Je nach Art des Körpers kann man diese Formel nach Bedarf spezialisieren. Für die Oberfläche 
2 


eines regelmäßigen Tetraeders mit der Grundkante a z.B. gilt wegen M = 3 @ und wegen € = T Y3 
2 
die FormelO =4@ = 4. V/3=a:)3. 





RAUMINHALT 


Um das Cavalierische Prinzip auf Pyramiden anwenden zu können, legt man einen ebenen Schnitt 
parallel zur Grundfläche durch die Pyramide. Die Schnittfläche ist der Grundfläche ähnlich. Ihr 
Abstand A’ von der Spitze soll kleiner sein als die Höhe h der Pyramide. Nach dem Strahlensatz 
stehen alle in Schnitt- und Grundfläche einander entsprechenden parallelen Strecken 8’ und s im 
Verhältnis 8’ :s = Ah’ :h, die Flächeninhalte A’ und A dieser Flächen also im Verhältnis 4’ : A 
= WER, 


Die Flächeninhalte der Grundfläche einer Pyramide und eines zu ihr parallelen Schnittes verhalten 
sich wie die Quadrate der zugehörigen Abstände zur Spitze (Höhen). 


15* 
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Nach dem Cavalierischen Prinzip ergibt sich hieraus: 
Pyramiden mit gleicher Grundfläche und gleicher Höhe haben gleiches Volumen. 


Wegen der stets möglichen flächengleichen Verwandlung der Grundfläche in ein Dreieck oder 
wegen der stets möglichen Zerlegung der Grundfläche in Dreiecke genügt es, das Volumen einer 
dreiseitigen Pyramide zu berechnen. 


Das Volumen einer dreiseitigen Pyram 





es Prismas, das gleiche 





gleiche Pyramiden Vı, Va, Vs zerlegen. Vı und Vz haben Grund- und Deckfläche des Prismas zu 


Grundflächen, A DEF = A ABC, und die Höhe des Prismas zur Höhe, BE= CF. Vs und Va 
aber haben wegen AACF= A AFD gleiche Grundflächen, und für beide ist der Abstand des 
Punktes B von der Seitenfläche A OF D Höhe. 1 

Sind also @ die Grundfläche und Rh die Höhe einer Pyramide, so hat sie das Volumen V = 3 @*h. 





3 | Rauminhalt der Pyramide 

Im Cavalierischen Prinzip kommt es nur auf 

die Flächengleichheit paralleler Schnitte, nicht 

. auf die Gestalt dieser Schnitte an. Der Kegel 
h darf als spezielle Pyramide mit der Grund- 

fläche @ = xr? angesehen werden, d.h., für 

ihn gilt: 


Kegel mit gleicher Grundfläche und gleicher 
E Höhe haben das gleiche Volumen. 

Das Volumen eines Kegels ist ein Drittel des 
Volumens des Zylinders, der gleiche Grund- 
fläche und Höhe hat. 






Zerlegung eines dreiseitigen Prismas in drei drei- 
seitige Pyramiden 





PYRAMIDENSTUMPF UND KEGELSTUMPF 


Ein Pyramidenstumpf ensteht, wenn durch eine Ebene parallel zur Grundfläche @ı einer Pyramide 
von ihr die Ergänzungspyramide abgeschnitten wird (Abb.). Sind Ga die Schnittfläche und A’ die 


0O0=@GWh+@-+M 


Höhe der abgeschnittenen bzw. H die der ursprünglichen Pyra- 
mide, so sind h= H- h’ die Höhe des Pyramidenstumpfes, Gi 
seine Grund- und @s seine Deck- 
fläche. Der Pyramidenstumpf heißt 
gerade, schief oder regelmäßig, je 
nachdem, ob es die ursprüngliche 
Pyramide war. Seine Oberfläche O 
setzt sich aus Gi, @2 und dem Man- 
tel M zusammen, der aus n Trapezen, 
besteht, wenn Gı ein r-Eck ist. 
Der Pyramidenstumpf hat dann 2n 
Grundkanten und n Seitenkanten. 
Von einem quadratischen geraden 
Pyramidenstumpf mit den Grund- 
Pyramidenstumpf kanten a und 5b sind die Seiten- 
flächen gleichschenklige Trapeze; ist 


ihre Höhe „ = ) h? + - (@a— b)?, so erhält man für seine Oberfläche O = a? + b? 1 4- S iu P N 
= a? +5? -+2n(a + b). Aus einem Kegel entsteht entsprechend durch einen Schnitt parallel 
zur Grundfläche ein Kegelstumpf (Abb.). Sein Mantel M läßt sich abwickeln. Sind rı und r3 die 
Radien von Grund- und Deckfläche eines geraden Kreiskegelstumpfs und s seine Mantellinie, so läßt 
sich sein Mantel als Differenz zweier Kreissektoren berechnen. In einem Achsschnitt des ursprüng- 
lichen Kegels sind die Radien rı, rs Parallelen, die von der ursprünglichen Höhe H und der 





Pyramidenstumpf 
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ursprünglichen Seitenlinie S die Höhe h’ und die Seitenlinie s’ des Ergänzungskegels abschneiden, 
H=h+h, S=s-+ 38°. Nach dem Strahlensatz gilt rı :ra= (8 + 8’) :s’ oder (rı ra) :rı=8:$%, 


d.h. &= nn bzw. 8’ :s=ra:(rı — re) oder 3’ = ab. Für die Oberfläche O dieses Kegel- 


rı—rn nr 
stumpfs erhält man O= rar? + ara? + a(rı + ra)8. 








_ Mantel M und Oberfläche O M=nas(n+n) 


des geraden Kreiskegelstumpfs | O= z[(r? + r22) +s(rı + r)] = 7 [dı? + da? + 28 (dı + da)] 





Viele Gegenstände des täglichen Bedarfs ähneln 
einem Pyramidenstumpf, z.B. der Wäschekorb, 
die Backform, der Kastenwagen; die Form von 
Kegelstümpfen haben z.B. Lampenschirme, 
Blumentöpfe, Wassergläser. 


Volumen. Sind Gı und (k + h’) Grundfläche und 
Höhe der v 'sprünglichen, @s und h’ aber Grund- 
fläche und Höhe der Ergänzungspyramide, so 
ist das Volumen V des Pyramidenstumpfs 


1 
=; [Gı(k + h’) — Gah’]. Da sich die Inhalte 


paralleler Schnittflächen wie die Quadrate ihrer 
Abstände vonder Spitze verhalten, gilt r’:(h-+h’) 





Kegelstumpf 
—Y@; : YGı. Durch korrespondierende Addition 
hY@ hY@ 
und Subtraktion ergibt sich hieraus h’ = AV und (k+Ah) = AV _ Damit erhält 


Year - V@: 


YaA-VYa 
man für das Volumen V des Pyramidenstumpfs 


h GG: = GsV Ga hGı?- Ge) Gı Ga + GılGı Ga — Qt? A 


Eine entsprechende Beziehung ergibt sich für den Kegelstumpf aus Gı = rrı? und Ga = nzra®. 


h h h 
 Kegelstumpf ‚= — r?+nnrs+r?) | IV» (rı? + r2?) oder V x — (rı + ra)? 





Mit den angeführten Näherungsformeln erhält man in praktischen Berechnungen oft Ergebnisse 
ausreichender Genauigkeit. Diese Ergebnisse sind um so genauer, je mehr der Pyramidenstumpf 
der Form eines Prismas zustrebt (Gı & @2) bzw. der Kegelstumpf der Form eines Zylinders (rı & ra). 
Die beiden erstgenannten Näherungsformeln liefern stets etwas zu große, die andere stets etwas zu 
kleine Maßzahlen im Ergebnis. 


V. Polyeder 


EULERSCHER POLYEDERSATZ 


Sind Körper nur von ebenen Flächen begrenzt, so werden sie Ebenflächner, ebenflächige Körper, 
Vielflächner oder Polyeder genannt; Würfel, Quader, Prisma, Pyramide und Pyramidenstumpf 
sind Polyeder. 

Ein Polyeder heißt konvex oder Eulersches Polyeder, wenn die Verbindungsstrecke von zwei beliebi- 
gen seiner Punkte stets nur Punkte aus dem Innern des Polyeders enthält. Nach dem Schweizer 
Mathematiker Leonhard EvLer (1707—1783) ist auch der Eulersche Polyedersatz benannt, den 
vermutlich schon ARCHIMEDES (um 287-212 v.u.Z.) und mit Sicherheit der französische Mathe- 
matiker Ren& DEscArTEs (1596— 1650) kannten. 


Eulerseher Polyedersatz: Ist e die Anzahl der Eeken, f die Anzahl der Flächen und k die Anzahl 
der Kanten eines konvexen Polyeders, so glte+f—-k= 2. | | 
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Zum Beweis des Eulerschen Polyedersatzes stellt man sich das Polyeder als Hohlkörper mit einer 
dünnen Gummihaut als Oberfläche vor. Schneidet man eine der Begrenzungsflächen aus, dann läßt 
sich die restliche Oberfläche so strecken, daß man sie flach auf eine Ebene legen kann (Abb.). Bei 
diesem Vorgang ändern sich zwar die Größe der Winkel zwischen den Kanten und die Form der 
Flächen, aber nicht ihre Anzahl. Lediglich die Anzahl der Flächen hat sich beim Herausschneiden 
der einen Fläche um 1 vermindert. Der Polyedersatz ist also richtig, wenn für das in die Ebene 


gelegte Netz gilt: e+f—k=|1. 
Zerlegt man das Netz durch Zie- 
hen von Diagonalen in Dreiecke, 
so ändert sich an der Summe 
e-+f-—k nichts, weil sich jeweils 
sowohl f wie k um 1 erhöhen. 
Entfernt man - vom Rande her 
beginnend — jeweils von einem 
Dreieck eine Kante, die nicht 


Ebenes Netz eines Würjels zum Beweis des Eulerschen Polyeder- gleichzeitig einem anderen Drei- 
satzes eck angehört, so nehmen f und k 


je um 1 ab; entfernt man eine 
Kante mit einer Ecke, die keiner Fläche mehr angehören, so nehmen e und k je um 1 ab; die 
Differenzen f— k bzw. e— k bleiben dabei unverändert. Man fährt so fort, bis schließlich nur 
noch ein Dreieck übrigbleibt, für dse= 3, k= 3und f= 1gilt, der Polyedersatze+/—k=1 
also richtig ist. 





REGELMÄSSIGE POLYEDER 
Die fünf platonischen Körper. Besteht die Oberfläche eines Polyeders aus lauter regelmäßigen, 


untereinander kongruenten n-Ecken (n = 3, 4, 5), so spricht man von regelmäßigen Polyedern, 
platonischen (nach dem griechischen Philosophen PLATON, 427—347 v.u.Z) Körpern oder kosmischen 
Körpern (Abb.). 


Tetraeder Oktaeder Hexaeder 








es 
a 


Jkosaeder | Pentagon dodekaeder 





Die fünfregelmäßigen Körper und ihre Netze: T'etraeder oder Vierflächner ; Oktaeder oder Achtflächner ; 
Hexaeder oder Sechsflächner (Würfel) ; Ikosaeder oder Zwanzigflächner; Pentagondodekaeder oder 
Zwölfflächner 
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Nach dem Satz, daß die Summe aller Kantenwinkel einer Ecke kleiner als 360° ist, kann es nur 
fünf regelmäßige Körper geben. 1. Bei Begrenzung des Polyeders durch gleichseitige Dreiecke kann 
nämlich eine Ecke, da ihre Kantenwinkel je 60° sind, nur aus drei oder vier oder fünf Seitenflächen 
gebildet sein; für sechs Seitenflächen wäre die Summe der Kantenwinkel bereits 6 - 60° = 360°; 
2. bei Begrenzung des Polyeders durch Quadrate (Kantenwinkel je 90°) und 3. durch regelmäßige 
Fünfecke (Kantenwinkel je 108°) kann eine Ecke nur aus drei Seitenflächen gebildet sein. 

Eine Begrenzung durch regelmäßige Sechsecke (Kantenwinkel je 120°) ist nicht möglich, da hier 
3 - 120° bereits nicht mehr kleiner als 360° ist. 

Aus diesen Überlegungen ergeben sich fünf Arten regelmäßiger Körper, deren Ecken-, Flächen- 
und Kantenanzahl in folgendem Schema zusammengefaßt sind: 











b Anzahl der Anzahl der ER 
egrenzende Seitenflächen regelmäßiger 

Flächen Eoken | EFIä- Kan- Körper 

einer Ecke e chenf ten k 

gleichseitige Dreiecke 3 4 4 6 Tetraeder 
gleichseitige Dreiecke 4 6 8 12 Oktaeder 
gleichseitige Dreiecke 5 12 20 30 Ikosaeder 
Quadrate 3 8 6 12 Hexaeder 
regelmäßige Fünfecke 3 20 12 30 Pentagondodekaeder 


Die einbeschriebenen und die umbeschriebenen Kugeln sind ein wichtiges Merkmal dieser Klasse von 
Körpern, denn der Mittelpunkt eines regelmäßigen Polyeders ist zugleich der gemeinsame Mittel- 
punkt der erwähnten Kugeln. Die Oberfläche der umbeschriebenen Kugel geht durch alle Ecken 
des Polyeders, die Oberfläche der einbeschriebenen Kugel berührt jede Seitenfläche in ihrem 
Mittelpunkt. Daraus folgt: Die in den Mittelpunkten der Seitenflächen errichteten Senkrechten 
schneiden sich im Mittelpunkt des Polyeders. 

Bedeuten n die Anzahl der Seiten einer Begrenzungsfläche, m die Anzahl der Kanten einer körper- 
lichen Ecke, e die Anzahl der Ecken des Polyeders, f die Anzahl der Seitenflächen, k die Anzahl 
aller Kanten, so ergibt sich, wenn a die Kantenlänge, O die Oberfläche und V das Volumen bedeu- 
ten, folgender Überblick: 









regelmäßiger 
Körper 





3 

Tetraeder 5 y2 
Hexaeder a? 

3 
Oktaeder 2a2 Y3 - 2 
Pentagon- — ng 
dodekaeder 3a? V 5(5-+ 2Y5) T (15 + 7V5) 

5 
Ikosaeder 5a: Y3 13 a?(3 +Y5) 


Dualität. Die Kreuze in der Tabelle bedeuten, daß die betreffenden Körper paarweise zueinander 
dual sind. Die Anzahl der Ecken und der Flächen tauschen sich aus, die Abbildung zeigt das am 
Beispiel von Würfel und Oktaeder. Die Kantenzahl bleibt dieselbe nach dem Eulerschen Polyeder- 
satz: +fi=h tea = k+2. 

Das Tetraeder ist sich selbst dual. 





& 


Abgestumpfte Polyeder. 
Dualität zwischen Würfel und Oktaeder Das Tetraeder wird zum Oktaeder (links), der Würfel zum 
Mittelkristall (rechts) 
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„ 


Abgestumpfte Polyeder. Schneidet man von einem regelmäßigen Polyeder die Ecken so ab, daß 
lauter regelmäßige kongruente ebene Schnitte entstehen, so kann der Restkörper wieder ein 
regelmäßiges Polyeder oder ein halbregelmäßiger (archimedischer) Körper sein, je nachdem, ob 
bei dem abgestumpften Körper sämtliche Flächen kongruent sind oder an jeder Ecke regelmäßige 
n-Ecke mit unterschiedlichen Eckenzahlen zusammenstoßen (Abb.). Der abgestumpfte Würfel 
in der Abbildung heißt Miitelkristall, weil er ebensogut aus einem Oktaeder erzeugt werden kann, 
wenn man auch dort die Schnitte durch die Kantenmitten 
führt. Man kann jedoch beispielsweise einen Würfel auch so 
abstumpfen, daß aus jeder Seitenfläche (Quadrat) ein regel- 
mäßiges Achteck wird. 


KRISTALLE 


Während die meisten in der Natur vorkommenden Körper un- 
regelmäßig begrenzt sind, treten die Kristalle unmittelbar als 
mathematische Körper auf. Schon der dänische Arzt und 
Naturforscher Niels STENSEN (1638— 1668) entdeckte das für sie 
gültige Gesetz der Winkelbeständigkeit, nach dem die Winkel 
zwischen entsprechenden Flächen in allen Kristallen desselben 
Stoffs denselben Wert haben. Zur Beschreibung ihrer Symme- 
trieeigenschaften wird außer den Begriffen Symmetriezentrum 
und Symmetrieachse noch der Begriff Symmetrieebene verwendet. 
u Im Würfel treten außer den drei Symmetrieachsen durch die 
Hauptebenen des Würjels Mittelpunkte gegenüberliegender Seitenflächen noch 9 Symme- 
trieebenen auf. Die drei Hauptsymmetrieebenen oder Haupt- 
ebenen verlaufen parallel zu zwei gegenüberliegenden Seitenflächen durch den Mittelpunkt des 
Würfels. Auf jeder von ihnen stehen je zwei weitere Symmetrieebenen senkrecht, die je zwei 
Raumdiagonalen des Würfels enthalten (Abb.) 





Die Tabelle gibt eine Übersicht über die Symmetrieebenen der sechs Kristallsysteme. 





Anzahl der 
Symmetrie- 
ebenen 


System Beispiele 










Würfel (Steinsalz); Oktaeder (Magneteisenstein); Tetraeder 


regulär 
(Fahlerz); Dodekaeder (Schwefelkies) 


hexagonal sechsseitiges Prisma, sechsseitige Doppelpyramide (Quarz, 

z. B. Bergkristall) 
tetragonal Quadratische Säule und Pyramide 
rhombisch Doppelpyramide über Rhombus (Schwefel) 
monoklin (Orthoklas = gemeiner Feldspat) 
triklin (Kupfersulfat) 

VL Kugel 
ALLGEMEINES 


Wird ein Kreis (Halbkreis) um seinen Durchmesser gedreht, so beschreibt die Kreisperipherie 
eine Kugelfläche. Der von einer Kugelfläche vollständig abgeschlossene Teil des Raumes heißt 
Kugel. Die Kugelfläche ist der geometrische Ort aller Punkte des Raumes, die von einem festen 
Punkt dieses Raumes einen konstanten Abstand haben. Der feste Punkt ist der Mittelpunkt der 
Kugel. Oft wird die Kugelfläche auch als Kugel bezeichnet. Die Kugelform spielt im täglichen 
Leben des Menschen eine große Rolle; man denke z.B. an das Kugellager, das Kugelgelenk, an 
den Ball oder an die Himmelskörper. 


Gegenseitige Lage von Kugel und Geraden. Gerade Linien haben mit einer Kugelfläche entweder 
zwei Punkte, nur einen Punkt oder keinen Punkt gemein. 


Sekante,Sehne. Eine Sekante schneidet die Kugelfläche in zwei Punkten. Den Abschnitt auf ihr, 
der nur Punkte der Kugelfläche bzw. des Kugelinnern enthält, nennt man Sehne. Die größten 
Sehnen sind die Kugeldurchmesser; sie werden vom Kugelmittelpunkt halbiert. Jede Strecke vom 
Kugelmittelpunkt zu einem Punkt der Kugelfläche ist ein Radius. 

Tangente. Die Tangente berührt die Kugel in einem Punkt (Abb.). Im Berührungspunkt sind 
beliebig viele Tangenten möglich; sie spannen die Tangentialebene auf. Der Berührungsradius steht 
im Berührungspunkt senkrecht auf der Tangentialebene. 
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Gegenseitige Lage von Kugel und Ebenen. Ebenen haben mit der Kugelfläche entweder eine Kreis- 
linie (Abb.), einen oder überhaupt keinen Punkt gemeinsam. 

Kugelkappe, Kugelsegment. Jede Ebene schneidet die Kugel in einem Kreis, der ein Klein- 
oder ein Großkreis ist (vgl. Hauptabschnitt Sphärische Trigonometrie). Die Ebene teilt die Kugel- 


Tangente 






=, r 
>» 


en 
N 





Kugel und Gerade Der Schnitt von Kugelfläche und Ebene ist ein Kreis 


fläche jeweils in zwei Kugelkappen oder Kalotten und die Kugel in zwei Kugelsegmente oder Kugel- 
abschnitte. Die Kalotten und die Kugelabschnitte sind einander gleich, wenn die Ebene durch den 
Kugelmittelpunkt geht. 

Kugelzone, Kugelschicht. Zwei zueinander parallele Ebenen schneiden aus der Kugel eine 
Kugelschicht, aus der Kugelfläche eine Kugelzone aus. Sie werden von zwei Kleinkreisen begrenzt, 
von denen höchstens einer Großkreis sein kann. Zwei Großkreise teilen die Kugel stets in vier paar- 
weise gleiche Kugelkeile, die Kugelfläche in vier paarweise kongruente Kugelzweiecke. 


Sektor 


Schicht 





Durch- 
Messer 





Segment 
Kappe Großkreis Halbkugel 
Die Kugel und ihre Teile 


Kleinkreis 


Kugelsektor. Gleitet ein Kugelradius entlang einer von einer schneidenden Ebene in der Kugel- 
fläche erzeugten Kreislinie (Leitkurve), so beschreibt er eine Kegelfläche und teilt die Kugel in zwei 
Kugelsektoren oder Kugelausschnitte. Ist die Leitkurve ein Großkreis, so entarten die die beiden 
Kugelsektoren trennende Kegelfläche zur Großkreisfläche und die Kugelsektoren zu Halbkugeln. 
Die wichtigsten Kugelteile sind in der Abbildung dargestellt. 
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RAUMINHALT 


Rauminhalt der Kugel. Nach dem Prinzip von Cavalieri hat die Halbkugel vom Radius r dasselbe 
Volumen wie ein gerader Kreiszylinder vom Radius r und der Höhe r, aus dem ein gerader Kreis- 
kegel mit gleichem Grundkreisradius r und gleicher Höhe r ausgebohrt wurde (Abb.). 

FE Eine Ebene im beliebigen Abstand rı(rı <r) 
0,-V\r=7, von der Grundfläche und parallel zu ihr 
schneidet die Halbkugel in einem Kreis 
mit Radius gı = r? — rı?, den Restkörper 
dagegen in einem Kreisring mit den 
Radienr undr;. Die Schnitiflächen haben 
danach die Inhalte Aı = zo1? = x(r? —rı?) 
und As = nr? — nrı?, d.h., sie sind flächen- 


elr®=r;°) 









ru 2 
Ve=ınr —<r! =<ıar. 


3 3 

Rauminhalt der Kugelteile. 
Kugelsegment. Die Volumen- 
formel für das Kugelsegment 
(Abb.) wird nach dem gleichen 
Prinzip (Vergleich von Halbkugel 
mit Zylinderrestkörper) hergelei- 
tet. Dabei tritt jedoch an die 
Die Volumina dieser drei Körper verhalten sich wie 3:2:1 Stelle des Kegels ein Kegel- 
stumpf: 





T 





2 
= (3r — hı). 


Wegen o? = r? — (r — hı)? = 2r hı — hı? oder 6r hı — 2hı? = 30°? + hı? gilt auch 


h h 
= rh- [er + Fr + A) > Brh- Ar] = 


h 
V-7, 80 + Mh), 


wenn r der Radius der Kugel, kı die Höhe des Segments und o der Radius des Schnittkreises sind. 





Zur Herleitung des Volumens eines Kugelsegments Zur Herleitung des Volumens einer Kugelschicht 


Kugelschicht. Hat eine Kugelschicht zwischen den Schnittkreisen mit den Radien oı und ga die 
Höhe Ah, so ist ihr Volumen nach dem Cavalierischen Prinzip die Differenz eines Zylinders x r? h 
und eines Kegelstumpfes mit den Grundkreisradien rı = (rr + h) und ra (Abb.). Man erhält 


h h 

Vearh- u Ira + hl? + (rat h)retrae]= ze [672 — Gr2? — 6rah — 2h?]. Nach den Bezie- 
hungen 01? = r? — (ra + h)?, &@?® = r? — r3?, 01? + 0a? = 2r? — 2rh — 2? — h?, 301? + 302? + A? 
— 6r? — 6732 — Gr, h — 2h? gilt für das Volumen 7 = z (301? + 3022 + R2). 





 Rauminhalt der Kugelschicht | V = = (381? + 302? + A%) 
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Kugelsektor. Das Volumen des Kugelsektors (Abb. A ist die Summe der Volumina eines Kugelseg- 
2 


h 
ments und eines Kegels; Vgektor = n (3r—h)+- zo: (r — h), wobei h die Höhe des Segments, 


(r — h) die Höhe des Kegels und e de Radius 

des Leitkreises sind. Wegen e®@=h(2r — h) 
2 

gilt schließlich Vgektor = 3” re h. 

Hohlkugel. Eine Hohlkugel entsteht, indem aus einer Kugel mit dem Radius rı eine zweite, kon- 

zentrisch zur ersten liegende Kugel mit dem Radius rs (rı > ra) ausgespart wird. Das Volumen der 

Hohlkugel ist dann die Differenz zwischen — — 


den Volumina der beiden Vollkugeln | = a 
en olumıns er eiden oO uge Ba uminhalt der Hohlkugel V = 3 Te (rı? — r2°) 


Rauminhalt des Kugelsektors. 








4 4 4 
Vroikuge=zarı? - zan’=zalntn). 


OBERFLÄCHE 


Oberfläche der Kugel. Zum Unterschied vom Mantel des Kegels oder des Zylinders läßt sich die 
Kugelfläche nicht in eine Ebene abwickeln. Zur Herleitung der Formel für die Kugeloberfläche 
sind Grenzbetrachtungen notwendig. 

Denkt man sich die Kugeloberfläche O in n kleine Vielecke unterteilt, so ist der Kugelraum durch 
die Radien, die von den Ecken dieser Vielecke ausgehen, aus n pyramidenähnlichen Teilkörpern 
der Grundfläche @;, und der Höhe Ah, zusammengesetzt. Je größer n ist, um so kleiner werden die 
Flächen @,, um so weniger unterscheiden sich die Höhen h; vom Kugelradius r, die Summe der 


Grundflächen @; a der Oberfläche O und die u der Teilkörper — 2 h: vom Volumen der 


Kugel. Aus lim 5 G=0, imA,=r und lim 56 k=V Ken sich die Beziehung 


n—>coo i=1 No n>oo ; i=1 
zu a Obzw.O = Er äe 4nr?. Oberfläche der Kugel 

Der Inhalt der Kugeloberfläche ist das Vierfache des Flächeninhalts eines Großkreises der Kugel. 
In Analogie zum Kreis hat die Kugel unter allen Körpern mit gleicher Oberfläche das größte Volumen 
bzw. unter allen Körpern mit gleichem Volumen die kleinste Oberfläche (vgl. isoperimetrisches 
Problem im Hauptabschnitt Variationsrechnung). Diese Eigenschaft der Kugel hat große Bedeu- 
tung; für Flüssigkeitströpfehen und Sterne sind die Verdunstung und der Wärmeausgleich wegen 
ihrer kugelförmigen Gestalt geringer, als sie es für andere Formen wären. Auch in der Technik 
werden aus diesen Gründen und wegen des großen Fassungsvermögens kugelförmige Behälter für 
Gase und Flüssigkeiten oft bevorzugt. 


Oberfläche der Kugelteile. Zur Ermittlung der Formel für den Flächeninhalt O der Kugelkappe 





2 
verfährt man analog wie bei der Kugeloberfläche, d.h., man geht von Vgektor = z7 r:h und der 


2 1 
Beziehung 3” rh= ar OKappe aus. Daraus folgt Ogappe = 2rr h, wobei h die Höhe des zugehörigen 


Segments ist (Abb. Bezeichnung der Kugelteile). Der Flächeninhalt der Kugelzone kann als Differenz 
zwischen den Flächeninhalten zweier Kugelkappen aufgefaßt werden. Wenn Ah die Höhe der zu- 
gehörigen Kugelschicht, ka die Höhe der größeren, hı die der kleineren Kugelkappe ist, ergibt sich: 
O Zone = OKappe2 — OKappel =2nrha—- 2nrhı = 2rnr (ha — hı), und wegen hr—-hı=h folgt 
Ozone = 2rr 

Man beachte die formale Gleichheit der beiden Formeln für Ogappe und Ogone, in denen jedoch h 
unterschiedliche Bedeutung hat. 

Der Inhalt der Oberfläche des Kugelsektors ist die Summe der Flächeninhalte von Kugelkappe 
und Kegelmantel: Ogektor= 2nrk + ner=nrr(2h -+ e), wobei h die Höhe des zugehörigen 
A e der Radius des Kegelgmundireisen und r zugleich Kugekediue und Kegelmanitellinie ist. 


Kugelkappe 0 = =2nrh Kugelzone 0=2 arh Kugelsektor O= =nr(2h >e). | 





VII Weitere Körper 


ROTATIONSKÖRPER 


Kegel, Kegelstumpf und Kugel werden u.a. auch als von einer Drehfläche erzeugte Rotations- 
körper definiert. Der Mathematiker Paul GuLoın (1577-1643) befaßte sich in einem seiner Werke 
mit den nach ihm benannten @uldinschen Regeln, die angeblich bereits dem griechischen Mathema- 
tiker Papptvs von Alexandria (Ende des 3. Jh. u. Z.) bekannt gewesen sein sollen, 
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1. Guldinsche Regel für Flächenbereehnungen | 2. Guldinsche Regel für Volumenbereehnungen 
Der Flächeninhalt einer Drehfläche ist gleich | Das Volumen eines Drehkörpers ist gleieh dem 
dem Produkt aus der Bogenlänge der die Dreh- | Produkt aus dem Fläecheninhalt der den Dreh- 
fläche erzeugenden Kurve und der Länge des | körper erzeugenden Fläche und der Länge des 
Weges, den der Schwerpunkt dieser Kurve bei | Weges, den der Sehwerpunkt dieser Fläche bei 
einer Volldrehung um die Drehachse besehreibt. | einer Volldrehung um die Drehachse beschreibt. 
Diese Regeln werden in der Integralrechnung abgeleitet. Weitere Eigenschaften der Rotationskörper 
werden in der Differentialgeometrie geschildert. 





Beispiel: Ein Torus entsteht durch Rotation eines Kreises mit 
dem Radius r um eine Achse, die in der Ebene des Kreises liegt 
und von seinem Mittelpunkt den Abstand a > r hat. Der Weg des 
Schwerpunktes ist 2r a, die rotierende Bogenlänge 2rr und der 
Flächeninhalt des Kreises n r?. Danach hat der Torus die Ober- 
fläche O=2rr'2na=4n?ar und den Rauminhalt V=nr?:2na 
= 2n?ar? (Abb.). 


FÄSSER, PRISMOIDE 


Faßinhalt. Das Volumen unregelmäßig gestalteter Körper kann 
mit Hilfe der nach dem englischen Mathematiker Thomas SIMPsoNn 


Torus als Rotationskörper (1710-1761) benannten Simpsonschen Regel berechnet werden (vgl. 


Hauptabschnitt Praktische Mathematik). Denkt man sich durch 


den Körper (Höhe H) in gleichen Abständen parallele Querschnitte @o, Gi, ..., @n (n gerade) 


gelegt, so gilt, wenn man in der Simpsonschen Formel zn Stelle von k und Gb, Gh, @», ... 


H 
an Stelle Von Yo, Yı Y2 »» - setzt, ve In [Go + 4(Gı m Ga + Gs +. .) En 2(@s u Ga -r Ge En .. «) + Gn]- 


en 
REN 
en DE Ta 


eo BR Sl 


Kreistonnenkörper 





Aus dieser Regel wird eine Formel zur Berechnung des Volumens V faß- 
ähnlicher Körper (Höhe H) hergeleitet. Begnügt man sich mit den Quer- 
schnitten @o, G1, @2 (Go Deckfläche, @2 Bodenfläche, GL = M Querschnitts- 
fläche in halber Höhe), so er- 


hält, man die nebenstehende . H 
Formel. Sind die Dauben (ge- Faßinhalt | V= a +4M + G) 
bogene, durch Stahlreifen zu- 
sammengehaltene Holzteile der Faßwand) kreisförmig gekrümmt, so 
spricht man von einem Kreistonnenkörper (Abb.). Versteht man unter rı 
und ra die Radien von Deck- und Bodenfläche, unter H die Höhe des 
Fasses, so benutzt man als Formel für das Volumen des Kreistonnenkörpers 
nH 
Yr=  (Arı? + r2?). 

Bei parabolischer Krümmung der Faßdauben verwendet man das Volu- 

. H 
men des parabolischen Tonnenkörpers V = 8rı? + 4rıra + 3r22). 


Der Mathematiker und Astronom Johannes KrrLEr (1571-1630) schrieb 


zwischen der Entdeckung des zweiten und des dritten Gesetzes der Planetenbewegung ein umfang- 





reiches Buch: ‚„Stereometrie des Fasses“, in dem er 
sich sehr ernsthaft mit den Ursachen für die Form- 
gebung der Fässer auseinandersetzt. 


Prismoide (Prismatoide). Ein Prismoid ist ein Polyeder 
mit zwei zueinander parallelen beliebigen Vielecken als 
Grund- und Deckfläche und mit Dreiecken oder Trape- 
zen als Seitenflächen. 

Prisma, Pyramide und Pyramidenstumpf sind Sonder- 
formen des Prismoids insofern, als beim Prisma Grund- 
und Deckfläche, auf denen die Seitenflächen senkrecht 
stehen, kongruent sind und bei der Pyramide die Deck- 
fläche zu einem Punkt, der Spitze, zusammenge- 
schrumpft ist (beim Pyramidenstumpf der Spitze der 
Ergänzungspyramide). 


Ponion 
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Weitere Sonderformen sind: der Keil, bei dem die Deckfläche in eine Gerade als Schneide zu- 
sammenschrumpft und der Ponton (Abb.). Ein Keil wird durch einen ebenen, zur Grundfläche 
parallelen Schnitt in einen Ponton und einen Ergänzungskeil zerlegt; Grund- und Deckfläche des 
Pontons sind ähnlich, die Seitentrapeze paarweise kongruent. Ist die Höhe eines Pontons sehr viel 
größer als die Seiten der Grund- und der Deckfläche, so bezeichnet man diesen Körper oft als 
Obelisk. 

Sind Gı und @, die Grund- und die Deckfläche, h die Höhe und M der Mittelschnitt des Prismoids, 
so gilt 

h 
= Ahr 4M + @.). 


Diese Formel stimmt überein mit der zur Berechnung des Volumens eines Fasses, das ja nach der 
Simpsonschen Regel in lauter prismoidenähnliche Teilkörper zerlegt werden kann. 
Aus der Prismoidenformel ergibt sich das Volumen des Pontons und des Keils. 


= —— Tg Lu 


A a 
= gllab+ed)tad+be]l 







Ponton; Seiten «, b der Grund- und c, d der Deckfläche | 










Keil; Schneide cı parallel zua VYı= = -b2a+c) 


a m u ni a 


In der Technik spielt der Keil als Spaltwerkzeug und als Maschinenelement (z. B. Haltekeil) eine 
große Rolle. Pontons sind als schwimmende Bauelemente transportabler Rrücken und Schiffsdocks 
bekannt. Der Obelisk war ein Kultsymbol des altägyptischen Sonnengottes (s. Tafel 34). Auch 
in unserer Zeit findet man in vielen Orten freistehende Steindenkmäler in Obeliskenform, z.B. 
in Potsdam am Eingang des Parks von Sanssouci. Schließlich haben viele Dachformen die Gestalt 
von Prismoiden, z. B. Satteldach, Walmdach (althd. walbo, Hohlziegel), Terrassendach (lat. 
terracca, Erdstufe), Sheddach (engl. shed, Schutzdach). 
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Die darstellende Geometrie hat die Aufgabe, Raumgebilde nach Gestalt, Größe und Lage zeichne- 
risch zu bestimmen. Mit dieser Zielsetzung ist sie ein Teilgebiet der Mathematik, das als Hilfsmittel 
lediglich der Sätze der elementaren Planimetrie und Stereometrie bedarf. Ihr Anwendungsgebiet ist 
sehr weit, denn überall dort, wo man Maschinen, Apparate und Bauwerke plant und entwirft, 
müssen Körper und Flächen in den zwei Dimensionen der Zeichenebene abgebildet werden. Man 
braucht also Zeichnungen, die einerseits anschaulich sind, aus denen sich aber andererseits auch 
genaue Größenangaben ablesen lassen. Die darstellende Geometrie hat zur Lösung dieser Aufgabe 
verschiedene Verfahren entwickelt, in denen entweder die Anschaulichkeit oder die Maßgerecht- 
heit mehr zur Geltung kommen; je nach den Bedürfnissen wird man unter diesen Darstellungs- 
weisen zu wählen haben. 

Daneben schult das Studium der darstellenden Geometrie das räumliche Anschauungsvermögen, 
das in Wissenschaft und Technik oft ünentbehrlich ist. Ohne die Fähigkeit, die Lage und die 
Bewegungen von Körpern im Raum anschaulich zu erfassen, wird man schwerlich den Aufbau 
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unseres Planetensystems, den Wechsel der Jahreszeiten und den von Tag und Nacht begreifen, 
Wie nützlich diese Fähigkeit auch im Alltag ist, erkennt man an der Aufgabe, ein Auto so im 
Schatten eines Baumes abzustellen, daß es auch für die nächsten Stunden in diesem Schatten bleibt, 
Die Autofahrer lösen diese Aufgabe allerdings meist, ohne sich darüber klar zu werden, daß der 
Schatten eine schräge Parallelprojektion des Baumes ist. 

Das anschaulichste Abbildungsverfahren geben die photographische Aufnahme und eines unserer 
Augen; die Benutzung von zwei Augen macht das räumliche Sehen möglich, bringt also eine ganz 
andere Wirkung zustande. Es ist dies das Verfahren der Zentralprojektion, nach dem eine kleine 
Lichtquelle, die sich im Projektionszentrum P befindet, ein Schattenbild etwa von dem Draht- 
modell eines Würfels auf eine Projektions- oder Tafelebene 7’ (Abb.) wirft. Zeichnet man mit einem 





Entstehung der Zentralprojektion 
A’B’C’D’E’'F'@'H’ des Würfels ABCDEFGH durch Projektion vom Punkte P aus auf die Ebene T 


Stift das Schattenbild nach und nimmt sodann das Würfelmodell fort, so hat ein in P befindliches 
Auge den Eindruck des ursprünglichen Körpers. Dieses Verfahren, das ebene Bild eines Körpers 
durch Schattenwerfen zu gewinnen, nennt man Projizieren (lat. proicere, vorwerfen), das so er- 
haltene Bild Projektion. Rückt das Projektions- 
zentrum P in sehr große (unendliche) Entfer- 
nung, so werden die von P ausgehenden 
Projektionsstrahlen annähernd parallel. Dann 
entsteht eine Abbildung, die man schräge Par- 

allelprojektion oder Schrägbild nennt (Abb.). 
Wegen der riesigen Entfernung der Sonne von 
der Erde kann man ihre Strahlen als parallel 
ansehen. Sie vermitteln deshalb beider Schatten- 
projektion ein Schrägbild. Dieses ist, wenn 
kleine Körper dargestellt werden, fast ebenso 
anschaulich wie das durch Zentralprojektion 
gewonnene Bild. Das Schrägbild hat gegenüber 
diesem den Vorteil, sich leichter konstruieren 
zu lassen. Auch das Erkennen von Maßen aus 
dem Schrägbild ist einfacher. Die beiden Abbil- 

dungen auf dieser Seite sind Schrägbilder, 
Fallen parallele Projektionsstrahlen dagegen 
senkrecht auf die Zeichenebene, so spricht man 
a . f von senkrechter Parallelprojektion. Hier ist die 
Entstehung des Schrägbildes eines Würfels Maßgerschtheit am größlen, 'und deshalb ia 
diese Abbildungsweise, die vielfach auf zwei 

oder drei Ebenen (Tafeln) durchgeführt wird, in der Technik die wichtigste. 
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I. Senkrechte Parallelprojektion 


EINTAFELPROJEKTION 


Punkt und Gerade. Bei der senkrechten Parallelprojektion auf eine Tafelebene 7 entspricht jedem 
Raumpunkt A ein Bildpunkt A’, den man gewinnt, indem man das Lot von A auf die Ebene 7 
fällt (Abb.). Die Tafelebene T gilt dabei stets als unbegrenzt; nur um sie deutlich zu machen, ist in 
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Raumpunkt A und Bildpunkt A’ bei der Einiafel- Durch zwei Punkte bestimmte Gerade in der 
projektion Eintafelprojektion 


den Abbildungen ein Teil von ihr herausgehoben. Durch die Angabe der Höhe des Raumpunktes A 
über der Ebene 7 wird die Lage des Punktes A üm Raume festgelegt; sie wird als Maßstab dem Bild- 
punkt beigefügt. Die Bilder zweier Punkte A und B sind in der Abbildung angegeben. 

Eine Gerade im Raum ist durch zwei 
Punkte A und B eindeutig festgelegt. 
Da alle ihre Punkte durch Fällen des 
Lotes auf die Tafelebene T abgebildet 
werden, ist das Bild der Geraden die 
Gerade durch A’ und B’ (Abb.), falls 
die gegebene Gerade nicht senkrecht 
auf der Projektionsebene 7' steht und 
daher die Punkte A’ und B’zusammen- 
fallen. Die Gesamtheit aller Strahlen, 
die bei der Projektion einer nicht senk- 
recht auf T stehenden Geraden mit- 
wirken, bildet die projtzierende Ebene. 
Den Durchstoßpunkt S einer Geraden 
durch die Tafelebene nennt man den 
Spurpunkt der Geraden. Er ist für 
Geraden, die nicht ganz in der Ebene 7 





liegen, der einzige Punkt, der mit seiner — / 
Projektion S’ zusammenfällt, S = 5°. A [9] ° / 
Ist eine Gerade g durch die Punkte A rn J 
und B gegeben und A’ verschieden 0) An 
von B’,so wird ihr Spurpunkt S$ durch [B] 


dasfolgendeUmklappungsverfahren ge- 
wonnen, dasin der darstellenden Geo- 
metrie eine große Rolle spielt (Abb.). 
Die vier Punkte A, B, B’, A’ bilden die Ecken eines Trapezes, das senkrecht auf der Tafelebene T 
steht. Die Seite A’ B’ liegt in der Ebene T. Die Seiten AA’ und BB’ stehen senkrecht auf dieser 
Seite A’B’; ihre Längen sind durch die Höhen der Punkte A bzw. B gegeben. Das Trapez ABB’4’ 
ist daher leicht zu zeichnen. Klappt man es um die Achse A’B’ in die Ebene T, so wandern die 
Punkte A und B auf einem Viertelkreisbogen, wie man sich mit Hilfe eines Winkellineals ver- 
anschaulichen kann, auf dessen Hypotenuse die Punkte A und B markiert sind. Die umgeklappten 
Punkte A und B werden mit [A] bzw. [B] bezeichnet. Die Gerade durch [A] und [B] ist die Um- 
klappung [g] von g. Wie alle Umklappungen von Geraden ist sie in der Abbildung strichpunktiert 
gezeichnet. Sie schneidet das Bild g’ der Geraden g im gesuchten Spurpunkt S, der bei der Umklap- 
pung festgeblieben ist, Der Schnittwinkel « von g’ und [g] ist der Winkel, unter dem die Gerade 
g die Tafelebene T schneidet. 


Damit ist auch die wahre Entfernung zweier Raumpunkte A und B konstruiert. Die Strecke [4] [B] 
ist die wahre Größe der Strecke AB. 


Zwei Geraden im Raum. Schneiden sich zwei Geraden im Raum, so haben ihre Projektionen einen 
gemeinsamen Punkt. Es ist dies die Projektion des Schnittpunktes. 


Umklappung der projizierenden Ebene einer Geraden 
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Die Umkshrung dieses Satzes ist allerdings nicht richtig: Schneiden sich die Projektionen zweier 
Geraden, so brauchen sich die Geraden selbst nicht zu schneiden; sie können windschief sein (sich 
decken, Abb.). Diese Tatsache führt zu folgender Aufgabe: Die Gerade gı sei durch die Punkte 
A und B, die Gerade ga durch die 
Punkte C und D gegeben. Ihre Pro- 
jektionen gı’ und ga’ mögen sich 
im Punkt R’ schneiden. Es soll 
festgestellt werden, ob die beiden 
Geraden sich schneiden oder dek- 
ken (Abb.). 
Zu diesem Zweck klappt man die 
Trapeze ABB’A’ und CDD’C’ 
in die Zeichenebene um und 
gewinnt die Trapeze [A] [B] B’4A’ 
und [C][D]D’0’. Jetzt läßt sich 
feststellen, welche Punkte der 
Zwei sich deckende Raumgeraden im Schrägbild Geraden gı und ga im Raume über 

R’ liegen; man errichtet in R’ die 

Senkrechten auf gı’ und auf gz’, die die Umklappungen [gı] und [g2] der Geraden gı bzw. gs in den 
Punkten [Rı] bzw. [Rz] schneiden. Dies sind die Umklappungen der Punkte Rı bzw. R,, die auf 


den Geraden gı bzw. 92 senkrecht über R’ liegen. Wenn R’[Rı]= R’[Rsj, so liegt Rı in derselben 

: Höhe über R’ wie Ra, d.h., es ist Rı = Rs; dann 
A schneiden sich die Geraden gı und ga. In der Abbil- 
dung ist das nicht der Fall; hier liegt gı über 9, 


denn es ist R’[Rı] größer als R’[R2]. 


-[D] Eine Ebene im Raum. Die Bildpunkte einer Ebene Z 
- . Ye“ ; überdecken die Tafelebene 7 vollständig, wenn E 
Gi N, Be [R ] ‚8 nicht senkrecht auf 7 steht. Mit Ausnahme dieses 
? 2 Sonderfalles gibt daher eine punktweise Abbildung 
NE zer ; / nicht den geringsten Anhalt über die Lage der 
1. /9,] [ RN. / Ebene im Raum. Auch die Schnittgerade der 
/9 N / Ebenen E und T, die sogenannte S'purgerade s, be- 
1 Ye] stimmt die Lage der Ebene E noch nicht völlig, 
denn alle Ebenen, die durch Drehungen von E um 
Zwei sich deckende Geraden in der Eintafel- die Achse s entstehen, haben dieselbe Spurgerade. 
projektion Kennt man aber zusätzlich einen Punkt P der 
Ebene oder den Schnittwinkel der Ebenen E und T', 

der weiter unten definiert wird, so ist die Lage von E eindeutig bestimmt. 
Liegt die Gerade g in einer Ebene E, deren Spurgerade s nicht parallel zu g verläuft, so hat sie 
einen Schnittpunkt S mit der Spurgeraden s; dieser liegt in der Tafelebene und ist daher der Spur- 

punkt der Geraden. 
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Eine Gerade, die in ein« icht 
parallel zur £ sraden verläuft, 
hat ihren Spurpunkt auf de jeraden 
‚dreser bene: - 2: =. 


Ist eine Ebene E durch die drei Punkte 4,B, C 
bestimmt, so läßt sich die Spurgerade s der 
Ebene konstruieren (Abb.). Auf Grund des eben 
angegebenen Satzes genügt es, die Spurpunkte 
zweier Dreiecksseiten zu finden; durch sie ist die 
Spurgerade s eindeutig bestimmt. Zur Kontrolle 
der Zeichengenauigkeit kann man noch den 
Spurpunkt der dritten Dreiecksseite zeichnen, 
der ebenfalls auf s liegen muß. In der Abbildung 
ist das Dreieck A’ B’ 0’ mit Parallelen zur Spur- 
geraden schraffiert. Es sind dies die Projektionen 
Ebene und Gerade im Schrägbild von Schnittgeraden zwischen der Dreiecksebene 
und Parallelebenen zurTafelebene.Diese Schnitt- 
geraden heißen Höhenlinien; sie enthalten alle Punkte einer Ebene mit gleicher Höhe über der 
Tafelebene T. Ihre Projektionen dienen in der Abbildung dazu, den räumlichen Charakter der 
Anordnung herauszuheben. 
Die Projektion der Höhenlinie durch einen Punkt K einer Ebene verläuft parallel zur Spurgeraden s 


der Ebene und geht durch die Projektion K’ von K. Der Abstand K’C der Projektion K’ von der 
Spurgeraden ist Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere Kathete KK’ sich aus dem 
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Höhenmaßstab ergibt. Man nennt dieses Dreieck KK’C, da es gleichsam die Ebene stützt, das 
Stützdreieck. Eine Parallelebene zur Tafelebene T im Abstand «a schneidet das Stützdreieck in einer 


Parallelen zur Kathete K’C im Abstand a und die Hypotenuse K C im Punkte H. CH’ ist die Pro- 
jektion von CH in T, bestimmt also den Abstand CH’ des Bildes h’ der Höhenlinie k von der 


— — 6 y 5 = 






Ebene, die durch drei Punkte bestimmt ist, 
im Schrägbild und in der Eintafelprojektion 


53 s S2 7 





Spurgeraden s. Das Stützdreieck liegt in einer Ebene senkrecht zur Tafelebene, die die Spurgerade 
s im Punkte (©, die Ebene E in der Geraden CK und die Tafelebene in der Geraden CK’ schneidet. 
Die beiden Geraden stehen im Punkt C senkrecht auf der Spurgeraden; der spitze Winkel zwischen 
ihnen ist der Neigungswinkel der Ebene E gegen die Tafelebene 7 (auch Sehnittwinkel von E und 
T genannt), den man, wie erwähnt, zur eindeutigen 
Festlegung der Ebene E benutzen kann. Natürlich 
kann man von jedem Punkt P (an Stelle von X) der 


K 
f 
H 
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Das Stützdreieck 


16 Mathematik 
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Ebene E ein Stützdreieck in der gleichen Weise konstruieren. Alle Stützdreiecke von E sind recht- 
winklig und enthalten den Neigungswinkel von E, sind also ähnlich. Auch die Festlegung der 
Ebene durch Spurgerade und einen Punkt K, dessen Höhe bekannt ist, ist in der Abbildung 
gezeigt. Die Gerade K C, die senkrecht auf s steht, heißt Fallinie [. 


Weganlage mit Böschung. Bei der Anlage von Wegen werden die Böschungen zu den Seiten des 
Weges als schiefe Ebenen angelegt. Ihr Neigungswinkel hängt von der Art des Erdreichs ab und 
wird so gewählt, daß die Böschung haltbar wird. Bei der Zeichnung eines anzulegenden Weges 
kommt es darauf an, die Ebenen der Böschungen zu finden, die den vorgeschriebenen Neigungs- 
winkel haben. Die Abbildung zeigt die Konstruktion der Böschungen eines ansteigenden Weges, 
die den Neigungswinkel « gegen die Tafelebene haben. 





Ansteigender Weg mit Böschung im Schrägbild und in der Eintafelprojektion 


Die Wegränder AB und CD steigen von A bzw. O nach B bzw. Dan. A, O liegen in der Höhe Null, 
B, D in der Höhe Ah. Der Kegel, dessen Spitze in B liegt und dessen Mantellinien mit der Grund- 
rißebene den Winkel « einschließen, erscheint in der Eintafelprojektion als Kreis um B’ mit einem 
Radius d, den man dem Dreieck Q BB’ der Nebenfigur entnehmen kann. Die von A aus an diesen 
Kreis gelegte T’angente ist die gesuchte Spurgerade s der Böschung. Die durch s und den Punkt B 
festgelegte Ebene hat den Neigungswinkel « gegen die Grundrißebene., Sie ist eine Tangentialebene 
an den gezeichneten Böschungskegel. 

Die seitliche Fortsetzung der Böschung ist Tangentialebene in BQ an den Böschungskegel, ihre 
Spurgerade steht in Q@ senkrecht auf B’Q, AQB’B ist Stützdreieck für sie und BQ Fallinie auf 


ihr. 
C 





Zeichnung eines im Raume liegenden Dreiecks in wahrer Größe bei der Dachkonstruktion 
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Daehkonstruktion, wahre Größe eines Dreiecks. Dächer bestehen im allgemeinen aus aufsteigenden 
Dreiecken und Vierecken, deren untere Seiten, die T'raufen, horizontal verlaufen. Wenn alle Traufen 
in der gleichen Höhe über dem Erdboden liegen, bilden sie zusammen ein ebenes Vieleck, das 
Traufenvieleck, das dem Grundriß des Hauses entspricht. Seine Ebene kann als Zeichenebene benutzt 
werden. Dann sind die Traufen die Spurgeraden der einzelnen Dachflächen. Die Aufgabe der 
Dachzeichnung besteht darin, über einem gegebenen Traufenvieleck die einzelnen Dachflächen zu 
entwerfen und ihre wahre Gestalt zu zeichnen. Die Lösung ist jedoch erst eindeutig, wenn entweder 
die Firsthöhe oder die (möglicherweise verschiedenen) N eigungswinkel der Dachflächen gegeben sind. 
Ist z. B. eine dreieckige Traufenfläche ABC gegeben und darüber ein Dach zu entwerfen, dessen 
einzelne Dachflächen den gleichen Neigungswinkel « haben, so sind nur die @rate zu ermitteln, 
d.h. die Schnittlinien der Dachflächen. Dazu zeichnet man in allen Dachflächen Höhenlinien glei- 
cher Höhe h. Der zur Höhe k gehörende Abstand d wird in der Nebenfigur konstruiert (Abb.). In 
diesem Abstand werden die Höhenlinien parallel zu allen Traufen gezeichnet. Die Schnittpunkte 
der Höhenlinien liegen auf den Graten, die nunmehr gezeichnet werden können. Die drei Grate 
schneiden sich in unserem Falle in einem Punkte $. Alle Dachflächen sind Dreiecke, deren wahre 
Gestalt noch unbekannt ist. Es bleibt die Aufgabe zu lösen, ein im Grundriß gegebenes Dreieck, 
etwa das Dreieck ABS’, in seiner wahren Größe zu zeichnen. Dazu führt man das Stützdreieck 


SS’Q ein. Dieses ist durch die Strecke Q _ AB und durch die Höhe SS’ des Punktes S voll- 
ständig bestimmt. Wird jetzt das Dreieck ABS um die Achse AB in die Tafelebene umgeklappt, 
so wandert der Punkt $ auf einem Kreisbogen nach [S], der in der Projektion als senkrecht auf 


AB stehende Strecke erscheint. [$] liegt in der Entfernung QS$ von Q, die aus dem Stützdreieck zu 
entnehmen ist. Dreieck A B[8] ist dann die wahre Gestalt des Dreiecks ABS. 


ZWEI- UND DREITAFELPROJEKTION 


Die Darstellung räumlicher Gebilde in einer Ebene (Tafel) ist eine uralte Erfindung, wie Höhlen- 
zeichnungen aus der Steinzeit beweisen. Diese wie auch altägyptische Bilder sind vielfach nichts 
anderes als Aufrißprojektionen, und zwar der charakteristischsten Querschnitte der dargestellten 
Gegenstände. 

Die gewaltigen Bauwerke der alten Ägypter und Babylonier sind sicher nicht ohne einige Kennt- 
nisse der darstellenden Geometrie entstanden, wenn uns auch Aufzeichnungen darüber fehlen, 

Die senkrechte Projektion auf eine Ebene wurde im Mittelalter in den Bauhütten und später in 
den Handwerkerschulen, die in Frankreich im 18. Jh. entstanden, benutzt und weiter ausgebildet. 
Die Bearbeitung der Steine für Gewölbe und Säulen, der Steinschnitt, war eine schwierige Aufgabe. 
Mit Hilfe der senkrechten Parallelprojektion gelang es, Mir. dafür zu zeichnen. Als Schöpfer 
der Zweitafelprojektion gilt Gaspard Mong® (1746-1818), der die neue Methode vor allem beim 
Zeichnen von Festungsanlagen entwickelte. r 


Grund- und Aufrißebene. Das Verfahren der Zwei- 
tafelprojektion ist nichts anderes als das Verfahren 
der senkrechten Parallelprojektion, das in zwei 
aufeinander senkrecht stehenden Richtungen aus- 
geführt wird. Der Raum wird dazu durch zwei 
aufeinander senkrecht stehende Ebenen, die 
Grundriß- und die Aufrißebene Tı bzw. Ts, zer- 
legt (Abb.). 

Die Schnittgerade dieser Ebenen wird Projektions- 
oder x-Achse genannt, Jeder Punkt P wird senk- 
recht auf beide Ebenen projiziert. Sein Bild in 
der Grundrißebene T', heißt Grundriß P’, das in 
der Aufrißebene Ta Aufriß P’' (Riß von reißen, 
vgl. Reißbrett). Damit ist die Lage des Punktes P 
völlig bestimmt; da der Aufriß die Höhe von P 
über der Ebene Tı angibt, ist die Höhenangabe 
von P in einer Nebenfigur nicht mehr nötig. . 

Natürlich kann nur eine der beiden Tafelebenen Grundriß- und Aufrißebene im Schrägbild 
zugleich Zeichenebene sein. Beim praktischen 

Zeichnen wird daher die vordere Grundrißebene um die Projektionsachse nach unten geklappt; die 
hintere geht dabei nach oben. Die gesamte Grundrißebene liegt dann in der Zeichenebene, die streng 
genommen eine Doppelebene ist. Dadurch ergibt sich die Haupteigenschaft der Zweitafelprojektion. 


Haupteigensehaft der Zweitafelprojektion: Grundriß und Aufriß eines Punks Bepen auf einer 
Senkreehten zur Projektionsachse. 


Seitenrißebene. Man kann auch noch eine dritte Tafelebene einführen, die Sailenrigehäne Ts. Wie 
man aus der folgenden Abbildung ersieht, steht sie senkrecht auf den beiden ersten Tafelebenen 
und bildet mit ihnen eine rechtwinklige dreiseitige Ecke. Man nennt das Bild des Punktes P auf 
Ts den Seitenriß P’’. Die drei Tafelebenen oder Rißebenen schneiden sich im Ursprung O0; die 


16* 
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Schnittgerade von T3 und Tı heißt y-Achse, die von T3 und Ta z-Achse. Da die vordere Hälfte 
von T' bei der Zwei- und Dreitafelprojektion viel wichtiger ist als die hintere, zählt man die y-Achse 
nach vorn positiv; d.h. man benutzt ein Koordinaten-Linkssystem. Die Zeichenebene ist auch hier 
die Aufrißebene; in diese wird die Seitenrißebene um die z-Achse geklappt, so daß die + y-Achse 
auf die —x-Achse fällt (Abb.). 

Der Punkt P hat jetzt drei Bilder, aber aus 
zwei von ihnen ist das dritte konstruierbar. 
Ganz ähnlich wie bei der Zweitafelprojektion 
findet man den folgenden Satz. 









Grundriß-, Aufriß- und Seitenrißebenen im Schrägbild Die drei Risse eines Punktes 





er u 2 


B eines Punktes auf einer Paralle 


ger 


=. 






Darst Gerade g, die nicht senkrecht auf einer 
Tafelebene steht, ist durch ihre beiden Risse g’ und g”’ gegeben. Sie durchstößt die Tafelebene Tı 
im Spurpunkt Sı und die Tafelebene 7’, im Spurpunkt ‚S2. Man hat vereinbart, daß alle Figuren 
nur oberhalb Tı und vor Ts sichtbar sind und zieht ihre Risse dementsprechend nur in diesem 
Bereich aus; im übrigen werden die Risse gestrichelt. Die Konstruktion der Spurpunkte ergibt sich 
aus der Abbildung. Die Darstellung einer Senkrechten auf T, oder T'’ ist hiernach eine leichte Auf- 
gabe. 





Zweitafelprojektion einer Geraden AB 


Darstellung von Ebenen. Eine parallel zu einer Rißebene, etwa zur Seitenrißebene liegende Ebene 
erscheint auf den beiden anderen Rißebenen als je eine Gerade, die senkrecht zur Achse steht. 
Man kann somit ihr Bild nicht von dem einer in ihr liegenden Geraden unterscheiden, die nicht 
senkrecht auf einer der Rißebenen steht. Sieht man jedoch von diesem Sonderfall ab, so schneidet 
eine Ebene E jede der drei aufeinander senkrecht stehenden Tafelebenen T,, Ta und Ts in einer 
Spurgeraden sı, s3 bzw. s3 (Abb.). Da sich drei Ebenen (von denen keine einer anderen parallel liegt) 
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in einem Punkte schneiden (E, Tı und Ts z.B. in $,), gilt: 
Je zwei Spuren einer Ebene schneiden sich auf einer Achse. 


Wenn etwa die Spurgeraden sı und 83 gegeben sind, so muß 8; durch die Punkte $, und S, verlaufen, 
d.h: . —— 
Durch zwei Spuren einer Ebene ist die dritte bestimmt. 


Die Abbildung zeigt, wie aus der Grundriß- und Aufrißspur sı bzw. 83 die Seitenrißspur ss konstruiert 
wird. 





Zur Darstellung einer Ebene in drei Tafeln Dreitafelprojektion einer Ebene 


Bei vielen Problemen genügt es jedoch, die betrachtete Ebene E in Grund- und Aufriß zu zeichnen. 
Aus den Spuren sı und 83 läßt sich z. B. sofort ein Stützdreieck von E gewinnen; es entsteht als 
Schnittfigur zwischen der Ebene E und einer projizierenden Ebene, die senkrecht zu T'ı und zu sı 
steht ; seine Hypotenuse liegt auf einer Fallinie f von E( =P’Q 1 sı). Wird das Stützdreieck PP’Q 
um die Achse PP’ parallel zur Aufrißebene gedreht, so liegt es als Dreieck PP’[Q] in wahrer 
Größe vor. Der Schnittwinkel « zwischen E und Tı ist damit konstruiert. Ebenso kann man den 
Schnittwinkel zwischen E und T' finden. 


Ebene und Gerade. Eine Gerade liegt genau dann in einer Ebene E, wenn sie zwei Punkte mit ihr ge- 
meinsam hat, z. B. wenn ihre Spurpunkte Sı und S, auf den Spurgeraden sı bzw. s2 von E lie- 
gen (Abb.). 





Zweitafelprojektion einer Ebene, in der eine Gerade liegt 


Aus der Abbildung ist auch zu erkennen, wie man die Frage entscheidet, ob ein gegebener Punkt P 
in E liegt oder nicht: Man wählt einen beliebigen Punkt 82 auf s2 und zeichnet die Gerade P%;; 
sodann braucht man nur zu prüfen, ob ihr Grundrißspurpunkt $ı auf sı liegt. 
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Die gleiche Abbildung enthält auch die Lösung der folgenden oft vorkommenden Aufgabe, von der 
Geraden g, die in der Ebene E liegt, aus dem Grundriß g’ den Aufriß g’”’ zu zeichnen. Durch g’ sind 
ja die Grundrisse $ı und Ss’ der Spurpunkte bekannt. Man hat daher nur noch in ersichtlicher 
Weise $ı’”’ und S, zu konstruieren. 


II. Die affine Verwandtschaft 


ENTSTEHUNG DER AFFINEN ABBILDUNG 


Kongruenz. Das Bild einer parallel zu einer Tafelebene im Raum befindlichen Strecke ist bei der 
(schrägen oder senkrechten) Parallelprojektion eine ihr kongruente Strecke. Bei einer beliebigen 
ebenen Figur, die parallel oder, wie man auch sagt, frontal zur Tafelebene liegt, bleibt die Länge 
jeder Strecke, die man in sie eintragen kann, im Bilde erhalten. Daher gilt der Satz: 


Das Bild jeder ebenen Figur, die parallel zur Tajelebene im Raum liegt, ist bei Parallelprojektion 
dem Original kongruent. 


Welche Beziehungen bestehen zwischen Bild und Original bei der Parallelprojektion, wenn die 
Originalebene gegen die Tafelebene 
geneigt ist? — 


Räumliche Affinität. Inder EbeneE 
möge etwa ein Fünfeck Aı As As 
A4 As; liegen. Läßt man ein par- 
alleles Strahlenbündel auf dieTafel- 
ebene 7 fallen, so gewinnt man 
durch Parallelprojektion das Bild 
Ar’ Aa’ As’ As’ 45’ des Fünfecks in 
T (Abb.). 
Die Gerade Aı As und ihr Bild 
Aı’ As’ schneiden sich im Spur- 
\ punkt 8 von Aı4s, der auf der 
Spurgeraden s der Ebene E liegt, 
Auch die anderen Fünfeckseiten 
und ihre Bilder haben Schniitt- 
a den punkte, die auf s liegen. Zwischen 
dem Fünfeck Aı4243A44; und 
seinem Bild besteht daher eine 
affine Verwandtschaft oder Affini- 
Zur Affinität zwischen ebenen Figuren im Raum tät, die durch folgende Beziehun- 
gen charakterisiert ist: 


1. Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte, die Affinitätsstrahlen, sind parallel. 
2. Die Schnittpunkte entsprechender Geraden liegen auf einer Geraden, der Affinitätsachse. 


Im vorliegenden Fall sind die Geraden Aı Ay’, A2Aa’ usw. die Affinitätsstrahlen; Affinitätsachse 
ist die Spurgerade. 

Der Abbildung läßt sich eine wichtige Eigenschaft der Affinität entnehmen, Die Geraden Aı As 
und As As sind parallel und daher auch ihre projizierenden Ebenen und ihre Bilder Ay’ As‘, As’ As‘. 
Außerdem besagt der Strahlensatz 


— u | D-00002 






















Wegen A SAı A A P A444’ (Gleichheit der Winkel!) sind die rechten Seiten dieser Proportionen 
gleich, also auch die linken. 


Bei der affinen Abbildung bleibt die Parallelität erhalten, und das Verhältnis von beliebigen 
Originalstreeken auf parallelen Geraden ist gleich dem Verhältnis ihrer Bilder. 


Ein wiehtiger Spezialfall der räumlichen Affinität ist die Beziehung zwischen einer ebenen Figur 
und ihrem Grund- und Aufriß; hier stehen die Affinitätsstrahlen senkrecht auf T, bzw. Ts. Auch 
Grund- und Aufriß einer ebenen Figur sind affin. 

Die Kenntnis solcher Verwandtschaften ist oft bei der Herstellung von Zeichnungen nützlich. Als 
erster wandte sie vermutlich Jean-Baptiste BRASSEUR (1802— 1868) systematisch an. 


Alfine Verwandtschaft zwischen Grundriß und Umklappung einer ebenen Figur. Klappt man eine 
ebene Figur um die Spur ihrer Ebene in der Tafelebene (s. Dachkonstruktion), so bewegt sich 
jeder Punkt auf einem Kreisbogen um den Schnittpunkt der durch ihn gehenden Fallinie mit der 
Ebenenspur. Die Bilder dieser Kreisbögen sind bei senkrechter Projektion Parallelstrecken, wie 
man sich an einem Modell aus Pappe oder mit einem Zeichendreieck leicht anschaulich machen 
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kann. Sie können als Teilstrecken der Affinitätsstrahlen aufgefaßt werden. Die senkrechte Eintafel- 
projektion einer ebenen Figur und ihre Umklappung in die Tafelebene sind demnach affine Bilder, 
und die Spur der Ebene ist die A/finitätsachse. 


Die Affinität in der Ebene. Unter einer Abbildung versteht man in der Mathematik eine eindeutige 
Zuordnung von Punkten P zu anderen Punkten P’. Bisher wurde diese Abbildung meist durch 
(Licht-)Strahlen oder durch Umklappen von Ebenen vollzogen. Für die Punkte P der Zeichenebene 
kann aber auch eine etwas weniger anschauliche Abbildungsvorschrift bestehen (Abb.), der sich die 
eben behandelte affine Verwandtschaft als Spezialfall (Affinitätsstrahlen senkrecht zur Affinitäts- 
achse) unterordnet. 

Gegeben seien eine feste Gerade s, eine nicht mit s parallele 
Richtung R und eine positive Zahl #. Durch P werde eine Gerade 
parallel zu R gezogen; sie möge s im Punkt @ schneiden. Von 


aus wird auf der Geraden PQ die Strecke P?Q = uPQ abgetra- 
gen. Dabei kann P’ auf der Seite von P (direkte Abbildung) oder 
auf der entgegengesetzten liegen, wie ja auch die oben betrachtete 
Umklappung einer ebenen Figur nach zwei Richtungen hin (um 
einen stumpfen oder einen spitzen Winkel) erfolgen kann. Im 
folgenden ist die indirekte Abbildung ins Auge gefaßt worden, 
obwohl lie Überlegungen für beide Fälle gelten. 

Die so definierte Abbildung ist eine Affinität, wie man erkennt, 
wenn man durch den Punkt P eine beliebige Gerade g legt, die 
die Gerade s im Punkt T schneiden möge. Die Abbildungs- 
vorschrift liefert eindeutig die Bilder 7’’=T und P’ der Punkte T 
bzw. P. Die Parallele zu PP’ durch einen beliebigen Punkt Pı 
von g schneide sin Qı und die Gerade P’T in Pı’”. Der Strahlen- 
satz besagt u = PQ : PQ = PıQı: Pı Qı- / 
Für das Bild Pı’ von Pı aber gilt x = PıQı :Pı’Qı, und daher 

ist Pı” = Pı’. Die Gerade P’T besteht somit gänzlich aus Bild- 
punkten der Punkte von g; sie ist das Bild g’ von g und schneidet g auf s. Damit sind die ange- 
gebenen Eigenschaften der affinen Abbildung erfüllt; s ist die Achse der Affinität; die Kon- 
stante „ heißt Affinitätsmaßstab. 

Hieraus ergibt sich eine wichtige Folgerung: 


Wenn die Aftinitätsachse s und der Bildpunkt P’ auch nur eines Originalpunktes P, der nicht auf s 
liegt, gegeben sind, so ist die Affinität bestimmt, d.h. man kann zu jedem weiteren Punkt den 





Zur ebenen Affinität 


Bildpunkt konstruieren. = 
Affine Abbildungen der Winkel. In der Abbildung wird die Affinitätsrichtung durch den Winkel « 
zwischen ihr und der Affinitätsachse festgelegt, der Winkel zwischen Affinitätsrichtung und der 
Geraden g dagegen durch das Azimut 9. Die affinen Bilder von 
x und # sind «’ bzw. 9 («’ = 180° — « bei indirekter, « = « bei 
direkter Affinität). Für sie gilt die Kotangentenrelation. 


E Dun „Fra Eee fi 
"Kotangentenrelation 





Aus ihr läßt sich die Richtung des Bildes einer gegebenen Gera- 
den bestimmen. Ebenso kann man aus ihr ableiten, daß die 
Bilder von parallelen Geraden selbst Parallelen sind. Im allge- 
meinen stimmt der Schnittwinkel g zwischen zwei Geraden nicht 
mit seinem Bild @’ überein. Faßt man jedoch einen Winkel g mit 
dem Scheitel $S ins Auge und dreht seine Schenkel um S als 
Drehpunkt — wobei p fest bleibt -, so findet man eine Lage 
für den Winkel, in der er auf einen gleich großen Winkel abge- 
bildet wird: = ge’. Es liegt dann eine Automorphie des Winkels 
vor. Im Falle g = 90° kann man die Lage dieses Winkels kon- Automorphie des rechten Winkels 
struieren. Dazu definiert man eine Affinität durch die Affinitäts- STEHT 

achse s, den Scheitel S und sein Bild 8° (Abb.). Man errichtet die Mittelsenkrechte auf SS’ und 


findet den Schnittpunkt M mit s. Der Kreis um M mit dem Radius MS = MS’ schneidet s in den 
Punkten A und B. Nach dem Satz des Thales sind der Winkel ASB und sein Bild AS’B rechte 
Winkel. 

Das affine Bild einer Strecke. In der Abbildung Zur ebenen Affinität gilt für die Strecken Pı P 
= a und Pı’P’= a’ nach dem Strahlensatz a’ :a = TP’:TP. Wendet man auf das Dreieck 


TPP‘' den Sinussatz an, so folgt [wegen sin® = sin(180° — #)] sin® :sin® = TP’:TP. Aus 
beiden Proportionen folgt 








a’ = gamitg = sind : sind, 
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Der Faktor g stellt den Maßstab dar, in dem die Strecke a abgebildet wird. Der Winkel 9 hängt 
nach der Kotangentenrelation nur vom Azimut # der Strecke ab, denn « ist durch die Abbildungs- 
vorschrift gegeben. 


Der Abbildungsmaßstab einer Strecke hängt bei ebener Affinität nur von der Richtung dieser Strecke 
ab. Daher werden gleichgerichtete Strecken im selben Maßstab abgebildet. 


Die Formel für den Maßstab g gilt nur im Falle 8 £ O0 und 9 £ 180°. Für Strecken, die der Affinitäts- 
richtung parallel liegen, gilt der vorgeschriebene Abbildungsmaßstab . 


DIE ELLIPSE 


Die Ellipse als affines Bild des Kreises. Gegeben sei ein Kreis um den Punkt P mit dem Radius r. 
Eine affine Abbildung sei definiert durch die Affinitätsachse und die Angabe des Bildes P’ von P 
(Abb.). 
Um das affine Bild des Kreises zu finden, 
konstruiert man den rechten Winkel zwi- 
schen zwei Kreisradien, für den die Winkel- 
automorphie gilt. Die dabei gefundenen 
Geraden AP und BP seien die Achsen eines 
x-y-Koordinatensystems; ihre Bilder AP’ 
und BP’ können als Achse eines x’-y’-Koor- 
dinatensystems aufgefaßt werden. Für die 
beiden Original-Koordinatenachsen gibt es 
je einen Abbildungsmaßstab uı bzw. ua, so 
daß ein Kreispunkt mit den Koordinaten 
(x; y) auf einen Bildpunkt mit den Koordi- 
naten x’ = yız, y’ = u2y abgebildet wird. 
Aus der Kreisgleichung x? + y? = r? folgt 
jetzt mit den Abkürzungen a = uır, b= uar 
2’2 y’? 
ab 
ist eine Ellipse. 
Der Abbildung entnimmt man noch die 
Konstruktion eines beliebigen Ellipsenpunk- 
tes. 
5 ; . . Die Bilder von irgend zwei anderen, senk- 
u A nn recht aufeinander stehenden Durchmessern 
des Kreises um P schneiden sich zwar auch 
in P’, stehen aber nicht senkrecht aufeinander; sie werden konjugierte Durchmesser genannt. 
Die folgende Abbildung zeigt einen Kreis mit umbeschrie- 
benem Quadrat und mit einer Schar paralleler Sehnen. 
Bezogen auf die Affinitätsachse A B ist das affine Bild dieser 
Figur eine Ellipse mit einem umbeschriebenen Parallelo- 
gramm und einer parallelen Sehnenschar. Es liegt eindeutig 
fest, wenn etwa das Bild D’ des Punktes D gegeben ist. 
Dann liegt eine direkte Affinität vor. Man kann jedoch 
auch eine indirekte Affinität herstellen, indem man D auf 


C’ abbildet. Die Kreisdurchmesser AB und CD werden zu 
konjugierten Durchmessern der Ellipse, die parallelen Sehnen- 
scharen zu konjugierten Sehnenscharen. Man kann mit Hilfe 
der bekannten Eigenschaften der affinen Abbildung be- 
weisen: 


= 1. Das affine Bild eines Kreises 





Zu jeder Schar paralleler Sehnen einer Ellipse gehört eine 
konjugierte Schar; der in jeder Schar enthaltene Durch- 





Entstehung der konjugierten Durch- messer halbiert die Sehnen der anderen Schar. Die Tan- 
messer einer Ellipse durch affine Ygenten in den Endpunkten eines Durchmessers sind dem 
Abbildung konjugierten Durchmesser parallel. 


III. Schräge Parallelprojektion (Schrägbild) 


Durch schräge Parallelprojektion entstandene Bilder, Schrägbilder, treten bei vielen Gelegenheiten 
auf, z.B. als Schatten durch Sonnenstrahlen. Sie sind leicht verständlich und wurden in ver- 
schiedenen Abbildungen bereits benutzt, um räumliche Anordnungen zu veranschaulichen. Bei 
der Darstellung in Grund- und Aufriß muß die Schwierigkeit überwunden werden, zwei gänzlich 
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verschiedene Bilder, die durch Projektionen in verschiedenen Richtungen entstehen, gedanklich 
zur Vorstellung des Gegenstands zu vereinigen. Dagegen bietet die schräge Parallelprojektion nur 
ein einziges Bild. Sie eignet sich besonders zur Darstellung solcher Gebilde, bei deren Gestalt drei 
zueinander senkrechte Richtungen hervortreten, also z.B. von Gebäuden und Maschinenteilen. 


HAUPTEIGENSCHAFTEN UND KONSTRUKTION DES SCHRÄGBILDES 


Beim Studium von Schrägbildern wird die Tafelebene T, die zugleich Zeichenebene ist, senkrecht 
gestellt; die abzubildende Figur befindet sich vor T. Aus dem vorhergehenden Abschnitt können 
einige wichtige Aussagen übernommen wer- 
den: 


Jede zur Tafelebene parallele ebene Figur 
oder Streeke wird kongruent abgebildet. 
Das Sehrägbild einer ebenen Figur ist eine 
affine Abbildung dieser Figur. Parallele 
Geraden haben parallele Bilder, und das 
Verhältnis von Bild- zu Originalstrecken 
auf ihnen ist gleich. 
. I E senkrechte 
Verzerrung und Verkürzung. Genaueres über ur ar, “ Projektion 
das Bild einer Tüefengeraden, d.h. einer . P> nn 
senkrecht auf T stehenden Geraden, ergibt 
sich aus der Abbildung. 
Hier verläuft eine Horizontale k in der 
Tafelebene, und auf ihr steht die Gerade AB 
senkrecht. Die projizierende Ebene von AB FR 
hat auf T die Spurgerade A’B, die folglich Schräge Parallelprojektion einer Tiefengeraden 
das Bild von AB ist. Die Gerade A’B ist 
zugleich die senkrechte Projektion des Lichtstrahles AA’ auf T. Daher ist der Winkel p der 
Neigungswinkel der Projektionsstrahlen gegen 7‘. Die Geraden A’B und Rh schließen den Winkel « 
ein, den Verzerrungswinkel. Er gibt die Drehung an, durch die die von links nach rechts gerich- 
tete Horizontale im Gegenuhrzeigersinn in das Bild der Tiefengeraden überführt wird. Die 
folgende Abbildung zeigt an drei Bildern eines feststehenden Würfels, wie sich der Verzerrungs- 
winkel und damit das Schräg- 
bild mit der Projektionsrichtung 
ändern. Die Projektionsstrahlen — e 6:30 
treffen einmal von rechts oben, 
sodann von links oben und schließ- 
lich von rechts unten her auf. 





Aus der Abbildung Schräge Par- - 

allelprojektion einer Tiefengeraden 

entnimmt man ferner das Verzer- a erh ö 
rungsverhältnis A’B: AB = cotp 30 a=750 

= z, in dem die Länge aller Tiefen- Bedeutung des Verzerrungswinkels 


strecken bei der Abbildung ver- 
ändert wird. 


Die Bilder aller Tiefengeraden sind um den Verzerrungswinkel gegen die Horizontale geneigt. Die 
Länge aller Tiefenstrecken wird nach dem Verzerrungsverhältnis verändert. 


Auf Grund dieser Abbildungsgesetze kann man vielfach Schrägbilder ohne Benutzung von Pro- 
jektionsstrahlen gewinnen, da die Abbildung durch r und « völlig festgelegt ist. Deshalb wird es oft 
dem Zeichner gar nicht bewußt, daß Schrägbilder durch Projektionen entstehen. Um aus der 
Zeichnung leicht die Maße der Tiefenstrecken entnehmen zu können, nimmt man meist einfache 
rationale Zahlen als Abbildungsmaßstab, also etwa = 1, !/a, !/s, ?/s. Als Verzerrungswinkel 
bevorzugt man « = 30°, 45°, 60°. 


Herstellung eines Schrägbildes aus dem Grundriß. Bei der Konstruktion des Schrägbildes einer 
ebenen Figur denkt man sich diese in einer waagerechten Ebene liegend; z. B. kann man sich in der 
Abbildung der Tiefengeraden AB diese in einer Ebene liegend vorstellen, die die Tafelebene 7 in 
der Horizontalen h schneidet. Diese Ebene heißt Grundebene. Um Bild und Original in einer Ebene 
zeichnen zu können, klappt man die Grundebene um die Achse h in die Ebene 7 um. Will man 
Körper abbilden, so stellt man sie sich zunächst auf der Grundebene stehend oder in einer geeigneten 
Weise von ihr geschnitten vor. Von einer Pyramide z. B. seien Grundriß und Höhe bekannt; außer- 


dem seien der Verzerrungswinkel « und das Verzerrungsverhältnis 7 = — vorgeschrieben. In der 
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Abbildung ist der heruntergeklappte Grundriß ABCDE der Pyramide erkennbar. Die Strecken 
AAn, BB, ..., EEn sind Tiefenstrecken. Die Nebenfigur zeigt, wie aus der umgeklappten Tiefen- 
strecke Pan P von der Länge n das Bild P,Pı = m konstruiert wird. Mit Hilfe dieser Nebenfigur 
lassen sich die Schrägbilder aller Tiefenstrecken finden; das Schrägbild der Tiefenstrecke AAn 





57 





Schrägbild einer Pyramide aus dem Grundriß konstruiert 


z. B. beginnt im Punkte A, und liegt parallel zu PıP,. Der Bildpunkt Aı liegt zugleich auf der 
Parallelen zu PıP durch-A. Dann sind nämlich die Dreiecke Pı PP und Aı An A wegen der Gleich- 


heit aller Winkel ähnlich, und es ist AıAr :AArn = PıPr :PPan = m:n. Ebenso ergeben sich 
die Punkte Bı, Ch, Dı, Eı, Sı’. Die Höhe $ı’S, der Pyramide liegt (bei waagerechter Grundebene) 


7 


f2 
3 
Zum Schrägbild der Kugel 


parallel zu 7; ihre Länge bleibt daher erhalten. Damit sind die 
Schrägbilder aller Eckpunkte der Pyramide gefunden, und die Bilder 
der Kanten ergeben sich daraus unmittelbar. 

Man erkennt übrigens, daß auf den Pyramidengrundriß in der Ab- 
bildung nichts anderes als eine (direkte) Affinität ausgeübt worden 
ist. 

Gemäß der oben angegebenen Abbildungseigenschaften ist auch 
das Schrägbild eines Kreises zu diesem affin, d.h. eine Ellipse. In 
der Tat kann die Abbildung Enistehung der konjugierten Durch- 
messer einer Ellipse durch affine Abbildung so aufgefaßt werden, 
daß der Kreis um die Schnittgerade AB zwischen Grundriß- und 
Tafelebene in die Tafelebene geklappt wurde und daß mithin die 
Ellipse sein Schrägbild ist. — Schließlich ist auch das Schrägbild 
einer Kugel leicht zu finden. Sie möge die Tafelebene im Punkte Fı 
berühren, und die Grundebene sei so gelegt, daß sie diesen Punkt Fı 
und den Mittelpunkt M der Kugel enthält. Die Projektionsstrahlen, 
die die Kugel in einem Großkreis K berühren, bilden einen geraden 
Kreiszylinder, der von T schief geschnitten wird. Die Abbildung 
stellt den zu 7 senkrechten Achsenschnitt des projizierenden Zy- 
linders dar. Die Schnittfigur dieses Zylinders mit T' ist eine Ellipse. 
Auch dies hängt damit zusammen, daß die Schnittfigur das affine 
Bild des Kreises X ist. Man kann außerdem beweisen, daß Fı und 
das Bild F, des Punktes @ die Brennpunkte der Ellipse sind. Eine 
Ellipse als Schrägbild einer Kugel kann man sehr schön erkennen, 


wenn man einen Globus von der Sonne bescheinen läßt und seinen Schatten betrachtet. 
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AXONOMETRIE 


Die Abbildung des Achsenkreuzes. Ein besonderes Verfahren, Bilder eines Körpers K durch Parallel- 
projektion auf einer einzigen Tafel zu gewinnen, bietet die Axonometrie. Man legt dabei in den 
Körper ein reehtwinkliges Koordinatensystem, d.h. ein Achsenkreuz mit den senkrecht aufein- 


anderstehenden Einheitsstrecken OA, OB, OC. Dann bestimmt man die Projektionen dieser drei 
Strecken auf 7, die die Längen a, b, c 
haben mögen. Ist «=b=c, so heißt 
die Abbildung isometrisch; sind zwei der 
Zahlen a, b, c einander gleich, so heißt die 
Abbildung dimeirisch und sonst anisome- 
trisch oder trimetrisch (Abb.). Jeder Punkt P 
des Körpers bestimmt zusammen mit den 
drei Koordinatenflächen einen Quader (vgl. 
Abbildung Grundriß-, Aufriß- und Seiten- 
rißebenen im Schrägbild). Läuft man auf 
drei sich aneinander anschließenden Kan- 
ten dieses Quaders entlang, so gelangt man 0:020=3JJel 
von O nach P. Da parallele Geraden auf 
Parallele abgebildet werden, kann man 

im Bilde des Koordinatensystems auf Par- 
allelen zu den Achsen — nämlich auf den 
Bildern der drei Kanten - in ganz ent: 
sprechender Weise vom Bild 0’ des Ur- 
sprungs zum Bild P’ von P fahren, das 50 
somit völlig bestimmt ist. 7, c 
Das Hauptproblem der Axonometrie ist /rimetrie 
somit die Abbildung des Achsenkreuzes; a:b:6=09:7:05 
daraus erklärt sich die grundlegende Be- u" ne 

deutung des folgenden, von Karl Wilhelm Würfel in isometrischer, dimetrischer und trimetrischer 
PoRLKE (1810— 1876) gefundenen Satzes. Darstellung 










Dimetrie 
0:b:c=1:7:05 








Satz von Pohlke. In der Ebene 7 seien, aus einem Punkt O’ ausgehend, drei nach Länge und Riehtung 
bellebige Strecken gegeben, deren Endpunkte nieht sämtlich auf einer einzigen Geraden liegen. 
Dann gibt es eine Projektionsriehtung und einen Würfel in einer solehen Lage, daß drei seiner sieh 
er O treffenden Kanten dureh Parallelprojektion auf die gegebenen Streeken abgebildet 
werden. 


Die Abbildung zeigt, wie anschaulich axonometrische Bilder sind, die trotzdem die Entnahme von 
Maßen aus der Zeichnung möglich machen. 





Azxonomeitrische Darstellung eines Qußstücks 
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Kavalier- oder Militärperspektive. Durch geeignete Wahl des Achsenkreuzes im Körper und seiner 
Lage zur Tafelebene kann man sich die Konstruktion von axonometrischen Bildern sehr erleichtern. 
Um möglichst plastische Darstellungen zu er- 
halten, muß jedoch auch die Projektionsriehtung 
mit Bedacht bestimmt werden. Es kommt darauf 
an, alle wichtigen Strecken und Flächen des Kör- 
pers tatsächlich als solche im Bilde erscheinen zu 
lassen. Bei der Kavalier- oder Militärperspektive 
baut man die abzubildenden Gegenstände auf der 
horizontalen Grundebene auf. Im Gegensatz zu 
dem oben beschriebenen Verfahren der schrägen 
Parallelprojektion wird jedoch hier die Grund- 
ebene zugleich als Zeichenebene 7 verwendet. Der 
Neigungswinkel der Projektionsstrahlen gegen 7 
wird zu 45° gewählt. Auf diese Weise bleibt der 
Grundriß des Gegenstandes erhalten, und auch 
die senkrecht stehenden Kanten werden in wahrer 
Größe abgebildet. Mit dieser Methode kann man 
z.B, einen Stadtplan anschaulicher machen, indem 
man über den Grundrissen die Häuser sichtbar 
macht. Der Name Kavalierperspektive rührt von 
ihrer Verwendung im Festungsbau her; Kavaliere 
sind bestimmte Teile von Festungen gewesen. Viel- 
fach werden heute allerdings die Begriffe Kavalier- 
und Militärperspektive auch in anderem Sinne 
Beispiel einer Kavalierperspektive verwendet. 





IV. Darstellung von Körpern 


Wie in einzelnen Fällen schon gezeigt wurde, lassen sich mit den entwickelten Verfahren Körper 
in Ein- und Zweitafelprojektion darstellen. 


KÖRPER MIT EBENEN BEGRENZUNGEN 


Bei Körpern mit ebenen Begrenzungen (Pyramide, Würfel, Dächer u.a.) bildet man die Ecken 
und die Kanten durch Projektion ab. 


Einfache und allgemeine Lage. Oft vereinfacht sich die Darstellung, wenn der Körper eine besondere 
Lage zu den Tafelebenen einnimmt. Der Körper ist dann in einfacher Lage. Durch Drehungen 


6 6 a 


_- —- - — Er 





Einfache und allgemeine Lage eines Würfels in Zweitafelprojektion 
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läßt er sich in eine allgemeine Lage überführen und entsprechend zeichnerisch darstellen. Dadurch 
wird meist eine bessere Vorstellung von der Gestalt des Körpers vermittelt. Jede solche Drehung 
läßt sich aber zusammensetzen aus mehreren, deren Achsen senkrecht aufeinander stehen. Das für 
einen Würfel gezeigte Verfahren kann man auch auf Körper mit gekrümmter Oberfläche, etwa 
einen Kegel, anwenden. 


Überführung eines Würfels in allgemeine Lage. Die Grundfläche ABCD des Würfels W liege in der 
Grundrißebene T,, ABFE sei parallel zur Aufrißebene 7; (Abb.). 

Um die Übersichtlichkeit der Zeichnung zu gewährleisten, wird der Würfel vor jeder Drehung 
seitlich verschoben. 


1. Bei der Drehung um die Kante AE und den Winkel « wird der Grundriß von W zwar bewegt, 
aber seine quadratische Form nicht verändert. Sämtliche Ecken von W behalten ihren Abstand 
von T,; daher ist der Aufriß aus dem Grundriß sofort zu ermitteln. 

2. Jetzt erfolgt eine Drehung um die Achse A’4A’. Alle Würfelecken (außer A) beschreiben Kreis- 
bögen, deren Ebenen parallel zu T'’, liegen. Die Grundrisse der Ecken bewegen sich dabei auf Horizon- 
talen. Im Aufriß dreht man den Würfel um den Winkel $ und gewinnt damit die neue Richtung 


der Würfelgrundfläche, die im Aufriß als Strecke 4” 0” erscheint. Ihre Länge wird bei der Drehung 
nicht geändert. 

3. Die Achsen der bisher ausgeführten Drehungen liegen senkrecht zu den Ebenen Tı bzw. Ts. 
Will man noch die dritte Drehung um eine senkrecht auf 7’ stehende Achse ausführen, so braucht 
man dazu den Seiienriß des Würfels. Man erkennt aber sogleich, daß auch eine nochmalige Drehung 
um eine im Punkt A’ errichtete Senkrechte zu Tı ein anschauliches Bild des Würfels liefert. Bei 
dieser Drehung um den Winkel y ändert sich zwar die Lage, aber nicht die Gestalt des Grundrisses, 
den man demnach in seiner neuen Lage sofort zeichnen kann. Die Höhen aller Würfelecken bleiben 
fest, ihre Aufrisse bewegen sich auf Horizontalen. 


KÖRPER MIT GEKRÜMMTEN BEGRENZUNGEN 


Die Darstellungsmethoden. Hat sin Körper gekrümmte Begrenzungen, so wird mit den Ecken und 
Kanten, soweit sie vorhanden sind, ebenso wie im schon beschriebenen Falle verfahren. Ferner 
braucht man aber in den Tafelebenen die Kurven, die von den Projektionsstrahlen erzeugt werden 





Schräg angeschnittener gerader Kreiszylinder 
in Zweitafelprojektion 





Schrägbild,x = r cosp. 
y=rsingz=ytane = rtans-sing 





EI I HI RB TEWIET 
Abwicklung des Mantels 
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die den Körper berühren, mit anderen Worten die Schnittkurven der projizierenden Flächen mit 
den Tafelebenen; z. B. wurde ein projizierender Zylinder benutzt, um das Schrägbild der Kugel 
herzustellen. Zur Förderung der Anschaulichkeit gibt man zuweilen die Projektionen von geeigneten 
Oberflächenkurven an oder zeichnet durch Umklappen wichtige Schnittfiguren in wahrer Größe. 
Läßt sich die Körperoberfläche durch geeignete Schnitte so zerlegen, daß sie ohne Verzerrungen 
auf eine Ebene ausgebreitet werden kann, so heißt der betreffende Körper abwickelbar, die ab- 
gewickelte Oberfläche das Neiz; ein solcher Körper ist z. B. der Kegel, nicht aber die Kugel. In 
solchen Fällen kann man die Zeichnung des Körpers ergänzen, indem man seine Oberfläche in 
ihrer wahren Gestalt darstellt. 


Sehräg angesehnittener gerader Kreiszylinder. Ein gerader Kreiszylinder werde von einer schiefen 
Ebene E geschnitten. Der Grundriß des Zylinders und der Schnittfigur ist natürlich ein Kreis. 


Der Zylinder kann so gedreht werden, daß die Schnittfigur im Aufriß als Strecke 47” B” erscheint 
(Abb. 8.253). Als Schrägbild des Grundkreises ist die Schnittfigur eine Ellipse. Ihre große Achse ist die 


Strecke A’ B’’; die kleine tritt im Grundriß als Durchmesser C’D’ auf. Um beliebig viele Ellipsen- 
punkte zu finden, klappt man die Ebene E um ihre Grundrißspur sı in die Grundrißebene T, um. 
Auf dem Grundkreis wählt man eine Anzahl von Punkten aus - in der Abbildung sind es zwölf -, 
die als Grundrißprojektionen von entsprechenden Ellipsenpunkten gedeutet werden. Diese Projek- 
tionen wandern beim Umklappen der Ellipse auf Senkrechten zu sı. Um die Abstände von sı zu 
finden, in denen die ins Auge gefaßten Ellipsenpunkte bei der Umklappung in T', auftreten, verfolgt 
man ihre Bahnen im Aufriß, in dem sie als Kreise erscheinen. 

Für die Abwicklung des Mantels kann der Umfang des Zylinders mit Zirkel und Lineal nicht 
exakt konstruiert werden, da x transzendent ist; eine Näherungskonstruktion genügt jedoch 
völlig, etwa eine Strecke von der Länge des Zwölfeckumfanges, der durch die Punkte 1, 2, ..., 12 
definiert ist. Über den entsprechend numerierten Punkten dieser Strecke werden die Längen der 
Mantellinien des Zylinders aufgetragen, die dem Aufriß zu entnehmen sind. Wie aus der Abbildung 
hervorgeht, ist die abgewickelte Kurve der Mantellinien z eine Sinuskurve, z = (r tane) - sing; e ist 
der Schnittwinkel zwischen E und der horizontalen Grundebene. 


Eintafelprojektion der Kugel. Zur Lösung vieler Aufgaben, die die Darstellung der Kugel betreffen, 
genügt eine einzige Tafelebene 7. Die Projektion des Kugelumrisses liefert allerdings nur einen 
Kreis. Die Vorstellung der Kugel wird aber erzeugt, 
[PR ] wenn man die Projektionen von geeigneten Ober- 
flächenkreisen angibt. Den Mittelpunkt der Kugel 
kann man dabei auf die Tafelebene 7 legen; die 
Kugel schneidet dann T' in einem Umrißkreis. 
Der Umrißkreis der Erdkugel mit dem Mittelpunkt M 
sowie die Projektion Pı’ des Nordpols Pı seien ge- 
geben. Welches Bild hat dann der Äguator? (Abb.). 
Durch Pı’ liegt auch die Projektion Ps’ des Südpols 


fest, nämlich auf der Geraden M Pı’ im Abstand M Pı’ 


von M. Der in 7 liegende Durchmesser Aı Az des 
Äquators schneidet Pı Pa unter einem rechten Win- 
kel, der in der Projektion erhalten bleibt. Daher 


steht A; Az senkrecht auf Pı’ Ps. Eine Hilfsebene E, 
in der die Achse P, P; liegt und die senkrecht auf der 
Tafelebene 7 steht, schneidet die Äquatorebene senk- 
recht, da die Achse Pı P» auf der Äquatorebene senk- 
recht steht. Die Schnittgerade BıBs zwischen der 
[Po] Äquatorebene und der Hilfsebene E steht senkrecht 


auf AıA2. Klappt man die Hilfsebene E um ihre 
Spurgerade Pı’ Ps’ in die Tafelebene 7 um, so fallen 
die Umlegungen [Bı] und [Ba] der noch unbekannten 
Punkte Bı und Ba auf den Umrißkreis. Diese Bewe- 
gung der Hilfsebene E bestimmt auch die Umlegungen [Pı] und [Ps] der Pole (Abb.). Die Geraden 
[Pı] [P2] und [Bı] [Be] stehen senkrecht aufeinander, weil dies für ihre in E liegenden Originale 
gilt. Damit liegen die Punkte [Bı] und [B;] fest, und durch Zurückklappen von E ergeben sich die 
Endpunkte Bı’ und By’ der kleinen Achse der Ellipse, die das Bild des Äquators ist. 

Mit den Mitteln dieser Konstruktion kann die schwierigere Aufgabe gelöst werden, zu den schon 
gefundenen Polen und dem Äquator zwei senkrecht aufeinanderstehende Meridiane in Eintafel- 
projektion zu finden. Die Konstruktion verläuft wie folgt. 


Zu einem beliebigen Halbmesser CM des Äquators ist der zu ihm senkrechte Halbmesser zu 
finden, wenn der Äquator um die Achse Aı A: in die Tafelebene T umgeklappt wird, da sich alle 


Bildpunkte dabei auf Parallelen zur Richtung Pı’P3’ bewegen, C’ z. B. nach [C]. Der zu [C]M 
senkrechte Radius sei M[D]; die Eintafelprojektion von MD ist dann MD’ mit [D]D’|| Pı’ Ps’. 





Eintafelprojektion einer Kugel mit Polen 
und Äquator 
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Der Punkt C ist Pol des Meridians mc durch Pı und D, und ebenso ist D Polfür m» durch Pı und ©, 


MC steht senkrecht auf der Ebene von mc und deshalb auch senkrecht auf dem Durchmesser SR, 
in dem diese Ebene die Tafelebene T' schneidet; dieser rechte Winkel bleibt bei der Projektion 


erhalten, d.h. MO’ _|LSR. Aus dem 


gleichen Grunde gilt MD’_| EF. Von 
der Bildellipse des Meridians sind dem- 


nach die große Achse SR und die Punkte 
Pı’ und P;’ bekannt; wie gezeigt wurde, 
kann man danach die kleine Achse der 
Ellipse und sodann diese selbst konstru- 
ieren. Entsprechendes gilt für den Meri- 
dian mo». Sein Bild hat die große Achse 


EF und geht ebenfalls durch Pı’ und Py’. 


SCHATTENKONSTRUKTIONEN 


Grundbegriffe. Zur Erhöhung der An- 
schaulichkeit der Zeichnungen von Kör- 
pern denkt man sich diese vielfach von 
der Sonne beschienen und zeichnet die 
entstehenden Schatten. Die der Sonne 
zugewandten Flächen eines Körpers sind 
beleuchtet; die abgewandten Flächen 
liegen im Eigenschatten. Die Grenze 
zwischen beleuchteten und unbeleuch- 
teten Flächen heißt Schattengrenze. Die 
auf den Körper treffenden Lichtstrahlen 
erreichen die Tafelebene nicht. Die da- 
durch unbeleuchtet bleibenden Flächen- Eintafelprojektion einer Kugel mit Polen, Äquator und 
stücke der Tafelebene heißen Schlag- zwei senkrecht aufeinandersiehenden Meridianen 

schatten des Körpers. 








ee 


der Lichtstrahlen so zu wählen, daß die beiden Risse der Lichtstrahlen mit der Projektionsachse _ 
den gleichen Winkel von 45° einschließen. 





Schatten einer Pyramide 
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Sehatten einer Pyramide. Von einer durch Grund- und Aufriß gegebenen Pyramide erhält man die 
Spitze Sı des Schlagschattens durch Konstruktion der Risse des Lichtstrahles g, der auf die Spitze P 
der Pyramide trifft, da Sı der Grundrißspurpunkt von g ist. Man kann sagen, Sı sei der Schatten 
von P. Die von Sı nach den Eckpunkten A und B der Pyramidengrundfläche ausgehenden Strahlen 


sind die Schlagschatten der Kanten AP und BP. Sie begrenzen den Schlagschatten auf T,. Die ge- 

nannten Kanten bilden die Schattengrenze auf der Pyramide. Ist die Aufrißebene Ts, wie im all- 

gemeinen angenommen wird, nicht durchsichtig, so liegt ein Teil des Schlagschattens auf ihr. Seine 
Spitze ist der Aufrißspurpunkt 83 von g. 


Sehatten einer Kugel. Eine Kugel sei gegeben durch 
die Grund- und die Aufrißprojektion M’ bzw. M” 
ihres Mittelpunktes M sowie die entsprechenden 
Umrißkreise (Abb.). Ihr Schatten ist die Schnitt- 
figur des projizierenden Zylinders, der von den an 
der Kugel vorbeistreifenden Lichtstrahlen gebildet 
wird, mit den Tafelebenen. Jede dieser Ebenen 
wird in einer Ellipse geschnitten. Die Projektions- 
achse durchstößt entweder den projizierenden 
Zylinder in zwei Punkten, die jeder Schnittfigur 
angehören, in denen sich deshalb die beiden 
Schnittellipsen schneiden -- oder liegt außerhalb der 
Schnittellipsen, die dann keine Punkte gemeinsam 
haben, wenn man den Grenzfall der Berührung 
ausschließt. Es genügt, die Konstruktion einer 
Schnittellipse zu zeigen. 
Der Schatten des Punktes M stellt offenbar den 
Mittelpunkt Mı dieser Ellipse dar; die Richtung 
M’M\ı ist die Richtung ihrer großen Achse. Die 
Länge der Nebenachse ist gleich dem Kugeldurch- 
messer. Es ist noch die Länge der Hauptachse zu 
bestimmen. Dazu legt man durch M’Mı die senk- 
recht auf der Grundrißebene T7', stehende Ebene E 
und klappt die entstandene Schnittfigur um die 
Achse M’Mı auf T, herab. Man erkennt in der Ab- 
bildung das umgelegte Dreieck [M]MıM’ sowie 
den umgelegten Schnittkreis zwischen E und der 
Kugel. Umgelegt sind ferner die Sonnenstrahlen 
AA4Aı und BBı, die die Kugel in den Punkten A 
und B berühren. Ihre Umlegungen liegen parallel 
zu Mı[M] und berühren den umgelegten Kreis in 
. [A] bzw. [B]; ihre Schnittpunkte mit der Geraden 
Schatten einer Kugel M’Mı sind die Endpunkte A, bzw. Bı der Haupt- 
achse. 
Wegen der Undurchsichtigkeit der Aufrißebene liegt ein Teil der Ellipse auf ihr. Da die Risse der 
Lichtstrahlen die Achse unter 45° schneiden, kann dieser auf T’ liegende Schattenteil aus dem in 
Tı liegenden mit Hilfe von rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecken gefunden werden. Jeder 
Schattenpunkt Pı in T\, ist die Grundrißspur eines Lichtstrahls /, dessen Grundriß /’ durch P, 
gegeben ist. Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, lassen sich daraus !”’ und auf diesem Riß P; als 
Aufrißspur des Lichtstrahls / konstruieren. 
Der durch die Punkte A und B senkrecht zu E verlaufende Kugelgroßkreis bildet die Schatten- 
grenze auf der Kugel. Die Kenntnis der Umklappungen [A] und [B] führt zur Bestimmung der 
Projektionen A’ und B’ dieser Punkte. Sie sind die Endpunkte der kleinen Achse der Ellipse, die 
die Grundrißprojektion der Schattengrenze ist, 





V. Zentralprojektion 


HAUPTEIGENSCHAFTEN 


Die Zentralprojektion gibt ein Bild eines Körpers, wie der Betrachter es wirklich sieht. Bei dem 

Verfahren der schrägen Parallelprojektion vereinfacht man das Problem, indem man den Beobach- 

ter in unendliche Ferne rückt, also auf einen Standpunkt, der in Wirklichkeit nicht eingenommen 

werden kann. Die so entstehenden Schrägbilder sind daher für unser Auge nicht immer befriedigend. 

r ns liegt der Beobachtungspunkt (Projektionszentrum) P in einer endlichen Entfernung von der 
afelebene. 
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Die Zentralprojektion in der Geschichte der Malerei. Das Erkennen der Gesetze, nach denen Gegen- 
stände so zu zeichnen sind, wie sie der Mensch ständig vor Augen hat, war keine leichte Aufgabe, Im 
Altertum wußte man zwar, daß entferntere Dinge uns kleiner erscheinen als unmittelbar vor uns 
stehende; auch die Verkürzung der Tiefenstrecken wurde allmählich erkannt, aber man stellte 
keine genauen Regeln auf. Dennoch besaßen hellenistische Maler großes Geschick, die Tiefen- 
dimension vorzutäuschen. Aber auch ihnen war das wichtigste Gesetz der Zentralprojektion 
der Satz vom Fluchtpunkt, unbekannt. Kein Künstler der Antike wäre in der Lage gewesen, etwa 
eine Pappelallee zu zeichnen, die ins Bild hineinführt und am Horizont verschwindet. 

Die Kunst, in einem ebenen Bilde die Illusion räumlicher Tiefe zu erwecken, wurde im Mittelalter 
durch Giotto di Bonpon#& (1266-1337) neu entdeckt und weiterentwickelt. Die Entdeckung des 
Fluchtpunktsatzes wird Filippo BRUNELLESCHI (1377—1446) zugeschrieben. Sie bedeutet einen 
Wendepunkt in der Geschichte der Malerei. Die bisherige, zum Teil sehr weitgehende Gleichgültig- 
keit gegenüber den wirklichen Raumverhältnissen weicht von dieser Zeit an dem Bemühen, den 
Betrachter zum Zeugen des dargestellten Ereignisses zu machen, das sich vor. ihm wie uuf einer 
Bühne abspielt. 

Seither sind die Gesetze der Zentralperspektive bis ins einzelne genau erforscht worden und finden 
in der bildenden Kunst wie in der Technik immer neue Anwendungen. Die Art und Weise, wie die 
Parallelen behandelt worden sind, kann zuweilen als wichtiges Kriterium bei der Bestimmung des 
Alters von Gemälden dienen. 


Ähnlichkeit. Die Seite ABCD des Würfels in der Abbildung liegt parallel oder frontal zur Tafel- 
ebene. Auf die von P durch die Eckpunkte des Quadrates verlaufenden Strahlen ist der. Strahlen- 
satz anwendbar. Er besagt 


ZR:AB=ERBOTNBOSE ..: 


Diese Beziehung zwischen Bild- und Originalstrecken gilt aber nicht nur für die Seiten des 
Quadrats, sondern auch für beliebige Strecken in der betrachteten Ebene. 


Perspektives Bild eines 

Würfels, dessen Flächen 

parallel bzw. senkrecht zur 
Tafelebene T liegen 








An un ; x 


die horizontale Ebene, auf 





Pe N a Re ? nr SE EEE Ba 
Zieht man die Schnittgerade von Bi ene — das ist 
der der Betrachter steht - heran, so ergibt sich daraus insbesondere: 


BE een er, 





2 = ed a Be 
Ti u} i v 2 s i u mn 


Versehiedene Lagen der Tafelebene. In der vorhergehenden Abbildung ist das Bild A’ B’ C’D’ des 
Quadrates ABOD gegenüber diesem vergrößert. Man kann die Tafelebene T aber auch zwischen 
P und den Würfel legen, so daß man von P aus beim Betrachten des Würfels durch T hindurch- 


17 Mathematik 
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blickt. Auch dann ist jedem Punkt auf dem Würfel vermittels der Projektionsstrahlen eindeutig 
ein Bildpunkt auf 7’ zugeordnet. Von dieser Anordnung rührt die Bezeichnung Perspektive (lat. 
perspicere, hindurchblicken) her für das Abbildungsverfahren durch Zentralprojektion. Entspre- 
chend nennt man solche Bilder auch perspektiv. Sie sind, auch wenn 7’ zwischen P und dem Gegen- 
stand liegt, den frontal zur Tafelebene liegenden Figuren ähnlich, aber dann verkleinert. Die Original- 
figur kann auch teils vor, teils 
hinter T' liegen, wie in der Abbil- 
dung Zur Zentralprojektion einer 
Geraden. 

Das Abbildungsgesetz für fron- 
tale Figuren gilt schließlich auch 
dann, wenn das Projektionszen- 
trum P zwischen Bild und Origi- 
nal liegt. Streng genommen kann 
man dann allerdings nicht mehr 
von Projektions-Strahlen spre- 
chen, sondern man hat projizie- 
rende Geraden vor sich (Abb.). 
Diese Art der Zentralprojektion 
ist in der photographischen Ka- 
mera verwirklicht. Hier wird die 
Tafelebene durch den Film oder 
eine Mattscheibe dargestellt; das 
Projektionszentrum ist der opti- 
sche Mittelpunkt der Kamera. 
Bekanntlich stehen dieso erzeug- 
ten Bilder auf dem Kopf, genauer 
Projektionszentrum zwischen Bild und Original gesagt, alle Seitensind vertauscht 

(Abb.). 


Das perspektive Bild einer Geraden; Fluehtpunkt. Da man sich an die Stelle des Projektionszentrums 
P das Auge eines Beobachters gesetzt denken kann, heißt der Abstand PP, von der Grundebene 


die Augenhöhe, während die Entfernung PH von der Tafelebene T' Distanz genannt wird. Der 
Punkt H ist der Hauptpunkt. Das Bild 
einer in 7’ liegenden Geraden ist offenbar 
sie selbst. Eine Gerade /, die durch P ver- 
läuft, projiziert alle ihre Punkte auf ihren 
Schnittpunkt F mit T. Das perspektive 
Bild einer solchen Geraden ist ein Punkt. 
In der Abbildung ist eine Geradeg zu er- 
kennen, die nicht durch P verläuft und 
die den Spurpunkt S auf 7’ hat. Durch P 
und g ist eine Ebene E festgelegt, die die 
Tafelebene 7T in der Spur s schneidet. 
Diese Spur ist das perspektive Bild von g, 
zugleich aber auch aller anderen Geraden 
in E, die den Punkt P nicht enthalten. 
Durch die Spur s und das Projektionszen- 
trum P ist die Lage der Geraden g also 
noch nicht bestimmt. Auch der zusätzlich 
angegebene Spurpunkt S legt nur ein 
Geradenbüschel fest, dessen Geraden durch 
S gehen und in E liegen. Zieht man durch 
P eine Parallele p zu g, die den Schnitt- 
= punkt F, mit T haben möge, so gelangt 
Zur Zentralprojektion einer Geraden man zu einer eindeutigen Bestimmung 

von g. F, ist nämlich das Bild des 

unendlich fernen Punktes der Geraden g und heißt ihr Fluchtpunkt. PF, heißt Fluchtstrahl. Unter 
den Geraden des obengenannten Büschels gibt es aber außer g keine andere, die den Fluchtpunkt 
F, hat. 











Wenn man von irgendeiner zu g parallelen Geraden gı ausgeht, so gelangt man zum selben Flucht- 
punkt, denn die Parallele p durch P zu g liegt auch parallel zu gı. 
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In der Abbildung Perspektives Bild eines Würfels, dessen Flächen parallel bzw. senkrecht zur Tafel- 


ebene T' liegen,schneiden sich die Bilder A’E’, B’F’, C’@’ und D’H’ der Tiefenstrecken im Punkte 
P’. (Man vergleiche auch die Abbildung Entstehung der Zentralperspektive in der Einleitung.) 





Perspektives Bild eines Gebäudes 


Herstellung des perspektiven Bildes aus Grund- und Aufriß. In der Abbildung liegt ein Haus durch 
seine beiden Risse gegeben vor. 

Um sein perspektives Bild vom Beobachtungspunkt P aus zu gewinnen, wird die Tafelebene 7 
senkrecht zur Grundrißebene gestellt. Ihre Grundrißspur ist sı. In dieser Tafelebene bestimmen 


20° 
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die Spurpunkte aller Sehstrahlen nach den Eckpunkten des Hauses das perspektive Bild. Die Risse 
dieser Spurpunkte werden in ein Koordinatensystem eingetragen und entsprechend verbunden. 
Die Fluchtpunkte Fı und Fs der horizontalen Hauskanten findet man durch Konstruktion der 
Parallelen durch P’ zu diesen Kanten. Ihre Schnittpunkte mit sı geben die Abszissen der Flucht- 
punkte; ihre Ordinate ist der von P’’ gleich. 


ANWENDUNGEN DER ZENTRALPROJEKTION 


Kartenprojektionen. Entwirft man ein Bild der Erdoberfläche oder eines Teils von ihr auf eine 
Ebene, so entsteht eine geographische Karte. Es wäre ideal, eine längentreue Karte zu finden. In 
ihr würden alle Entfernungen im selben Verhältnis zu den wirklichen Entfernungen stehen. Eine 
solche Karte aber gibt es nicht, da die Kugel kein abwickelbarer Körper ist. Kleine Gebiete der Erde 
lassen sich praktisch unverzerrt auf einer Karte abbilden (z. B. Meßtischblatt). Die Schwierigkeiten 
werden jedoch um so größer, je 
ausgedehnter die darzustellenden 
Gebiete sind. Man hat daher eine 
große Vielfalt von Kartenprojek- 
tionen ersonnen, bei denen sehr 
verschiedene Abbildungsgesetze 
walten: Es können die Winkel 
oder die Flächenrichtig wiederge- 
geben werden, Längentreue wenig- 
stens in einer Richtung vorhan- 
den sein u. a. m. Jeder Atlas 
vermittelt eine Vorstellung von 
der Mannigfaltigkeit der Möglich- 
keiten. 
In der azimutalen Zentralprojek- 
tion wird die Tafelebene als 
Tangentialebene an die Erdkugel 
aufgefaßt; das Projektionszen- 
trum ist der Kugelmittelpunkt. 
Jeder Kugelgroßkreis wird als @e- 
rade abgebildet, denn seine Ebene 
geht durch das Zentrum, so daß 
alle Projektionsstrahlen in ihr 
liegen. In der Abbildung ist die 
Hälfte der an den Nordpol geleg- 
Azimutale Zentralprojektion ten Tafelebene hochgeklappt. 
Die Breitenkreise erscheinen in 
ihr als konzentrische Kreise. Man erkennt auch, wie man zu einer gegebenen geographischen 
Breite p den zugehörigen Radius r findet. Es liegt hier nahe, die Punkte der Tafelebene durch 
Polarkoordinaten (Azimut 9 und Radius r) festzulegen; damit hängt der Name der hier beschrie- 
benen Kartenprojektion zusammen. 
Nach diesem Verfahren kann nur ein Gebiet abgebildet werden, das kleiner als eine Halbkugel ist. 
Das Bild des Äquators liegt im Unendlichen, und die in seiner Nähe liegenden Gebiete werden 
ungeheuer verzerrt. Gering ist aber die Verzerrung in der Nähe des Berührungspunktes. Für den 
Entwurf einer Karte in azimutaler Zentralprojektion wird man deshalb als Berührungspunkt der 
Bildebene einen im Zentrum des abzubildenden Gebietes gelegenen Punkt wählen. In der 
Schiffahrt werden zuweilen auch Karten von größeren Gebieten der Erdkugel verwendet, die auf 
die besprochene Weise entstanden sind. Der kürzeste Weg zwischen zwei Häfen ist ja der sie ver- 
bindende Großkreisbogen, und er erscheint bei diesen Karten als Gerade. Daher erweisen sich 
solche Karten als zweckmäßig. 
An Stelle des Erdmittelpunktes kann man auch den Südpol $ als Projektionszentrum betrachten 
und die Punkte der Erdoberfläche wie in der Abbildung auf die an den Nordpol gelegte Tangential- 
ebene projizieren. Man hat dann eine stereographische Projektion vor sich. Mit diesem Verfahren, 
das auf Hıpparca (190-125 v.u. Z.) zurückgeht, kann prinzipiell die ganze Erdkugel abgebildet 
werden. Wegen der auch hier auftretenden starken Randverzerrungen wird man sich jedoch im 
allgemeinen auf eine Halbkugel beschränken. 
In den Atlanten findet man die stereographische Projektion vor allem bei der Darstellung ganzer 
Erdhalbkugeln in den Planigloben. Die stereographische Projektion ist winkeltreu, d.h. Winkel 
auf der Kugel werden auf gleiche Winkel abgebildet; weiterhin ist das Bild eines Kugelkreises ein 
Kreis. Die stereographische Projektion wird seit dem Altertum zum Zeichnen von Sternkarten 
verwendet. Dabei wird der Nadir der Himmelskugel zum Projektionszentrum gemacht, die Tafel- 
ebene im Zenit angelegt. 


Photogrammetrie. Die große Anschaulichkeit der Zentralprojektion geht, wie schon in der Einleitung 
erwähnt, mit einem gewissen Nachteil einher. Liegt von einem Gegenstand eine perspektive Abbil- 
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dung, etwa eine Photographie, vor, so kann man aus ihr die wirklichen Maßverhältnisse nicht un- 
mittelbar entnehmen. Das Verfahren, aus einer Abbildung die Größenverhältnisse des Gegenstandes 
zu bestimmen, ihn z, B. in Grund- und Aufriß zu konstruieren, nennt man Photogrammetrie. Es 
hat große Bedeutung erlangt, weil es die Möglichkeit gibt, aus photographischen Luftaufnahmen 
Landkarten herzustellen. Auch in der Architektur, in der Kriminalistik und in der Medizin (hier 
gibt es eine Röntgenphotogrammetrie) wird das Verfahren mit Erfolg angewendet. Dabei finden 
Spezialkameras Verwendung, durch die bei der Aufnahme Marken mitphotographiert werden, die 
den Hauptpunkt des Bildes angeben. Ist das Objektiv auf unendlich eingestellt, so gibt seine Brenn- 
weite die Distanz an. Durch diese zwei Elemente ist die innere Orientierung, mit anderen Worten 
die Lage des Projektionszentrums, bekannt. Seine Bedeutung ergibt sich aus den Betrachtungen 
des perspektiven Bildes der Geraden. In der Praxis dienen Spezialgeräte (Photogrammeter oder 
Phototheodolite) zum Ausmessen der photographischen Aufnahmen. 

Eine bedeutende Vereinfachung bietet die Stereophotogrammetrie, die (1901) durch die Erfindung 
des Stereokomparators durch Carl PvırrıcH (1858—1927) eingeführt wurde. Mit dem 1911 von 
Eduard von OreL (1877—1941) entwickelten Stereoautographen können Höhenlinien automatisch 
gezeichnet werden. 


Entzerrungen. Jeder Photoamateur kennt die stürzenden Linien, die entstehen, wenn man bei der 
Aufnahme die Kamera nicht genau senkrecht hält. Dieser störende Effekt beruht nicht auf einem 
Mangel der Kamera. Man kann sich davon überzeugen, wenn man an einem hohen Gebäude hin- 
aufblickt, daß die Senkrechten aufeinander zulaufen, wie es nach den Sätzen der Zentralperspektive 
sein muß. In der Wirklichkeit bemerkt man das kaum, nur auf der Photographie stört es. Bei der 
Herstellung des Positivs lassen sich die stürzenden Linien beseitigen. Im Vergrößerungsapparat 
wird ja das Negativbild einer Zentralprojektion unterworfen. Man legt das lichtempfindliche 
Papier schräg in den Strahlengang, so daß die Seite am tiefsten liegt, nach der die Linien stürzen. 
Nach dieser Seite haben dann die Projektionsstrahlen einen weiteren Weg zurückzulegen, und das 
Bild wird auf dieser Seite stärker vergrößert. 

Das Entzerren spielt in der Photogrammetrie eine große Rolle, da die optische Achse der Kamera 
bei Luftaufnahmen oft nicht genau senkrecht steht. Es muß daher in einem Entzerrungsgerät eine 
Korrektur nach dem eben beschriebenen Prinzip vorgenommen werden. 


VI. Technisches Zeiehnen 


Technische Zeichnungen sind heute grundsätzlich Unterlagen für die industrielle und handwerk- 
liche Produktion. Ihre wichtigste Aufgabe besteht in der eindeutigen Verständigung zwischen 
Konstrukteur, technischem Zeichner und dem Facharbeiter in der Werkstatt. Man hat gelegentlich 
die technische Zeichnung als Sprache des Technikers gedeutet. Für die technischen Zeichner ist 
das Zeichnen handwerkliche Tätigkeit, und für viele Menschen besteht heute die Notwendigkeit, 
technische Zeichnungen lesen zu können. Sie werden in allen Berufen und Zweigen der Technik, 
ja im gesamten Wirtschaftsleben gebraucht. Darüber hinaus hat heute die technische Zeichnung 
internationalen Charakter, da mit ihrer Hilfe die zwischenstaatliche Verständigung auf allen Gebie- 
ten der Technik möglich ist. 

Für das technische Zeichnen bilden die Lehrsätze der darstellenden Geometrie und ihr Verfahren 
der senkrechten Parallelprojektion die theoretische Grundlage. Das durch die darstellende Geometrie 
geförderte klare Raumvorstellungsvermögen findet seine ständige Anwendung beim Zeichnen und 
Lesen technischer Zeichnungen. Im besonderen wird die Zweitafelprojektion übernommen und 
meist als G@rund- und Aufrißverfahren bezeichnet. 


Arten der teehnisehen Zeiehnung. Nach dem jeweiligen Verwendungszweck kennt man eine Viel- 
falt von Zeichnungsarten. Skizzen, Entwurf-, Angebot-, Bestell- und Patentzeichnungen können 
unabhängig voneinander oder von einer zweiten Zeichnung existieren. Den übrigen Zeiehnungen, 
z. B. Bau-, Rohr-, Leitungs-, Schalt- und Lageplänen sowie statischen und Werkstattzeichnungen, 
liegt meist eine zweite bzw. dritte Zeichnung zugrunde. 


Anforderungen an eine teehnisehe Zeiehnung. Eine technische Zeichnung soll klar und eindeutig 
Auskunft geben über Form, Größe und Abmessungen von Werkstücken, über Oberflächenbeschaffen- 
heit und Werkstoff. Eine Fertigung nach einer bestimmten technischen Zeichnung führt an jeder 
beliebigen Arbeitsstätte stets zum gleichen Werkstück. 

Von einer technischen Zeichnung wird deshalb Maßgerechtheit und eine absolute Eindeutigkeit 
der Formerkenntnis sowie genaue Zuordnung der mit den Formen gegebenen Maße verlangt. 


Die besondere Lage des Gegenstandes. Der zu zeichnende Gegenstand wird grundsätzlich mit seinen 
Hauptansichtsflächen parallel zu den Projektions- bzw. Zeichenebenen gestellt ; er wird so gezeich- 
net, daß möglichst viele ebene Flächen (auch Schnittflächen) und Kanten parallel zu einer Zeichen- 
ebene liegen (Abb.). Diese besonders einfache Lage soll bei Gesamtdarstellungen in der Haupt- 
ansicht zugleich die @ebrauchslage sein, während man ein einzelnes Werkstück in der Fertigungs- 
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lage zeichnet, d. h. so, wie esz. B. in der Drehmaschine eingespannt ist. Dabei werden ebene Flächen, 
die parallel zur Zeichenebene liegen, und damit auch die begrenzenden Linien bzw. Körperkanten 
auf der Bildebene naßtreu abgebildet. 
Alle schräg zur Bildebene liegenden Kan- 
ten und Flächen erscheinen auf ihr ver- 
kürzt; ja, alle zur Bildebene senkrechten 
Strecken werden als Punkte projiziert 
und zur Bildebene senkrechte ebene 
Flächen als Strecken. Eine Eintafelpro- 
jektion ist nicht eindeutig umkehrbar; 
erst durch die Darstellung in mehreren 
Ebenen ist das Original eindeutig be- 
stimmt (Abb.); z. B. wird die Tiefe grund- 
sätzlich in einer zweiten Ansicht abge- 
lesen. Zum Bestimmen der wahren Größe 
von Linien und Flächen, die keiner Zei- 
chenebene parallel sind, dienen die Ver- 
fahren der darstellenden Geometrie. 
Im allgemeinen zeichnet man ein Werk- 
stück in Vorderansicht, Seitenansicht von 
links und Draufsicht (Abb.). Das genügt 
Lage parallel zur Zeichenebene in den meisten Fällen, um eindeutig die 
Form herauszulesen. Schwierigere Werk- 
stücke müssen, um klar erkennbar zu sein, in mehr als drei Ansichten dargestellt werden. 
Grundsätzlich kann ein Körper von sechs Seiten betrachtet werden (Abb.); die Anordnung der 





Verschiedene Körper mit 
der gleichen senkrechten 
Parallelprojektion 


Sat aommdie 


AH ET EEE 





Werkstück im Schrägbild, in Vor- 
deransicht a, Seitenansicht b und 
Draufsicht c 
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sechs Ansichten in der Zeichnung ist dabei genormt (Abb.). Man stellt sich vor, der Körper (Werk- 
stück) befinde sich im Inneren eines Würfels, und projiziert jede Ansicht durch senkrechte Par- 
allelprojektion (Bliekrichtungspfeil) auf die entsprechende Innenfläche des Würfels (Abb.). Schnei- 


det man dann den Würfel längs der Kanten auf 
und klappt die Würfelflächen in die Zeichenebene 
um, so erhält man das Anordnungsschema (Abb.). 
Zugleich zeigt sich ein weiterer Unterschied der 
technischen Zeichnung zu der der darstellenden 
Geometrie: alle Hilfs-, Ordnungs- und Kontroll- 
linien fallen weg. Allgemein gilt die Regel, nur 
so viele Ansichten eines Werkstückes zu zeich- 
nen, wie notwendig sind. Bei einfachen Teilen 
genügen dabei oft zwei oder nur eine Ansicht. 


Sechs Möglichkeiten, einen Körper zu betrachten 


Rückansicht 


Seitenansicht 


von links | 
Untersicht 


Untersicht 


„® eitenansicht 


Draufsicht | 
von rechts 








Seitenansicht Vorderansicht 


von rechts 


Seitenansicht 
von links 


Draufsicht 


Anordnung der sechs Ansichten 








Rückansicht 


Projektion auf die Innenflächen 
eines Würfels 
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Zeiehnungsnormen und Regeln. Zum Zweck einer schnellen, besseren und eindeutigen Lesbarkeit 
der Zeichnung wird diese unter Beachtung bestimmter Regeln und Vorschriften angefertigt, und 
es werden besondere Zeichensymbole hinzugefügt. Einige wichtige seien hier wiedergegeben: 


Linienarten undihre Anwendung 
(Abb.) 


1. dicke Vollinie: sichtbare Kanten 
von Körpern, Umrisse; 
2. dünne Vollinie: Maß- und Maßhilfs- 
linien, Schraffuren, Bezugslinien, Ober- 
flächenzeichen u.a.; 
3. Strichlinien: verdeckte (nicht sicht- 
IR bare) Kanten und Umrisse, wobei 
TI N durchsichtige Werkstoffe wie undurch- 
‚El m m m sichtige behandelt werden, Kerndurch- 
— Il - —— messer, Fußkreise bei Zahnrädern u.a.; 


nn RR wN 
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Durch Umklappen der Würfelflächen in eine Ebene erhal- Linienarten 
tenes Anordnungsschema 


4. dünne Strichpunktlinien: Mittellinien, Teilkreise bei Zahnrädern, Lochkreise, Fertigteil - in 
ein Rohteil eingezeichnet -, Bearbeitungszugaben, Grenzstellungen bei Hebeln, Umgrenzung von 
herausgezeichneten Einzelheiten, Angabe des 
Schnittverlaufs ; 


5. Freihandlinien: Bruchlinien bei Metallen, 
Isolierstoffen, Steinen u.a. Bruchlinien bei 
Holz (als Zickzacklinien). 


Durch die verschiedenen Stricharten wird die 
Form angegeben, durch die Bemaßung werden 
die Abmessungen, d.h. die Größen des Werk- 
stückes, festgelegt (Abb.). Die eingetragenen 
Maße sind für technische Zeichnungen von 
besonderer Bedeutung, weil die Maßzahl die 
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sichtbare Bezugslinie 
Körperkante 
en 3 quadrafischer 
Vierkant 
metrisches 


Gewinde 





Maßhilfslinie Moßlinie 


Stricharten und Bemaßung an einem einfachen Gabelbolzen als Beispiel für Stricharten und Be- 
Beispiel maßung 


entscheidende Angabe für die Fertigung ist. Es ist nicht erlaubt, Maße aus einer Zeichnung 
messend zu entnehmen. Bei einem unmaßstäblich gezeichneten Teil muß das Herstellungsmaß 
unterstrichen sein. Die Bemaßung bewirkt, daß die technische Zeichnung mathematisch exakt und 
eindeutig wird Die Maßeintragung ist bis in Einzelheiten, die hier anzugeben zu weit führen 
würde, umfassend und genau genormt. 
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Herstellung, Funktion und Prüfung sind maßgebende Gesichtspunkte für das Eintragen der Maße. 
Alle Maßzahlen einer Zeichnung sind stets in 1500 


Millimetern zu verstehen; wird von dieser 20 

Regel abgewichen, so ist hinter die Maßzahl 

das Kurzzeichen der betreffenden Einheit zu 

setzen, z.B. em. Soweit möglich sind Werk- ® Metall 
stücke in tatsächlicher Größe, also im Maß- 


stab 1:1 zu zeichnen; Imm der Zeichnung 
entspricht dann lmm auf dem Werkstück. 
Sind Werkstücke sehr lang, aber gleichmäßig 
einfach, dann können sie unterbrochen darge- 
stellt werden. Der Bruch wird je nach dem 
Material durch eine Bruchlinie gekennzeichnet 
(Abb.). 

Bei großen Maschinen oder großen Teilen, z.B. _. Metall 
im Hochbau oder im Schiffbau, werden tech- -&- (Welle) 
nische Zeichnungen in Verkleinerungsmaßstäben 
angefertigt, während in der Feinwerktechnik, 


| 
z.B. beim Feinmechaniker und Uhrmacher, 
oft so kleine Teile herzustellen sind, daß sie © e 
nicht in natürlicher Größe, sondern vergrößert 7 N Metall 
gezeichnet werden müssen. Die nebenstehende = (Keil) 
Tabelle enthält die dabei üblichen Maßstäbe (M). 750 81 


Freihandlinien, Bruchlinien 
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natürliche für für 
Größe |Verkleinerungen | Vergrößerungen 
M M M 
E%] 1: 2,5 2:1 
1:8 Biel 
1:10 10:1 
1:20 
1:50 
1: 100 
1: 200 
1:500 
1: 1000 


Sehnittdarstellung. Das komplizierte Innere eines 
Werkstückes wird sichtbar gemacht, indem der 
ee a Schnitt gezeichnet wird. Dadurch 
TLÄCHE j werden die (gestrichelt gezeichneten) verdeckten 

Beispiel für Schnittdarstellung Körgerkänten ala lisa und als Volliiien gezeich- 
. rs net. Wenn keine besondere Schnittführung nötig 
ist, wird das Werkstück immer durch die Mitte aufgeschnitten gedacht. Die Schnittflächen werden 
unter einem Winkel von 45° schraffiert. Die zu einem Teil gehörenden Flächen werden in gleicher 
Richtung und in gleicher Art schraffiert (gleicher Abstand der Schraffurlinien). Mehrere verschie- 
dene, aber aneinanderliegende Teile werden durch gegenläufige Schraffur oder durch verschiedene 
Abstände der Schraffurlinien unterschieden (Abb.). 
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Oft genügt es auch, einen Körper im Halbschnitt darzustellen (Abb.). Sind die Schnittflächen 
besonders groß, dann genügt schon die Andeutung der Schraffur am Rande des Körpers, während 
besonders schmale Schnittflächen einfach schwarz dargestellt werden (Abb.). 
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Niete im Schnitt 





Darstellung schmaler Schnittflächen 





Um Übersicht und Klarheit derSchnitt- 
darstellung nicht zu gefährden, werden 
Wellen, Bolzen, Schrauben, Niete, 
Keile, Ringe, Kugeln und Rippen 
nicht mit geschnitten (Abb.). 


Lesen einer teehnischen Zeichnung. 
Das Lesen einer technischen Zeichnung 
erfordert das Erkennen der Tiefe und 
das Ergänzen des in zwei Dimensio- 
nen gezeichneten Bildes zu einem 
dreidimensionalen Körper. Die Projek- 
tionsstrahlen, die beim Zeichnen vom 
Original auf die Bildebene projiziert 
wurden, müssen jetzt umgekehrt wer- 
den; sie führen aus der Bildebene 
heraus, wobei die verschiedenen An- 
sichten und Schnitte die komplizierten 
Formen des Werkstückes vor dem 
Auge des Lesers erstehen lassen. Dazu 
muß in manchen Fällen über die er- 
wähnte Würfelvorstellung hinaus eine 
besondere Projektionsebene eingeführt 
werden, besonders dann, wenn das 
Werkstück gegenüber dem vorgestell- 
ten Würfel schiefliegende Ebenen ent- 
hält. In der besonderen Projektions- 
ebene kann man dann die wahre Größe 
dieser Körperseite ablesen. Bei zahl- 
reichen Werkstücken mit einfachen 
Formen genügen zur Darstellung oft 
zwei Ansichten, Die Zeichen 2, D für 
Durchmesser oder die Angabe der Mate- 
rialdicke (sofern sie gleichmäßig ist) 
machen die technische Zeichnung auch 


vernickelt 


gestrichen 


Wortangaben für Oberflächenarten 


BERN Ai SEE sauber gegossen, 
sauber geschmiedet ua. 
Y Oberfläche geschruppt 
NN Oberfläche geschlichtef 


YYY, Oberfläche feingeschlichtet 


Oberflächenzeichen 
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bei nur einer Ansicht eindeutig. Darüber hinaus werden diese Zeichen allgemein zur Verdeutlichung 
der Zeichnung verwendet. 

Für die Herstellung reichen die bisher angegebenen Darstellungsregeln über die Form und die 
Größe der Werkstücke noch nicht aus. Der Facharbeiter muß noch aus der technischen Zeichnung 
durch genormte Zeichen (Abb.) Angaben über die Oberflächenbeschaffenheit des Werkstückes ent- 
nehmen können, um die maschinellen oder handwerklichen Arbeiten am Werkstück festzulegen. 
Diese Zeichen gelten für Feilen, Drehen, Hobeln, Fräsen, Schleifen und bezeichnen die @üte des 


ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXTYZ ?! 
abcdefghiijkImnopgrsturwxyz 123456789 


schrage Schrift 


für Zeichnungen 





Endzustandes, der mit einem Verfahren erreicht werden soll. Sonderbearbeitungen werden durch 
Wortangaben gekennzeichnet (Abb.). Für die Beschriftung auf technischen Zeichnungen ist 
eine einheitlich schräge Schrift vorge- 
schrieben, die eindeutig lesbar sein soll 
(Abb.). 

Weiter muß der Facharbeiter aus der 
Anlage der Bemaßung seine Arbeits- 
gänge am Werkstück, d.h. ihre Rei- 
henfolge und das Verfahren, eindeu- 
tig — ohne irgendwelche Maße noch 
ausrechnen zu müssen — ablesen kön- 
nen (Abb.). 

Ferner haben sich in allen Fachgebie- 
ten der Technik, ähnlich den bereits 
erwähnten Oberflächenzeichen, im 
Laufe der Zeit Vereinbarungen und 
symbolhafte Zeichen entwickelt, z.B. 
Schaltzeichen für Elektrotechnik, 
Schweißnahtzeichen im Stahlbau,Sinn- 
bilder für Zahnräder u. a. Diese Sym- 
bole sind zuordnende bzw. hinweisende 
Erkennungszeichen. Sie liegen jenseits 
der darstellend geometrischen An- 
schauungen. Für ihr Studium muß 
auf die technische Literatur verwiesen 
werden. 63 
Das technische Zeichnen ist damit zer 
über die angewandte darstellende Geo- 
metrie hinaus eine ausgeprägte Sym- 
boltechnik. Der Leser einer technischen 
Zeichnung muß nicht nur die Zeichen- 
regeln beherrschen, er muß auch die 
verwendeten Symbole kennen, um 
eine vollständige Vorstellung von dem 
herzustellenden Original zu haben. 













165 


= 
ZZ 
EN 

Re 





®40 









Bemaßung einer technischen Zeichnung 
nach Arbeiüsgängen Drehteil M 1:25 WW 
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I. Trigonometrische Funktionen 


Die Goniometrie (griech. gonia, Winkel; metrein, messen) ist die Lehre von der Winkelmessung. 
Damit ist aber nicht die elementare Winkelmessung der Planimetrie gemeint, bei der die Winkel 
mit dem Winkelmesser (Transporteur) gezeichnet oder abgelesen werden, sondern das Rechnen 
mit speziellen Funktionen, die von Winkeln abhängen und daher Winkelfunktionen oder besser 
wegen ihrer Verwendung in der T’rigonometrie (Lehre von der Dreiecksmessung oder Dreiecks- 
berechnung) trigonomeirische Funktionen heißen. 


EINFÜHRUNG DER TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN 
Sinus. Steigt eine Straße auf 100 m Weg gleichmäßig um 3 m an, so ist das Verhältnis der Höhen- 


3 
zunahme k zum zurückgelegten Weg s, also der Wert 3 : 100 oder 100° ein Maß für die Steilheit 






100m 





100m 





Bergauffahrt auf schiefer Ebene (überhöht gezeichnet) 


der Straße (Abb.), d.h. für den Winkel «, den Straße und Horizontalebene bilden. Das Verhältnis 


h 
h :s oder - ist eine Funktion des Winkels «, die als Sinus des Winkels « bezeichnet wird und danach 
3 zunächst nur für spitze Winkel « erklärt ist (Abb.): 


h 
-—— sine, h=ssinae. 
B, 8 
B 


1 Aus einer auf Millimeterpapier angefertigten genügend 
54 hz großen Zeichnung kann der Wert von Se sin« abgelesen 


werden; besonders einfach wird die graphische Bestimmung 
ee des Sinus, wenn der Divisor s eine Zehnerpotenz ist, z. B. 
A C, C, 10 em (Abb.). 

FR Die Genauigkeit dieser Bestimmung ist gering, kann aber 
Sinus desWinkels «; zn bi AC,B, 4urch Vergrößerung der Zeichnung gesteigert werden. Es 
h Bir. | zeigt sich, daß die Sinusfunktion für jeden spitzen Winkel « 
und ACzBz sind ähnliche Dreiecke einen festen Wert hat, der stets kleiner als 1 ist und für 

größere Winkel größer ist als für kleinere Winkel. 


Kosinus. Auf Landkarten erscheinen die Grundrisse e geneigter Strecken s als Kartenentfernung, 
sie sind die Projektion e der Strecke s in die Horizontalebene (Abb.). Auch das Verhältnis e :s ist 
eine Funktion des Winkels « und wird als Kosinus des Winkels « bezeichnet: 


e 
0082 = 6:8 = —,e = 8c08a. 
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Die Zahlenwerte der Kosinusfunktion für bestimmte Winkel lassen sich wie die Sinuswerte gra- 
phisch angenähert bestimmen. Man erkennt, daß der Kosinus eines spitzen Winkels um so kleiner 
wird, je größer der Winkel im Dreieck ist. 
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h 
Graphische Bestimmung des Verhältnisses = für gegebene Winkel; für « = 40° z.B. ist 


h 6,43 cm 


s 10,00em 0,088 


Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans. Auch andere Verhältnisse der drei Strecken s, h und e 
stellen Beziehungen zwischen die- 
sen Strecken und dem Winkel « 
dar; sie definieren neue Winkel- 
funktionen. Allgemein sind zwi- 


3 
schen drei Strecken (2) — 6 Ver- 


hältnisse möglich. Von den danach 





A e G 


szurückgelegter W eg (Strecke),h Höhen- Projektion einer geneigten Strecke s in die Kartenebene 
zunahme, e Kartenentfernung (Grundrißebene) 
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denkbaren 6 trigonometrischen Funktionen werden allerdings Sekans und Kosekans nur selten, 
z. B. in der Astronomie oder in der Nautik, verwendet. 


h e 
Sinus: sing = = Kosinus: cos« = m 

h e 
Tangens: tan« = er Kotangens: cotx = n 

kathete a - k 
Sekans: sec« = 2’ Kosekans: cosec« = 5 





Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man meist die dem 


Winkel « anliegende Kathete b als Ankathete, die ihm gegen- 


überliegende 


a als Gegenkaihete. Dann lauten die Definitionen 


der 6 Winkelfunktionen: 








Gegenkathete 
_ Ankathete ’ 

_ _ Ankathete „ Arastenuse | 
= Gegenkathete’ . Gegenkathete‘ 


Zwischen diesen trigonometrischen Funktionen gelten einige Beziehungen, die sich im rechtwinkli- 
gen Dreieck (Abb.) leicht nachrechnen lassen, die aber auch allgemein, d. h. für beliebige Winkel « 


gelten: 


sin®« + cos?z = 1 tan 


ceotz = 


I+ 


-cot« = 1 


1 
tan« 


COoSs«& 
sin« 


cot?x = — 
sin?« 








Quadrat von der Sei- 
tenlänge 1 


Gleichseitiges Dreieck 
von der Seitenlänge 1 


Die Winkel 45° und 30° sowie 60° entstehen 
durch eine Diagonale d = J2 im Quadrat bzw. 


1 
eine Höhe h= 5 V3 im gleichseitigen Dreieck 


jeweils von der Seitenlänge 1 (Abb.). Für die vier 
gebräuchlichen trigonometrischen Funktionen 
(Abb.) erhält man dann die in der Tabelle an- 
gegebenen Werte. Durch Ausrechnen auf vier 
Dezimalen ergibt sich daraus die untenstehende 
Funktionentafel. 

Einige dieser Werte sind rational, die übrigen irra- 
tional, aber algebraisch. Nach den im Anschluß 
an die Additionstheoreme abgeleiteten Beziehun- 
gen lassen sich aus ihnen durch algebraische 





cos 9 P) y3 3 2 3 
1 
tan op 3 3 1 y3 
1 
cot 9 Y3 1 3 3 


Operationen die Werte der trigonometrischen Funktionen für I 


cos » 0,8660 0,7071 0,5000 

tan o 0,5774 1,0000 1,7321 

cot p 1,7321 1,0000 0,5774 
PY . ‚für 2», 30, 4, 59, ... 


gewinnen. Im allgemeinen allerdings sind die Werte der trigonometrischen Funktionen transzendente 
Zahlen, deren Werte sich aus unendlichen Reihen mit jeder gewünschten Genauigkeit ergeben. 
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DEFINITION DER TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN 
FÜR BELIEBIGE WINKEL 


Um die trigonometrischen Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens für Winkel belie- 
biger Größe, nicht nur für spitze, zu erklären, legt man den Betrachtungen ein kartesisches Koordi- 
natensystem zugrunde (Abb.), in der Mathematik meist ein Linkssystem, dessen Dreksinn dem 
Uhrzeigerdrehsinn entgegengesetzt gerichtet ist und als der mathematisch positive Drehsinn 
bezeichnet wird. 


er 





Koordinatensysteme mit rechtwinkligem Achsenkreuz 


In der Markscheidekunde und in der @eophysik werden meist Rechtssysteme benutzt, deren x-Achse 
nach Norden und deren y-Achse nach Osten zeigen, deren Drehsinn also der Uhrzeigersinn ist. 
Einige mögliche Koordinatensysteme mit rechtwinkligem Achsenkreuz sind in der Abbildung 
dargestellt. 


Definition am Einheitskreis. In einem ebenen 
kartesischen Koordinatensystem durchläuft 
ein Winkel 9 alle vier Quadranten; seine 
Größe kann dabei in Altgrad, in Neugrad 
oder im Bogenmaß gemessen werden (vgl. 
Hauptabschnitt Planimetrie). Sein freier 
Schenkel schneidet den Kreis mit dem 
Radius r = 1 um den Koordinatenanfangs- 
punkt, den Einheitskreis, in den Punkten B; 
(Abb.). Für den Schnittpunkt Bo der z- 
Achse mit dem Einheitskreis hat p den 
Wert 0. Während eines Umlaufs des freien 
Schenkels von g um den Koordinatenan- 
fangspunkt durchläuft 9 alle Werte von 
0° bis 360° bzw. 40058 oder 2r. Auch für 
Winkel, die größer sind als 2, gelten die 
abzuleitenden Beziehungen, da für sie der 
Punkt B;, wieder dieselben Lagen einnimmt 
wie für Winkel zwischen 0 und 2x. Die je- 
weilige Lage des Punktes B;, z.B. Bı, Ba 
oder Bs, wird durch die Koordinaten des 
Punktes B, bestimmt, die Abszisse ist die 
senkrechte Projektion des jeweiligen Radius 
r= lauf die x-Achse, die Ordinate die senk- 
rechte Projektion dieses Radius auf die y- 
Achse; ihre Maßzahlen W sind z.B. für die 


> 
Lage Bs beide negativ, d.h., OC3 ist ent- 


—> 

gegengesetzt gerichtet wie die x-Achse und CsB3 entgegengesetzt zur y-Achse (Abb.). 

Im ersten Quadranten gelten, etwa im Dreieck OC,Bı, die bekannten Definitionen für Sinus, 
Kosinus, Tangens und Kotangens. Es wird festgesetzt, die gleichen Definitionen sollen für alle 
Quadranten erhalten bleiben, d 





Definition der trigonometrischen Funktionen am Kreis 
mit dem Radiusr = 1 
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Dabei haben Abszisse und Ordinate in den verschiedenen Quadranten verschiedene Vorzeichen, 
der Radius aber stets das positive. In der Abbildung sind dann sings, tangs, cotps und COSY4 
positiv, dagegen cosgs, tanz, cotYa, Sings, COSYs, Sina, tanpı und coty4 negativ. Die Tafel zeigt 
das Vorzeichen der vier trigonometrischen Funktionen in allen Quadranten. 

Das geschilderte Verfahren, den Geltungsbereich 
von Definitionen so auf neue Gebiete (die Qua- 
dranten II, III, IV) zu erweitern, daß die im bis- 
herigen Definitionsbereich (Quadrant I) gültigen 
Beziehungen erhalten bleiben, wird in der Mathe- 
matik häufig angewendet (Permanenzprinzip). Für 
die trigonometrischen Funktionen gelten insbe- 6089 
sondere alle in der Einführung zwischen ihnen Kir 
gefundenen Beziehungen jetzt für alle Werte des do Mi 
Winkels go. 


Auch für die Winkel 0°, 90° (1008 180° (2008, x), 270° (3006, 5 


Vorzeichentabelle 









sing 


3 

5 ) und 360° (4008, 2r) lassen 
sich die trigonometrischen Funktionen danach bestimmen, da die Abszisse bzw. die Ordinate für 
diese Winkel einen der Werte Null, +1 oder —1 hat. Für die Tangens- bzw. die Kotangensfunktion 
treten dabei Unstetigkeiten auf, wenn der Nenner des Bruches gegen Null geht;; nähert sich der Win- 
kel p z. B. wachsend dem Werte 90°, so gilt 


3). 


lim tangy, = _lim CıBı 
9,>90° 0C,>0 0Cı 


= +»; 


bei einer Annäherung an 90° von Seiten größerer Werte p gilt dagegen: 


lim tang,= 
92—>90° 






EC Be 
| 
| 
tan 
Ka 


N 
\D, 





® im II.Quadranten @ im I. Quadranten 





® im IT.Quadranten © im IZ.Quadranten 


Die trigonometrischen Funktionen in den vier Quadranten 
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Während der wachsende Winkel @ den Wert @ = 90° durchläuft, springt der Wert der Tangens- 
funktion von +00 auf —»; für p = 90° selbst ist diese Funktion nicht definiert. Diesen Sach- 
verhalt drückt man kurz durch die Schreibweise aus: tan90°= +. Ähnliche Sprungstellen 
haben die Tangensfunktion für = 3008 und die Kotangensfunktion für = 0 und fürg = n. 

Da der Radius des Einheitskreises die Länge 
r = +1 hat, ergeben sich Sinus und Kosinus 
als die (mit Vorzeichen versehene) Maßzahl M 
der Ordinate bzw. der Abszisse. Auch für die 
Funktionen Tangens und Kotangens lassen 
sich Streckenverhältnisse finden, deren Nen- 
ner den Wert + 1 hat. Der Wert des Tangens 
wird als Maßzahl der gerichteten Strecke ab- 
gelesen, die die Schenkel des Winkels 9 auf 
der Tangente im Punkte Bo(x = 1) an den 
Einheitskreis abschneiden, denn nach dem 
Strahlensatz erhält man (Abb.): 





i C:B2 BoD i CıBı BoD 
BERGE 2D2 042 Der sing ıBı ıDı 
tnpp= —_ - =-—__ => = M(Bod), taangı= —— - = —- = M(Bod;), 
C0892 00, OB cosYpı 0% on 
GB 232 D 
aDı DoDi F 
3 RES (6) O4 OB, 
Entsprechend liest man den Wert 
des Kotangens als Maßzahl WM der 
gerichteten Strecke ab, die die 
positive y-Achse und der freie 
Schenkel des Winkels p von der fang 


Tangente abschneiden, die den 
Einheitskreis im Punkte F(y = 1) 
berührt; denn nach dem Strahlen- 
satz gilt: 
— —— Orc 9 
cospı 0Cı O0E' / 


ob ee 
8 
TEN IRB DE, 


—> 
= M(FE)), 
— 





d 


— A 
cosg 002: OEr A 
vorn rm _ 00 _ Om Mr | 
"GB Bii g MR 
es En 
Ä | U 2ER 
180° 
N, cos 


p 





Die Bezeichnungen Tangens bzw. 
Kotangens bekommen danach die 
anschauliche Bedeutung der Maß- 
zahlen der Strecken auf der Tun- 
gente (Berührungspunkt x = |) 
bzw. auf der Kotangente (Berüh- 
tan 


cofo | 


+ 


Konstruktion der Kurven der trigo- 
nometrischen Funktionen 


nt 


EN 3 
rungspunkt y = 1). Auch die Funktionswerte für die Winkel 0, -, n, =r und 2r lassen sich am 
Einheitskreis ablesen. 0 


18 Mathematik 
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Schaubild der Winkelfunktionen in den vier Quadranten. Ein anschauliches Bild vom Verlauf der 
trigonometrischen Funktionen erhält man durch ein kartesisches Koordinatensystem, in das als 
Abszisse die Argumente 9 in rad und als Ordinaten die Werte der betreffenden trigonometrischen 
Funktionen eingetragen werden (Abb.). Die Funktionswerte ergeben sich als Maßzahlen der im 
Einheitskreis eingezeichneten Strecken. Die Abbildung zeigt die punktweise FEORHIEN SENDE der 


Funktionen Sinus und Tangens für Winkel von 15° zu 15° oder für eine Schrittweite von -5 12 — bzw. 


16 = im I. und II. Quadranten. In der folgenden Abbildung sind die Maße auf die Hälfte verkürzt 


worden, damit die Kurven für alle Quadranten dargestellt werden können. 


EIGENSCHAFTEN DER TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN 


Aus den beiden Abbildungen über die graphische Darstellung der trigonometrischen Funktionen 
kann eine Reihe Eigenschaften dieser Funktionen abgelesen werden, deren Richtigkeit sich, meist 
am Einheitskreis, beweisen läßt. Die 
Winkel können dabei beliebige posi- 
tive und — wie sich zeigen wird - 
auch beliebige negative Werte haben. 


Periodizität der trigoenometrisehen 
Funktionen und Wertevorrat. Die 
trigonometrischen Funktionen sind 
1 periodisch; die Sinus- und die Kosi- 
Quadranten: nusfunktion haben die Periode 2x 
I. I. r, 1. I. I. L. bzw. 360° oder 4008, die Tangens- 
4 IR und die Kotangensfunktion die Peri- 
b | ode x bzw. 180° oder 2008. Im Ein- 
fee heitskreis haben die freien Schenkel 
| 3 \ | der Winkel (9 + Zn n) die gleiche 
\ \ Lage, die trigonometrischen Funk- 

tionen deshalb denselben Wert. 


2 
\ / \ / \ / sin(p + 2nr) = sing; 
1 cos(p + an se = 0089; 
ANEEE EANEEE FAN FU 
-N -In In Die Derstellung am Einheitskreis 


/ \ / \ tan(g = zn) = tanp; 





— 
— 
— 








j -2 \ \ cot(e+nn) = cotp; 
a IE Fr Fe 
\ $/ \ || aller Winkel (p + nz) jede der Tan- 
| r | | | genten an gen Einheitskreis in den 
Punkten 2=1 bzw. y=1 nur in je 


einem Punkte schneiden, daß des- 
halb die Tangens- und die Kotan- 
gensfunktionen dieser Winkel den- 
selben Wert haben. 

Die Funktionen Sinus und Kosinus nehmen alle ihre Funktionswerte bereits in einem Teilinter- 
vall an, z.B. für O<p<2n, die Funktionen Tangens und Kotangens schon in einem engeren 
Intervall, z.B. für O<ge<nr. In einem solchen Intervall schwanken die Funktionen sing und 
cosp zwischen den Werten —1l und +1; die Funktionen tanp und cotp nehmen dagegen alle 
Werte zwischen — oe und + an. 


Graphische Darstellung der trigonometrischen Funktionen 
(Argumente im Bogenmaß) 





Tangentenriehtungen. Nach den Regeln der Differentialrechnung gibt die Ableitung einer Funktion 
für jeden Punkt ihrer Kurve den Richtungsfaktor der Tangente in diesem Punkte an die Kurve an: 


dsing dcosp . dtane 1 d cotp 1 
—_—— So; = — sing, 
dp do 

















de “ co8p’ dp  sin?p' 
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Die Sinus- und die Tangenskurve schneiden danach die g-Achse im Punkte p = 0 unter einem 
. dsingp dtanp \ i . n 

Winkel von 45°, |—— = ——> = +1. Für wachsende Winkel weicht aber die 
dp |p=0 dp |p=0 

Sinuskurve nach unten, die Tangenskurve nach oben von dieser gemeinsamen Tangente ab, weil 

cosp für diese Winkel abnimmt. Für die Stelle = rn stehen beide Kurven senkrecht aufeinander. 








Für g = s haben die Kosinus- und die Kotangenskurve eine gemeinsame Tangente, die den Winkel 
d cos d cot 
— 45° mit der +g-Achse bildet; ee = a4 = —1; für wachsende Winkel 
dp E42 dp E04 
975 eZ 


weicht die Kosinuskurve nach oben, die Kotangenskurve nach unten von dieser gemeinsamen 


Tangente ab. Für = : r schneiden sich diese Kurven unter einem rechten Winkel. Eine zur 
p-Achse parallele Tangente hat die Sinuskurve an den Stellen 9 = 5 und 9 = - r, die Kosinuskurve 
an den Stelleng=0undgp= n. 
Der Verlauf der Tangenten an die Sinus- und Tangenskurve im I. Quadranten zeigt die Richtig- 
keit der Abschätzung 

sing <arcp < tanp; 


mit arcp ist dabei der im Bogenmaß gemessene Winkel gemeint; arcp gibt in der graphischen 
Darstellung eine Gerade unter einem Winkel von 45° gegen die + p-Achse. 


Gerade und ungerade Funktionen. Die Funktion cosp ist gerade, hat also für dem Absolutbetrage 
nach gleiche positive und negative Winkel denselben Wert (Abb.). 


cosp = cos(—p) als gerade 
Funktion 





Die Funktionen Sinus, Tangens und Kotangens sind dagegen ungerade Funktionen. Ihre Kurven 
sind symmetrisch zum Koordinatenursprung (Abb.); der Funktionswert für einen negativen Winkel 


sin(-g) = — sing als ungerade 
Funktion 





ist dem negativen Funktionswert des positiven Winkels von gleichem Absolutbetrag gleich: 
f-2) = - fe). 


Die Richtigkeit dieser viel verwendeten Beziehungen erkennt man am Einheitskreis. 


ungerade sin(-e) = —sinp gerade cos(-g) = + c0sp 
Funktionen | tan(—-g) = —tanp Funktion 


eot(—g) = — eotp 





Wegen dieser Eigenschaften genügt die Kenntnis der Funktionswerte in einem Teilintervall der 
Periode, um die Werte im ganzen Periodenintervall anzugeben; Kosinus durchläuft z. B. für Winkel 


18* 
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zwischen 0 bis r dieselben Werte wie für Winkel von 2x bis rn, in Zeichen 
co8sp = cos(2r — p),po <a, 


er nimmt deshalb zwischen 0 und x alle seine Werte an. Entsprechend genügen für die drei un- 
geraden trigonometrischen Funktionen die Werte in einem Teilintervall: von 0 bis x für sing bzw. 


von 0 bis = für tan und cotp, da die 


übrigen die negativen Werte der ge- 
gebenen sind. 

Mit Hilfe des Begriffs der Kofunktion 
und mit Hilfe der Quadrantenrelatio- 
nen läßt sich sogar zeigen, daß die 
Kenntnis der Werte von sing für 


von O0 bis 5 schon genügt, um die 


Werte aller anderen trigonometri- 
schen Funktionen anzugeben. Um die 


Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens negativer Winkel Umrechnungen zu vereinfachen, wer- 
den allerdings praktisch neben den 





Sinuswerten für 0O<p s; die Tangenswerte für das gleiche Intervall angegeben. 


Beziehungen zwischen den trigoenometrisehen Funktionen desselben Winkels. Nach den in der Ein- 
leitung gefundenen Beziehungen läßt sich jede trigonometrische Funktion durch jede andere 
desselben Arguments ausdrücken. Will man z. B. sing oder cotg durch cosp ausdrücken, so ergibt 
Bahr COSY CO8P 


sing +YI-cosp 





l. sing = + yı — c08?9; 2. cotp = 
Die folgende Tabelle enthält alle Beziehungen ; 


gegeben 
| tan 
1 
+1 + eot?g 
Tu cotp 
= yı — sin? COSp —— Bam ee Ö 
= p +Y1 + cot?g 
sin + yı — c08?p 1 
+YV1- sin2o COS cotp 


+J1 - sin?p COS 


sing 


sing 





Für Winkel im I. Quadranten gelten in ihr die positiven Vorzeichen der Wurzel; in den übrigen 
Quadranten sind die Vorzeichen der Wurzel nach der Vorzeichentabelle oder am Einheitskreis 
zu bestimmen. 


Beispiel: Im III. Quadranten sind cos und sing negativ, dagegen tang und ei positiv; in 


er ee ten 
der 2. Zeile der Tabelle gelten für r < F = 2 rn deshalb die Formeln cosp = — Y1 - sin2p 
4 cotp | | | 


Bi + tan yı + 006°7 | 2 Ä 

Funktion und Kofunktion. Das Wort Kosinus kommt aus dem Lateinischen und bedeutet eomple: 
menti sinus, d. h. Sinus des Komplementwinkels; entsprechend bedeuten Kotangens bzw. Kosekans 
Tangens bzw. Sekans des Komplementwinkels. Der Komplement- 
winkel 8 ergänzt einen gegebenen spitzen Winkel « zu einem 
Rechten 1-, 1-=«-+/; der rechte Winkel 1- kann in Altgrad, 
Neugrad oder Bogenmaß gemessen sein. 

Die sprachlichen Bezeichnungen Kosinus, Kotangens und Kosekans enthalten danach die mathe- 
matische Behauptung 


cos« = sin(l1- — «) = sinß, cot« = tan(1- — «) = tanf, cosee« = sec(l- — «) = secß. 





a rn BEE 
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An einem rechtwinkligen Dreieck, in dem die Kathete «a dem Winkel « und die Kathete b dem 
Winkel 8 gegenüberliegen, liest man in der Tat sofort ab: 


b. 
a 


a 


a b 
sinz = a cosß, cosaı = = sinß, tan = — = cotß, ceot« = - = tanß, 


findet also über die Behauptung hinaus noch 
sin« = cos(1- — a), tan« = cot(l11- — «), sec« = cosec(l11- — «), 


daß auch die Sinusfunktion die Kofunktion des Kosinus ist und Tangens bzw. Sekans die Kofunktion 
von Kotangens bzw. Kosekans. 





Quadrantenrelationen. Zwischen trigonometrischen Funktionen, deren Argumente sich um einen 
Rechten oder um Vielfache davon unterscheiden, bestehen Beziehungen, die Quadrantenrelationen 
genannt werden. 


Vierteldrehungssatz. Der Übergang von 
einem Quadranten in den nächsten erfolgt 
durch Drehen der Abbildung um ein Viertel 
des Vollwinkels oder durch Addition des 
rechten Winkels 11- zum Argument op. Dabei 
müssen Abszissen- bzw. Kosinuswerte (Abb.) 
übergehen in Ordinaten- bzw. Sinuswerte 
vom gleichen Betrage und umgekehrt; 
|sin(11- + p)| = l|eospgl|, leos(1-+p)| 
= el Ein positiver cosp liegt auf der 
+ x-Achse, wird also nach der Drehung als 
sin(1- + @) auf der + y-Achse liegen, d.h, 
positiv sein ; entsprechend geht ein negativer 
cosp auf der —x-Achse durch die Drehung 
um 1!- in einen wieder negativen Wert 
sin(1!--+ 9) auf der — y-Achse über. Es gilt 
demnach cosg = sin(l1!- + 9). Ein positi- 
ver Wert sinp dagegen geht durch die 
Drehung von der +y-Achse auf die —x- 
Achse über bzw. ein negativer sinp von 
der —y-Achse auf die + x-Achse. Hier gilt 
demnach sing = —cos{1!- + p). 

Der Radius des Einheitskreises hat im , 

Koordinatensystem dieselbe Lage für einen En a 2 IE .Quadranten 
positiven Winkel p wie für einen negativen Vierteldrehungssatz sin(11- + ) = cos, cos(11- + p) 
Winkel —y, wenn g+y=4-= 2n; dann — —- sing 

haben auch die trigonometrischen Funk- 

tionen denselben Wert, wenn für @ der Wert —y eingesetzt wird: 


sin(1!-— y) = c0s(-y) = cosy, cos(l- — y) = —sin(-y) = siny. 





COSp He ü 
sing Birane 
tan(11- + 9) = —cotg, cot(l1!- +y) = —-tang, tan(11- — y) = coty, cot(11- — y) = tany. 


Die Beziehungen zwischen Funktion und Kofunktion sind damit für beliebige Winkel y verall- 
gemeinert worden. Die ne sin(1/- + 8) = cosß bedeutet geometrisch, daß die Kurve der 





Wegent u 
eren van = 
g iz cos 


Sinusfunktion als eine um 11- = 5 verschobene Kosinuskurve aufgefaßt werden darf. 


Weitere Quadrantenrelationen. Der Übergang in den übernächsten bzw. in den drittnächsten 
Quadranten wird vollzogen durch Addition von 2|- bzw. 3!-. Die dabei gültigen Beziehungen 
on Babe aus een des ne wenn man 2 Flir p einsetzt 1- + y bzw. 2- + y. 





| een us ng 


Man kann auch das ‚ Vielfache eines rechten Winkels um beliebige Winkel p verringern und dafür 
ebenfalls die Korraeln ges A u 
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Übersicht über die Quadrantenrelationen. Durch die Quadrantenrelationen wird eine tri- 
gonometrische Funktion eines Winkels (n- 11- +6) fürn = 1, 2, 3, 4 ausgedrückt durch eine 
Funktion des Winkels ö, wobei ö ein beliebiger Winkel ist. Setzt man (n  1- +6) = 2, so lassen 
sich die Quadrantenrelationen zu der folgenden Tabelle zusammenfassen: 


4_-Ö 


— sinö 
+ c08sö 
— tanö 
— cotö 





IV 





Y I % 
Die Tabelle zeigt folgende Regelmäßigkeiten: 
1. für ungeradzahlige Vielfache von 1|-, d.h. für 1-— 6, 1- +8,31 —- 5, 3- +6, tritt die Kofunk- 
tion des Winkels ö auf, 
2. für geradzahlige Vielfache von 1!-, d.h. für 2- — ö, 2. +95, 4- —-58,4-+5=0:1!--+5, tritt 
dieselbe Funktion von ö auf wie die gesuchte von ®, 
3. die Vorzeichen sind die der Funktion von Winkel ®, wenn ö als spitzer Winkel angenommen 
wird; der freie Schenkel des Winkels liegt dann in dem Quadranten, der in der letzten Zeile 
der Tabelle angegeben ist und für den man am Einheitskreis die Vorzeichen finden kann. 


Durch diese Tabelle lassen sich die trigonometrischen Funktionen beliebiger Winkel ® zurück- 
führen auf Funktionen spitzer Winkel ö. Da in praktischen Aufgaben, besonders wenn die Winkel 
in Grad, Minuten und Sekunden gegeben sind, nur die positiven Zuwüchse ö verwendet werden, 
sind die Spalten © = 1- +6,08 = 2|- 4 öund © = 31- + ö besonders markiert. Nach der Tabelle 
ergibt sich z. B. sin(2- +6) = - sind, tan(1- + 6) = — cotö, cot(3!- + ö) = — tand. 








Konstruktion der Winkel für zwei gegebene Konstruktion der Winkel für zwei gegebene 
Sinuswerte Kosinuswerte 


Arkusfunktionen. Trägt man vom Koordinatenanfangspunkt aus auf der y-Achse eine gerichtete 


= — 
Strecke OFı bzw. OFs ab, deren Betrag kleiner als die Einheit ist, so schneidet eine Parallele zur 
x-Achse durch den Punkt Fı bzw. F3; den Einheitskreis in zwei Punkten B, und Ba bzw. Bs und B.. 
Die Abbildung zeigt, daß OB, und OB; bzw. OBs und OB, die freien Schenkel zweier Winkel gı 


— — 
und 9 bzw. 3 und g4 sind, deren Sinusfunktion durch die Maßzahl der Strecke OF, bzw. OF3 
gegeben ist: ne: en 
singı = sin a = M(OF;), sinos = sin 4 = M(OF:5). 

Es läßt sich danach jede Zahl y mit |y| < 1 als ein Wert der Sinusfunktion auffassen, und es gibt 
zwei Winkel gı, o2, die Lösungen der Gleichung y = siny sind. Nach der Abbildung können aller- 
dings volle Umdrehungen des freien Schenkels des Winkels nicht unterschieden werden, d. h., es 
gibt in Wirklichkeit unendlich viele Lösungen 

yı=ptr2n »p=aHtr2nnn=0,1,2,... 
Aus Gründen der Symmetrie zur y-Achse gilt für diese Winkel 
yo tte=n, 9 + Mm = 3n. 

Durch Abtragen einer gegebenen Zahl x mit |x| < 1 als Strecke auf der x-Achse eines Einheitskreises 
und durch eine Parallele zur y-Achse durch den Endpunkt Cı,4 bzw. Os, 3 ergeben sich entsprechend 
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zwei Winkel g9ı und 94 bzw. p2 und gs, die als Lösungen der Gleichung cosy = x aufgefaßt werden 


können (Abb.). s=mnt2ır sw =-mtr2nn,n=0,12,... 


bzw. = mH+t2nnyve=o9+2nn,n=0(,1,2,... 
Zwischen diesen Lösungen gilt die Beziehung pı + 94 = 2r bzw. ga + 93 = 2n. 


Aus dem Wert des Kosinus oder des Sinus erhält man auch im Intervall 0 < 9 < 2n zwei Werte 
für den Winkel y; aus y = siny z.B. die Werte 9ı und 92. Am Einheitskreis erkennt man, daß 
durch eine dieser Funktionen und das Vorzeichen der ande- 
ren der Winkel y eindeutig bestimmt ist. Aus der im An- 
schluß an das Additionstheorem abgeleiteten Beziehung 
tan, — Tanne er ergibt sich, daß zur eindeutigen Festlegung 
eines Winkels y, O<y< 2n, auch der Tangenswert des 
halben Winkels genügt. 

Die Aufgaben, zu einer gegebenen Zahl y bzw. x Winkel zu 
finden, für die als Argumente die Tangensfunktion bzw. die 
Kotangensfunktion einen gegebenen Wert annimmt, läßt 
sich ebenfalls geometrisch am Einheitskreis lösen (Abb.). 
Die der Zahl y bzw. x entsprechende gerichtete Strecke, z.B. 


— u 

BoDı,s bzw. F E32, a, wird vom Punkte Bo, bzw. F aus auf der 
Tangente an den Einheitskreis im Punkte Bo(x = 1) bzw. 
F(y = 1) abgetragen und ihr Endpunkt Dı,s bzw. Es, durch 
eine Gerade mit dem Koordinatenanfangspunkt O verbun- 
den, die den Einheitskreis in den Punkten Bı und B3 bzw. 
Ba und B; schneidet. Man findet ı = gıtrn,n=0,1, 
2,... als Lösung der Gleichung tany = y 





Konstruktion der Winkel zu einem 
gegebenen Tangens- bzw. Kotangens- 
bzw. yı =patnn,n=0,1,2,... wert 


als Lösung der Gleichung coty = x. 
Man bezeichnet die Funktion, die den im Bogenmaß (lat.arcus, Bogen) gemessenen Winkel angibt, 
für den eine trigonometrische Funktion vorbestimmte Werte annimmt, als zyklometrische oder 










N 
GE ee eine m ne 
| 
=arccotx 
hm gegkärchunn," Yan ua. ee ze — = A 
| u 
Jarcsinx y-arctanx 
= DIE L A 
y-Arccotx 
N ud mm 
Jan 7 er 7 x 
Y\ =Arctamx u 
y=Aresinx | 5 
\Y=arCcosx 
-1L 


Graphische Darstellung der Funktionen y = aretanz und y = arccotx 


| links : Graphische Darstellung der Funktionen y= aresinz undy=arccos® 
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Arkusfunktion der trigonometrischen. Diese Funktionen sind die Umkehr- oder inversen Funktionen 
der trigonometrischen (vgl. Hauptabschnitt Funktionen). Die Bezeichnungen sind in der Tabelle 
zusammengestellt. Nach der beim Ableiten der Umkehrfunktion üblichen Vertauschung von x 
und % stellt y den Bogen, Arkus, dar, dessen Sinus den 
Wert: hat; die lateinische Bezeichnung arcus cuius sinus | trigonometrische | ,_ E 

x est hat zu dem Zeichen arcsinz geführt. Durch Spiegelung Funktion Arkusfunktion 
an der Winkelhalbierenden des I. Quadranten erhält man 


die Darstellungen des Funktionsverlaufs für die Arkus- i y = aresinz 
funktionen aus denen der trigonometrischen. Je nach den | Yy = 8rCCOB% 
Monotonie-Intervallen ergeben sich verschiedene Werte- y = arctanz 
vorrate der Umkehrfunktionen (vgl. S. 133, Beispiel 3). y = arccotb 





Als Hauptwerte Arcsinz, Arecosz, Arcetanxz und Arccotx 
bezeichnet man dabei: 


" < Arcsi = = z Arct = 
8 sınz = +5» + etanz < +5» 
0< Areccose <-+n, 0 < Arceotz < +n. 


DAS ARBEITEN MIT TRIGONOMETRISCHEN TAFELN 


Das Prinzip der Einrichtung und Benutzung der Tafeln ist für alie Winkelteilungen das gleiche. Da 
Tafeln für dezimalgeteilten Altgrad am verbreitetsten sind, werden sie der Erläuterung zugrunde 
gelegt. Im Anhang sind 4stellige Tafeln abgedruckt; Besonderheiten, vor allem für Tafeln mit 5, 6 
oder 7 Stellen, sind in der Benutzungsanweisung jeder Tafel angegeben. 


Das Aufschlagen der Winkelfunktionen. In der hier abgebildeten Tafel werden die Werte der dar- 
gestellten Funktionen im Schnittpunkt einer horizontal laufenden Zeile mit einer senkrecht laufen- 
den Spalte gefunden, in der Abbildung z.B. der 

u 45° Zeile für ‚„5‘‘ Grad mit der Spalte „,‚4“; für den 

sin 0° +" sın Schnittpunkt findet man, wie die Überschrift 

A wer angibt, sin5,4° = 0,0941; da die Sinuswerte bis 

Ä 3), \ iM | ‚5 auf einen (sin90°= 1) kleiner: als 1 sind, werden 

Graa | ee meist nur die Stellen nach dem Komma ange- 


10017 (0038 10052 |0070 0087 geben. 
0,0000 | 0017 |0035 wid o244 |o262 Alle Tafeln trigonometrischer Funktionen haben 

































0209 022, 4 F R z a 
3 a I 0384 |og01 | 0419 .,” einen doppelten Eingang, sie können von links 
2 0523 0541 |0558 0576 10593 us oben bzw. von rechts unten gelesen werden; damit 
« 0698 0718 | 0732 |0750 77 “ meint man, die Zeilen können von oben nach 
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unten und die Spalten von links nach rechts ge- 
08 zählt werden oder umgekehrt die Zeilen von unten 
en ee se) nach oben und die Spalten von rechts nach links. 
#° Inder Abbildung ergab sich von links oben für 
die Zeile 5 und die Spalte ‚4 der Wert sin5,4° 
= 0,0941; von rechts unten steht derselbe Wert in 
der Zeile 84 und der Spalte ‚6; da aber 5,4°-+84,6° 
= 90°, gibt er den Wert der Kofunktion an, d.h., 
cos 84,6° = 0,0941. Die Werte einer Funktion 
Aufsuchen von sin«, wenn « gegeben ist und ihrer Kofunktion sind auf diese Weise in 
ein und derselben Tafel enthalten, die Sinus- 
bzw. Tangenswerte von links oben, die Kosinus- 
bzw. Kotangenswerte von rechts unten. Nach den Quadrantenrelationen brauchen dabei nur die 
Werte im I. Quadranten angegeben zu werden; das Vorzeichen der gesuchten Funktion ergibt sich 
aus der Vorzeichentabelle oder aus dem Einheitskreis. 
Neben den, wie man sagt, natürlichen Werten der Winkelfunktionen werden noch Tafeln der 
Logarithmen dieser natürlichen Werte angegeben. Diese logarithmisch-trigonometrischen Tafeln 
wurden früher für genauere Rechnungen allein verwendet; durch das zunehmende Rechnen mit 
Rechenmaschinen wächst aber die Bedeutung der natürlichen Werte der trigonometrischen Funk- 
tionen. In den logarithmisch-trigonometrischen Tafeln ist es dabei üblich, eine um 10 größere 
Kennziffer anzugeben; z. B. ist lgsin 5,4° = 0,9736 — 2 = 8,9736'— 10, die Tafel gibt aber 8,9736 an. 
Beim praktischen Aufsuchen der Werte trigonometrischer Funktionen nach Zeilen und Spalten 
ist es notwendig, sich für jeden gegebenen Winkel die Lage seines freien Schenkels im Einheitskreis 
vorzustellen, um Sicherheit über das Vorzeichen und die Quadrantenrelationen zu haben. Die 
Zeichen p und n sind in den Rechenbeispielen 8. 67 im Hauptabschnitt Höhere Rechenarten 
erläutert. 
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Beispiel 1: Für den Winkel gı = 56,6° erhält man: 


sin 56,6° = 0,8348; c0856,6° = 0,5505; 
tan 56,6° = 1,517; c0t.56,6° = 0,6594; 
lgsin 56,6° = 9,9216; 1gc0856,6° = 9,7407; 
Igtan 56,6° = 0,1809; 1g.c0t 56,6° = 9,8191. 


erhält man: 
sin113,4° — sin (90° + 23,4°%) = + cos(23, 4°) 


Beispiel 2: Für den Winkel ya = 113,4° (Abb.) 


= + 0,9178; 
cos113,4° = cos(90° + 23,4°) = — sin(23,4°) 
= — 0,3971; 
tan113,4° = — c0t(23,4°) = — 2,311; 


cot113,4° = — tan(23,4°) = — 0,4327; 
lgsin 113,4° = 9,9627p; 1g]jeos113,4°| = 9,5990n; 
lgltan113,4°|= 0,3638n; lglcot113,4°| = 9,6362n. 


Beispiel 3: Für den Winkel ps = 244,8° (Abb.) 
erhält man: 
sin 244,8° = sin(180° + 64,8°) = —sin64,8° 





= — 0,9048; = 
003244,8° = cos(180° + 64 ‚8°). = —cos64, 8 

= — 0,4258; Werte der trigonometrischen Funktionen für 
tan 244,8° = tan64,8°= +2,125; | den Winkel ga = 113,4° 


c0ot244,8° = cot64,8° = +0,4706; 
lg|sin244,8°|= 9,9566n; Ig|cos244,8°|= 9,6292n; 
lg tan244,8° = 0,3274p; lgcot244,8° = 9,6726». 


Beispiel 4: Für den Winkel p = 320,3° (Abb.) 
erhält man: 
sin 320,3° = sin(270° + 50,3°) = — 00850,3° 
= —0,6388; 
c08320,3° = cos(270° > 50 3°) — +sin 50,3 
+ 0,7694; 
tan 320,3° = — cot50, 30 = — 0,8302; 
c0t320,3° = —tan50,3° = — 1,205; 
lg|sin 320,3°|= 9,8053n; 1gc03320,3° = 9,8862 p; 
lg|tan320,3°|= 9,9192n; 1lg|cot320,3°| = 0,0808n. 


Ist vom Wert des Winkels eine weitere Dezimale 2 
bekannt, liegt also der gesuchte Funktionswert zwi- 
schen den in der Tafel angegebenen Werten tı und is, 
so findet man durch lineare Interpolation (vgl. Haupt- 
abschnitt Höhere Rechenarten) aus der Tafeldifferenz 
d=ts —tı die Verbesserung oT . 





Werte der trigonometrischen Funktionen für 
den Winkel wa — 244,8° 





Der Wert sin 5,47° liegt zwischen 0,0941 und 0,0958, 
die Tafeldifferenz d ist 17 +» 10-4 = 0,0017, die nächste 
Ziffer 2 ist 7; für die Verbesserung erhält man v = 


17-7 
9 10-4 11,9: 10-4» 12 10- oder 0,0012; d.h.’ 


es gilt sin 5,47° = 0,0953. Dagegen liegt der Wert 
für c0856,64° zwischen 0,5505 und 0,5490, man hat 


—15-4 
d= —15-104 z=4 u»= 5 * 10-= — 6,0: 10-* 
d.h. c0856,64° = 0,5499. 





Werte der trigonometrischen Funktionen für den 
Winkel 94 = 320,3° 
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11-3 3 
Beispiele: 1. tan113,43° = — 0c0t23,43° = - (2 3ll— > Ip = = 2 308. 





10 

16-6 
2. 1g]cos244,86°|—= 1gcos64, a0 = (9 6292 — 70 : rn — 9,6282n. 
3. 1g|sin320,39°]= 1gc0s50,39°n = ( - 10 10) = 9,8045n. 


4. cot81,36« = 0,1519, da cot81,3« — 0,1530 und cot81,46 — 0,1512. 
5. tan62°37’ = 1,931, da tan62°30’ = 1,921 und tan62°40’ = 1,935. 


Das Aufsehlagen des Winkels. Falls der gegebene Funktionswert unmittelbar in der Tafel auftritt, 
läuft die Bestimmung des Winkels nur darauf hinaus, die Bezeichnung der Zeile und der Spalte 
abzulesen, die sich an der Stelle des Funktionswertes kreuzen. Stimmt der Funktionswert nicht 
mit einem Tafelwert überein, so erhält man die nächste gültige Dezimale z des Winkels aus der 
Tafeldifferenz d und der bislang Verbesserung genannten Eigendifferenz v zwischen dem gegebenen 


Funktionswert und dem im Sinne wachsender Argumente vorangehenden Tafelwert » n —2z 












v-10 
oderz = zZ: 
Beispiel 1: Der Kosinuswert 0,3950 liegt zwischen c0866,7° = 0,395 co 66, eo u 3939; 
ne h 2 de 
man findet d= — 16: 104%,» = —5- 104, d.h. z u u 3, oder arccos(, 3950 — — 66, 73°. 


Wegen der en der Arkusfunktionen Auen auch 2 =-— - 66, ar > 293, 27°; 66, 13° 





Beispiel 2: Wie N ist ar 0 ern I 5 en | 

Nach der Vorzeichentabelle oder nach der Desstellung & im. ink. gibt es, beschen von 
der Periode, zwei Lösungen 9ı und gs, die im III. und IV. Quadranten liegen und der Gleichung 
91 + 9 = 3n = 540° genügen. Nach den Quadrantenrelationen liegt ö = oı — 21- zwischen 
51,0° und 51,1°, da sin51,0° = 0,7771 und 51,1° = 0,7782; aus d =11- 104, n— 6- 10-4 folgt 


6-10 _ 
De 1 5 d.h.ö = 51,05°, 91 = 231,056° + n- 3009,90 308,95° 4 n- 300%,n = 0, 1, 2. 
Beispiel 3: Wie groß ist aretan (— 2,000) ? - an ©. , 
Der Winkel 9, für den tanp = — 2,000 gilt, liegt im II. ee und für b=-p- ı. ir 
cotö = + 2,000. Aus c0t26,5° = 2, 006 und c0t26,6° = 1 ‚997 folgt. d- = 9: 103,9» = -6- 1078, 


6:10 


z= ar d.h. 9 = 20,57 und damit aretan( 2,000) = 116,57° 4 n- 180°, n=0, L m 


Beispiel 4: Für welche Winkel 1% gilt Ig|cose| = 9 74435n? - 

Da der Kosinuswert negativ ist, liegen die freien Schenkel der Winkel g» und gs im II. und 
III. Quadranten, und zwar symmetrisch zur x-Achse. Nach den Quadrantenrelationen ist 
ö= pa — 21- bestimmt durch Igeosö = 9,74435p. Aus einer 5stelligen Tafel entnimmt man 








1gc0856,28° — 9,74440 und 1gc0856,29° = 9,,4428; aus d= —-12:10-5, v= -5- 105, 
5-10 | erw 
— 13 4 erhält man ö = 56,284° und damit gı = 123,716° + n : 360°, g2 = 236,284° 
+ nr 360° 


DIE ADDITIONSTHEOREME 


Die Additionstheoreme geben an, wie sich die trigonometrischen Funktionen einer Summe oder 
einer Differenz zweier Winkel « und £ aus den trigonometrischen Funktionen der Einzelwinkel 
zusammensetzen. 


Die Additionstheoreme für Sinus und Kosinus. Im Einheitskreis werden die Werte der Kosinus- 
bzw. der Sinusfunktion eines Winkels p dargestellt als Maßzahlen der Abszisse bzw. der Ordinate des 
Radius, der die Richtung des freien Schenkels vom Winkel 9 hat. Diese beiden Strecken sind die 
senkrechten Projektionen dieses Radius auf die x- bzw. die y-Achse. Nach einem Satze der Vektor- 
rechnung ist die Projektion dieses Radius gleich der Summe der Projektionen zweier Vektoren, als 
deren Bunte. der ROSS Bujgejapt werden kann. In den Abbildungen „Additionstheorem“ gilt 


z. B. stets 09 = oT 4 To: oT ist dabei die senkrechte Projektion des freien Schenkels 00 
vom Winkel $ auf den freien Schenkel OP des Winkels «, und TQ ist die senkrechte Projektion des 
freien Schenkels 00 vom Winkel ß auf eine Richtung S, die den Winkel (1- + «) gegen die +z- 
Achse bildet. Die Maßzahl von oT ist darfach cosß und die von T( Q ist sin. Bezeichnet man die 
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Maßzahl der senkrechten Projektion auf die x-Achse mit M; und die der senkrechten Projektion 
auf die y-Achse mit M,, so gilt (Abb.): 


— — — — — 

Mz(OQ) = Mx(OT) + M:(T Q), wobei M.(OQ) = M(OQ’) = eos(@ + B), 
—- 

M(OT) = mio) = cosß cosa, 


— ei, * * 
M:(TQ) = M(T’Q’) = sinß [eos(11- + «)] = —sinß sine; 
folglich gilt cos(x + ß) = cos« cosß — sin« sinß. 


> = > nn > s 
M(OQ) = M(OT) + M,(TQ), wobei M,(OQ) = M(0Q”) = cos [1- — (x + B)] = sin(« + B), 
M,(OT) = Mor") = cosß cos [l!- — a] = sin« cosß, 
— —. 
M(TQ) = M(T”’Q”) = sinß cos [1!- — (1- + e)] = sinß cos(—«) = cosa sinß; 
folglich gilt sin(& + ß) = sin« cosß + cos« sinß. 





n nı 7 7 
b)z<a<n a <P<n, )z<e<mn<p<n, 
In 3n 
a<etß<y 2 <e+tPß<2n 


Additionstheorem für Sinus- und Kosinusfunktion 


Die Überlegungen gelten für beliebige Winkel « und ß, die drei Zeichnungen sind Beispiele für drei 
herausgegriffene Fälle. Das x-y-System dient dazu, die Winkel zu berechnen, die die Strecken 
gegen die + y-Achse bzw. die +x-Achse bilden; im x-y-System hat die +x-Achse den Winkel l!-, 
—> — — 

also haben OT den Winkel (1-— «), OQ den Winkel [1-— («+ £)] und TQ den Winkel 
[1- — (11- + «)] gegen die + x-Achse. 

Ohne Benutzung des x-y-Systems ergibt sich aus dem Additionstheorem für die Kosinusfunktion 
das für die Sinusfunktion aus den für beliebige Winkel abgeleiteten Quadrantenrelationen: 


sin(x + ß) = eos [1- — (@« + B)] = cos Ki - = p] 
—= cos (11- — «) cos (—ß) — sin (1'- — eo) sin (—ß), 

sin(x + 8) = sin« cosß + cos« sinß. 
Zugleich ist dabei die wegen der Periodizität selbstverständliche Tatsache verwendet worden, daß 
jeder Winkel $ı durch einen Winkel — fs ersetzt werden darf, wenn ßı + ß2 = 2r bzw. 4008 oder 
360°, daß mithin im Additionstheorem auch negative Winkel auftreten dürfen: 

sin(x — ß) = sina« cosß — cos« sinß, 

cos(x — ß) = cosa cosß + sin« sin. 
Die Additionstheoreme für Tangens und Kotangens. Diese erhält man sofort allgemeingültig durch 
Division und entsprechende Umformung: 

A sin («+ ß) sin«cosß + cos« sinß 

an. cos(« + ß) cos«cosß — sin« sinß 


Zähler und Nenner werden durch cos« cosß dividiert: 


tana« + tanß tana« — tanß 


tan (x + ß) = 1- tan« tanß’ tan (@« - P) = " 1-+ tanatanß 
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Entsprechend ergibt sich 


cot« cotß — 1 cotx cotß -+ 1 
Er eh nn, 
cotx + cotß cotß — cot« 


eot («+ P) = 


sin(@ + ß) = sina cosß + cos« sinß sin (x — ßB) = sina« cosß — cosa sinß 
cos(x + ß) = cos« eosß — sin« sinß cos (x — $) = cos« cosß + sin« sinß 
tanz + tanß tan — tanß 

1 — tanatanß le Ze 3 2 1 + tana tanfß 

cot« cotß — 1 cot« cotß + 1 

cotß + cot« 5 cotß — cot« 


tan («+ P)= 


eot (a + B) = 


Funktionen der doppelten und der halben Winkel 


sin2p = 2 sing C0sp cos2g = ceos?p — sin?p = 1 — 2sin?p = 2ccs’p — 1 


5 : PR p 9 & o x p ® 
sın — 2sin-e Ss — Pet md N = Ve  , el 
A: 2 085 coap = cos? 5 — sinn —1- 2sin?n = 2 cos? , 


9 
2tang 2 : R Pan 2 
1—-tan?g cotp-—tang di Pa p p 
1-tan?, co, _ tan, 


? p p 
2 — —_ a a 
cot?p — 1 cotp — tan eos 2 i ze 2 =ö 2 


Sn. 2 Op 2 


tan2o = 


cot2p = 


p 
2 cot > 


a . 
= 2 


er en 
=r 

1 — cos2» 1) [1 - cosp — C0S9 

Er 1 + cos2» tanz = EU TI 008% + cosp 


sin2@ 1 — cos 2» sing 1 — cosp 


 1-+cos2m sin29 Ä1+c08s9 sing 


[7 1 + cosp 
u Tag +] 1 — cosp 
1 + cos2p sing „. + c08p 
 1-cos2g _sin2 ne cosp sing 
9 
2tanyp 1 — tan?o ta 


sin2p = 1 + tan2p’ cos2py= 1 + tan2g sin =: 


o 
re 
l+tan 3 


Funktionen des mehrfaehen Winkels 
sin3g = 3sinp — 4 sin?o cos3p = 4 cos!p — 3 cosp 
sindp = 4sinp cosp — 8 sin?g cosp cos4p = 8 cost — 8 cos?p + 1 
sind5g = 5sing — 20 sin?®go + 16 sind cos5p = 16 cosdp — 20 cos! + 5 cosp 
3tang — tan?o cot?@ — 3 cotp 
a cot3p = ——. —— 
1 — 3 tan? 3 cot?o — 1 
4tangp — 4 tan?g iA eot!p — 6 cot?p + 1 
1 - 6tanip + tantp BEP 7 got — 4 cotp 


tan3o = 


tandp = 
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FOLGERUNGEN AUS DEN ADDITIONSTHEOREMEN 


Aus den Additionstheoremen ergeben sich viele Beziehungen zwischen den trigonometrischen 
Funktionen, die in den folgenden Tabellen zusammengestellt sind. Einige Beispiele zeigen den 
Gang der Rechnung. 


sin(« + ß) sin(« — ß) sindgp = sin(2p + p) 

= sin?« cos?B — cos?« sin?ß —= sin2p cosp + c0s2p sinp 

= sin?« cos?ß — cos?« (l — cos?) = 2sinp cos®p + (1 — 2sin?p) sing 
= cos?ß (sin?« + cos?«) — cos?« = 2sinp (l — sin?p) + sing — 2 sin? 
= cos? — cos?«, = 3sinp — 4sin?pg. 


1 
In sine + y) + sin (— y) = 2sinp cosysetztmanae = + vw, ß=p9-y,alop = „@+B), 
1 1 
= 5(@-#) und erhält sin« + sinß=2sinn(« +) co8 5 (@ — PB). 


sin« sinß sin«cosß + cosasinß sin («+ ß) 


—— ms me, 


COS« = cosß CcOSx cosß  cos«cosß " 





tanz + tanß = 





Summen, Differenzen und Produkte trigonometrischer Funktionen 
© +ßB a—B EB AR 










































sin« + sinß = 2sin 9 875 cos& + cosß = 2 cos 2 cos 2 

sin« — sinß = 2008“ > sin "—# cosa — 008 = -2sin" sin" 

tanz + tan = u cot« + cotß = N 

tan — tanß = N cot« — cotß = u 

cosz + sina« = V2 sin(45° +0) = V2 cos(45° — ee) 

cosz — sin« = V2 cos(45° +0) = V2 sin (45° — «) 

sin(« + ß) sin(x — $) = cos?ß — cos?« cos(x + ß) cos(x — BB) = cos?ß — sin?« 
1 1 

sin sin = 3 [eos(x — ß) — cos(x + £)] cos« cosß = 3 [eos(&x — ß) + cos(® + ß)] 
1 ; In, 

sin« cosß = 3 [sin(« — $) + sin(@ + £)] cos« sin = 5 [sin(x + 8) — sin(x — $)] 
tana« + tanß tan« — tanß R Ee cot« + cotß - cotz — cotß 

tee Two ler Go el tan een 
tanz + cotß 2 tana — cotß 

Banıa GOLA — ne oe han 





1 ; ; 
sin« sinßsiny = 7 [sin@ + -») +snß® +y-e) + sin + a@—P) —- sine +ß-+ y)] 






1 
COS« COsß cosy — 7 [eos(@e +8 —y) + cos? +Yy— a) + cos(y + x — PB) + cos(« + ß + y)] 






1 
sin«sinßcosy=7 [-eos(@« +B—y) + cos? +9 — a) + cos(y + x — B) — cos(« + ß + y)] 






1 
sin« cosß cosy = 7 [sine +P—-y) sin +y-—e) +sin(p +x— ß) + sin(@e +ß + »)] 





Potenzen von trigonometrischen Funktionen 






1 1 
sin?p = z — 0c082p) cos?p = 3 (1 -+ cos2p) 
1 j 1 
sin?p = 468 sing — sin3g) cos!p = 2" (3 cosp + cos3p) 
1 1 
 sinigo= z (cos49 — 4cos2p + 3) cos!p = g (cos49 + 4cos2g + 3) 





1 1 
sing = 1510 sing — 5 sin3e + sindg) cosBdp = 15 (10 cosp + 5 c0os3P + cosdp) 





un .e >> 2 T- — r -_ 4 A u 
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Allgemeine Formeln für den Sinus und den Kosinus des n-fachen Winkels. Im Moivreschen Lehr- 
satz aus der Theorie der komplexen Zahlen (cosp + ising)" = cosn p + isinn 9, der unter Beach- 
tung von?= - l1fürn=1,2,3,... und allgemein durch vollständige Induktion mit Hilfe der 
Additionstheoreme bewiesen werden kann, wird die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz 
entwickelt. Durch Vergleich der Realteile und der Imaginärteile ergibt sich: 









Mo. n\ EEE 
cosn p = cos"p — (2 cos”? sin?p 





+ (4) est sintp- +... 






ns Im\ 
sinnp = ( 1 ) eosn-ı psing — ( 3) cos" sin®o 





+ (5) sosr-#psin'? - = RER 





Allgemeine Sinuskurve. Viele Vorgänge in Natur 
und Technik lassen sich auf Schwingungen zu- 
rückführen, z.B. Vorgänge in der Wechselstrom- 
oder der Hochfrequenztechnik, in der Optik, in 
der Akustik oder auch in der Mechanik. Die 
mathematische Beschreibung dieser Vorgänge 
führt auf die Sinus- oder die Kosinusfunktion. 
In diesen Anwendungen kann allerdings nicht 
erwartet werden, daß der größte Ausschlag einer 
Schwingung, die Amplitude, den Wert 1 hat, daß 
die Wellenlänge stets 2r entsprechend der Periode 
ist oder daß die Messung gerade dann beginnt, 
Kurven der Funktionen y = sinz, y = 4sinz wenn die Sinusfunktion den Wert Null hat. Einige 
I. _ Beispiele zeigen, wie man sich von diesen Ein- 
und y= Band schränkungen freimacht, 
Die Funktion y = asinz hat die Amplitudea 
(Abb.). 





2 
Wellenlänge A. Wenn in der Funktion y = sin 7 z) die unabhängige Veränderliche x die Werte 


A 
in der Abbildung sind A = 2 und A = 20 dargestellt. 


2 
von 0 bis A annimmt, durchläuft das Argument (7 e) der Sinusfunktion die Werte von 0 bis 2; 











a 


“ ” 7 
y= sinnz undy= sin Tg, ® 


Superposition oder Überlagerung. Wirken mehrere Schwingungszustände gleichzeitig, so 
addieren sich ihre Wirkungen; wird z. B. der eine dargestellt durch yı = 2sinz und der andere 
durch ya = — cos2z, so gilt für die resultierende Bewegung y = yı + ya = 2sinz — cos2x (Abb.). 


Gedämpfte Schwingung. Bei Energieabgabe eines schwingenden Systems nimmt die Amplitude 
27 
a e Te: ı 3 3 2n 3 
ab, z. B. wie die Funktion «a = 3e ‚d.h,füörg = 3 beträgt sie nur noch = für = cy noch & 
27 


usw. Die Abbildung zeigt den Kurvenverlauf für y = 3e ” sindx. 
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Kreisfregquenz ® und Phasendifferenz p. Wird die Zeit i als unabhängige Veränderliche an- 
gesehen, so lautet die allgemeine Sinuskurve y = a sin(w £ + 9). Aus der Tatsache, daß fürot = 2n 
eine ganze Schwingung vollendet ist, folgt für die Zeitdauer einer Vollschwingung (Wellenberg 






Y=yy+Ya*= 2SinX-C052x 


Fa AN 


y= yı + ya = 2sinz — cos2x 


2 
und Wellental) i = = . Diese Zeit nennt man Schwingungsdauer und bezeichnet sie mit 7’. Wird 7 


1 
in Sekunden gemessen, so ist n die Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde, d.h. die Frequenz f 


y=3sin&x 
Me N 
Eis y=3e Fsinax 
Na > | 





y=asinwt 


y=a sin(wt+p) 





Allgemeine Sinuskurve a sin(wt + g): 
links Zeigerdarstellung (Vektordiagramm), rechts Kurvendarstellung (Liniendiagramm) 
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2 1 
Tr = 2x, = 2 gibt die Anzahl der Schwin- 
gungen in 2x Sekunden an. Die Phasendifferenz o schließlich ist der Winkel, um den die gegebene 
Kurve der Sinuskurve vorauseilt (Abb.); für i{ = 0 hat die Funktion y schon den Wert y = sing. 
Für negative Phasendifferenz p spricht man von Nachhinken. Die Darstellung a sin(wt + 9) 


1 
der Schwingung: f = 7° Die Kreisfrequenz ® = 


Tt 
enthält z. B. auch die Kosinuskurve cosotfüra = 1lundp= + FL d. h., die Kosinuskurve eilt 


7T ” [} * ” 
der Sinuskurve um 5; voraus. Liegt eine allgemeine Sinusschwingung mit einer bestimmten Kreis- 


frequenz ® vor, so kennzeichnet man a und go in einer Zeigerdarstellung (Vektordiagramm), und zwar 
ist a der Radius des Kreises, aus dem die Sinuskurve konstruiert werden kann, und o der Winkel 
des Zeigers (Vektors) gegen die positive Abszissenachse (Abb.) zur Zeitt = 0. 


II. Goniometrische Bestimmungsgleiehüngen 


Goniometrische Bestimmungsgleichungen sind Gleichungen, in denen die Werte von Unbekannten 
zu bestimmen sind, die als Argumente trigonometrischer Funktionen auftreten. Tritt in diesen 
Gleichungen auch die Unbekannte selbst auf, z. B. 


tanz - 3x =(, 


so spricht man von gemischt-goniometrischen Gleichungen, im anderen Falle von rein-goniometri- 
schen Gleichungen, z.B. 
sin(22 + z) — y2 cosz = (0. 


Beide Gleichungsarten sind wegen der auftretenden transzendenten Funktionen transzendent. Sie 
lassen sich im allgemeinen nicht formelmäßig lösen, wohl aber lassen sich stets graphisch oder durch 
numerische Näherungsverfahren Lösungen mit beliebiger Genauigkeit angeben. 


REIN-GONIOMETRISCHE GLEICHUNGEN 


Grundtyp. Wenn aus der gegebenen Gleichung für eine der vorkommenden trigonometrischen 
Funktionen ein Funktionswert bestimmt werden kann, läßt sich nach einer Tafel das Argu- 
ment dieser Funktion mit der Genauigkeit der Tafel als Lösung angeben; aus cos?(2z) = b 
erhält man z.B. 


Aarccos (vr). 


Sc = 


D| 


Die trigonometrische Funktion läßt sich als Lösung einer algebraischen Gleichung bestimmen, 
wenn sie mit demselben Argument als Unbestimmte einer rationalen Funktion auftritt; z. B. geht 


tan?r +ptane +qg=0 


durch die Substitution tanz = u in die quadratische Gleichung «2 + pu + qg = 0 über. Deren 


Lö p p? p 1/?? 2 ed 
ösung ergibt (tanz)ı = — 5 _ .% (tanz) = — a eis und mit Hilfe einer Tafel 


findet man die Werte für z. 


Zurückführung auf den Grundtyp. Treten mehrere trigonometrische Funktionen von demselben 
Argument auf, z.B. 5sinz — 3 cosz = 3, so läßt sich nach den abgeleiteten Formeln jede dieser 
Funktionen durch jede andere ausdrücken, also alle durch eine, am vorteilhaftesten durch die 


2tan 5 1 — tan? e = 
Substitutionen sinx = ———— , 6087 = ———, da durch tan 3 der Winkel x im Intervall 
1+tan?2 1 + tan? 
0<x< 2r eindeutig bestimmt ist. 
2 e k r j . j 2 cot 2x 1 
Tritt nur eine trigonometrische Funktion mit verschiedenen Argumenten auf, z.B. I-3cdts 2 


so kann nach den Additionstheoremen erreicht werden, daß nur ein Argument auftritt, wenn die 
verschiedenen Argumente ganzzahlige Vielfache eines einzigen Arguments sind. 


Goniometrisehe Bestimmungsgleichungen 


Beispiel 1: Verschiedene trigonometrische Funktionen mit demselben Argument: 


5sinz — 3cosr = 3, 


x x y 
2tan 5 1- tan? 4% 1=3c0s x#3 Y=SSinx 
Bi ——— a ————— 2, 


x x 
l-+tan? — 1+ tan? 


2 
10 tan I Heat 
Otenz — En an? > 
x 
=3+3tean?s, = 
“8 
3 —ı15* 
30,96° 


/ MEIE: >K 
E. o | \ 
— 61,92 5 61, 97° N) 
Für Werte von tan? = — , die über ie, 
2 y=3cos x 
jede Grenze groß sind, erfordert 
die Bruchgleichung einen Grenz- ii 


übergang für tan? > > >, Da 


N) 


O 


N) 


dann x3 = 180°, ergibt die ge- 


gebene Gleichung unmittelbar Schnittpunkte der Kurven der Funktionen yı = 5sinz und 


5-0-3(-1)=3, daß also 3 Ya = 3 cosz + 3 
— 180° die zweite Lösung für 


0°< x < 360° ist. Graphisch ergeben sich diese Lösungen als Abszissen der Schnittpunkte der 


Kurven der beiden Funktionen yı = 5sinz und ya = 3 cosz + 3. 


Y y=4cot 2x Z n=1=3cotx 
8 
4 4% 
! 1 FAN 3 2 ZEN 6 
0 \/ z N \ an 2 x 
(1009) 
-4 
Schnittpunkte der Kurven der Funk- Va 
tionen yı = 4 cot2x und 
ya = 1 —- 3 cotx -8 


Beispiel 2: Dieselbe trigonometrische Funktion mit verschiedenen Argumenten: 
2 cot2x 1 cot?xz — 1 n ceot?xz — 1 
2 cotx 


‚ ergibt 2 


T=30s — (Abb.), 4cot2x = 1 — 3cotr, wobei cot2r = Er: 


= 1—- 3cotr 5eoot?r — eotr — 2=(. 





, . 1 2 Lösungen für0 <x <2n 
Mit eotz = u ergibt sich u? — Bu; 0; 
1 yaı RN yal 1 (cotz)ı = 0,7403 (eotz)ır = — 0,5403 
w-7t7 Ih u= Io > Gl „,— 0,9335 (59,4%) | 2: = 2,0662 (131,548) 
a x — 4,0751 (259,43) | 24 = 5,2078 (331,548) 
Er Probe: Alle 4 Werte erfüllen die Gleichung. 


19 Mathematik 
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Beispiel 3: Verschiedene trigonometrische Funktionen mit verschiedenen Argumenten: 

sin(22 + r) - V2 cosz = 0 (Abb.). 
Mittels Quadrantenrelation oder Additionstheorem erhält man —-sin2x — V2 cos = 0 oder 
2 sinz cosx + y2 cosz = (, 


2 
sine = —- —,[kuk,k=0, +], +22.2.83 


n 5 
II. an-r+g,tu=-gatk'2n 
Quadrant | 78 n : Fi 
IV, n=-,7 +77 m=7ı7+ 22m; 





Die Probe ergibt die Richtigkeit der Lösungen. 





Schnittpunkte der Kurven der Funktion yı = sin(2x + n) und ya = V2 cosz 


Beispiel 4: Die Gleichung a cosz + bsine = cmit @< a? + b? kann mit Hilfe des Additions- 
theorems der Kosinusfunktion gelöst werden, wenn man beide Seiten durch r = + Ya? + b? 





a b 
dividiert und. setzt — ——— = cosh, ————=sinh, tanh=-. Sie lautet dann 
le + Va® + be 
eosh cos? + sinhsinz = oder cos(x — h) = aan &— h= arceos = 


+ Her + Va? + de’ + Va +5 
Der Hilfswinkel h ist aus tanh =. eindeutig bestimmbar. Damit ist auch x bekannt (2 Lösun- 
gen zwischen 0 und 2x). Für die Zahlenwerte a = —3,b=5,c = 3 erhält man: 

—3 cost + 5sinz = 3, 


5 sin h 
tanh = ga Wegen sink > 0 und cosh < 0 liegt A im II. Quadranten; h = 134,408. 





3 
Aus cos(@ —h) = 23 = 0,5145 folgt (& — h)ı = 65,5% oder ®— hy) = -65,5%, d.h. 


xı = 199,998 u 2008, x2 = 68,81e, 
a ; i 3 ; 
Beispiel 5: Die Gleichung cos - x + sinz = 0 läßt sich über die Kofunktion sine = cos _ 2) 


7 
und die Formel cos&« + cosß = 2 cos = cos = 3 R vereinfachen: 





3 (2 
008 7.& «+ cos ( 2) — 


2 cos — Befehle 1 
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Da k die Werte 0, +1, +2, ... annehmen kann, darf man bei dem linken Ergebnis statt — k 
schreiben +k. 


Die Probe zeigt, daß beide Werte die Gleichung erfüllen. Zu beachten ist, daß die Lösungswerte 


7 
für benachbarte ganze Zahlen & nicht um 2x, sondern um 7- bzw.um —n gegeneinander versetzt 
sind (Abb.). 2 5 


© zu x, gehörend 
© zu x, gehörend Ya 


3 
Schnittpunkte der Kurve der Funktionen yı = cos 7® und ya = —sinz 


GEMISCHT-GONIOMETRISCHE BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN 


Gemischt-goniometrische Bestimmungsgleichungen lassen sich nur graphisch oder durch Iterations- 
verfahren lösen (vgl. Hauptabschnitt Praktisches Rechnen). 


x 
Beispiel 1: cosx — 3 +17=0, yı= 
COST, Ya = 5 — 1,7. Der Schnittpunkt 
hat die Abszisse © » 2,21. 

Die Abbildung zeigt, daß es andere 
reelle Lösungen nicht gibt. Wenn man 
nur die Umgebung eines Schnittpunktes 
vergrößert zeichnet, kann man die Ab- 
lesegenauigkeit für x verbessern: 

x » 2,209. 








Probe: 
‚209 
cos 2,209 — 3 + 1,7 = c0s 140,638 
0,5955 = — 0,5958 + 0,5955 i i wer 
= - su SE Graphische Lösung der Gleichung cosz = 5 1,7 
Ein verbesserter Näherungswertist nach 
x x 
dem Newtonschen Näherungsverfahren zı = xo en, fiz0) = 0820 — = + 1,7 = —- 0,0003, 


1 
f (0) = — sinxo — 3 — 1,3032, x = 2,2088. 


Durch Einsetzen von xı für xo usw. läßt sich die Lösung weiter verbessern. 


2 
Beispiel 2: 3tanz -— 2r—=(, yı = tanz, ya = 3? Die Schnittpunkte haben die Abszissen 
cs = 0,23 = +4,38, 203 = +7,65,... 


19* 
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Für größer werdende x nähern sich die Lösungen immer mehr den ungeradzahligen Vielfachen 





Sue _ 
von ® Zu jeder Lösung ©, gehört die dazu entgegengesetzte — xo; denn mit tanz = 320 ist 
auch tan(—xı) = 3 (—x) erfüllt (Abb.). 

Ein Ber an en a pestesne 
— | eben Bra 2 eu + FR . r' 
ImEi3 ! Fer 
\ | | 
= Be | 
.n.. | 
ES IE 
z Re 
X 
3,51 
2 
Ta! 
| 
Graphische Lösung der Gleichung 3 tanz — 2x = 0 
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Die in der Goniometrie geschilderten trigonometrischen Funktionen machen es möglich, in ebenen, 
geradlinig begrenzten Figuren auch Winkel zum Berechnen unbekannter Stücke zu benutzen. 
Oft lassen sich sogar Winkel bei geringerem Arbeitsaufwand mit größerer Genauigkeit messen als 
Strecken. Wie schon der Name sagt, versteht man unter Trigonometrie (Dreiwinkelmessung) das 
Messen oder das Berechnen von Dreiecken, in die jede geradlinig begrenzte Figur durch Diagonalen 
zerlegt werden kann; dabei ist stets an die Benutzung gemessener Winkel gedacht. 


I. Berechnung rechtwinkliger Dreiecke 


ALLGEMEINE BEHANDLUNG 


In der Goniometrie wird die Definition der trigonometrischen Funktionen im rechtwinkligen Drei- 
eck gegeben und danach mit Hilfe des Einheitskreises auf beliebige Winkel erweitert. Diese Defini- 
tionen enthalten alle Beziehungen zwischen Strecken und Winkeln im rechtwinkligen Dreieck, 
genügen somit, um aus zwei gegebenen Stücken alle anderen zu berechnen. 
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Bezeichnet man den rechten Winkel mit y, die Hypotenuse mit c, so stehen aus der Geometrie 
zusätzlich zwei Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck ABC (Abb.) zur Verfügung: 


1. der pythagoreische Lehrsatz: c? = a? + b2, 

2. die Tatsache, daß jeder der Winkel an der Hypotenuse Komplementwinkel des anderen ist: 
x + B= 0°. 

Nach diesen Beziehungen oder durch Umbenennen des Dreiecks lassen sich alle Fälle für die Aus- 

wahl von zwei Stücken aus @, 5b, c, « und ß auf nur vier Fälle zurückführen, nämlich ce, x; c,a; a, 

« und a, b, für die im folgenden die Lösungen angegeben werden, 


I. Gegeben die Hypotenuse c und ein anliegender Winkel, z.B. «: 
1.$ = WW’ — x; 2.sin« = —,@ = csin«; 3. cos« = 
b = c cose. 


II. Gegeben die Hypotenuse c und eine Kathete, z.B. «a: 


1. sina = —; 2.5= WM -e 3. b=-le—ar 
oder für 3a mit Hilfe des berechneten Winkels «: 





Rechtwinkliges Dreieck 


b b 
3b. cot« = = b= acot«a; bzw. 3c. cos« = = b= ccosa, 


III. Gegeben eine Kathete, z. B. «a, und ein Winkel, z.B. «e: 
a 





b a 
1.8 = -a; 2 oot« = —;b=acoe; 3. sin —,c=- 
a c sin «& 


oder mit Hilfe des berechneten Winkels ß: 
a a 


b 
2a. tanß = Fe b= atanf; 3a. cosß = ze= Sr 





IV. Gegeben die beiden Katheten a, b: 
1. tana = —; 2.8B= MW —a; 3Ba.c-= Va? + b2 





a 
oder mit Hilfe des berechneten Winkels «: sb. c= Rn bzw. 3ce.c= a 






















| Reehenkontrollen, Genauigkeit. Meist wird versucht, 
| nur mit den gegebenen Stücken die Lösung zu fin- 

} \y=tan p den. N ebenlösungen mit Hilfeschon berechneter Stücke 
ZN ee gar I lassen sich verwenden, um Rechenfehler zu vermei- 

| den; für dasselbe, aber auf verschiedenen Wegen be- 
rechnete Stück muß sich theoretisch derselbe Wert 
ergeben. Eine andere Rechenkontrolle beruht auf dem 
Satze, daß die Winkelsumme im Dreieck 180° be- 
trägt. In der Vermessungskunde sind für fast jede 
trigonometrische Berechnung Kontrollen vorgesehen. 
Die dabei zulässige Abweichung der Werte für das- 
selbe Stück hängt im wesentlichen von der verwen- 
deten Tafel ab. Bei der Bewertung etwaiger Abwei- 
chungen ist zu bedenken, daß für ein vorgegebenes 
kleines Intervall 419 eines Winkels @ der Fehler Aıy 
beim Aufschlagen verschiedener trigonometrischer 
Funktionen verschieden groß ist, in der Abbildung 
9 _ z.B. ist er für y= tangp größer als für y = cos 





Genauigkeit beim Arbeiten mit trigonometrischen Funktionen 


294 EBENE TRIGONOMETRIE 


oder für y = cotp. Umgekehrt allerdings kann bei einem gegebenen- kleinen Intervall A2y der 
Winkelwert aus der Tangensfunktion und aus der Kotangensfunktion mit größerer Genauigkeit 
bestimmt werden als aus den beiden anderen Funktionen. Speziell für die Funktion y = sing 
zeigt die Abbildung b noch einmal die Abhängigkeit der Größe des Intervalls Ay von dem 
gegebenen Wert des Winkels p. Für kleine Werte von p (Umgebung von g = 0°) ist Ay groß, für 
große Werte von p (Umgebung von 9 = 90°) dagegen klein; im ersten Fall läßt sich der 
Winkel 9 mit größerer Genauigkeit aus einem gefundenen Sinuswert bestimmen als im zweiten. 

Die Genauigkeit der Rechenkontrolle muß allerdings in Einklang stehen 
mit der der gemessenen Werte. Soll berechnet werden, welchen Winkel » 
eine ! = 1,50 m lange Leiter gegen die Horizontale bildet, wenn sie bis zur 
Höhe h = 1,20 m an einer senkrechten Wand lehnt (Abb.), so erhält man 


1,5 

Mauer x = 1,5? — 1,22 = 0,90 m. 

Zur Kontrolle wird gerechnet 2; = 1,5 cosp und x: = 1,2 cote. Der einer 
x 4stelligen Tafel ohne Interpolation entnommene runde Wert g9ı = 53° 
ergibt mit xıs = 0,903 und xı: = 0,904 Werte, die der Genauigkeit von / 
und Ah entsprechen. Aus einer 7stelligen Tafel erhält man die wenig sinn- 
vollen Werte ga = 53°7’48,4”, x2s = 0,9000000 und x2: = 0,8999996. Der 
Abstand der Leiter wird kaum auf 4Millimeter und erst recht nicht auf 
4 zehntausendstel Millimeter genau gemessen. Das Ergebnis kann nicht genauer sein als die 
gegebenen Werte. 
Zur Steigerung der sachlichen Genauigkeit werden im Vermessungswesen überschüssige Stücke 
gemessen und mit den Methoden der Fehler- und Ausgleichsrechnung die wahrscheinlichsten Werte 
berechnet. 





sing = = 0,8 sowie für den Abstand x ihres Fußpunktes von der 


N eigung einer Leiter 
gegen eine Wand 


ANWENDUNGEN 


Länge einer Kreissehne. Der Peripherie- oder Umfangswinkel über der Sehne s eines Kreises mit 
dem Radius r ist halb so groß wie der zugehörige Zentri- oder Mittelpunktswinkel (Abb.). Fällt 
man vom Mittelpunkt M des Kreises das Lot auf die Sehne s, so entstehen 2 kongruente recht- 
winklige Dreiecke, das Lot halbiert den Zentriwinkel und die Sehne, und es gilt: 


8 
siny = = oder s = 2rsiny. 





Kreissehne Bestimmung eines rechten Winkels bei behinderter Sicht 


Bestimmung eines rechten Winkels bei behinderter Sieht. Von der geradlinig zwischen den Orten D 
und E (Abb.) verlaufenden Wasserleitung soll eine Zweigleitung senkrecht nach dem Ort N ab- 
gezweigt und der dazwischenliegende Höhenrücken zum Bau eines Wasserturms benutzt werden. 
Vom gesuchten Abzweigpunkt F ist keine Sicht nach N, wohl aber von D und E aus. Es werden 
die Streckea = DE und die Winkel ö und e gemessen. Die Lage von F auf DE soll durch die Strecke 
x = DF festgelegt werden. Aus den rechtwinkligen Dreiecken DFN und EFN erhält man: 


FN=ztands FN=(a-v)tane, folglich xtanö = (a — x) tane—r (tand + tane) = a tane, 
tane 


= &° and + tans’ 
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Für logarithmische Berechnung wird dieses Ergebnis unter Benutzung des Additionstheorems 
umgeformt: 





cose a sine COSÖö Cose COSÖö sine 
- ; en - - = gg — ———, 
sind sine cose (sind cose + CosÖö sine) sin (ö- e) 
COSÖ cose 








Bestimmung von Ilöhen. Die Höhe eines Baumes läßt sich bestimmen (Abb.), wenn man im Punkte A 
den Erhebungswinkel y gegenüber der Horizontalen zur Spitze des Baumes, die Entfernung s 
vom Beobachtungsstandpunkt S bis zum Fußpunkt F des Baumes und die Höhe ha des Meßgerätes 
mißt. Dann ist 


6 
hı = stany 





Bestimmung der Höhe eines Baumes Höhenmessung des Försters 


und die tatsächliche Baumhöhe 
H=hı+h2ı = stany + ha. 
Näherungsweise Höhenbestimmung. 1. Anstatt den Erhebungswinkel y zu messen, kann die 
Baumspitze längs der Hypotenuse eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks ABC anvisiert 
werden, wobei mittels eines Lotes die Kathete OB senkrecht gehalten wird. Der Winkel y ist dann 
45°. Es gilt: 
hı=s8s,H=s+h.. 


Dieses Verfahren ist nur dann anwendbar, wenn genügend Platz für die Wahl des Standpunktes $ 


vorhanden ist. Andernfalls kann man eine andere, in der Forstwirtschaft übliche Methode an- 
wenden. 


2. Ein Rechteck ABCD (aus Holz oder Pappe) wird an einer Stelle, von der aus die Baumspitze 
zu sehen ist, so gehalten, daß man über die Kante AB die Spitze @ anvisiert (Abb.). 

Ein im Punkt B befestigtes Lot schneidet dann auf der Rechteckkante CD eine Strecke CL ab. 
Da die entsprechenden Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen, sind die eingezeichneten 
Winkel e einander gleich und die rechtwinkligen Dreiecke BCL und BE@ ähnlich; dann gilt: 
GE CL es 

—=tanse = = Macht man BC = 10cm lang und 





BE 
teilt die Kante CD ebenfalls in Zentimeter ein, so wird 
LG 


50 rn stets ein Dezimalbruch, dessen Wert tane 
angibt. Das in dieser Weise „geeichte‘‘ Rechteck ABCD 
ist eine verkappte Tangenstafel, die sich besonders ein- 


fach handhaben läßt. Aus hı = GE = s tans ergibt sich 





CL 
die Baumhöhe H = stanse +ha =s- I0 + ha. 


Bestimmung der Sonnenhöhe. Aus der Länge 5b des 

Schattens, den ein senkrechter Stab von der Länge s auf Sonnenhöhe 

eine horizontale Fläche wirft (Abb.), läßt sich der Win- 

kel p bestimmen, den die Sonnenstrahlen gegen die Horizontale bilden; er wird Sonnenhöhe 


8 
genannt. Man erhält: tanp = E oder eotp = Zr 
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Hat der Stab die Länge lm, so gibt die in Metern gemessene Schattenlänge b unmittelbar den 
Wert von cotg an. 


Sehüttwinkel. Befördert man Sand über ein feststehendes Förderband, so entsteht nach dem Ab- 
fallen ein kegelförmiger Sandhaufen, ein Schüttkegel (Abb.). Sein Inhalt läßt sich aus dem Durch- 
messer d = 2r des Grundkreises und dem Schüttwinkel 
genannten Anstiegswinkel « der Kegelmantellinie gegen 
die Horizontale berechnen; man findet, wenn h die Höhe 


des Kegels bedeutet: Y = % 


3 r: h, wobei k = r tan«, also 


vr zn tane. 
Wird an Stelle des Schüttwinkels «x der Winkel y an der 


Spitze verwendet, so erhält manh=r ots und 





4 y 
— -r300t— 

14 Zr cot > 

Schüttkegel Für Sand hat der Schütt- oder Böschungswinkel ungefähr 

den Wert 33°, an Vulkankegeln rund 36°. 

Neigungswinkel der Flächen im regelmäßigen Tetraeder und Oktaeder. Das Tetraeder wird von vier 
kongruenten gleichseitigen Dreiecken und sechs gleich langen Kanten k begrenzt. Der Neigungs- 
winkel » zweier Dreiecksflächen gegeneinander wird sichtbar an einem ebenen Schnitt des Tetra- 
eders, der eine Kante BD enthält, die zu ihr windschiefe Kante A C halbiert und auf ihr senkrecht 
steht (Abb.). Die Schnittfigur BDM ist ein gleichschenkliges Dreieck; die Schenkel sind Seiten- 


ne 
flächenhöhen k = 5 V3-%; die 


Raumhöhe n steht senkrecht 
auf einem Schenkel und teilt 
ihn im Verhältnis MF:FB 
= 1:2, da im gleichseitigen 
Dreieck ABC die Höhen zu- 
gleich Mittellinien sind. Im 
rechtwinkligen Dreieck MFD 





— 1 
ist k Hypotenuse und MF= 3 
1 
3 h 
Kathete. Mithin gilt cos» = Er 
1 
Tetraeder Oktaeder ne 70°31’44’”, 


Das Oktaeder wird von acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken und 12 gleich langen Kanten k 
begrenzt. Der Neigungswinkel 24 zweier Dreiecksflächen gegeneinander wird sichtbar in einem 
ebenen Schnitt durch zwei gegenüberliegende Ecken E, F und durch die Mitten Mı, Ma zweier 


zueinander paralleler Kanten (AD||BC), die zur Verbindungsgeraden EF der Ecken windschief 
1 
liegen (Abb.). Die Schnittfigur ist ein Rhombus von der Seitenlänge h = 3 V3 - k, dessen Diagonalen 


EF=kY2 und MıM: = k sich und die Rhombuswinkel halbieren und senkrecht aufeinander- 
stehen. Im rechtwinkligen Dreieck Mı@E ergibt sich danach für den halben Neigungswinkel a: 





1 
= % 
2 1 1 
cBu= 7 \s 2 V3; u = 54°44’07” oder 24 = 109°28’14”. 
5k Y3 


II. Die trigenometrischen Funktionen im allgemeinen Dreieck 


Die der Messung zugänglichen Stücke liegen in vielen Fällen nicht in rechtwinkligen Dreiecken. 
Es wurden deshalb für das allgemeine Dreieck Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln 
aufgestellt. Die wiehtigsten sind der Sinus- und der Kosinussatz. Sie genügen für jede Berechnung; 
wegen der in ihm auftretenden Summe aus Quadraten und einem Produkt ist der Kosinussatz wenig 
vorteilhaft für die Berechnung, besonders, wenn Tafeln als Rechenmittel verwendet werden, Er 
kann durch den Tangens- bzw. den Halbwinkelsatz ersetzt werden. 
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DIE SÄTZE DER EBENEN TRIGONOMETRIE 


Der Sinussatz. Jedes Dreieck ABC (Abb.) hat einen Umkreis, dessen Mittelpunkt M der Schnitt- 
punkt der Mittelsenkrechten ist. In ihm sind die Seiten Sehnen und die gegenüberliegenden Innen- 
winkel Peripheriewinkel. Wird der Umkreisradius mit r bezeichnet, so lassen sich die Seiten als 
Kreissehnen berechnen: « = 2rsina, b = 2rsinß,c = 2rsiny. 

a b E 


ei 5 





Daraus erhält man für den Durchmesser 2r = 


Mer: al 





nase 1 Im abenen Dreieck verhalten steile je zwei Seiten wie 
die Sinus der gegenüberliegenden Winkel. 


Der Sinussatz verbindet gegenüberliegende Stücke; sind zwei ge- 











genüberliegende Stücke gegeben, so läßt sich zum dritten das ge- Sinussatz 

genüberliegende berechnen; zua, «und b z.B. bestimmt man ß aus 

sin ß 0: lee: } c siny _. i siny 
- = —, sinß= —-sin«, oder zu b, $ und y findet man aus — = — die Seite ce = b' —. 

sin« a a b sinß sin. ß 


Bei der Berechnung eines Winkels nach dem Sinussatz ist allerdings zu beachten, daß sich aus dem 
Werte von sing zwei Winkel 9ı und 9 ergeben, wie man am Einheitskreis erkennen kann. Der eine 
dieser Winkel ist spitz, der andere ergänzt ihn zu 180°; 91 + 92 = 180°. Es ist von Fall zu Fall zu 
entscheiden, welcher dieser Winkel den geometrischen Gegebenheiten entspricht. 


Der Kosinussatz. Im Dreieck ABC sei D der Fußpunkt der Höhe h. und AD = qg die Projektion 
der Seite b auf die Seite c (Abb.). 


Diese Projektion q = b cos« ist positiv für spitze Winkel « und negativ für stumpfe. Die Strecke 


DB hat also für beliebige Winkel « die Länge c—- q= DB. Die Höhe kh. hat stets die Länge he. 
= bsin«. Im rechtwinkligen Dreieck DBC erhält man nach dem pythagoreischen Lehrsatz 


c) 
a) 


a 


A 7 D.e-7 3 


Kosinussatz: a) für spützwinklige, b) für stumpfwinklige Dreiecke, c) zyklisches Vertauschen 





a? = he? + (c — g)? = b? sin?« + c? + b? cos?« — 2cbcos« oder a? = b? +c? — 2becosa. Ent- 
sprechende Beziehungen lassen sich mit den Höhen Ah. bzw. ho finden. Formal ergeben sie sich durch 
zyklisches Vertauschen, bei dem ain b, bin c und cin a übergehen; das gleiche gilt für die Winkel 
a>ßB>-y>au. 


= z = u 


ei Br ug ‘en < a a 
®— 2be ‚ cosa, =c° + 2 — 2 ca cosß, .o* 





 Kosinussatz. Im ebenen Dreieck ist das Quadrat einer Seite gleich der Summe der Quadrate der 
‚beiden anderen Seiten vermindert um das aunpele Produkt aus diesen Seiten und dem Kosinus des 
‘von ihnen eingesehlossenen Winkels. 


Mit dem Kosinussatz kann aus zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel die dritte 
Seite berechnet werden oder aus drei Seiten ein Winkel: 


b? +c? — a? c? + a? — b? a? + b? — ce? 
Cosa — 2bo ‚ cosß = a4 „ 08 = PER 
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Der Tangenssatz. Nach dem Gesetz der korrespondierenden Addition und Subtraktion ergibt sich 
aus dem Sinussatz durch Anwendung der Additionstheoreme 









































2co a sin — E 
a sine a-—-b sin«— sinß u 2 
b sn?’ «+b sin«-+ sinß .a+ß a—B 
28 cos 
2 2 
. «© +ß u r 
Werden Zähler und Nenner durch cos g oe dividiert, so erhält man den Tangenssatz 
für die Seiten a und 5; durch zyklisches Vertauschen dann auch für die übrigen Seitenpaare: 
© — ß B=-% —& 
ET Wi 3 Sr tan 3 — tan 2 
a+b  aH+ß’ b+c  »_ B+Yr’ c+a ‚, y+a' 
tan 2 tan 2 tan 2 





Nach diesem Satze lassen sich aus zwei Seiten (z. B. a und 5) und dem eingeschlossenen Winkel (y) 


die anderen beiden Winkel («x und 8) berechnen, denn ihre halbe Summe ( nt = 90° — 5) ist 








durch den eingeschlossenen Winkel gegeben, ihre halbe Differenz | ST -) ergibt sich aus dem 


a a-B_ 2 
2 





Tangenssatz; aus 








Der Halbwinkelsatz. Bl auch für den Fall dreier gegebener Seiten eine für logarithmische Rech- 
nung geeignete Formel zur Verfügung zu haben, setzt man die aus dem Kosinussatz hervorgehende 


b2 2 _ ga? 
Beziehung für die Winkel cos« = a ee 


a en 2bc 
V: + cosa „, 


5) ein und erhält: 


in die in der Goniometrie abgeleitete Formel 


G0S — —; 


Zee Yen (b + c)?2 — a? b+c-ab+c+a 1 
zu Tom 4be ab 2 2 be 


Analoge Formeln ergeben sich für cos e und cos. Führt man den Umfang 2s des Dreiecks ein 


und setzt: 2 3" 
b 
a+b+c=2s oder et t2, 


i 1 1 1 N 
Ve ee Wer und damit: 


« T/le-a)s ea Fe 
eye bon f 
Entsprechend ergeben sich durch Einsetzen der Werte für cos«z, cosß, cosy nach dem Kosinussatz 
ö BER: j e ; PR 1—-cos« ,B 1 — cosß 
in die in der Goniometrie abgeleiteten Formeln sinn = 2 ‚sinsn=j 7, un 


ML: 1.008 %: _. 
sinn =) 5, — die Beziehungen 


Aleoren iR ae TI 
sin > = : ER N u he : 
2 ca 
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Durch Dividieren entsprechender Formeln erhält man den Halbwinkelsatz. 


g! Krexer) | in - 


Für die praktische Rechnung ist zu empfehlen, alle drei Winkel «, ß, y aus den drei Seiten a, b, c 
zu berechnen. Die bekannte Winkelsumme im Dreieck gibt dann eine Rechenkontrolle. 





DIE VIER HAUPTFÄLLE DER DREIECKSBERECHNUNG 


Von einem Dreieck können gegeben sein: eine Seite und zwei Winkel; zwei Seiten und ein Winkel, 
der entweder einer Seite gegenüberliegt oder von den Seiten eingeschlossen ist; drei Seiten. Für 
jeden dieser Fälle wird der Lösungsweg angegeben. 


I. Gegeben sind eine Seite und zwei Winkel. Da die Winkelsumme im Dreieck 180° beträgt, ist der 
dritte Winkel ebenfalls bekannt. Nach dem Sinussatz lassen sich die fehlenden Seiten berechnen; 


folgt z. B 180° d = Er 
aus c, a, ß folgt z.B. y = 180° — («+ ß)unda=c San sowie b=c' SEE 








Beispiel: Eine Kraft F = 65 kp soll so in zwei Teilkräfte Fı und F3 zerlegt werden, daß Fı 
gegen F einen Winkel von ö = 18°, die Teilkräfte untereinander 
einen solchen von e = 65° einschließen (Abb.). Vom Parallelogramm D c 


ABOD ist die Diagonale F = AC gegeben. Die Lage des Punk- 
tes B ist bestimmt durch die Winkel 5= 18° und = e—-ö6= 47°. 
Im Dreieck ABC gilt: 





sin ® sin 47° 
a 
in1ge Zerlegung der Kraft F in zwei 
R=F:- m > > Ps = 22,162 kp. Komponenten Fı und Fr 
sine sin 65°’ 


II. Gegeben sind zwei Seiten und ein Winkel, der einer dieser Seiten gegenüberliegt. Seien a, ce und 
y die gegebenen Stücke (Abb.), dann erhält man: 


} . ; 
l. sme = = siny; 





2.8 = 180° ee 
.B= - (+9); z ='E siny 

/ 
Als Lösung kann allerdings Gleichung 1 nur gelten, / 


a 
wenn — siny<1. Wegen dieser Bedingung sind einige 





Fälle zu unterscheiden. 
II(1)a <c, der gegebene Winkel liegt der größeren \ 
Seite gegenüber. Es existiert stets ein Winkel «, der \ 
kleiner als y sein muß, da er der kleineren Seite gegen- \g# 
überliegt. Danach ist die Lösung auch eindeutig; ob- A 6,=CA, 
gleich für die Winkel «ı und & = 180° — «ı die Sinus- b 7 62 =CA, 

funktion denselben Wert hat, ist nur &ı <y Lösung 
der Aufgabe. Dreieck aus zwei Seiten und dem einer Seite 
gegenüberliegenden Winkel; a eine, b zwei 
Beispiel: a = 56,9 m, c = 68,0 m, » = 63°57’. Lösungen 





6,9 
68,0 - sin 63°57’; aı = 48°45’; oa = 180° — aı = 131°15’ ist größer alsy. 


2. ß = 180° — («+ 9); ß = 67°18’. 


sin ß sin 67°18’ 
a IR sinoggy;b= 69,8 m. 
I (2) a = c, das Dreieck ist gleichschenklig, also « = y. 


u (3) a > c, der gegebene Winkel liegt der kleineren Seite gegenüber. Die Strecke a kann so 


, d.. 
l. sin« = Ss ainy= go 


3.b=c:- 





groß sein, daß die Bedingung sin« < 1 nicht mehr erfüllt ist; II (3,1) : es existiert keine Lösung, 
es läßt sich auch kein Dreieck aus den gegebenen Stücken konstruieren, z.B. wenn c= 2cm, 
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= 5bcm,;,y = 75°. II (3,2) : sin« kann den Wert 1 haben, « ist ein Rechter, wegen &g = 180° — aı 
= «ı. Lösung und Konstruktion sind eindeutig, z.B. a= 2cem, c= lem, y = 30°. I (3,3) : Ist 


sin« < 1, so ergeben sich rechnerisch die Winkel «; und «a = 180° — «aı. Da sin« > siny, gilt auch 
& > y sowie (180° — «ı) + y < 180°, d.h., auch der Winkel «» genügt den geometrischen Bedin- 
gungen; die Aufgabe hat zwei Lösungen. 


Beispiel: a = 87,23 m, c = 65,95 m, y = 30,42°. 


i 2 
l. sine = 65,95 


180° — (aı + 9); Bı = 107,54°, Ba = 11,62°. 


2. Bı = 
3. bı = 


65,95 m - 


: sin 30,42°; &ı = 42,04°; x = 180° — cı = 137,96°; ı > y,a2 >. 


sin 11,62° 


— 126,0 m und 55 = 65,95 m - sin 30,42 


—= 26,23 m. 


III. Gegeben sind zwei Seiten und der eingesehlossene Winkel. Die Lösung ergibt sich sowohl nach 
dem Kosinus- als auch nach dem Tangenssatz. Seien im Dreieck ABC die Stücke b, ce und « 
gegeben, so erhält man nach dem Kosinussatz a? = b? + c? — 2bccos« und daraus eindeutig 


a =\b? + c2— 2bccos«. Im weiteren Verlaufe könnte Winkel ß ebenfalls eindeutig nach dem 


Kosinussatze bestimmt werden, d.h. durch cosß = 


c? + a® — b? 


0a ; man zieht aber meist den Sinus- 


b 
satz vor und erhält nach sin? = == sin« zwei rechnerisch mögliche Winkel ßı und fs als Lösungen 





Länge einer unzugänglichen 
Seite 


dieser Gleichung, von denen nur einer den geometrischen Gegeben- 
heiten entsprechen kann. Nach dem Tangenssatz unter der nicht 
wesentlichen Annahme, daß ce >b, erhält man der Reihe nach 
vER nn. v—p gb rH+B y+B 

2 = 90 7, tan aa n und aus 2 und 
‚_— die Winkel $ und y. Die dritte Seite c kann dann nach dem 

; sin y 
Sinussatz bestimmt werden, c =: 

















sin« 

Beispiel: Zwischen den Orten R und $ soll ein Kabel geradlinig 
durch bewaldetes Gelände verlegt werden. Zwischen R und $ ist 
keine freie Sicht, wohl aber läßt sich ein Punkt A finden, von 
dem aus die Entfernungen d= AR = 2473 km und e= AS 
— 3,752 km sowie der Winkel r= x RAS = 42°26’10’’ gemessen 
werden können (Abb.). Welche Länge x muß das Kabel haben 


und unter welchen Winkeln e bzw. ö muß es von R bzw. $S aus verlegt werden? — 


Zum Vergleich werden beide Lösungswege angegeben: 














1. 22 = d? + e2 — 2decosr : e-ö6 e—d e-+ö 
= le +8= 180° 7 = 137°33’50” 
2 ö 
em 5 > — 68°48’55” 
&5 
& 2 TE _ 97053718” 
&3 2 
3,5 = 180° —- (e + 7) & = 96°40’13” 
en = 40°53'37” 


ö2 = 40°53’50” 


z —= 42°26’10°° 


Dae>x>d, muß auhe>r>ö sein; &-+ ö+ r = 180°00’00°” (Rechenprobe) 


diese Bedingung ist nur für ö3 erfüllt; des- 
halb ist x, es, 62 die Lösung. 


ee oreagılen 
sıne 


Die Übereinstimmung zwischen beiden Ergebnissen ist unbefriedigend. Die Ursache dafür ist (wie 
in der Einleitung erörtert wurde) darin zu suchen, daß die Sinusfunktion zum Bestimmen eines 
Winkels verwendet wurde, der nahe bei 90° liegt; man hat sin 96°40’00’ = 0,99324, sin 96°40’10” 
—=0,99323, sin 96°40’20’’ — 0,99323, über die Anzahl der Sekunden kann also nichts Zuverlässiges 
ausgesagt werden. Eine größere Rechengenauigkeit ergibt sich in diesem Falle, wenn auch der 
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a d_e 
Winkel e nach dem Kosinussatz, d.h. aus der Gleichung cose = Meer berechnet wird. 


Man erhält eindeutig 22d 
cose = — 1,464462 : (2 2,549 - 2,473) oder sg’ = 96°40’14”, 

in genügender Übereinstimmung mit dem nach dem Tangenssatz gefundenen Wert. Als Lösung 

nach dem Kosinussatz hat danach zu gelten: x = 2,549 km, ea’ = 96° 40° 14°’, öa’ = 40°53’36””. 


IV. Gegeben sind die drei Seiten. Die Lösung ergibt sich aus dem Kosinus- oder dem Halbwinkel- 
satz, also aus den beiden Gleichungen RA 
2 


b? + c? — a? & Per 
cos« = an bzw. tan > > ana /h\ 


und den aus ihnen durch zyklisches Vertauschen gewonnenen. Beide Lösun- 


gen sind eindeutig und ergeben sich entweder durch geeignete Kombination 7 c 
der sechs Zahlen a?, b?, c?, 2ab, 2bc, 2ca oder der vier Zahlen s,s — a, 
s—b,s-— c. Es sollte deshalb jeder der drei Winkel «, ß, y für sich berech- 
net und der Wert der Winkelsumme im Dreieck als Rechenkontrolle be- /y\ ei 
nutzt werden. 

Az d R, 


Beispiel: Drei erhöht gelegene Geländepunkte Rı, Ra, Rs sollen durch 
Radar verbunden werden. Unter welchen Winkeln müssen Empfänger Dreieck aus drei 


und Sender in Rı, Rs und R; aufgebaut werden ? (Abb.) - Seiten 
Rı Rs = c = 45,21km; RR; = a = 52,46 km; Rs Rı = b = 39,37 km. 
Kosinussatz Halbwinkelsatz lg 
a® = 2752,0516 a = 52,46 s—a= 16,06 1,20575 
b? = 1549,9969 b = 39,37 s—b = 29,15 1,46464 
c? = 2043,9441 c = 45,21 s—c = 23,31 1,36754 
b? + c? — a2 = 841,8894 25 = 137,04 —es = 68,52 1,83582 
c? + a—-b= 3245,9988 & = 76°19’12’ 
a? + D—- = 2258,1044 a 46°49’'06” 
= 76°1912” v = 56°51742°” 
B = 46°49’06” 180°00’00° 
y = 56°51’42” i 
180°00’00” 


III. Weitere Sätze und Anwendungen 


In vielen Gebieten präzisiert der Mensch seine Überlegungen unter Zuhilfenahme mathematischer 
Beziehungen und verwendet dann beim Auftreten von Richtungen bzw. von Winkelgrößen in 
ebenen, geradlinig begrenzten Figuren Sätze der ebenen Trigonometrie. Einem dieser Gebiete, der 
Landesvermessung, kommt eine Sonderrolle zu; die in ihm untersuchten Beziehungen beruhen 
unmittelbarer als in anderen Gebieten auf diesen Sätzen, und auch geschichtlich haben die wach- 
senden Bedürfnisse der Landesvermessung Anstoß zur Entwicklung der ebenen Trigonometrie 
gegeben. Die Anwendungsmöglichkeiten auf diesem Gebiet werden deshalb in einem besonderen 
Abschnitt behandelt. 


GEOMETRIE 


Der Inkreishalbmesser o. In einem Dreieck ABC schneiden sich die Winkelhalbierenden im Mittel- 
punkt M des einbeschriebenen Kreises. Zeichnet man die Radien zu den Berührungspunkten E, 
F, @ der Dreiecksseiten (Abb.), so entstehen sechs rechtwinklige Dreiecke. Sie sind paarweise 
kongruent, wobei insbesondere die mit x, y, z bezeichneten Seiten jeweils gleich sind. Ihre Längen 


1 
inie=s-,y=8-bz=s-wenns=s(a+b+.e). 


Im Dreieck AGM gilt tan 5 -- = 


8 
ui 
ta FE 1 an et eu 
DD= s(s — a) ;:d.h., 
„eat 29 . 6 =b)(e=0) 
el s(s—a) et Au s(s — a) oder 





2 Fr nach dem Tangenssatz für das Gesamtdreieck ist aber 
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Zum gleichen Ergebnis wäre man über tanz 
Y 
2 






oder tan gekommen. 


Inkreis eines Dreiecks Abstecken eines Kreisbogens 


Absteeken eines Kreisbogens, dessen Mittelpunkt unzugänglieh ist. Es sollen zwischen zwei Punkten 
A und B, deren Entfernung e bekannt ist, beliebig viele Punkte P; eingeschaltet werden, die auf 
einem Kreis durch A und B mit dem vorgegebenen Radius r liegen (Abb.). Der Kreismittelpunkt 
sei unzugänglich. Unter welchem Winkel p und in welcher Entfernung s von A liegen die Punkte P: 
des Kreisbogens ? - 

P sei einer der gesuchten Kreispunkte. Dann ist Dreieck AMP gleichschenklig mit der Basis 
o 
e 1 

= e— o und der Peripheriewinkel 9, d.h, e = 3 (e — o) oder o =  — 2g. Der Winkel & läßt sich 


€ e 
aber im Dreieck ABM ause = 2r sinz bestimmen, man findet sin 5 = 3, 


3—= 2rsin— und dem Mittelpunktwinkel o. Zur Sehne PB gehören der Mittelpunktwinkel x PMB 


und damit für die Ent- 
fernung s in Abhängigkeit vom Winkel g: 


Or si 2 Oral & Tree Ayo e 
g=2rsinn = Zrein\n — mit = = sein >, 


Fläche eines Dreieeks. Aus der ee dA= - ch. und . =bsin« folgt Aa = 5b c e: Ä 
== für den Radius r des Umkreises (vgl. Sinussatz) Aa = Ir 
oder nach b = 2r sinß unde = 2r siny die Formel Aa = 2r? sin« sinß siny; aus dieser aber wegen 
0. die Formel Aa =a?- we . Addiert man in der Abbildung ‚Inkreis eines Dreiecks‘ 
die Flächen der Teildreiecke ABM, BCM und CAM, deren Höhe der Radius o des Inkreises ist, 
so erhält man die Heronische Formel: 





daraus nach der Beziehung sin« = 





r 


1 en te end 
As=zlee+be+ae)=es=Ys(s-a)(s-b)(s-e) mit2s=a+b-+e. 


232 B 2 a - E ; Ba a b N 2 en 3 YES Ta 
Flächeeins | da=zah=sbv=zchk= ,, = 2r’sin« sinfsiny 


ı Eon 


 Dreiecksformel | 





Beispiel: Aus dem Umfang eines Dreiecks mit den Seiten u = 345,8m, v — 236,5 m, 
w—= 497,3m soll die Fläche berechnet werden. Nach der Heronischen Formel findet man s = 539,8; 
s—-u= 194,0, s — v = 303,3; s — w = 42,5, daraus unter Verwendung 4stelliger Logarithmen 
A = 36 740 m?. Eine Überschlagsrechnung ist stets zu empfehlen; hier ergibt sich mit dem Rechen- 
schieber: 
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A = V539,8 - 194 + 303,3 - 42,5 m? » /5,40 - 10? - 1,94 - 102 3,03 - 102- 4,25 - 10 m? 
— 103 : 5,40 - 1,94 - 3,03 - 42,5 m? = 36700 m?; dabei wurde die Stellenzahl wie folgt geschätzt: 
A» 108 Y10- 3-10: 4,2 = 10° 12,6 z 3,5 - 10%. 
Gleichschenkliges Dreieck. Werden die Schenkel mit a, die Basis mit c, die Basiswinkel mit « 
und der Winkel an der Spitze mit y bezeichnet (Abb.), so gilt für die Fläche A: 
1 
.,. 4= za siny, wobei y = 180° — 2x; C 
c?sin®« c?sin?« ce: sin? & 4 c2 | 


u ——ä— = —+t > 
2siny 2sin?2« 4sin«cos«’ ER 





ae ee ae 
le: a+5)'5°3 a 
L Via = &. A B 
Gleichseitiges Dreieck. Die Länge der Seite sei a. Fläche des gleichschenkligen 
1 uE_ Dreiecks 
1. A = -a2sin60°%, A= — 3. 
2 u 
ß 3 a 3 ar a8, 
2. Nach der Heronischen Formel: =, ,83-0=8- b=s- e=; und A= sr: 


Regelmäßiges Sechseek. Da dieses Vieleck aus sechs gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenlänge r 
(Umkreisradius) besteht, ist 


V3 3/3 
ie 


As = BZ nn, As 


Regelmäßiges n-Eek. Seine Fläche setzt sich aus 
n gleichschenkligen Dreiecken zusammen, deren 





schlossene Winkel g am Kreismittelpunkt der n-te 


° 





Teil des Vollwinkels ist; g1" = > (Abb.). 


In jedem einzelnen gleichschenkligen Dreieck halbiert 
die Höhe Ah„ die Seite s„ des n-Ecks und den Mittel- 
punktswinkel 9„. Daher läßt sich ergänzend feststellen: 
180° 








Hr a und h2r= r008 oder sn = 2rsin 





bzw. hn = r cos regelmäßiges n-Eck 


Allgemeines Viereek. Für das allgemeine Viereck ABCD läßt sich eine Formel entwickeln, die 
das Gegenstück zur Heronischen Formel ist. Dazu kann man, weil ein Viereck durch fünf Stücke 
"bestimmt ist, die vier Seiten und die Summe zweier Gegenwinkel, z. B.« und y, als bekannt voraus- 
setzen (Abb.). Bezeichnet man den halben Vierecksumfang 


1 
mit s, = air b-+c-+d), und mit 2: die Summe der 


Winkel «x und y, so gilt für die Dreiecke ABD und BCDund 
die Vierecksfläche A.,: 


1 1 
Aı=zadsina; Aı=„besiny, 


1 
also Au 3 (adsinx + bcesiny). 





Fläche des allgemeinen Vierecks 
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Nach dem Kosinussatz erhält man in diesen Dreiecken 
a? +d2—- 2adcs« = f?=b? +c?— 2bccosy oder 
a? +d? — b? — c? = 2(adcos« — bc cosy). 
Bildete man dann (4 A,)? + (a? + d? — b? — o?)? = 4(a?d? + b?c? — 2abcdcos2e), so wird 
schließlich 






Ist g der Winkel, unter dem sich die Diagonalen eines Vierecks im Punkt S schneiden, so läßt sich 
die Vierecksfläche A, auch als Summe der Flächen der vier Teildreiecke ABS, BCS, CDS und 
DAS darstellen, und es ist 


S+BS - sin(180° — 9) + BS: OS: sinp + OS: DS - sin(180° — 9) + DS- AS sing] 


-[AS (BS + DS) + CS (BS + DS)]sing = - [(AS + 08) (BS + DS)] sing, 


a 
2 
A, = zefsing, 


also die Hälfte des Produkts aus den Diagonalen und dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen 
Winkels. 

Sehnenviereek. Im Sehnenviereck beträgt die Summe zweier Gegenwinkel 180°, d.h. +y= 2n 
= 180°, e= 90°, cose = 0. Deswegen vereinfacht sich die allgemeine Flächenformel zu Asrv 
= Y(s-a)(s—b)(s —c)(s — d). 

Da die Größe a b co. d cos?e nie negativ ist, sind die Flächen aller anderen Vierecke mit denselben 
Seiten kleiner. 


Das Sehnenviereck hat unter allen Vierecken mit den Seiten a, b, c, d den größten Flächeninhalt. 
PHYSIK 


Alle durch Vektoren darstellbaren physikalischen Größen (z. B. Kraft, Geschwindigkeit) erfordern 
zur Berechnung die Anwendung trigonometrischer Funktionen. 


Beispiel 1: Ein Träger T ist im rechten Winkel zu einer Wand befestigt (Abb.), am freien Ende 
hängt eine Last von / kp. Zur Sicherung ist entweder a) eine Halterung H oder b) eine Stütze S 
unter einem Winkel « bzw. ß gegen den Träger angebracht. Welche Zug- bzw. Druckkräfte treten 
in T und H bzw. S auf? - 

Die Kraft f ist Resultante zweier Teilkräfte, von denen die eine die Richtung des Trägers T', die 
andere a) die der Halterung H bzw. b) der Stütze S hat. 

Da f senkrecht auf T steht, sind die Dreiecke Hı Ha Hs B 
bzw. SıS82S3 rechtwinklig; a) in Richtung des Trägers 
wirkt eine Druckkraft d = fcot« und in Richtung der 


Halterung ein Zug h= „I ; b) der Träger ist auf Zug 
beansprucht, 2 = fcotß, und die Stütze auf Druck, 
f 


sin 





Träger mit Halterung a) bzw, mit Stütze b) Weg eines Flugzeugs mit Seitenwind 


Beispiel 2: Ein Flugzeug hat im Mittel die Geschwindigkeit vı = 576 km/h und fliegt vom 
Orte A zu dem in Richtung N 23,5° O um 480 km entfernten Orte B. In Richtung nach N 18° W 
weht Wind, seine Geschwindigkeit ist vg = 20 m/s. Welchen Kurs muß das Flugzeug fliegen, 
und in welcher Zeit wird esin B sein? - 
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480 RE 
In ruhender Luft würde N Flugzeug in 57 z76R >, =E), oder 50 Minuten B erreichen. Wegen des 


Seitenwindes fliegt es N as O (Abb.); nach dem Kräfteparallelogramm kann im Dreieck A CE der 
Winkel («3 — «ı) aus drei ne Stücken berechnet werden: aus den Seiten vı und vs und aus 
dem Winkel AEC=«= (aı + ae). Nach dem Sinussatz erhält 
man: 
— sin(&s — &) = sin(a&ı + as) * — . und 

sin(180° — «2 — a 
=y ler) | | 

as — aı = 4,75°, a = 28,25°%,v = 174,4 m/s = 627,9 km/h. 
Das Flugzeug fliegt N 28,25°O und erreicht mit einer Ge- 
schwindigkeit von v» = 627,9 km/h in rund 46 Minuten (45,86) 
den Ort B. 
Beispiel 3: Wird ein Blitz unter einem Winkel « gegen die 
Horizontale gesehen, während der Donner am Beobachtungsort 
nacht Sekunden wahrgenommen wird, soister(Abb.)e=333-tm 
entfernt in einer Höhe h=333-t- sin«m entstanden; 333 m/s 
ist die Schallgeschwindigkeit, während die Dauer der Licht- 
ausbreitung wegen der Lichtgeschwindigkeit c = 300000 km/s Höhe und Entfernung eines 
vernachlässigt werden kann. Blitzes 


TECHNIK 


Die Gesetze der Technik sind angewendete physikalische Gesetze. Genau wie dort treten trigono- 
metrische Funktionen und Sätze auf, sobald Winkel eine Rolle spielen. 


Kurbelgetriebe. In einem Kurbelgetriebe ist die Lage des Kreuzkopfes K eine Funktion des Dreh- 
winkels g der Kurbel (Abb.). Nach dem Kosinussatz ergibt sich, wenn r der Kurbelradius und } die 
Länge der Pleuelstange sind: 

I = 2? + r? — 2rr c0s(180° — 9)—>2? + 2rrcospg =12—r?. 
Die Lösung dieser quadratischen Gleichung ergibt 


, bzw. 





<= —-r cosp + |r? cos®p +1 — r? = —rcosp + Yr?(cos®!p — 1) + 12, 


z = —r cosp + VI? — r?sin?p. 





Kurbelgetriebe Länge eines Treibriemens 


Länge eines Treibriemens. Wenn zwei Seilscheiben die Radien R und r haben und ihr Achsabstand a 
ist, kann man die Länge L des Treibriemens (Abb.) berechnen, der sich straff um beide Scheiben 





r 
oder «= Arccos 





legt. Es ist ? = a? — (R — r)2, cosa = on Bogenmaß. Hieraus ergibt 
sich 
L=2:i+K+k=2}ya—-(R-r)? + R(2n — 2c) +r2o, 


L=2[Ya-(R-r)-a(R-r)+ Ra]. 


R 

Für den Fallr = F und a = 2R erhält man L = 8,838 R. 

Das Kräfteparallelogramm. Eine Straßenlampe ist an zwei ungleich langen Seilen aufgehängt, die 
unter den Winkeln « bzw. ß gegen die Waagerechte geneigt sind. Wenn der Durchhang der Seile 
vernachlässigt werden kann, lassen sich die Seilkräfte Sı und S2z nach dem Sinussatz berechnen 
(Abb.). Man erhält unter Berücksichtigung der Beziehung sin(90° — x) = cos: 

g F cosß S F COS« 
"7 sine +)’ 7 sine + p)" 


20 Mathematik 
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Die Bewegung auf der sehiefen Ebene. Auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel « befindet 
sich ein Körper mit dem Gewicht @. Gesucht sind die Kraft F, in der Richtung der schiefen Ebene 
(Abb.), die den Körper mit konstanter Geschwindigkeit auf der schiefen Ebene nach oben bewegt, 
und die Kraft Fa in Richtung der schiefen Ebene, 
die notwendig ist, um den Körper am Herabgleiten 
zu hindern. Die Reibungskraft R ist proportional der 
Normalkraft N des Körpers auf seine Unterlage, 
R=uN; u wird Reibungskoeffizient genannt. Man 
setzt u = tano; der Reibungswinkel oe ist dabei der 





Kräfteparallelogramm Bewegung auf der schiefen Ebene mit zugehöri- 
gen Kräftedreiecken 


Neigungswinkel einer schiefen Ebene, für den der betreffende Körper gerade noch nicht herab- 
gleitet. 

In den Kraftecken (Abb.) vergrößert bzw. verkleinert die Reibungskraft R = N tano die aus @ 
und N sich ergebende Kraft F zufı = F + Rbzw. F2= F-— R. Nach dem Sinussatz gilt: 


Fı sin(« + e) sin(x + o) 

@ “ sin(90° — o) ham. Fi =, cos 
und 

Fa sin(x — oe) sin(& — e) 

@G ” sin(90° + o) Ber Dr cos o 


Kräfte an der festen Rolle. Für die Berechnung der Rei- 
bung zwischen Rolle und Bolzen ist bei der festen Rolle die 
resultierende Bolzenkraft F, zu ermitteln, die man aus der 
Last Q, der Kraft F und dem Umschlingungswinkel y mit 
dem Kosinussatz bestimmt (Abb.): 


F, = YF? + Q2 — 2FQ cosy. 


Die Kräfte an der festen Rolle Da im reibungsfreien Fall die Seilspannungen F und @ ein- 
ander gleich sind, vereinfacht sich diese Gleichung wegen 


— 
Sn 





(2 = Boos) = 2(1- cosy) = dein! 5 zu F,=20Q sin = Für y = 180° sind F und Q parallel und 
Er = 2 Q. 
| NAUTIK 
Zur Bestimmung des Ortes auf dem Meere, in dem sich 
“N ein Schiff befindet, sowie der Bahn des Schiffes muß 


die Gestalt der Erde als Kugel berücksichtigt werden. 
Den Berechnungen sind also die Sätze der sphärischen 
nn Trigonometrie zugrunde zu legen. Auch die zur ÖOrts- 
2 bestimmung benutzten astronomischen Methoden beru- 
hen auf ihnen. 
N) x Kleinere Bereiche, etwa für Fahrten in der Nähe der 
\ Küste, dürfen als eben angenommen werden. Die in See- 
karten eingetragenen markanten Punkte gelten ihrer 
Lage und ihrem gegenseitigen Abstand nach als bekannt. 
Richtungen, insbesondere die der Bewegung des Schiffes 
(Kurs genannt), werden gegen die Nord-Süd-Richtung 
gemessen, z.B. als N 35° O, lies von Nord 35 Grad nach 
Kurs eines Schiffes Ost. 
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Beispiel: Von einem Schiff F aus werden gleichzeitig ein Leuchtturm L unter S 55,3°O und 


ein Kirchturm K unter S 28,5° W angepeilt. Nach der Beokarte beträgt die Entfernung KL =8 
—= 33,25 km und verläuft in der Richtung N 84,7° ©. 


a) Wie groß sind die Entfernungen FK=xzundFL= Y; 

b) welchen Kurs muß das Schiff einhalten, wenn es im Abstand ce = 4sm = 7,408 km (lsm 
= 1,852 km) am Leuchtturm vorbeifahren soll (Abb.) ?- Aus den gegebenen Werten « = 55,3°, 
ß = 28,5°,y = 84,7°,8 = 33,25 km erhält man ö = 180° — («+ y) = 40°, e=y- ß = 56,2°, 


a = 15,470 
I ee er ee ee 


Schiffskurs: S (@« + 9)° O, d.h. S 70,77° ©. 


TRIGONOMETRISCHE BESTIMMUNG VON HÖHEN 


Geometrisch können die Dreiecke, in denen einzelne Stücke nach Sätzen der Trigonometrie zu 
berechnen sind, beliebig liegen, praktisch ist aber bei Messungen im Gelände ein Unterschied 
zwischen einem in einer Horizontalebene und 
einem in einer dazu senkrechten Ebene ge- 
messenen Winkel. Der Unterschied wird ver- 
ursacht durch den verschiedenen Brechungs- 
index von Luft verschiedener Dichte, da 
danach ein stärker von der Horizontalen 
abweichender Lichtstrahl nicht geradlinig, 
sondern gekrümmt verläuft. Diese Erscheinung 
wird terrestrische Refraktion genannt und ist 
ebenso wie die Erdkrümmung bei Höhenbe- 
stimmungen mitgroßen Zielweiten (über 200m) 
zu berücksichtigen. 

Sehematischer Aufbau des Theodoliten. Der 
Theodolit ist das Winkelmeßinstrument im 
Vermessungswesen. Der großen Anzahl der 
den verschiedenen speziellen Anwendungen 
angepaßten Formen liegt ein einfaches Schema 
zugrunde. Auf einer oft auf einem Stativ be- 
festigten Siandplatte (Abb.) ruht auf drei 
Fußschrauben F eine senkrechte Buchse B 
mit einer horizontalen Kreisscheibe K, die 
eine im Uhrzeigersinn bezifferte Kreisteilung, 
den Limbus L, trägt. In der Buchse dreht sich 
die Alhidade A, eine Kreisscheibe mit zwei 
diametralen Zeigern, die eine Libelle Lb und 
zwei Stutzen St für die Fernrohrachse A; trägt. 
Mit dieser Achse, auch Kippachse genannt, 
sind das Zielfernrohr Z und die Zeigervorrich- 
tung für den zur Fernrohrachse senkrechten 
Höhenkreis H fest verbunden. Mittels der 
Fußschrauben wird nach dem Ausschlag der 
Libelle Lb die Alhidade genau horizontal ge- 
stellt, dann muß in einem guten Theodoliten 
die Standachse A,, um die sich die Alhidade 
dreht, senkrecht stehen. Die Kippachse liegt 
dann waagerecht, und das Fernrohr Z steht 
rechtwinklig zu ihr. Es gibt Verfahren, um » . 

kleine Abweichungen von diesen Bedingungen PR eodoRE Wären 

durch vorhergehende Messungen zu beseitigen 

(justieren genannt) oder ihre Größe zu bestimmen, um sie bei der eigentlichen Messung zu 
berücksichtigen. Wesentlich hängt die Güte des Theodoliten auch ab von der Genauigkeit 
der Kreisteilung auf dem Limbus bzw. auf dem Höhenkreis sowie von der Ablesevorrichtung 
AV, die ein Zeiger, ein Nonius oder ein optisches Doppelmikroskop sein können ; je nachdem lassen 
sich die Winkel z. B. auf Minuten oder Sekunden ablesen. Um die Genauigkeit der Winkelmessung 
zu steigern, wird nach bestimmten Verfahren und wiederholt beobachtet. Das Zielfernrohr ist 
nach dem angezielten Objekt gerichtet, wenn dessen Bild oder markante Teile davon mit dem des 
Fadenkreuzes (im einfachsten Fall ein horizontaler und ein senkrechter Strich) zusammenfallen. 
Die Einrichtung des Theodoliten macht es verständlich, daß auch dann durch Drehen der Alhidade 
horizontale Winkel gemessen werden, wenn die angezielten Marken oder Gegenstände in verschie- 





20* 
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dener Höhe liegen. Die Lage der Nullrichtung des Limbus spielt keine Rolle, da sich ein Winkel in 
der Horizontalen stets als Differenz zweier Richtungen ergibt. Dagegen muß zur Messung von 
Höhenwinkeln die Nullrichtung mittels besonderer Libellen horizontal gelegt werden. 


Tachymetrisches Nivellement. Tachymetrie bedeutet Schnellmessung; sie wird benutzt, um von 
einem nach Lage und Höhe bekannten Punkt P aus die Lage und die Höhe einer ganzen Reihe 
von Neupunkten durch bloße Ablesungen am Theodolit zu bestimmen, kann also z. B. dazu dienen, 
die Oberflächenform eines Geländestückes als Unterlage für ein Bauprojekt aufzunehmen. Das 


Fadenkreuz hat dann zum horizontalen Faden m zwei Parallele o und u im gleichen Abstand 5 


Die Bilder dieser drei Fäden markieren auf dem Bild einer im Neupunkt N lotrecht aufgestellten, 
in Zentimeter geteilten Latte (Nivellierlatite) drei Punkte L„, Lo und L, (Abb.); die Differenz 
zwischen unterer und oberer Ablesung Lu — L, ist der Lattenabschnitt I. Auf der Nivellierlatte 
stehen wegen der Bildumkehrung die Zahlen auf dem Kopf; die größeren Zahlen liegen oben. 
Der Lattenabschnitt Z erscheint vom Instrument 
aus unter dem parallaktischen Winkel e. In Ab- 
hängigkeit von Abstand p der Horizontalfäden, der 
Brennweite / des Objektivs und dem Strahlen- 
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Tuchymetrieren bei horizontaler Sicht Tachymetrieren bei schräger Sicht 


gang im Fernrohr kann die horizontale Entfernung «a der Latte vom Theodolit bei horizontaler 
Ziellinie in der Form a = Cl gefunden werden, in der die Gerätekonstante Ü meist den runden 
€ I 1 


za I 


Wert 100 hat. Für den parallaktischen Winkel e gilt dann tan a ei The 


Ist die Ziellinie vom Fernrohr F zur mittleren Ablesung L„ unter dem Winkel « gegen die Horizon- 
tale geneigt (Abb.), so läßt sich die horizontale Entfernung a’ durch folgende trigonometrische 
Umrechnung bestimmen: 





I!=HLn-HL=a Itan (= +5) - tan («-5)|. 


oder wegen sin (« + 5) cos (« _ 5) — sin (« _ 5) COS (« E= 5) = '$INZ, 


a l cos («+5) cos («-5) c08?& cos? 5 — sintasin? > 
. sin e = u & = 
2sin 5 0085 
‚_leo#a 1. © len la ‚Ann 
a=3 7,0 zöintetean,, a =10C cos “gg Sinte, 
tan 
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Hier kann schließlich der zweite Summand vernachlässigt werden, da ! und sin?« kleine Werte 
sind, während © = 100. Es ergibt sich für die horizontale Entfernung a’ = C leos?« und für die 


Höheh= HL„ aus diesem Näherungswert sofort k = a’ tan« 
1 
5 Clsin 2x. Die Höhendifferenz Ah der Punkte P und N 


hängt außer von k noch von der Instrumentenhöhe i des 


horizontale Entfernung 


Höhendifferenz 





Theodoliten und von der Lattenlänge NL„ = z über dem 
Neupunktab: Ah=i+h- 2. 


Trigonometrische Höhenbestimmung 
bei horizontaler Standlinie in einer 
Berechnung von Höhen mit Hilfe von Höhenwinkeln. In vertikalen Ebene 

den folgenden Beispielen wird von der terrestrischen Refrak- 

tion abgesehen, weil entweder die Zielweite 200 m nicht übersteigt oder weil eine geringere 
Genauigkeit der Ergebnisse (Dezimeter oder nur Meter) für genügend angesehen wird. 


Horizontale Standlinie und Höhenwinkel. Mißt man in Richtung auf den Geländepunkt @ 


eine horizontale Standlinie AB = s und die Höhenwinkel « und $ an ihren Endpunkten (Abb.), 
so kann man die Höhe h nach dem Sinussatz berechnen: 


sin 3 sin« sinß 
l.y=ßBß—- a; 2. u=3 Ai, a 3.h=usinß, BO gg 





Geneigte Standlinie. Winkel ß ist der Anstiegswinkel einer Standlinie AB = s, die in einer 
durch @ verlaufenden Vertikalebene liegt, und « und y sind die Höhenwinkel in A und B nach @ 
(Abb.). Der Höhenunterschied A zwischen A und @ läßt sich nach dem Sinussatz berechnen, Mit 


tn 8 
A@ = «wird h= zeina, wobeir = s-— ,e=ß + (180° — y) und o = y— «. Durch Einsetzen 


sino 
sine sin« sin(y — B) sin« 
erhält man kh= s-——— oderh =s- ee 
sin co sin(y — «) 









ml] 


em 
| li 





Trigonometrische Höhenbestimmung bei geneigter Standlinie Trigonometrische Höhenbestimmung 
in einer vertikalen Ebene bei horizontaler Standlinie 


Standlinie in beliebiger Richtung zum Ziel. Von den Enden A und B der Standlinie s aus, 
die in einer Horizontalebene mit dem Fußpunkt F des Punktes @ liegt, werden die Winkel x FAB 
= yund x BA = ö gemessen sowie im Punkte A der Höhenwinkel e nach @ (Abb.). Die Ebene 
AFG steht senkrecht auf der Horizontalebene durch FAB. Mit AF =zwirdh = z tane, wobei 
sin ö au sin ö sin ö 
sino " sin[180°-+6] ° smw-+od) 
sind tane 
sin(y + ö)' 
Steigt die Standlinie AB = s von A aus im Winkel cı an (Abb.) und werden in den Punkten A bzw. 
B die Horizontalwinkel « bzw. 8 zwischen Standlinie s und dem Punkt @ gemessen sowie die Höhen- 
winkel eı von A nach B, eg von B nach @ und e von A nach G@, so läßt sich die Aufgabe auf die eben 
gelöste zurückführen. In der Horizontalebene durch A sind in dem Dreieck AH B’ die Seite s’ 





z=8 Durch Einsetzen erhält man: 


h=s 
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5 sin & 
sin(« + 8)’ 
« ———— Aus dem in der Vertikalebene liegenden Dreieck AH@ gewinnt man also: 
sin (« + ß) ’ ‚ sinßtane coseı sinß tane a 
h=b a a Se een Te sin(@+ PB) " s Kon- 
trolle hat man h= hı + hs, wobei hı = ssinesı und Aa 
sinatanea cossı sin«tanea 


'sin(@+) ° sin@+tp ' 


— 8 coseı und die Winkel « und 8 bekannt. Nach dem Sinussatz ergibt sich «’ = s 
sin ß 


U’ =, 


—= a’ tane = 8’ 


LANDESVERMESSUNG 


Die Landesvermessung hat letzten Endes die Aufgabe, jeden 
gewünschten Punkt der Erdoberfläche eindeutig festzulegen ; 
dies geschieht durch Koordinaten oder in anschaulicher 
Form in Karten. In erster Näherung wird die Erdoberfläche 
als Kugelfläche angesehen, auf der die Lage eines Punktes 
durch die Länge A und die Breite bestimmt ist, d. h. durch 
den Schnitt eines Großkreises (Meridian) durch Nord- und 
Südpol mit einem Breitenkreis. Der Meridian durch Green- 
wich wird als Nullmeridian ausgezeichnet, von ihm ab wer- 
den die anderen durch ihren Winkelabstand A nach Osten 
bzw. Westen zu von 0° bis 180° gemessen. Die Breitenkreise 
sind Kleinkreise parallel zum Äquator, ihr Abstand p von 
ihm wird in Winkelgraden auf einem Meridian gemessen, 
und zwar vom Äquator auf beiden Seiten (nördliche bzw. 
südliche Breite) von 0° bis 90°, bis zum Pol. Diese Koordi- 
Trigonometrische Höhenbestimmung naten sind sphärische Koordinaten und werden durch astro- 

bei geneigter Standlinie nomische Messungen bestimmt wie im Hauptabschnitt sphä- 
rische Trigonometrie gezeigt wird. 


Gauß-Krüger-Projektion. Ein Zylinder oder ein Kegelmantel lassen sich nach dem Aufschneiden 
längs einer Mantellinie in eine Ebene abwickeln. Alle Längen, Flächen und Winkel bleiben dabei 
erhalten; sie erscheinen in der Karte deshalb in wahrer Größe. Die Kugeloberfläche ist nicht ab- 
wickelbar. Nach Carl Friedrich Gauss und dem einstigen Direktor des Geodätischen Instituts 








Drei benachbarte Meridianstreifen Gauß-Krüger-Koordinaten 


Potsdam J. H. L. Krüger (1857—1923) werden deshalb Kugelzweiecke (Meridianstreifen), deren 
Grenzmeridiane an den Polen Winkel von 6° einschließen, auf einen Zylindermantel abgebildet, 
der das Kugelzweieck in seinem Mittelmeridian (Winkel von 3° gegen jeden Grenzmeridian) berührt. 
Die Abbildung zeigt angenähert, wie schmal diese Streifen, auf die ganze Erde bezogen, sind. Es 
ist danach verständlich, daß die Längen und die Flächen nur wenig von den wahren Werten ab- 
weichen. Durch Abwickeln des Zylinders ergibt sich dann ein ebenes Bild des Meridianstreifens. 
Der Berührungsmeridian m gehört sowohl der Kugel als auch dem Zylinder an, erscheint in der 
Ebene mithin in wahrer Länge. Wird die Entfernung auf ihm vom Äquator ab durch den im Bogen- 
maß gemessenen Winkel & angegeben, so hat in der Ebene der entsprechende Punkt die Koordi- 
nate = ER, wenn R der Erdradius ist. Großkreise, die den Berührungsmeridian senkrecht 
schneiden und deshalb die Durchstoßpunkte Aı, As (Abb.) der Zylinderachse durch die Kugel zu 
Polen haben, sollen auf Bilder führen, die die x-Achse senkrecht schneiden, d.h. Mantellinien auf 
dem Zylinder sind. Abstände eines Punktes P der Kugel vom Berührungsmeridian m werden auf 
diesen rechtwinkligen Großkreisen durch den Winkel n gemessen, der Bildpunkt P’ hat den ent- 
sprechenden Abstand y von der z-Achse. Die Beziehung zwischen n und y läßt sich aus der Forderung 


u LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLn 


Weitere Sätze und Anwendungen 311 


ableiten, daß die Gauß-Krüger-Projektion winkeltreu (konform, vgl. Hauptabschnitt Funk- 
tionentheorie) ist. Die Winkeltreue ist gesichert, wenn Dreiecke auf der Kugel beim Abbilden in 
ähnliche Dreiecke übergehen, wenn das Vergrößerungsverhältnis für Strecken in allen Richtungen 
dasselbe ist. Ein Kleinkreis k durch den Punkt P, der alle durch die Pole Aı und As gehenden Groß- 
kreise senkrecht schneidet, ist von diesen Polen aus betrachtet ein Breitenkreis der Breite n, die 
senkrechten Großkreise spielen die Rolle von Meridianen und der Berührungsmeridian die des 
Äquators. Die Länge des Kleinkreises ist deshalb ! = 2x R cosn, auf dem Zylinder und in der Ebene 


1 
dagegen L = 2n R, das Vergrößerungsverhältnis ist also L:! = ri Wegen der Winkeltreue soll 





es dem Verhältnis rn gleich sein; mithin gilt =y = 
findet man: 7 a monat 
nn MN 1 nn 
wobei n = 2: = 2,3025851 (vgl. Hauptabschnitt Höhere Rechenarten). 

Nordriehtungen. Die Abbildung zur Ableitung der Gauß-Krüger-Koordinaten zeigt im Punkte P 
den Winkel y zwischen dem Meridian nach dem Nordpol N und dem Kleinkreis k parallel zum 
Berührungsmeridian m. Dieser Winkel heißt Meridiankonvergenz und gibt die Abweichung zwischen 
Geographisch Nord und Gitternord für den Punkt P an. @eographisch Nord ist die Richtung längs 
des Meridians von Punkt P nach dem Nordpol. @itternord ist die Richtung vom Bilde P’ in der 
Gauß-Krüger-Ebene parallel zur x-Achse; ihr entspricht auf der Kugel die Richtung der Tangente 
im Punkt P an den Kleinkreis k. Dementsprechend kann die Richtung einer Strecke von einem 
ihrer Punkte aus verschieden festgelegt werden. Der Winkel von Geographisch Nord im Uhr- 
zeigersinn bis zur Strecke heißt ihr Azömut a, der Winkel von Gitternord im selben Drehsinn heißt 
Richtungswinkel v und wird meist durch zwei Punkte Pı und Pz der Strecke in der Form angegeben 
v= (PıPa), wobei (PıPa) = (Pa Pı) + 180°. Der Vollständigkeit halber sei angefügt, daß zuweilen 
eine dritte Nordrichtung, Magnetisch Nord, benutzt wird, die um die Nadelabweichung von Geogra- 
phisch Nord verschieden ist; von ihr aus gerechnet spricht man vom Streichwinkel einer Strecke. 


oder dy = —_, Durch Integration 
cosn 


Reehts- und Hochwerte. Die x-Werte von Gauß-Krüger-Koordinaten werden auf dem Berührungs- 
meridian vom Äquator aus nach Norden (bzw. Süden) gemessen; sie werden Hochwerte genannt 
und geben die wahre Entfernung vom Äquator an. Positive y-Werte bezeichnen Punkte, die auf der 
Karte östlich vom Berührungsmeridian m liegen. Um negative y-Koordinaten zu vermeiden, erhält 
der Berührungs- oder Mittelmeridian nicht die y-Koordinate 0 m, sondern 500000 m; zugleich wird 
durch eine Kennziffer vor diesem Werte der Meridianstreifen auf der Kugel angegeben, aus dem 
die betreffende Karte hervorgegangen ist. Diese Kennziffer ist 1 für den Berührungsmeridian 3° 
(1500000 m), sie ist 2 für 9° (2500000 m), 3 für 15° (3500000 m) usw. [(Am + 3) : 6]. Ein Punkt, 
der 65370 m östlich vom Meridian 3° liegt, hat danach die y-Koordinate 1500000 m + 65370 m 
= 1565370 m. Man bezeichnet diese Zahl als Rechtswert. Für einen Punkt, der 74250 m westlich 
des Meridians 9° liegt, ist der Rechtswert 2500000 m — 74250 m = 2425750 m. Umgekehrt 
kommt man zu einem Punkt mit dem Rechtswert 4374981 m und dem Hochwert 5755899 m, 
indem man wegen 4:6 — 3 = 21 auf dem 21°-Meridian vom Äquator 5755899 m nach Norden 
geht und dann rechtwinklig um 500000 m — 374981 m = 125019 m nach Westen. Auf topogra- 
phischen Karten werden die Rechts- und Hochwerte nur in ganzen Kilometern angegeben und 
dabei die ersten beiden Ziffern als Hochzahlen geschrieben, z. B. lautet die Schreibweise für das 
letzte Beispiel #274 und 5755. Da die Längenabweichungen in der Nähe der Grenzmeridiane am größ- 
ten sind, werden die Koordinaten wichtiger Punkte für je ein 0,5° breites Randgebiet im Westen 
und Osten jedes Meridianstreifens zusätzlich berechnet, so daß für Punkte eines 1° breiten Streifens, 
in 52° Breite rund 70 km breit, je zwei Koordinaten, sowohl für den westlichen als auch für den öst- 
lichen Meridianstreifen, zur Verfügung stehen. 

Auf topographischen Karten 1 : 5000 und für geodätische Arbeiten verwendet man auch Meridian- 
streifen der Breite 3° anstatt 6°. Für sie gelten dieselben Überlegungen und Bezeichnungen, nur die 
Kennziffern sind andere; sie sind 1, 2, 3,... (Am : 3) für die Berührungsmeridiane 3°, 6°, 9°, ... 


Triangulation. Nur für wenige Punkte bestimmt man die geographischen Koordinaten und das 
Azimut von Strecken zwischen ihnen und rechnet sie in Gauß-Krüger-Koordinaten um. Andere 
markante Punkte, irigonometrische Punkte (TP), verbindet man mit ihnen durch ein Dreiecksnetz 
I. Ordnung, in dem möglichst alle Winkel gemessen werden. In der schematischen Abbildung sind 
für vier durch die Nordrichtung N gekennzeichnete Punkte die geographischen Koordinaten und 
die Azimute «a einer Strecke zwischen je zweien von ihnen bestimmt worden. Die Länge dieser 
Strecken wird durch ein Basisnetz berechnet; es verbindet jede dieser Strecken mit einer Basis b 
von 4 bis 10 km Länge in ebenem Gelände, die mit 24 m langen, freihängenden, mit 10 kp gespann- 
ten Invardrähten mit größter Genauigkeit gemessen wird; man erreicht mittlere Fehler von 8 mm 
auf 10 km oder eine Genauigkeit von 1: 1250000. Die Seiten des Dreiecksnetzes I. Ordnung sind 
durchschnittlich 40 bis 70 km lang; in der Abbildung sind sie dick ausgezogen. Zwischen die damit 
in Gauß-Krüger-Koordinaten bestimmten trigonometrischen Punkte I. Ordnung wird das Neiz 
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JI. Ordnung durch bloße Winkelmessungen eingehängt; seine Punkte sind durch die Zahlen II 
gekennzeichnet. Seine Seiten sind im Mittel 20 km lang, die des Netzes III. Ordnung 5 bis 10 km 
und schließlich die des Netzes IV. Ordnung 2 bis 5 km lang. 
Diese trigonometrischen Punkte I. bis IV. Ordnung können Spitzen von Türmen sein; im freien 
Gelände werden sie durch eine im Boden versenkte Granitplatte mit eingemeißeltem Kreuz 
und einen senkrecht darüber stehenden vierkan- 
N tigen Granitpfeiler mit Kreuz vermarkt. Der Stein 
steht oft in der Mitte einer 2 m? großen kreisför- 
migen Schutzfläche, die ihn vor Beschädigungen 
schützen soll und öffentliches Eigentum ist. Um 
den TP aus großer Entfernung anzielen zu kön- 
nen, wird ein Signal (Abb., vgl. Bildtafel 47) 
über ihm errichtet. 


au —— 





Triangulationsnetz Signalbau 
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Triangulationsnetze, deren Dreiecke sich zu einem Streifen anordnen, nennt man Dreiecksketien 
(Abb.). Eine Dreieckskette längs eines Erdmeridians, eine Meridianmessung, wird. benutzt, um 
die Gestalt der Erde festzustellen. 

Durch die Entwicklung des Radars und anderer Verfahren, mit Hilfe elektromagnetischer Wellen 
Entfernungen mit großer Genauigkeit zu messen, ist als Gegenstück zur Triangulation die Tri- 
lateration möglich geworden. Es sind dann die Dreiecksseiten schneller zu messen als die Winkel. 
Während die Astronomen bislang die Entfernung zu einem Planeten, meist der Venus, durch Win- 
kelmessung von zwei Orten auf der Erde aus zu bestimmen suchten, die möglichst um den Erd- 
durchmesser voneinander entfernt sind, gehen sie jetzt dazu über, diese Entfernung aus der Lauf- 
zeit von Radarsignalen zu bestimmen. Das Ziel dieser Versuche ist, die astronomische Einheit, die 
Entfernung Sonne-Erde, genauer als bisher zu bestimmen. 


Landeshöhennetz. Zwei vom Mittelpunkt einer Reihe konzentrischer Kugeln ausgehende Strahlen 
durchstoßen jede Kugeloberfläche in zwei Punkten; die Strecke zwischen diesen Durchstoßpunkten 
ist um so länger, je größer der jeweilige Kugelradius ist. Aus dieser geometrischen Tatsache ergibt 
sich, daß man zwischen zwei Loten, die jedes in einem tiefen Schacht hängen, verschiedene Ent- 
fernungen mißt je nach der Höhe, in der die Messung ausgeführt wird. Der Abstand zweier Erd- 
radien ist im Gebirge größer als in Meereshöhe. Infolgedessen müssen alle Längen in der Landes- 
vermessung auf dieselbe Höhe, auf Meereshöhe, umgerechnet werden. Es muß also von jedem 
berechneten Punkte die Höhe über einer Nullmarke gemessen werden. Dafür wird ein Netz von 
Höhenfestpunkten bestimmt, das Landeshöhennetz. Als Nullmarke diente der Amsterdamer Pegel; 
von ihm aus wurde 1879 am Nordpfeiler der Berliner Sternwarte eine Höhenmarke zu 37,000 m 
bestimmt und 1912 auf eine unterirdische Marke an der Straße Berlin-Manschnow mit demselben 
Werte verlegt. Alle auf diesen Normalhöhenpunkt bezogenen Höhen werden als Höhen über 
Normalnull, NN, bezeichnet. 

Um eine einheitliche Höhengrundlage innerhalb der sozialistischen Staaten zu haben, wird seit 
1958 einem System der Normalhöhen, HN, der Nullpunkt des Kronstädter Pegels zugrunde gelegt. 
Zur Umrechnung gilt angenähert NN — 16cm = HN. 

Zum Messen von Höhendifferenzen werden Nivelliere verwendet. Ihre Fernrohrachse muß der 
Achse einer empfindlichen Libelle genau parallel sein, beim Einspielen der Libelle also genau 
horizontal zeigen. Ist diese Horizontale erst rückwärts auf eine im Punkte R lotrecht aufgestellte, 
mit Zentimetereinteilung versehene Nivellierlatte L, gerichtet und dann vorwärts auf die im Punkt 
V stehende Latte L, (Abb.), dann gibt die Differenz der Ablesungen r—v=d an, um wieviel 
Punkt V höher liegt als R. Dabei werden auf der Latte Zentimeter abgelesen und Millimeter 
geschätzt bzw. mittels Ablenkung an einer planparallelen Platte gemessen. Im unteren Teil der 
Abbildung ist eine Kette von Mes- 
sungen mit dem Nivellier ange- 
deutet,beideraufjedemZwischen- 
punkt, z.B.D, F, die Nivellierlat- 
te einmal vorwärts und nach dem 
Umsetzen des Nivelliers,z.B.von 
C nach E,einmalrückwärts ange- 
zielt wurde. Durch algebraisches 
Addieren der Ablesungsdifferen- 
zen d erhält man die Höhendiffe- 
renz zwischen A und B. Eine sol- 
che Kettenenntman Nivellement, 
wenn sie doppelt gemessen wurde 
Doppelmivellement. Mit einem gu- 
ten Nivellier beträgt der mittlere 
Fehler eines Doppelnivellements 
von 1 km Länge + 0,4 mm. 





Geometrisches Nivellement 


Bestimmung von Neupunkten. Punkte mit bekannten Koordinaten, z. B. trigonometrische Punkte, 
werden als Festpunkte bezeichnet, Punkte, deren Lage zu bestimmen ist, als Neupunkte. 


Vorwärtseinschnitt. Von zwei Festpunkten Fı und Fs aus, deren Entfernung s man kennt, ist 
ein Neupunkt N (Abb.) durch Winkelmessungen zu bestimmen; kann der Theodolit dabei nur in 
den Festpunkten aufgestellt werden, spricht man von Vorwärtseinschnitt. Ist nur einer dieser Punkte 
zugänglich, dagegen im Neupunkt eine Winkelmessung möglich, so nennt man das Verfahren 
Seitwärtseinschnitt. Allerdings wird meist versucht, alle drei Winkel im Dreieck FıF3N zu messen, 
um in der Winkelsumme eine Kontrolle der Winkelbeobachtung zu haben. Geometrisch sind im 
Dreieck Fı FaN stets eine Seite und drei Winkel bekannt, nach dem Sinussatz sind die fehlenden 
sin« sin(360° — B’) 


Seiten sı und s3 zu berechnen: sı = s- ‚e2=8 


siny siny 
Geodätisch sind die Festpunkte F, und F, durch ihre Hochwerte zı, x&2 und Rechtswerte yı, ya 
gegeben. Im rechtwinkligen Dreieck HF,F,z (Abb.) lassen sich aus den Koordinatendifferenzen 


Ya — yı und 22 — xı der Richtungswinkel (Fı F,) und die Länge der Strecke Fı F berechnen. Dabei 
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wird der Richtungswinkel von Gitternord aus im Drehsinn des Uhrzeigers gemessen. Mit den nach 
dem Sinussatz bestimmten Seitenlängen sı und sz lassen sich in den rechtwinkligen Dreiecken 
F2N Hz und FıHıN die Koordinatendifferenzen 4 yı, A zı, A ze, A ya bestimmen, die zu den Koordi- 


Gitternord 





Vorwärtseinschnitt 


naten von Fı oder von F’ addiert die von N ergeben. Die Koordinaten vom Neupunkt N werden 


zur Kontrolle doppelt berechnet. 


Beispiel: Gegeben seien zı = 2524950,98, yı = 5711619,35 und #2 = 2525616,57, ya 
=5710664,92, während die Winkel « = 61°13’33’’ und 8’ = 328°32’15’ von der gegebenen Strecke 


s zum Neupunkt N gemessen sind. 
1. Winkel y = 180° — « — (360° — P’) 


2. Richtungswinkel (Fı Fr): 


 yıe yı 
tan(Fı F%) = SE or 
an %s—- x _ 
BE 2 1 Ya Yı 


c0o8(FıFs) = sin(FıFs) 


3. Länge der Seiten sı und sa: 








—— sın 
nen m-  ıpN 
siny 
er 
Behr: HN 
siny 


4. Von Fı zum Neupunkt: 

(FıN) = (FıF,) + «x 

an - &ı = FıN cos(FıN) = Aıı 
yn — yı = FıN cos(FıN) = 4 Yyı 
5. Von Fa zum Neupunkt: 

(FaN) = (FaFı) + B° 

&n-% = FasN cos(FaN) = Aa 
yYvy- F>N sin (F,N) = Aya 





ßB = 360° — B’ = 31°27’45” 
y= 87°18’42” 


Ya — Yı = — 954,43 
x2 — xı = + 665,59 


(FıF3) = 304°53’24” 5 = 34°53’24” 
tan(FıFs) = — cotö 

cos(FıFs) = sind, sin(Fı Fa) = — cosö 
FıFz2 = 1163,6 


sı = 1021,0 = F3 N 


83 = 608,0 == FıN 


(FıN) = 366°06'57” = 6°06'57” 
Azxı = + 604,53, Awı = + 64,78 
zu = ©25555,51, yv = 511684,13 


(FaFı) = 124°53’24” 

(FaN) = 453°25°39’ 

(FaN) = 93°25’39” 

Az = -61,04 Ay = + 1019,21 
zu = 225555,53 yn = 5711684,13 


Rückwärtseinschnitt. Sind drei Festpunkte Fı, Fa, Fs gegeben und ist eine Beobachtung nur 
im Neupunkt N möglich (Abb.), so spricht man von einem Rückwärtseinschnitt. Der Neupunkt 
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muß so gewählt werden, daß er nicht auf dem Umkreis des Dreiecks FıFaF3 liegt. Die genauesten 
Ergebnisse erhält man, wenn N im Innern des Festpunktdreiecks liegt. Die rechnerisch zu bestim- 
menden Dreieckswinkel seien pı in Fı, ggin F3 und ps in F3, diein N gemessenen Winkel x Fa3N F3 
=, FF NFı, =wmund x FıNFa = ». 

Eine Lösung für Maschinenrechnen ergibt sich aus den Koordinaten für den Schwerpunkt S des 


mraE®, ae ee Die Ecken haben dabei gleiche 


Gewichte in bezug auf die Schwerelinien oder Seitenhalbierenden. Erteilt man ihnen verschiedene 
Gewichte gı, gs, gs, so ergeben sich 
andere Ecktransversalen, die auch außer- 
halb des Dreiecks liegen können, wenn 
einzelne Gewichte negative Wertehaben. 
Der Schnittpunkt N der Ecktransver- 
salen hat dann die Koordinaten 


gegebenen Dreiecks: s; = 


a Aa + 92%a + 93 2 
u Jgı +92 + 9s 
_gıYı + ge Ya + 93 Ys 
er gıt 92 + 93 " 


Die Gewichte lassen sich aus der mecha- 
nischen Vorstellung gewinnen, daß in 
bezug auf eine Ecktransversale die Mo- 
mente der beiden anderen Ecken gleich 
sein müssen. @ sei der Schnittpunkt der 


Transversalen F3N mit dem Umkreis, 
Gı bzw. @s2 die Fußpunkte der Lote hı 
bzw. ha von Fı bzw. Fa auf die Trans- 
versale. Die Momente der Ecken Fı bzw. 
Fa sind einander gleich: gı hı = gaha 

















oder ı :@=h2:hı = Da. de, wobei Rückwärtseinschnitt 
gilt: GN 
En. 1 „ Bu _- I Sen L 
GN GGR+hN Gm, GN votpı — cotn’ 
ha ha 
hı hı 1 ” 1 
GN Gh+GN GaH,GN Com cotva 
hı hı 
Durch zyklisches Vertauschen und Zusammenfassen ergibt sich: 
1 1 1 
NETZE 


Da ein beliebiger Proportionalitätsfaktor auf die Koordinaten des Neupunktes ohne Einfluß ist, 
darf er 1 gesetzt werden. Die Gewichte sind dann: 


1 1 1 


en cotpı — eotvı” ur cotpa — cotva’ 93 


— eotes — cotvs" 

Aus den Koordinaten der Festpunkte F\,, Fa, Fs (vgl. Vorwärtseinschnitt) findet man: 
xı = 2524950,98, x2 = 2525616,57, 3 = 2525555,51, 
Yyı = 5711619,35, ya = 5710664,92, ya = 5711684,14, 
(FıF3) = 304°53’24”, (Fa Fs) + pa = (FaFı), (FaFs) = 93°25’39’, 
(F3Fı) + os = (Fa Fa), (FsFı) = 186°06’57”, (FıF:) + pı = (FıF35). 


Die Zahlenwerte der Gewichte 
sind gı = 1,10806, 








berechnet 






Kotangens gemessen Kotangens 


















m a 92 = 31°27745” | 1,63425 va = 153°12'22” | — 1,98019 
il go = 87°18’42’ 0,046 9547 vs = 97°20’08” — 0,128734 
und die Koordinaten des Neu- gı = 61°13’33” | 0,549176 = 109°27’30” | — 0,353 300 


punktes x = 2525249,55, 
y = 5711518,37. 





180°00’00” 360°00’00” 
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Der Rückwärtseinschnitt hat besondere Bedeutung bei der Lagebestimmung durch Eigenpeilung 
von Schiffen oder Flugzeugen. 


Hansensche Aufgabe. Sind zwei Festpunkte Fı und F3s gegeben, aber nicht zugänglich, z.B. 

die Spitzen zweier Türme, so können zwei Neupunkte N, und Ne bestimmt werden, wenn in jedem 

die Richtungen nach beiden Festpunkten und nach dem anderen Neupunkt beobachtet werden 

können (Abb.). Entsprechend den Bezeichnungen der Abbildung ergibt sich nach dem Sinussatz 

die Lösung, wenn es gelingt, die Winkel p und y zu berechnen. Da der Winkel go in den Dreiecken 
NıN: S und FıF3S den gleichen Wert hat, gilt: 


1 1 
„ep +W)=gerr =. 


Die halbe Differenz der gesuchten Winkel findet man 
über einen Hilfswinkel n auf folgendem Wege: 











Een. siny rm 
ni 2 SE 0 5 SS Fran AFıNaNı :NıNa 
sine +ß+y) _sin@+ß+ y)sinp 
u afı — —  —— = "a Te 507, TEE HEGEEEEEEREEEEEE " 
sin y sin d sin y 
BEE sing ze 
AFıFaNa:NaFfa =8s ——-; AFasNaNı:NıNa 
sind 
sin(@+y-+ 6) sin (@ + y + 6) sing 
= Nafa — cn; 
sin «& sin « sın ö 
wegen NıNs = NıN: also: 
Hansensche Au/gabe sing sin«sinösin(@e +ß + y) 





siny  sinßsinysin(@ty to) 0": 


Der Hilfswinkel n ist danach bis auf Vielfache von 180° bekannt. Nach der korrespondierenden 
Addition und Subtraktion und den goniometrischen Beziehungen erhält man unter Beachtung, 
daß c0t45° = 1: 


1 Fe 
sing — siny cotn — 1 2000 219 +W ai 19 = 


sinp +siny cotn+t1’ 


cot45° cotn — 1 


754 1 — eotn + cot45° ’ 
2sins(P+ v) co 5 (P — v) 


1 1 
tanz (ae -y)=tans(p+y)cot(45° + n), 


1 P rn: waren 
d.h. den Wert 3 (e-y) =saunddamitge=.sı +8, 9 = sı — &. Die Strecken FıN,, NıNa und 


N: Fa lassen sich danach berechnen. 
Für die Richtungswinkel findet 
1x man: 
(FıNs) = (FıF.) + 9, 
(NaFı) = (FıN:) + 180°, 
(NaF2) = (NsFı) +, 
(NaN,) = (N: Fı) — 7, 
(FaNı) = (FaFı) — y, 
(NıFa) = (Fa Nı) + 180°, 
(NıFı) = (NıP:) — B, 
(NıN3) = (NıFr) + ©. 
Aus den Richtungswinkeln und 
den Längen ergeben sich die Koor- 
dinatendifferenzen (vgl. Vorwärts- 
einschnitt) und damit der Reihe 
nach die Koordinaten von 
Fı>Nı > N: >» F,, 
wobei sich für Fa die schon be- 


RB S 
kannten Werte ergeben müssen. 


| 
| 
| 
| 
| 
E F Ri Polygonzüge. Im Anschluß an tri- 
Polygonzug gonometrisch bestimmte Punkte 
lassen sich die Koordinaten wei- 
terer Punkte durch Strecken- und Winkelmessungen berechnen. Sind vom bekannten Punkt Pı 


aus die Polygonzugpunkte Pa, Ps, .. ., Pn festgelegt und die Strecken sı = PıP>, s3 = PaPs usw. 
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mit dem Meßband gemessen, so werden in jedem Punkte die Brechungswinkel ßı, Ba, . . . gemessen 
(Abb.), d.h. der Unterschied der Richtungen von der vorhergehenden zur folgenden Strecke im 
Uhrzeigersinne (Abb.). Für die erste Aufstellung in Pı wird die Richtung nach einem anderen Fest- 
punkte Fı als Richtung der vorhergehenden Strecke benutzt. Durch die Messung des Brechungs- 
winkels in Pı wird der Polygonzug an eine schon bekannte Richtung angeschlossen (Anschluß- 
messung). Die Genauigkeit der Polygonzugmessung läßt sich wesentlich vergrößern, wenn der 
letzte Punkt P„ seinen Koordinaten nach bekannt ist und von ihm aus ein weiterer Festpunkt F3 
anvisiert werden kann. Der Polygonzug verbindet dann die beiden gegebenen Richtungen (FıPı) 
und (Pa F%); man bezeichnet die letzte Messung in P„ auch als Abbinden. 
Die Berechnung der Richtungswinkel erfolgt entsprechend der Beobachtung durch Addieren der 
Brechungswinkel: 

(PıFı) = (FıPı) + 180, ———e (PıP;) = (PıFı) + Bı, 

(PaPı) = (PıPa) + 180°, ———— (Pa Ps) = (PaPı) + Pa usw. 


Die Koordinatenunterschiede Az: und 4y: vom Punkte P, zum Punkte Pi+ı ergeben sich durch 
Umrechnen von Polarkoordinaten (P; Pı+ı), 8: in kartesische; z. B. 


Atı = & — ıı = PıP!i’ = sı cos(PıP.) und 
Ayı = Yır yı Pı' Pa = 8 sin(Pı Ps). 


Die Vorzeichen der Koordinatenunterschiede hängen von der Größe der Richtungswinkel ab; in der 
Abbildung sind diese mitv; = (PıP«+) bezeichnet ;vı = (PıP.) liegt im I. Quadranten, va = (PaPs) 
und v3 = (P3Pı) im II., Azı ist also positiv, Axs und Axs sind dagegen negativ. 
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Wie ihr Name sagt, befaßt sich die sphärische Trigonometrie mit der Berechnung von Dreiecken 
auf der Kugel. Sie ist von Astronomen und Seefahrern entwickelt worden, um die Lage von Punkten 
und Entfernungen zwischen ihnen sowie Winkel auf der Himmelssphäre oder auf der kugelförmig 
gedachten Erdoberfläche bestimmen zu können. Auch die Grundlagen der für die Landesver- 
messung wichtigen Gauß-Krüger-Koordinaten werden aus astrono- 
mischen Messungen gewonnen. 


GROSSKREISE UND KLEINKREISE 


Die Achse eines Globus, aber auch jede andere Gerade durch den 
Mittelpunkt M des Globus oder eines kugelförmigen Balles ist ein 
Durchmesser dieser Kugel. Er hat die doppelte Länge des Radius R. 
Eine Ebene senkrecht zu einem Durchmesser schneidet die Ober- 
fläche des Globus nur dann, wenn ihr Abstand vom Mittelpunkt M 
kleiner als der Radius R ist. Ist ihr Abstand von M dem Radius 
gleich, so berührt die Ebene die Kugel und wird Tangentialebene 
genannt. Die Schnittfigur zwischen einer Ebene und einer Kugel ist 
stets ein Kreis, dessen Mittelpunkt F der Fußpunkt des vom Kugel- 
mittelpunkt M auf die Ebene gefällten Lotes (bzw. M selbst) ist. 
Der Abstand jedes Schnittpunktes S vom Mittelpunkt M ist der Kreise durch zwei Punkte 
Kugelradius R, sein Abstand r vom Fußpunkt F ist, wenn MF =] A und B auf der Kugel 
gesetzt wird, r = JR? — 12, d.h. konstant. 

Durch zwei Punkte A und B auf einer Kugel, die nicht auf einem Durchmesser liegen, läßt sich 
ein Ebenenbüschel legen (Abb.), das die Kugel in einem Kreisbüschel schneidet. Unter diesen Kreisen 
gibt es einen kleinsten, für den die Strecke AB Durchmesser ist, und einen größten, dessen Mittel- 
punkt mit dem der Kugel zusammenfällt. Dieser eine Kreis, dessen Radius mit dem der Kugel 
übereinstimmt, heißt Großkreis, alle anderen Kleinkreise. Dreht man alle Ebenen des Büschels 
mitsamt den Schnittkreisen um die Gerade durch A und B in die Ebene des Großkreises, so ent- 
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steht ein Kreisbüschel durch die Punkte A und B. Der kleinere Bogen zwischen A und B auf jedem 
dieser Kreise ist offenbar um so kleiner, je größer der Radius r des Kreises ist, hat also für den Groß- 
kreis mit r = R seinen kleinsten Wert. Mit den Mitteln der Differentialgeometrie läßt sich sogar 


zeigen, daß der Bogen AB auf dem Großkreis nicht nur von allen kreisförmigen, sondern von allen 
auf der Kugel liegenden Verbindungen der Punkte A und B die kürzeste ist. Er ist ein Stück einer 
geodätischen Linie. 


Großkreis. Alle Entfernungen von Punkten auf der Kugel werden längs Großkreisbögen gemessen. 
Auf Kugeln mit passend großem Radius gehen sie beliebig genau in den euklidischen Abstand längs 


einer Geraden über. Die Länge des Großkreisbogens AB zwischen den Punkten A und B hängt 
nach den Sätzen der Planimetrie von der Größe des 
Radius R und von der des zugehörigen Zentriwin- 
kels ab, der im Bogen- oder Gradmaß gegeben sein 
kann und meist mit kleinen lateinischen Buchsta- 
ben, z. B. mit @ oder a°, bezeichnet wird. 

Zwei Großkreise schneiden sich in zwei Punkten A und B, die die Enden eines Durchmessers sind. 
Solche Punkte, in denen eine durch den Mittelpunkt der Kugel gehende Gerade die Kugelober- 
fläche durchstößt, heißen Gegenpunkte oder, im Hinblick auf die Erd- oder Himmelsachse als 
Gerade, Pole. Der Großkreis, dessen Ebene senkrecht auf dieser Geraden steht, wird Polare der 
Pole genannt. Durchläuft man die Polare in einem bestimmten Umlaufsinn, so kann zwischen einem 
linken und einem rechten Pol unterschieden wer- 
den. 







Großkreisbogen | AB= Rä= a ‚ 


——- =— nn —— m 











Tongentialebene / 


Winkel & zwischen zwei Großkreisen Sphärischer Kreis bzw. Breitenkreis 


Jede zu dem Durchmesser AB senkrechte Ebene schneidet (Abb.) die Ebenen zweier Großkreise 
durch A und B in je einer Geraden, die die Schenkel des Winkels « zwischen den Ebenen sind. Die 


Tangenten in einem Gegenpunkt an die beiden Großkreise stehen senkrecht zum Durchmesser AB, 
schließen also denselben Winkel « ein. Dieser Winkel ist der Winkel « zwischen den beiden Groß- 
kreisen. 


Der sphärische Kreis. Alle Punkte einer Kugel, die von einem Punkt P aus auf allen durch ihn 
und seinen Gegenpunkt gehenden Großkreisen denselben Abstand haben, liegen auf einem Kreis, 
der sphärischer Kreis genannt wird. Der konstante sphärische Abstand heißt sphärischer Radius, 
Punkt P sphärischer Mittelpunkt; z. B. sind alle Breitenkreise der Breite p sphärische Kreise. Sie 
haben den sphärischen Radius (90° — 9), und der Pol ist ihr sphärischer Mittelpunkt. 

Der größte sphärische Kreis ist die Polare p, für die der sphärische Mittelpunkt Pol ist; sein sphä- 


E47 
rischer Radius ist 3 oder 90°. Die anderen sphärischen Kreise sind Kleinkreise, die von einer 


Ebene parallel zur Ebene der Polaren aus der Kugeloberfläche ausgeschnitten werden. Ist ihr 
sphärischer Radius r° und der Kugelradius R, so hat der sphärische Kreis (Abb.) in der Schnitt- 
ebene: den Radius oe = R cos(90° — r°), also den Umfang 2r og = 2n R cos(90° — r°); ein Breiten- 
kreis also die Länge 2n og = 2n R cosp. 


I. Das Kugelzweieck 


Zwei Großkreise, die ein Paar Gegenpunkte gemeinsam haben, zerlegen die Kugeloberfläche in 
vier Kugelzweiecke. Jedes von ihnen hat zwei gleiche Seiten der Größe s = 180° bzw. n. Die 
Größe seiner Fläche wird nur bestimmt durch den Winkel « zwischen den Großkreisen. Die Gauß- 
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Krüger-Projektion benutzt Zweiecke, deren Winkel 6° beträgt. Für einen Winkel von 90° bzw. 


ow|la 


ist die Fläche A, des Zweiecks ein Viertel der Kugeloberfläche, also z R?; für einen Winkel von «° 
bzw. & ergibt sich nach der Dreisatzrechnung als Fläche A = nR?- Er bzw. A = 2R?2«. Ein 
Gauß-Krüger-Meridianstreifen hat da- r— - - - 
nach die Oberfläche A = n R?- 6°/90° 
= n R?2/]15 = 8501665 km?; wenn 
R = 6371,221 km angenommen wird. 





II. Das Kugeldreieck 


Liegen auf einer Kugel drei Punkte A, B, CO so, daß keine zwei von ihnen ein Paar Gegenpunkte 
sind und nicht alle drei auf einem Großkreis liegen, so sind drei Großkreise bestimmt, die je zwei 


dieser Punkte verbinden und sich auch in den Gegenpunkten A, B, © der gegebenen schneiden. 
Die Oberfläche der Kugel wird dadurch in acht Flächen geteilt, von denen jede von je drei Groß- 
kreisbögen begrenzt wird, die kleiner als x sind (Abb.). 

Diese Gebiete werden sphärische Dreiecke genannt, und zwar 
Eulersche Dreiecke zum Unterschied von Dreiecken, in denen auch 
Seiten möglich sind, die größer als x sind, in der Abb. z.B. das 
Dreieck mit den Seiten AB,BC und CACA. Dieses nichteuler- 
sche Dreieck unterscheidet sich nur um das Eulersche Dreieck ABC 
von der vom Großkreis CO ACA begrenzten Halbkugel. Deshalb 
werden hier nur Eulersche Dreiecke betrachtet. Die Dreieckswin- 
kel «,ß,y sind die Neigungswinkel der Großkreisebenen, die sich 
im Scheitelpunkt des betrachteten Winkels schneiden bzw. der 
Winkel der beiden Tangenten, die im Scheitelpunkt an die beiden 
Großkreise gelegt werden können. In Eulerschen Dreiecken ist 
kein Winkel größer als n. 

Fläeheninhalt des Kugeldreiecks. Je zwei der Kugeldreiecke sind 
zentralsymmetrisch zum Kugelmittelpunkt, stimmen also in allen Kugeldreieck 

Stücken und in der Fläche überein, z.B. AABC=AABO, oder 

AABC = AABO. Jedes Dreieck, das mit dem Dreieck ABC eine Seite gemeinsam hat, er- 
gänzt es zu einem Kugelzweieck, dessen Fläche angegeben werden kann; aus 


AABC+ABOA=2R2G, AABO+ACAB= 2R2ß, AABC + A ABO = 2R2F folgt 
3AABC+[ABOAL KOAB + A ABC] = 2R? (& +Bß+3). 
Wegen der Zentralsymmetrie gilt: 
AABC+[ABCA+ACAB+AABO)= a 

= 2n R? (Halbkugel), also 2 A ABC + 2nR?= 2R?(& + ß + 7), oder 


n.R? 
AABC= R(&+ß+®-n) bzw. AABO= I: (x° + 8? + y° — 180°). 





Den Überschuß der Summe der Dreieckswinkel über z bzw. 180° nennt man den sphärischen 
Exzeß e. Man erhält: 


m 1 a R? 
Flächeninhalt eines An = eR? bzw. An= 180°  ° 
sphärischen Dreiecks 





E=&+ßB +7 - abzw.e=a°’ +B° + y° — 180° 


In jedem Kugeldreieck mit von Null verschiedener Fläche ist also die Winkelsumme größer als 
zwei Rechte; in einem Eulerschen Dreieck, dessen Ecken Pole der gegenüberliegenden Seite sind, 


ist z. B. die Winkelsumme 3 Rechte = = rn = 270°. 

Polardreieck, Polardreikant. Zu jedem Kugeldreieck läßt sich durch die Vektoren WU, 3, € (mit 
dem Betrag R) vom Kugelmittelpunkt M nach den Eckpunkten A, B, C© eine dreiseitige körper- 
liche Ecke angeben. Kugeln mit verschiedenem Radius um den Punkt M schneiden die durch die 
Vektoren W, 8, & bestimmten Strahlen in ähnlichen Kugeldreiecken, die gleiche Seiten und Winkel 
haben. Es darf also angenommen werden, daß die Vektoren den Betrag 1 haben. 

Von einem Punkt P im Innern der dreiseitigen Ecke seien die Lote auf die drei Seitenflächen gefällt; 
ihre Fußpunkte sind Pa, Po, Pe. Diese Lote bestimmen die Polarecke der gegebenen. Die Größe 
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ihrer Seiten wird durch die Winkel €, @ und b gemessen; (RPPr,=€,xPPP.e=qa, XP.PPa 
— b (Abb.); die Seitenfläche PP.BP. z. B. steht senkrecht auf den Flächen MBC und MAB der 
ursprünglichen Ecke, also auch senkrecht auf ihrer Schnittgeraden 8; der Winkel P.BP. ist der 


Neigungswinkel 8 zwischen den Flächen der Seiten a und c. Im Viereck P Pa BP, gilt damit: b + ß 
—= 180°, da die beiden anderen Winkel Rechte sind. Entsprechend findet man € + y = 180° und 





Polarecke PPaP»P. der dreiseitigen Ecke Kugeldreieck, dreiseitige Ecke, Polardreieck und 
MABC Polarecke 


@ + x = 180° Wählt man in der Polarecke einen Punkt, der Einfachheit halber den Punkt M, so 
sind die von ihm auf die Seiten 7, b, © der Polarecke gefällten Lote die Vektoren X, 8, € mit den 
Fußpunkten A, B, C. Die ursprüngliche Ecke MABO ist also Polarecke ihrer Polarecke; ihre 
Seitenflächen a, b bzw. c stehen senkrecht auf den Strecken PP., PP, bzw. PP,; in den Vierecken 
MBP,C,MCP,A bzw. MAP;B sind die Winkel x, 8 bzw. 7 der Polarecke enthalten («= x BP. (C, 
ß=x0P,4A,7= x AP.B), und für sie gilt: < + a = 180°, ß+b= 180%, 7-+ ce —= 180°, weil 
die beiden anderen Winkel Rechte sind. 





‚| @+ «= 180%, 5 +8 = 180,5 + y = 180° 


® +a = 180%, 5 +b = 180%, 7 +0 = 180° 





Rückt der willkürlich gewählte Punkt P in den Punkt M, so werden die Lote PP., PP, bzw. PP. 
zu Senkrechten auf den Seiten a, b bzw. ce, die die Kugel in je zwei Gegenpunkten schneiden. Man 
wählt die drei Gegenpunkte A’, B’, C’ als Ecken eines Kugeldreiecks, die linke Pole der durch die 
Dreiecksseiten festgelegten Polaren sind, wenn in ihnen folgende Durchlaufsrichtungen festgelegt 
werden: A>B, B-(, 0A. Das Kugeldreieck wird Polardreieck des gegebenen genannt; 
zwischen den Seiten und Winkeln der beiden Dreiecke gelten die gefundenen Beziehungen (Abb.). 


DIE HAUPTSÄTZE ZUR BERECHNUNG DES ALLGEMEINEN KUGELDREIECKS 


Seitenkosinussatz und Winkelkosinussatz. Auf einer Kugel vom Radius 1 und dem Mittelpunkt M 
seien die Ecken des Dreiecks A BC die Endpunkte der von M ausgehenden Vektoren W, 8, €, für 
die gilt: |A| = |8| = |E| = 1, (X- 3) = cose, (8 -€E) = cosa, (CE -A) = cosdb. Auch auf den 
Tangenten in den Ecken an die Großkreise seien Vektoren tac, tas; t»4, tac; tcs, tca mit dem 
Betrag 1 gegeben. Je zwei bestimmen eine Tangentialebene, in der die Winkel des Dreiecks 
gemessen werden können; sin« = |t4s Xtac|, sin = |tscXtsal, siny = |tcaXtcs|. In der 
Abbildung erscheint die Seite b = AO in wahrer Größe, die Tangentialebene durch t4c und t42 
steht senkrecht auf der Zeichenebene; wird sie um t4c in die Zeichenebene geklappt, so wird 
zwischen t4c und t42(° der Winkel « in wahrer Größe «‘(° sichtbar. In der Ebene durch zwei Vek- 
toren, z.B. durch X und €, schneidet die Tangente im einen Punkt, tıc, die Verlängerung des 
anderen Vektors € in Hı. In der Abbildung liegt das Dreieck A MH, in der Zeichenebene. 
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Mit dem Hilfspunkt Hz gilt nach dem Strahlensatz MHı :MC = MA:MHs:, MHı = 1:cosb 


— > — 
sowie AHı = tanb. Durch Vektoraddition erhält man MA + AHı = MHı oder X + tac tanb 
—= (/cosb bzw. tactanb = E/eosb — X. In einer Ebene durch X und % gilt entsprechend 
tastanc = B/cosc — X. Multipliziert 
man die linken Seiten und die rechten 
Seiten beider Vektorgleichungen mitein- 
ander, so gilt 


(tac ta) tanb - tanc 
&G-3 EA BU 
= ob MT 5b” Cose’ 
cos«tanb » tanc 
cosa cosb cose 
— eosb cose " cosb cosc’ 





cos« sinb since = c0sa — cosb cosc. 


Durch zyklisches Vertauschen ergibt sich 
der Seitenkosinussatz, wenn die Seiten 
und Winkel kleiner als x bzw. 180° sind. 










Seitenkosinussatz 
cosa = cosb cosce + sinb sine cos« 
cosb = cosc cosa + sin c sina cosß 
cosc = cosa cosb + sina sind cosy 


Für das Polardreieck ABC gilt nach 
diesem Satze z. B. cos@ = cosb cos 


+ sinb sine cos«; wegen der Beziehun- Vektordarstellung des sphärischen Dreiecks 
gen zwischen Dreieck und Polardreieck, 


d.h. wegen @ = 180° — «, b = 180° — 8, © = 180° — y, @& = 180° — a folgt daraus: 





— cosa = (—cosß) (—-cosy) + sinßsiny (—cosa), 


durch zyklisches Vertauschen also der Winkelkosinussatz. 









cos« = — cosß Cosy + sinß siny cosa 
Winkelkosinussatz | eosß = — cosy cosa + sinysin« cosb 
| | eosy = — cosa cosß + sin« sinß cosc 


Sinussatz. Zur Herleitung des Seitenkosinussatzes wurden die Beziehungen t4s tanc = B/cose — A 
und t4ıc tanb = E/cosb — X benutzt. Nach Multiplikation mit cosc bzw. cosb lauten sie t4z sinc 
= 8 — Wcose und tacsinb = E — X cosb. Setzt man diese Werte in das Vektorprodukt taz X tac 
= sin«'W ein, so erhält man 


sind sine-Asine = Bx € — cosb(B x A) — eosc(UXE) + cosb cosc(A x A), 


dabei ist Yx @Y= 0 und die Vektoren B x X und A x EC stehen senkrecht auf X. Wegen 
A(BxW)- 0 und A-(A x €) = 0 erhält man durch skalares Multiplizieren mit X und nach- 
folgendes zyklisches Vertauschen die drei Beziehungen 


sind sine sine = W-(B x €), sinesinasing= 8-(Ex W und sinasinssiny=€-(Ax 8), 


deren rechte Seiten gleiche Werte haben, da im Spatprodukt vektorielle und skalare Multiplikation 
vertauscht werden darf (vgl. Hauptabschnitt Vektorrechnung). Aus der Gleichheit der linken 
Seiten sinb sinc sin« 

= sinc sina sinß = sina sinb siny 


sing : sinb :sinc = sin« : sinß :siny 
ergibt sich der Sinussatz. 


| Sinussatz 





Halbwinkel- und Halbseitensätze. Die dem Halbwinkelsatz der ebenen Trigonometrie entsprechen- 
den Sätze lassen sich wie dort benutzen, um aus drei gegebenen Seiten die Winkel bzw. aus drei 
gegebenen Winkeln die Seiten zu berechnen. Nach dem Seitenkosinussatz erhält man mit Hilfe 
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re Beziehungen: 


„® 1 .sinbsinc + cosa — eosb cosc Dabei werden folgende Um- 
a (a Tatra rechnungen benutzt: 
_ c084 — cos(b + c) 7 cos(b + c) — cosa sa cosa 22 COSc 
2 sind since 2 sind sinc sind sine 


; : COSP — cosy 
sin 5e+re+a) sin „(d+c-.a) 1 1 

| _ sinssin(s — a) = 2sins(P+ y) sinz(P — y) 
sinb since sind sine 1 | 
1 ‚sinb since + cosb cosc — cosa ‘= 7 (a +5d-+e) 


& 
sin? — = 
2 sinb sine 


2 


cos(b — ec) — cosa 


1 

;ı1- COS“) = 
6-0)=5b+c-a) 
2 sinb sine N 
1 1 R-d),= ge ram) 
sin ze+re-b) sin za+b-e) 


ri sin(s — b) sin(s — c) 


1 
sind sine sind sine @-e)=zla+b-e) 


Durch Division tan 5 = sin > : c08 5 ergibt sich der Halbwinkelsatz. 


= — b) sin(s — ec) B = — c) sin(s — a) 
sinssin(s —a) 'an 27 sinssin(s —b) ’ 


Halbwinkelsatz 
sin(s — a) sin(s — b) En 
 sinssin(s—c) ’ wobei2s=a-tb-+te 


Die Halbseitensätze sind polar zu den Halbwinkelsätzen. Aus der im En ABC gültigen 
sin($— c)si _ 
Beziehung tan? “ — sin (3 — e) sin(s- 2) ergibt sich wegen o=— 3 +ß-+p), B —= 180° — b, 
E sing sin(s — b) Ü 


= 180° — «, b = 180° — 8, 7 = 180° — y, s=;(a +5 +7) = 270 - , 5-5 = WW - (oo), 


) = cos(o — y) cos(o — «) 
. N 0: = _7—= 00° _ in — <= 0 — - 
-b= (a — PB), Ss-c = 9% (a — y), durch Einsetzen cot > — 008. 0.008 (0 — ß) 


\ — 6080 C08(0 — ß) © | [ —coso cos(o — y) 

co8(o — y) cos(o — «)” ng cos(o — &) cos(o — $)’ 
— c08o cos(o — «) ge 

es ls a Be 


Nepersche Analogien. Für die durchgehend logarithmische Berechnung von sphärischen Dreiecken 
aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel bzw. aus zwei Winkeln und der Seite zwischen 
ihnen stehen die Neperschen Analogien zur Verfügung. Sie lassen sich aus den Halbwinkel- bzw. 
den Halbseitensätzen unter Benutzung von goniometrischen Beziehungen herleiten, insbesondere 
von Beziehungen über Summen und Differenzen trigonometrischer Funktionen. Es genügt hier, 
von je drei Formeln, die durch zyklisches Vertauschen auseinander hervorgehen, eine anzugeben. 





>71] 


Halbseitensatz 





1 1 1 
Nepersche la) tan 24°085 SB - y) = tan : (b + c) cos > ß + y); 1b); le) 
Analogien 1 - 
2a) tan 5a sin < sB-W=tansb- 0) sin — Set: 2b); 2e) 


38) cot 5 COS 5b —.c) =tan (6 +9) 00 5 (b + c); 3b); 3e) 


ln; 
4a) oo 5« sin > ( 


b—-c) tan 5 (#— »)sin 5 (b + 0); Ab); 4c) 
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Bei häufigeren Anwendungen der Neperschen Analogien prägt es sich mnemotechnisch ein, daß 
alle Argumente zu halbieren sind, daß sich Sinus und Kosinus auf Winkel beziehen, wenn Tangens 
bzw. Kotangens Seiten zu Argumenten haben (und umgekehrt) sowie, daß die Funktion der halben 
Seite bzw. des halben Winkels in Beziehung gesetzt wird zu den halben Summen oder Differenzen 
der beiden anderen Seiten bzw. der ihnen gegenüberliegenden Winkel. Genauere Hinweise auf die 
verschiedenen Funktionen sind auch zu Merksprüchen zusammengefaßt worden, wie z.B, dem 
folgenden: 


Vom Winkel nimm den Kotangens, 
Darauf folgt stets die Differenz; 
Zum Tangens minus paßt der Sinus, 
Zum Tangens plus der Kosinus. 


DIE GRUNDAUFGABEN 
FÜR DAS SCHIEFWINKLIGE SPHÄRISCHE DREIECK 


Zum Unterschied von den entsprechenden Aufgaben für das ebene Dreieck ist das sphärische 
auch durch drei Winkel bestimmt. Es gibt danach sechs Grundaufgaben. In diesem Zusammenhang 
entsteht die Frage nach Beziehungen zwischen der sphärischen und der ebenen T'rigonomeirie. 

Drei Punkte A, B, C im Raum, die nicht in gerader Linie liegen, bestimmen eine Ebene und in ihr 
ein ebenes Dreieck. Zugleich lassen sich unendlich viele Kugeln angeben, auf deren Oberfläche 
diese Punkte liegen. Ordnet man sie nach wachsenden Kugelradien R, so nimmt die Krümmung 
der Kugeln beständig ab und das sphärische Dreieck geht in das ebene über; insbesondere gehen 
die sphärischen Winkel mit R — © stetig in die ebenen über, und der sphärische Exzeß wird für 


passend große R beliebig klein. Den Seitenlängen a, b, c im ebenen Dreieck entsprechen im Bogen- 


b C 
maß die Seiten 5 RB und R des sphärischen Dreiecks. In der von dem Schweizer Mathematiker 
Simon L’HvIıLıer (1750—1840) gewonnenen Formel 
tan — Vans Een: kan nf ben 
anz = ann 8 ann (sa) ann (8 — )tanz(s-e) 


dürfen die Tangensfunktionen der Winkel wegen der Kleinheit der Winkel durch die Bögen ersetzt 
werden: 
11/s (s-a) (s—b) (s-ec) 


4Y R R R R 


Der Flächeninhalt A» des sphärischen Dreiecks geht dann in die Heronische Dreiecksformel über: 


Ah=-5R= Se aRe =-V5 6-)@-5)e@-2. 


Für große, aber noch endliche R gilt ein von dem französischen Mathematiker Adrien-Marie 
LEGENDRE (1752—1833) gefundener Satz: 








E 
"huge 


Satz von Legendre: Ein sphärisches Dreieck mit kleinen Seiten und deshalb auch kleinem Exzeß 
hat einen nahezu gleichen Flächeninhalt wie ein ebenes Dreieck, das die gleichen absoluten Seiten- 
längen hat. Jeder Winkel des ebenen Dreiecks ist um ein Drittel des Exzesses kleiner als der ent- 
sprechende Winkel des sphärischen Dreiecks. ze... g 


Nach der Formel von L’Huilier kann der sphärische Exzeß e für ein Dreieck auf der Erde (Radius 
R) mit den Seiten a = 50 km, b = 60 km und e = 70 km, also etwa zwischen Kyffhäuser, Insels- 
berg und Weimar berechnet werden. Die Größe der Seiten im Bogenmaß ergibt sich aus 
@=a/R, b=b/R,© =e/R, im Winkelmaß dagegen aus a° = 360° a/(2r R), b° = 360° b/(2n R), 
c° = 360° c/(2r R), bzw. durch Multiplikation von 4 mit 206264,8, da dem Bogenmaß 1 das Winkel- 
maß 206 264,8’ entspricht. Man erhält: 





Bogenmaß Sekunden s/2 = 24’16,85” 









50 | 0,0078479 1618,75’ (es - a)]2 = 1047,47” 
60 | 0,0094173 1942,46” (s- b)/2 = 8 5,62” 
70 | 0,0109869 2266,21” (s- c)]2 = 523,75” 


und daraus e — 7,6’ für den sphärischen Exzeß. Nach dem Satz von Legendre darf das Dreieck als 


€ 
eben angesehen werden, solange die Genauigkeit der gemessenen Winkel nicht unter Fi 2,5’ liegt. 
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Übergang zur ebenen Trigonometrie. Für den Grenzübergang R > = werden die trigonometrischen 
a b 3 
Funktionen in konvergente Reihen entwickelt. Bezeichnet man Ren mp sowie mit 


1 1 1 
ö; Größen, die wie Ri gegen Null gehen, so erhält man: sing« = ga — 31 ge + ...=da f m ger 


1 
und cosg = 1-— 21 Ga? + da. Für den Sinussatz der sphärischen Trigonometrie ergibt sich: 
; : . = 1 Es 1 e I 
sin<:sinß:siny=all — 9 +öıl:5|l + ö)| :c/il— 1° + 6;|, 


im Grenzwert also sine :sinß :siny = @:b:c,d.h. der Sinussatz der ebenen Trigonometrie. 
Für den sphärischen Kosinussatz erhält man ebenfalls den der ebenen Trigonometrie: 
COSGga = COS COSGe + SINW singe * cos« oder 
1 1 1 1 1 
"zer +a|= 1-00 + a| [1500 + 0| tm 1 gta get. 


1 1 I 
on 3 1@° rs=>-z (95? + 96?) — Öa,s + 9 de CoSs« f = ar +49) + ou, 


a? = b? + c2 — 2becosa. 


Allgemeine Beziehungen im Eulersehen Kugeldreieck. Da kein Winkel und keine Seite größer als n 
bzw. 180° sein kann, so ergeben sich die Argumente aus den Tangens-, Kotangens- und Kosinus- 
funktionen eindeutig, aus der Sinusfunktion dagegen zweideutig. Sind zwei Argumente möglich, 
so lassen sich mittels Ungleichungen die geometrisch richtigen Lösungen aus den rechnerisch 
möglichen aussondern. 


1. Im Eulerschen Kugeldreieck liegt die Winkelsumme zwischen rn und 3n, die Seitensumme 
zwischen 0 und 2n: 
n<&2+ß+7 <3n und 0<ä+b+te 
180° << +8 +y<540° und O<a-+tb+te 


2. Der größeren Seite liegt der größere Winkel gegenüber. 


1 1 1 1 
Gilt z.B. «>b in der Neperschen Analogie 4c) cotzY sinn (a b) = tan, (« — ß) sin (@ +b), 


1 


1 1 
d.h. sin 3 (a — b) > 0, so folgt wegen sin 5 (a -+5b)>0Ound eot 5 y > 0 in Eulerschen Dreiecken, 


daß auch tan 3 (« — ß) > 0; das bedeutet aber (x — ß) > 0 oder « > ß. 


3. Die Summe zweier Seiten ist größer als die dritte. Die Differenz zweier Seiten ist kleiner als die 


dritte. 


Zu jedem sphärischen Dreieck existiert eine körperliche Ecke. Diese entartet zu einem ebenen 
Kreissektor, wenn die Summe zweier Seiten der dritten Seite gleich ist, und ist im Raum unmög- 
lich, wenn die Summe kleiner als die dritte Seite ist. Wenn aber die Differenz zweier Seiten a und b 
größer oder gleich der dritten ce sein sollte, a — b > c, folgte: a >b + cim Widerspruch zum ersten 
Teil des Satzes. 


4. Die Summe zweier Winkel ist kleiner als der um x bzw. 180° vermehrte dritte. 
Wie eben gezeigt, gilt im Polardreieck ABO: 
a+b>gundä-b<e. 
Wegen @ = 180° — «a, b = 180° — 8, c = 180° — y bedeutet das für das Dreieck ABC: 


180° — x + 180° — ß > 180° — y, 180° — x — 180° + ß < 180° — y 
180° +y>ax+B bzw. ß-+y< 180° + « 


5. Ist die Summe zweier Seiten größer (oder kleiner) als zwei Rechte, so ist auch die Summe der 
beiden gegenüberliegenden Winkel größer (oder kleiner) als zwei Rechte. 
. 1 1 1 1 
In der Neperschen Analogie 3c) cot 57085 (a — b)=tan 5% + B) cos 3 (a+b) sia+b>n, 


1 : 
also cos 5 (a +5) <0. Da aber im Eulerschen Dreieck cot sy und cos 5 (a - b) positiv sein 
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1 1 
müssen, gilt tanz (x +) <0, d.h. aber 5 (x +B) > = oder x-+ß> x. Entsprechend folgt aus 
a+b<ndie Ungleichung «+ß<xr;füra+b= n muß also gelten «+ ß= n. 


Die Grundaufgabe 1a. Vom sphärischen Dreieck ABC seien die drei Seiten a, b, c gegeben und 
die drei Winkel «, 8, y gesucht; dabei muß die Summe je zweier Seiten größer als die dritte sein 
und die Summe aller drei Seiten kleiner als 360°. Die Lösung findet man nach dem Seitenkosinus- 
satz: 

cos« = (cosa — cosb cosc)/(sinb sine), .. ., 


bzw. nach den Halbwinkelsätzen: 


1 1 | /sins sin(s — a) 
e=,lat + c), DIRT enbsne ’“" 
Durch zyklisches Vertauschen ergeben sich die Formeln (Abb.) 
1 

für cos 3 ß und cos ar 
Die Grundaufgabe 1b. Vom sphärischen Dreieck ABC seien die 
drei Winkel «, 8, y so gegeben, daß die Summe zweier Winkel 
kleiner ist als der um 180° vermehrte dritte und daß die Win- 
kelsumme zwischen 180° und 540° liegt. Dann berechnet man 
die Seiten entweder nach dem Winkelkosinussatz: 

cosa = (cos& + cosß cosy)/(sinß siny), ... -, 
oder nach den Halbseitensätzen, z. B. nach: 


Sphärisches Dreieck aus den drei 
2o=-atß+ u: Be / —c080 c0s(o — a) Seiten bzw. den drei Winkeln 
Br 2 2 N eos(s — B) cos(e —y)’""* 


Die Grundaufgabe 2a. Sind vom sphärischen Dreieck ABC zwei Seiten und der eingeschlossene 
Winkel, z.B. b, ce und «, gegeben, so findet man aus dem Seitenkosinussatz die dritte Seite: 





coSG = cosb cosc + sinb sine cosx, 


mit dieser Seite aber nach dem Sinussatz die fehlenden Winkel ß und y: 


sin« 





sin 
sind = sinb» —— und siny = since +» ——. 

sin sing 
Aus jeder Sinusfunktion erhält man dabei zwei Argumente, die Supplementwinkel voneinander 
sind. Nach dem Satz, daß der größeren Seite der größere Winkel gegenüberliegt, kann eindeutig 
entschieden werden, daß der Winkel ß den gegebenen Werten der Aufgabe entspricht, der größer 
oder kleiner als Winkel « ist, je nachdem ob die Seite b größer oder kleiner als die Seite «a ist. Ent- 
sprechend wird y so ausgewählt, daß y2 «, je nachdem ob 
c < a ist, wobei beide oberen oder beide unteren Zeichen zu- 
gleich gelten. Für logarithmisches Rechnen stehen die Neper- 
schen Analogien zur Verfügung; nach 3a und 4a erhält 
man: 

1 1 1 


1 
tan (P +9) = cot «cos z(b = e)jeos — (b +c) und 


1 1 | FR. 
tanS(# —») = cotz«'sinn(b — c)/sinz (b + ec). 


1 1 
Danach lassen sich aber die Winkel 3 ($-+y) und 3 (® — y) 


und damit $ und y berechnen. Die fehlende Seite a ergibt der 
Sinussatz sing = sin« - sinb/sinß; von den beiden Werten a 
der Arkussinusfunktion zählt der, der größer bzw. kleiner 
als c ist, je nachdem ob « größer bzw. kleiner als y ist. 





Beispiel: Gegeben sind a= 52,5°; b= 107,8°;y= 141,5: "Phärisches Dreieck ar 
(Abb.). a "ih 


Nach den Neperschen Analogien 3c) und 4c) gilt: 
ne x en 1 
tan > (« +Pß)= ww y cos 5 (a — b)/cos 5 (a + b) 


1 ES 1 „4 Ä 
tanz(@ = A) = eotzy'sinz(a- b)jsin (a +5) 
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lgsin lgeot Igcos sinc = siny » sina/sin« 

> (a —b) = — 27,65° 9,6666 % 9,9473 lgsiny = 9,7941 
a—b= —55,3° lgsina = 9,8995 
ae ge 9,6936 
en a ea 5 en 4 gsinz = 9,8948 
a+b = 160,3° lgsine = 9,7988 

X a 9,9936 9,2331 ee 

- - ca = 141,01° 


9,6730 0,7142 


70,75° ‚543 x <y>a<c 


lgtan 
— 9,34° 4— 9,2161 


2? 2 





Lösung: ca = 141,01° 


vol 
Et 
R 

| 
ke 
— 
I 


vD| 
_ 
R 
4 
k=) 
— 

| 


61,06° 


= 51,72° 
= 70,40° 
= 141,5° 

= 263,62° 
= 893,62° 


Grundaufgabe 2b. Vom sphärischen Dreieck sind jetzt zwei Winkel und die Seite zwischen: ihnen 
gegeben, z.B ß, y und a. Die Aufgabe und damit auch die Lösung ist polar zur Grundaufgabe 2a. 
Es genügt deshalb, die Formeln zusammenzustellen: 


I. Nach dem Winkelkosinussatz Winkel «: cos« = — cosß cosy + sinß siny cosa; 

nach dem Sinussatz b bzw. c: sinb = sinß - sina/sin« bzw. sinc = siny - sina/sin«; dabei soll sein 
b S a, je nachdem $Z x und c Z a, je nachdem 
r—®@ 


II. Nach den Neperschen Analogien la bzw. 2a 
die Seiten 5 und c: 


1 1 1 1 
tan 5 (b + e) = tan za cos 5 = »)leosz (P+Y) 


und 


1 1 1 Ei 
tan s(b—-c)=tanza-sinz(ß — Ylsins(+Y); 


nach dem Sinussatz den Winkel «: 

sin« = sina - sinß/sinb, 
dabei soll sein «Z ß, je nachdem b ze. 
Grundaufgabe 3a. Sind vom sphärischen Dreieck 
ABC zwei Seiten und ein Gegenwinkel gegeben, 
z.B. a,c und y, so gibt es keine, eine oder zwei 
Lösungen (Abb.). In der Abbildung geben die drei 
sphärischen Kreise kı, ka und ks um Punkt B mit 
verschiedenen sphärischen Radien c anschaulich 
diese Fälle auf der Kugel wieder. Der Kreis kı 
mit dem Radius BA, hat keinen Schnittpunkt mit 
dem Großkreis durch C und A4ı; ka berührt ihn 
im Punkte As, ks dagegen schneidet ihn in Aı und 
Asa. Mit der Seitenlänge BAs = c ergibt sich eine Lösung, das rechtwinklige Dreieck A3BC; mit 
der Seitenlänge BAı = BAa = c dagegen erhält man die beiden Dreiecke AıBC und AsBC. Da 
das Dreieck As BAı gleichschenklig ist, gilt x —= & BAıdsa, oder cı = 180° — an. 
Rechnerisch erhält man diese beiden Winkel «, und &2 durch Anwendung des Sinussatzes aus der 
Beziehung sin« = sina - siny/sinc, da sinaı = sin«s. Für jeden Wert des Winkels « berechnet man 





Sphärisches Dreieck aus zwei Seiten a und c und 
dem Gegenwinkel y 
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dann aus den Neperschen Analogien 2b und 4b die Seite 5b und den Winkel $ eindeutig: 


1 1 ei . 2 
tan5b=tanz(e a) sins(y+ oJ/sins(v - «), 


R z C3 Cz r2 P7 
Mi =t er _ EEE N q. a % eu 
co 3 ß=tan 3 y-a 3 3 ® 
Die analytische Diskussion der möglichen Fälle geht 
analog dem Verfahren in der ebenen Trigonometrie von 
der Beziehung sin« = sina - siny/sinc aus (Abb.). 
I. (sina » siny/sinc) > 1, also sin« > 1; keine reelle 


Anung:, er sina<sinc Sina <siny 
II. (sina » siny/sine)= 1,sine= 1, «= FE eine Lösung, 
z. B. Dreieck AsBC. 


II. sine = (sina » siny/sine) <1. 


A i A 02 Q7 2 %7 
IIL(1) sina <sine >sin« <siny; eine Lösung, da & or 2% Y 
für jedes gegebene Wertetripel (a;, c;, yi), * = 1,2 der 
Wert von « wegen @« Z y, je nachdem a 2 c (Abb.) ein- 
deutig feststeht. 

III (2) sina = sinc »sine=siny;eineLösung, s.III(1). 
III (3) sina >sine > sin« >siny; zwei Lösungen, ent- 


wedera>c>a>y,d.h.c= cı spitz >y = yı spitz Sina >Sinc sin &> SINY 
und X, = 180° — &ı Lösungen, 
oder a <c>a<y,d.h.c= c stumpf > Zur Diskussion der Lösungen der Grund- 
y= ya stumpf und aı, & = 180° — «ı Lösungen aufgabe da 
(Abb.). 


Grundaufgabe 3b. Die polare Aufgabe, ein sphärisches Dreieck ABC aus zwei Winkeln und einer 
Gegenseite, z. B. aus «, y und c zu berechnen, führt zu den entsprechenden Fallunterscheidungen; 
es genügt deshalb, den Rechnungsweg ohne nähere Diskussion anzugeben: 


"OR: 1 1 1 1 
1. sina = sine » sin e/siny; 2. tan > b = tan > (e—a)- sin > (y -- «)/sin > (v — 0); 


1 1 
3. etzß=tans(y—-a)' sins(e+ a)/sinz (c — a). 


Beispiel: Gegeben c = 96,5°; « = 101,2°; y= 102,1°; 
gesucht a, b, $ (Abb.). 


1. la) 
sing = sina » sinc/siny 90,95° 
lgsin« = 9,9916 5 
+lgsine = 9,9972 —» 48,25 
9,9888 nn 


— lgsiny = 9,9902 5,55° 
lgsina = 9,9986 101,65° 

aı = 85,40°, a2 = 94,60° 
Da sin« > siny, liegt »51,05° 


der Fall III (3) vor mit—50,60° 
Sphärisches Dreieck aus ce = 96,5%, «<y, also zwei Lösun- 








x = 101,2° und y = 102,1° gen. 0,45° 
2. 8,9876 ||Igtan (ce — a)/2 8,2196 3. 7,8951 ||Igtan (y— a)/2 7,8951 
+ 9,9910 ||Igsin (y + @)/2 | + 9,9910 + 9,9999 || Igsin (c + a)/2 | + 9,9980 
8,9786 8,2106 7,8950 7,8931 
7,8951 ||Igsin(y — «)/2 | — 7,8951 — 8,9855 || Igsin (c — a)/2 | — 8,2196 
1,0835 ||lgtan 5/2 0,3155 8,9095 ||1gcot B/2 9,6735 
85,28° |45/2 64,19° 85,34° 48/2 64,75° 


170,56° | 5 128,38° 170,68° | ß 129,50° 
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DAS RECHTWINKLIGE SPHÄRISCHE DREIECK 


Analog dem Vorgehen in der ebenen Trigonometrie lassen sich auch in der sphärischen Trigono- 
metrie durch Benutzung rechtwinkliger Dreiecke Vereinfachungen der Rechnungen erzielen. 
Polar zu ihm gibt es rechtseitige Dreiecke, wenn eine Ecke auf der Polaren zum Pol einer zweiten 
Ecke liegt. Das rechtseitige sphärische Dreieck wird allerdings selten angewendet und braucht 
nicht besonders betrachtet zu werden. 


Die Nepersche Regel. In einem sphärischen Dreieck ABC möge der Winkel y die Größe 90° haben; 
dann sind die Seiten a und b Katheten und e ist die Hypotenuse (Abb.). Wegen sin90° = 1 und 
c0os90° = 0 vereinfachen sich die Sätze für das allgemeine Dreieck in der folgenden Form: 


Sinussatz: sing = sin« - sinc/sin 90°, 


l. sing = sina sinc bzw. (1) eos (90° — a) = sin« sine; 

2. sinb = sinß sinc bzw. (2) eos (90° — b) = sin sine; 
Seitenkosinussatz: cosc = cosa cosb + sina sinb cos90°, 

3. cosc = cosa cosb bzw. (3) eose = sin (90° — a) sin (90° — b); 
Winkelkosinussatz: cos« = — cosß c0s90° + sinß sin90° cosa, 

4. cos« = sinß cosa bzw. (4) eos« = sin (90° — a) sin; 

cosß = — c0os90° cosx + sin90° sin« cosb, 
5. cosß = sin« cosb bzw. (5) eosß = sin (90° — b) sin«. 


Aus diesen 5 Beziehungen lassen sich noch weitere Zusammenhänge finden: 
6. aus 4.: cosa = cot« .sin«a/sin ß und 5.: cosb = cotß - sin B/sin«, 


folgt nach 3.: cosc = cot« cotß; (6) eose = eotx eotß; 
7. aus l.: sin« = sina/sinc und 3.: cosb = cosc/cosa folgt 
nach 5.: cosß = tana cotc bzw. (7) eosß = eot (90° — a) ceotec; 
8. aus 2.: sinß = sinb/sinc und 3.: cosa — cosc/cosb folgt 
nach 4.: cos& = tanb cotc bzw. (8) eos«& = eot (90° — b) eotec; 
9. aus 5.: sin« = cosß/cosb und 2.: since = sinb/sinß folgt 
nach 1.: sing = tanb cotß bzw. (9) eos(90° — a) = eot(90° — b) eot 5 
10. aus 4.: sinß = cose/cosa und 1.: sine = sina/sin« folgt 
nach 2.: sinb = tana cot« bzw. (10) eos(90° — b) = eot(90° — a) eote. 


Neper faßte diese zehn in den Formeln (1) bis (10) enthaltenen Beziehungen in die nach ihm be- 
nannte Regel zusammen. 


Nepersche Regel. Im reehtwinkligen sphärischen Dreieck ist der Kosinus eines Stückes gleich 
dem Produkt der Kotangenten der anliegenden oder gleich dem Produkt der Sinus der niehtanlie- 
genden Stücke, wenn man den reehten Winkel nieht mit zählt und die Katheten dureh ihre Kom- 
plemente ersetzt bzw. für die Katheten die Kofunktionen wählt. 


Um die Bedingungen, unter denen die Nepersche 
Regel gilt, vor Augen zu haben, wird meist ein ver- 
einfachtes Dreieck gezeichnet, in dem y der rechte 
Winkel ist. In ihm gelten dann die Formeln (1) bis 
(10). Ersetzt man die Katheten « und 5b durch ihre 


(90)  (90*e) 





C 
Rechtwinkliges sphärisches Dreieck ABC Lage der Stücke zur Neperschen Regel 


Komplemente (90° — a) und (90° — b), so kann für das Dreieck eine noch einfachere geschlossene 
Figur (Abb.) gewählt werden, da zur Anwendung der Neperschen Regel von jedem Stück nur die 
anliegenden von den nichtanliegenden Stücken zu unterscheiden sind. 

Bei der Anwendung der Neperschen Regel auf Eulersche Dreiecke ergeben sich aus allen trigono- 
metrischen Funktionen die Argumente eindeutig, aus der Sinusfunktion zweideutig. Nach den 
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allgemeinen Beziehungen im Eulerschen Kugeldreieck läßt sich entscheiden, ob eine oder zwei 
Lösungen vorhanden sind. 


Beispiel: Sind die Kathete a = 38,4° und ihr Gegenwinkel « = 42,9° gegeben, so findet man 
zwei Lösungen; aus sinb = cot« tana zwei Werte bı und b2 = 180° — bı, aus cos« = cosasinß 
aber zwei Werte für £, die ebenso aus cosß = sin« cosb berechnet werden können. Die Hypo- 
tenuse c schließlich läßt sich aus cos& = cotc tanb bestimmen. 


lg cot« = 0,0319 lgeos« — 9,8648 lgeos« = 9,8648 
lgtana = 9,8990 lgeosa = 9,8941 lgeotbı,a = 9,7870 
lg sind = 9,9309 lgsin$ = 9,9707 lg cotcı — 9,6518 
bi = 58,52° Bi = 69,2° Cr = 65;85° 
b3 = 121,48° ß2 = 110,8° a — 114,15° 


Höhe. Mit Hilfe der Neperschen Regel lassen sich Höhen in sphärischen Dreiecken berechnen. 
Man mißt sie auf einem Großkreis durch 
eine Ecke, der auf der gegenüberliegenden 
Seite senkrecht steht. Die Höhe gibt dann 
den sphärischen Abstand der Ecke von 
der Seite an. 





Rechtwinkliges sphärisches Dreieck aus einer Kathete a Sphärisches Dreieck ABC aus zwei Seiten 
und dem Gegenwinkel « a—= 42,7°, c—= 84° und einem Gegenwinkel 
u:= 138° 


Durch die Höhe wird ein beliebiges sphärisches Dreieck in zwei rechtwinklige zerlegt und kann 
nach der Neperschen Regel berechnet werden. Die Neperschen Analogien lassen sich auf diese 
Weise im allgemeinen umgehen. Darüber hinaus hat die Höhe in Anwendungen oft eine unmittel- 
bare Bedeutung; stellt z. B. in der Abbildung des folgenden Beispiels der Großkreis durch A, © 
und F den Erdäquator dar, B aber den Ort eines Schiffs, so ist h die geographische Breite dieses 
Ortes; oder stellt B den Nordpol der Erde dar und ein Flugzeug oder Schiff bewegt sich auf dem 


Großkreis durch A und (, so gibt h seinen kürzesten Abstand vom Pol an und die Seite OF den 
Weg, bis dieser Abstand erreicht ist. 


Beispiel: Im Dreieck aus den Seiten c = 84°, lgsiny = 9,8495 
a= 42,7° und dem Winkel y= 135° (Abb.) liegt lgsina = 9,8313 
die Höhe kR= FB zur Seite 5b außerhalb des 9,6808 
Dreiecks, weil Winkel y stumpf ist. Nach dem lgsince = 9,9976 
Sinussatz sin« = siny - sina/sine ergeben sich a... 
für « zunächst zwei Werte «ı und as». lgsinz = 9,6832 
Da der kleineren Seite der kleinere Winkel ge- a = 28,83° 

genüber liegt, kann nur &ı Lösung sein. & = 151,17° 


In den rechtwinkligen Dreiecken ABF und CBF sind die Hypotenuse und ein Winkel gegeben; 
nach der Neperschen Regel erhält man: 


1. cos@ = cotetanAF bzw. und 2. cos(180° —y) = cota tan CF bzw. 
tanAÄF = cos«tanc tan CF = c0s(180° — y) tana 

lgcos« = 9,9425 lg cos(180° — y) = 9,8495 

lgtanc = 0,9784 lgtana = 9,9651 
lgtanÄF = 0,9209 lgtan OF — 9,8146 


ÄAF = 83,16° OF 33,12° 


I 
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Die Seite b hat also die Größe AÄF — ÖF = 50,04°. 


Nach dem Sinussatz im Dreieck ABC lgsinb = 9,8845 

ergibt sich Winkel $ aus lgsiny = 9,8495 

sind » siny 9,7340 

a Di rege Igsine = 9,9976 

Da ß kleiner als y sein muß, Ben = Fl 
gehört nur ßı = 33,02° zur Lösung. Ba = 146,98° 


Gleiehsehenkliges sphärisehes Dreieek. Sind im Kugeldreieck ABC zwei Seiten einander gleich, 
z.B. a = b, so ist das Dreieck gleichschenklig. Die Höhe Rh auf die dritte Seite habe den Fußpunkt F 
(Abb.). Die Berechnung der Höhe h im rechtwink- 
ligen Dreieck AFC nach der Neperschen Regel aus 
b und « muß denselben Wert A ergeben wie die aus 
a und $ im Dreieck BFC; wegen a = b folgt «=. 
Aus den gleich großen Stücken a und $ bzw. b und « 
ergeben sich dann auch gleiche Werte für ÄF und FB 
bzw. für yı und ya. Es gelten die von der Planimetrie 
bekannten Beziehungen. 


Im gleichschenkligen sphärischen Dreieck halbiert die 
Höhe auf die Grundseite diese und den Winkel an der 
Spitze; sie ist Mittelsenkrechte und Symmetrielinie 
des gleichschenkligen Dreiecks. Die Basiswinkel in 
ihm sind einander gleich. 





Ein entsprechender Satz gilt für das gleichwinklige 
sphärische Dreieck; das gleichwinklige Kugeldreieck 
Gleichschenkliges sphärisches Dreieck ist auch gleichschenklig. 


III. Anwendungen der sphärischen Trigonometrie 


Unter den Anwendungen der sphärischen Trigonometrie heben sich zwei wegen ihrer praktischen 
Bedeutung besonders hervor; es sind die Anwendungen in der mathematischen Geographie und 
in der Astronomie. 


MATHEMATISCHE GEOGRAPHIE 


In Wirklichkeit ist die Gestalt der Erde unregelmäßig und wird Geoid genannt. Die Abweichungen 
allerdings von einem der mathematischen Berechnung zugänglichen Körper sind im Verhältnis 
zur Größe gering. Aus der Analyse des Bahnverlaufs der künstlichen Erdsatelliten hat sich ergeben, 
daß sich ein dreiachsiges Ellipsoid angeben läßt, das sich dem Geoid am besten anpaßt. Der Unter- 
schied der beiden in der Äquatorebene gelegenen Achsen ist sogar so gering, daß er durch die bis- 
herigen Erdvermessungen nicht festgestellt wurde. In der höheren Geodäsie wird die Erde dem- 
gemäß als Rotationsellipsoid angesehen. Die erste genaue Berechnung stammt von Friedrich 
Wilhelm Bzsseı (1784— 1846). 1924 wurde das von John HAYrorD (1868-1925) berechnete Ellip- 
soid international anerkannt. Die neuesten Werte hat Feodossi Nikolajewitsch KRASSOWSKI 
(1878—1948) gegeben; sie werden für die geodätischen Arbeiten der UdSSR verwendet. 


Erdellipsoid 











Äquatorradius a| Polradiusb | Abplattung (a — b)/a 






Hayford 6 378,388 km 6 356,912 km 
Krassowski 6 378,245 km 6 356,863 km 1/298,3 


In erster Näherung darf die Erde als Kugel angesehen werden; als Radius R der mittleren Erdkugel 
gilt: R = 6371,221 km, \gR = 3,804 2227. 
Maßeinheiten auf der Erdkugel 


Prise NCERIGPOBETEIA. 4 © 5 sin 5.5 sl. di e.alärdı dual Bew oe es ee ee nee 111,20 km 

1° auf dem Agunbor 2, u. ug western ne ee nee 111,32 km 
1 

1 geographische Meile = AUURVörEERd ee nn ne nme 7,422 km 

Bogenlänge eines Meridianquadranten .....cccceneeeeeeeeeeeeenenneen een 10002,288 km 

mittlere Bogenlänge eines Meridiangrades .... ++... nnneneeennerenemenenn 111,137 km 

1 Seemeile oder 1 mittlere Längenkreisminute .....-.urureenneeneernennne nenne 1,852 km 


1 Knoten = 1 Seemeile/Stunde = 1,852 km/h 
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Wie schon bei der Herleitung der Gauß-Krüger-Koordinaten in der ebenen Trigonometrie ausgeführt 
wurde, wird ein Punkt auf der. Erdkugel durch seine Länge A und seine Breite p festgelegt. Die Meri- 
diane sind Großkreise, die Breitenkreise dagegen nicht; ihr Radius go hat die Länge o = R cosp. 
Entfernungen auf der Erdkugel werden auf Großkreisen gemessen, da diese geodätische Linien sind 
und die kürzesten Verbindungen auf der Kugel darstellen. Sie werden Orthodrome genannt. Kurs- 
winkel sind Winkel gegen den Meridian. 


Entfernungsaufgabe und Kursbestimmung. Sind zwei Orte Pı und Ps auf der Erde durch ihre 
Länge A und Breite p gegeben, so können die 
Entfernung auf einem Großkreis und die Winkel 
dieses Kreises gegen die Meridiane der Orte Pı 
und Pa berechnet werden. 

Zur Lösung stehen die in den Grundaufgaben 
entwickelten Sätze und die Nepersche Regel 
zur Verfügung. 


Beispiel: Soll ein Flugzeug mit einer Flug- 
geschwindigkeit von 800 km/h von Leningrad 
(pr = 59,9° N; Ar = 30,3° O0 = — 30,3°) nach 
San Franzisko (pr = 37,8° N; Ar = 122,4° W 
= + 122,4°) auf dem kürzesten Wege fliegen, 
so ist seine Bahn der Bogen ELF des Groß- 
kreises durch Z und F (Abb.). Auf jedem der 
Meridiane der beiden Orte ist der Bogen vom 
Äquator zum Ort als geographische Breite p 
gegeben. Der Meridianbogen vom Ort zum 
Nordpol N hat die Größe (90° — og) und die 


beiden Bögen EN = 90° — or = 30,1° bzw. 
FEN = 90° — pr = 52,2° bilden mit dem Groß- Flugbahn von Leningrad L nach San Franzisko F 
kreisbogen LF ein sphärisches Dreieck, in (Schema) 

dem der Winkel AA zwischen den beiden Meri- 

dianen bekannt ist, 44 = Ar — A; = 122,4° + 30,3° = 152,7°. Es sind vom Kugeldreieck zwei 
Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben. Den Großkreisbogen g—= LF findet man nach 
dem Seitenkosinussatz ; 















cosg = cos(90° — 9) c0os(90° — Pr) + sin(90° — pr) sin 
cosg = singpr SINpF + COSpL COSpF COS AA, 


90° — or) C0SAA, 





lgsingz = 9,9371 lgeosgz = 9,7003 lg2r = 0,7982 

lgsinor = 9,7874 lgeospr = 9,8977 lgR — 3,8042 

au —- 97245 lgcos44A= 9,9487n lgg — 1,9017 

u = 0,5304 lgv =  9,5467n 6,5041 

+% = -.(0,3522 2) —= —-(0,3522 1g360° — 2,5563 

coog=u-+v= + 0,1782 189 — 3,9478 
g= 19,74° G = 8868 km 






Dieser Bogen hat die Länge 9 = 2n R - 9/360° = 8868 km, wenn für R näherungsweise 
gesetzt wird, könnte also bei der angegebenen Geschwindigkeit in rund 11 Stunden (11,08 h) 
zurückgelegt werden. 

Die Winkel « und $ im Kugeldreieck ergeben sich nach dem Sinussatz. Das Flugzeug verläßt 
Leningrad mit dem Kurs N 21,61° W und kommt unter dem Winkel N 13,52° O mit dem Kurs 
S 13,52°W in San Franzisko an. Jeden Meridian 


schneidet die Flugbahn unter einem anderen Win- | sin« = cosge: - sin dA/sing 
kel. Der Kurswinkel wächst stetig von N 21,61°W sinß = 608er : sin AA/sing 
aus um 144,87° bis zum Endkurs S 13,52° W. In lg sinß 9,5662 
einem Punkt HZ der Bahn ist die Flugriehtung Iruesa) ar San dregpggg 
genau nach West gerichtet. Das Flugzeug ist n TE a 9.661 T 
dann dem Nordpol am nächsten. Punkt H ist een 4 ‚8015 9.668 
der Fußpunkt des vom Pol auf die Seite ER ge- | Igsing 9,9930 5 
fällten Lotes h. Die Höhe h zerlegt das Dreieck | Jgeosp; — 9,7003 
LNF in zwei rechtwinklige. Im Dreieck LNH 


können nach der Neperschen Regel der AbstandA |Igsine = 9,3688 
vom Pol und der Winkel 4 = LNH bestimmt 
werden. Im Meridian der Länge Ar = 40,78° W fliegt das Flugzeug genau nach Westen; es hat 
sich dem Pol auf 1183 km genähert. Den Breitenkreis von Leningrad schneidet es später in B 
unter demselben Winkel wie in Leningrad; sein Kurs ist in diesem Augenblick also S 21,61° W. 
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Der Meridian des Punktes B hat die Länge As = Az + Aı = 40,78° + 71,08° = 111,86° W; die 
geographischen Koordinaten des Punktes B sind also 9 = 59,9°N und 5 = 111,86° W. Der 


Bogen BH = HL ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck LN H nach der Neperschen Regel. 


cos(90° — gr) = cotAı cotß, cotAı = tanß singz 
cos(90° — h) = sin(90° — gı) sinf, sinh — cosg; sinß 














cosß = tanLH tanoz 


lgtand = 9,5978 lgsn® = 9,5662 tanLH = cotpı cosß 
le sing: = 9,9371 lgcosgz = 9,7003 lgeotpr = 9,7632 
lgeot/ı = 9,5349 lgsinh = 9,2665 lgcosß = 9,9684 
Ar 08 h = 10,64° f — Re 
—/ı Sn 30,3° lg2n R —_ 4,6024 lg u Pr 6 
—18360° = — 2,5563 LH = 28,33° 






Au= 40,78°W 






2,0461 lg(2r R/360°) = 2,0461 

___lgh= 1,0269 lgLH = 1,4522 
#A= 3.0730 3,4983 
h= 1183 km LH = 3150 km 


Erst im Punkt B, d.h. nach einer Wegstrecke von LB = 6300 km oder nach einer Flugzeit von 
7h 52min 30s (7,875 Std.), wendet sich das Flugzeug südlicheren Breiten zu. Den Punkt B 
hätte das Flugzeug auch auf dem Breitenkreis 9 = 59,9° N, der durch Leningrad geht, erreichen 
können. Alle Meridiane wären mit demselben Kurs unter rechtem Winkel geschnitten worden. 
Der Weg b von L nach B wäre aber länger gewesen, da er nicht 


auf einer Orthodrome (Großkreis als kürzeste Verbindung), son- lg(2r R/360°) = 2,0461 
dern auf einer Loxodrome (Kurve mit konstantem Kurs) ge- ] — 9.7003 
legen hätte. Der Radius og des Breitenkreises. hat die Größe ee, 

o = R eosgı. Zum Bogen b gehört der Mittelpunktswinkel 44, log Ai = 2,1838 


also gilt b=2nRcosg;' 44/360°. Man erhält b = 8516 km an- 1gb — 3,9302 
statt 6300 km auf der Orthodrome, die Differenz ist 2216 km. >= £ 

Das Flugzeug hätte längs des Breitenkreises rund 2h 45 min b = 8516 km 
länger fliegen müssen. 
Ein Körper, der dieselbe Bahn, aber mit der Geschwindigkeit v = 8km/s eines künstlichen 


Erdsatelliten durchfliegt, braucht für die Strecke EB nur 787,5s= 13min 7,5s und erreicht San 
Franzisko nach 1108,5 s oder 18 min und 28,5 s, wenn von Reibung abgesehen wird. Seine Bahn 
schneidet den Äquator in zwei Punkten Eı und Es», die als Schnittpunkte zweier Großkreise auf 
einem Kugeldurchmesser liegen. Wird der Schnittpunkt zwischen 





dem Meridian von San Franzisko und dem Äquator mit © bezeich- | Singer — cot«. tan EıC 
net, so ist das Kugeldreieck ELCF rechtwinklig in ©. In ihm sind tan E,Ü = tan« sinpr 
der Winkel y= 13,52° und die Seite CF =or bekannt, und nach lgtan« = 9,3811 


der Neperschen Regel findet man die Seite OR... Der Punkt Zı hat lgsingpr 9,7874 
die Koordinaten gez, = 0, Az, = Ar + 8,39° = 130,79° W, mithin Es lgtan&ıC — 9,1685 
die Koordinaten GE, = 0, AR, = (130,79° Fr 180°) W= 310,79° W EC —.8 39? 
oder Ar, = 49,21° O. - 





Loxodrome. Der Vorteil für ein Schiff oder ein Flugzeug, bei der Fahrt bzw. dem Flug längs einer 
Orthodrome in kürzester Zeit das Ziel zu erreichen, schließt den Nachteil ein, den Kurs dauernd, 
strenggenommen in jedem Augenblick, ändern zu müssen. Eine Kurve, die alle Meridiane unter 
demselben Kurswinkel « schneidet, wird Loxodrome genannt. Ein Breitenkreis ist eine Loxodrome 
für den Kurswinkel « = 90°, ein Meridian für «= 0°. Ist « im allgemeinen Fall ein beliebiger 
Winkel, so ergibt sich eine Kurve, für die eine transzendente Funktion den Zusammenhang zwischen 
Breite 9 und Länge A aller Kurvenpunkte angibt. Betrachtet man zwei benachbarte Punkte 4A 
und B (Abb.) auf einer Loxodrome / mit den Koordinaten (A; 9) und (A + 44; 9 + Ag) und legt 


durch einen der Punkte A einen Breitenkreis mit dem Radius og = R cosg, so bilden die Bögen ÄG 


= R cosg 44, OB=RA g und ÄB= As ein rechtwinkliges Dreieck ABC, das zwar nicht sphä- 
risch ist (nur R Ag liegt auf einem Großkreis), das aber als eben angesehen werden darf, wenn nur 
Ag und 4A klein genug gewählt werden. Aus ihm liest man die Beziehungen ab: 


AA cosp 
tanz = ——— und Ascos«= R4Lp. 


Ay 
di tan« ds R 


do cosgp dp cos« 
über, in denen die Veränderlichen leicht zu trennen sind. Die erste liefert durch Integration die 


Im Grenzwert für 49>0 gehen sie in zwei Differentialgleichungen 
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Gleichung der Loxodrome: 





GB t Sr 24 ee, 
— tana Ge — tana an +3) er f 


4 92 7 o1 
Ag — /)ı = tan Intan (z + =) — Intan (2 En >) ; 


die zweite ergibt die Bogenlänge s auf der Loxodrome: 








ds = :-do, s= 
COS« cOoS« 

Wie die nähere Diskussion der ersten Gleichung zeigt, umläuft die Loxodrome den Pol des Groß- 

kreises, der den Ausgangsmeridian im Ausgangspunkt senkrecht schneidet, spiralig in immer 

engeren Windungen unendlich oft, ohne ihn je zu erreichen (asymptotischer Punkt). Die Änderung 

der Breite @ während eines Umlaufs wird dabei zu- 

nehmend kleiner (Abb.). 


(92 — pı). 


IN 










& 


(Ardi,prAg) 


A 





Rcosp AA Ss 


Ableitung der Loxodrome Lozodrome 


Nach der zweiten Gleichung hat die Flugbahn eines Flugzeugs, die im Äquator einen Meridian unter 
dem Kurswinkel « schneidet, bis zum Erreichen des Breitengrades p die Länge s = R: pJ/cos«, 


2 

TE 
a," R, 
während der kürzeste Weg längs eines Meridians s= R- X ist; der Weg auf der Loxodrome ist 
danach doppelt so lang. - 


ist also um so länger, je größer der Winkel « ist. Für einen Flug bis zum Nordpol (r = 3) unter 


einem konstanten Kurswinkel von & = 60° ergibt sich wegen c0s60° — 32 B.s=2R 


Peilungsaufgaben. Durch Peilen soll die Lage eines Schiffes, Flugzeugs oder anderen Körpers aus 
der Richtung bestimmt werden, aus der Signale empfangen werden, die sich geradlinig ausbreiten 
und meist nicht optisch sind. Geometrisch liegt das gleiche Schema zugrunde wie beim Vorwärts- 
bzw. Rückwärtseinschnitt in der ebenen Trigonometrie. Hier spricht man von F'remdpeilung, wenn 
die Richtungen der vom zu ortenden Objekt ausgesandten Signale von zwei festen Bodenstationen 
bestimmt und daraus die Koordinaten des Objekts berechnet werden, dagegen von Eigenpeilung 
wenn die Richtungs- und Lagebestimmungen im Objekt selbst ausgeführt, die Signale aber von 
bekannten Bodenstationen ausgesendet werden. 

Praktisch werden fast nur Radiosignale verwendet. Während in der Vermessungskunde die Genauig- 
keit der Winkel durch wiederholtes Messen gesteigert und durch Ausgleichsrechnung der wahr- 
scheinlichste Wert für das Ergebnis berechnet werden kann, beruht die Peilung auf einer einmaligen 
Richtungsbestimmung geringerer Genauigkeit. Dafür werden aber physikalische Eigenschaften 
der benutzten Wellen, z. B. Interferenzen, Schwebungen, oder andere Methoden, wie Radar, 
zusätzlich angewandt. Vor allem handelt es sich fast stets um bewegte Objekte; die Lagebestim- 
mung muß deshalb durch vorbereitete Tabellen, durch graphische Methoden oder durch elektronische 
Geräte erfolgen, damit das Ergebnis vorliegt, solange das angepeilte Objekt sich noch in der Nähe 
des angepeilten Ortes befindet. Praktisch ist die Peilung damit zu einem physikalischen und tech- 
nischen Problem geworden; hier genügt es, ein einfaches graphisches Verfahren anzugeben. 


Graphische Methode zur Fremdpeilung. Um deutliche Bilder zu erhalten, habe die Basis b die Größe 
60°; die gegen diese Basis in den Punkten Bı und Bs gemessenen Winkel ßı und 2 nach dem Neu- 
punkt © seien ßı = 60° und ß2 = 110°. Die Eintafelprojektion der Erde darf so gewählt werden, 
daß der Großkreis durch Bı und B: als Kreis abgebildet wird (Abb.); & BaMBı = 60°. Der Groß- 
kreis durch Bı (und seinen Gegenpunkt B}’) sowie durch den gesuchten Punkt © wird als Ellipse 


projiziert, deren große Achse Bı Bı’ ist, deren kleine Achse also in M auf Bı Bı’ senkrecht steht. Die 
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Länge der kleinen Halbachse ist die Projektion des Kugelradius R= M@’, der sich als Schnitt 
zweier Ebenen ergibt: 1. der Ebene des Großkreises durch B, C B}’, die die Neigung ßı gegen die 
Zeichenebene 7 hat, und 2. der projizierenden Ebene, die in M auf IT und BıB:ı’ senkrecht steht. 
Ist @ die Projektion von @’, so ist AM @’@ ein rechtwinkliges Dreieck, von dem die Hypotenuse 


MG’=R und der Winkel € M@= ßı bekannt sind, wobei MG 1 BıBı’. In der Abbildung ist 
dieses Dreieck in die Zeichenebene um- 
geklappt worden, AM GG, und ergibt 


die Länge M@ der kleinen Halb- 
achse (im allgemeinen ist @ # Hı). 


Aus der großen Halbachse M Bı und 


der kleinen M@ kann jeder Ellipsen- 
punkt des Großkreises durch B,, @G und 
Bı’ mit beliebiger Genauigkeit kon- 
struiert werden. 

Für den Großkreis durch die Punkte Ba 
und B;»’, dessen Ebene die Neigung ßa 
gegen die Zeichenebene hat, gilt das 
Entsprechende. Man findet also der 


Reihenach: Senkrechtein M auf BaB>’; 
Antragen des Winkels 2; Schnitt- 
punkt Hn, seines freien Schenkels mit 
dem Kreis vom Radius R; Lot von Ho 


auf die Senkrechte in M auf BaB;’ 


gibt 7; MH ist nach Lage und Größe 
die kleine Halbachse der gesuchten 
Ellipse. Der Schnittpunkt C der beiden 
Ellipsen ist der gesuchte Neupunkt. 
Um die wahren Werte der Seiten 


eine lt 


zu bestimmen, brauchen die Großkreise 
nur um ihre großen Achsen in die Zei- 
chenebene geklappt zu werden. Die 
Projektion jedes Punktes des Großkreises bewegt sich dabei auf einer Senkreehten zur großen 
Achse; (C z. B. nach C\, bzw. Cs; man findet x BıM Cı = 3; X BaM Cs = Sı. 

Auch der Neigungswinkel y der Ebenen der beiden gezeichneten Großkreise gegeneinander kann der 
Abbildung entnommen werden. Beide Ebenen schneiden sich in der Geraden CM C’. Die Polare 
zu C als Pol schneidet beide Großkreise rechtwinklig, und zwar in den Punkten D und E. Der Bogen 


DE entspricht dem Winkel y. Durch Umklappen der Polare um ihre große Achse in die Zeichenebene 
kann die wahre Größe des Winkels y abgelesen werden; & EMD, =y. 





Graphische Methode der Fremdpeilung 


SPHÄRISCHE ASTRONOMIE 


Neben der Lagebestimmung von Schiffen oder Flugzeugen durch Peilung wird auch heute noch die 
nach den Gestirnen angewendet. Sie war früher die einzige Methode für die Schiffahrt auf hoher 
See. Auch Forschungsreisende in unbekanntem Gelände waren auf sie allein angewiesen. Die not- 
wendigen Messungen werden mit dem Kompaß, dem Theodoliten, einem Spiegelsextanten oder 
einem ähnlichen Winkelmeßinstrument sowie mit einer genaugehenden Uhr ausgeführt. Später 
wurde die Funkentelegraphie durch Senden des Zeitzeichens zur Uhrenkontrolle benutzt. Schon 
die Kenntnis der wichtigsten Sternbilder genügt für eine angenäherte Orientierung. Zu genauen 
Lagebestimmungen müssen Angaben über die Lage leicht auffindbarer Sterne sowie über die Be- 
wegung, besonders der Sonne, der Planeten, des Mondes, der Jupitermonde und als Voraussetzung 
zu Lageangaben am Himmel die astronomischen Koordinatensysteme bekannt sein. Die für 
nautische Zwecke wichtigen Angaben aus der sphärischen Astronomie erscheinen in den nautischen 
und astronomischen Jahrbüchern; die für die Nautik unentbehrlichen astronomischen Koordinaten- 
systeme sind das Horizontalsystem und die Äquatorsysteme. 

Wie alle astronomischen Koordinatensysteme gehen auch sie davon aus, daß der gestirnte Himmel 
dem Beobachter als Teil einer riesigen Kugel erscheint, der scheinbaren Himmelskugel. Auf ihr 
kann die Lage jedes Punktes durch zwei Zahlenangaben (entsprechend Länge und Breite auf der 
Erdoberfläche) festgehalten werden. Als Bezugssystem für diese beiden Angaben eignet sich jeder 
Großkreis mit seinen Polen (Pol und Polare); auf ihm wird von einem festzulegenden Punkte aus 
die eine Winkelgröße in vorgeschriebener Richtung gemessen, die zweite aber auf einem zum 
Grundkreis senkrechten Großkreis, der durch den Pol und den Punkt verläuft, dessen Lage bestimmt 
werden soll. 
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Das Horizontalsysitem. Einem Beobachter B auf dem Meere oder in ebenem Gelände erscheint der 
Nachthimmel als Halbkugel, die vom Horizont H begrenzt wird (Abb.). Mathematisch ist der 
(scheinbare) Horizont der Kreis, in dem eine Tangentialebene an die Erde im Beobachtungsort 
die Himmelskugel schneidet. Der Erdradius ist 
im Verhältnis zu den Entfernungen der meisten 
Gestirne vernachlässigbar klein, Der scheinbare 
Horizont fällt daher mit dem wahren Horizont 
zusammen, der als Schnitt einer zur Tangential- 
ebene parallelen Ebene durch den Erdmittelpunkt 
verläuft. Die Pole des Horizonts sind der Zenit Z 
senkrecht über dem Beobachter und der Nadir Na 
als Gegenpunkt des Zenits. Dem Beobachter er- 
scheint die Bewegung eines Sterns auf einer Bahn, 
die am Horizont beginnt (Au/gang A), bis zu einer 
Gipfelhöhe, dem Kulminationspunkt K, ansteigt, 
im weiteren Verlauf wieder abfällt (Untergang U‘) 
und sich unterhalb des Horizonts über den unteren 
Kulminationspunkt uK schließt. Der Großkreis 
durch die Kulminationspunkte aller Sterne heißt 
Hoimmelsmeridian. 

Es gibt auch Sterne, die Zirkumpolarsterne ZS, 
deren Bahn völlig über dem Horizont liegt. Alle 
Gestirne beschreiben während eines Tages einen 
Kleinkreis am Himmel; ihre Bahnen sind einander 
parallel. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf 
einer Geraden, die die Himmels- oder Weltachse 
bildet. Diese durchstößt die Sternsphäre in zwei 
Punkten, dem Nordpol Py und Südpol Ps des 
Himmels. Diese Kreisbewegung der Gestirne ist 
scheinbar, sie ist die Folge der Drehung der Erde 
um ihre Achse, und die Himmelspole ruhen, weil die Erdachse auf sie zeigt. Die Richtung vom 
Beobachter zum Himmelspol ist parallel zur Erdachse, steht also für einen Beobachter im Nordpol 
der Erde senkrecht zum Horizont und fällt für einen Beobachter am Äquator der Erde in den 
Horizont. Denkt man sich, daß die Tangentialebene längs eines Erdmeridians vom Äquator zum 
Nordpol gleitet, so wächst die Höhe des Himmelspols stetig von 0° bis 90° und ist stets der geogra- 
phischen Breite gleich. Höhen h werden dabei auf den Großkreisen durch Zenit und Nadir, den 
Vertikalen V, gemessen, die auf dem Horizont senkrecht stehen, - und zwar vom Horizont (0°) 
zum Zenit (+ 90°) bzw. Nadir (— 90°). Durch Messen der Höhe des Himmelspols, der Polhöhe, 
ergibt sich die geographische Breite p des Beobachters. 

Der Schnittpunkt des Vertikals durch den Himmelspol mit dem Horizont heißt Nordpunkt N. 
Ihm diametral gegenüber liegt am Horizont der Südpunkt S; blickt der Beobachter nach dem 
Nordpunkt, so liegen rechts, senkrecht zur Blickrichtung, der Ostpunkt O, links der Westpunkt W. 
Die Richtungen nach diesen Punkten sind die Himmelsrichtungen Nord, Süd, Ost, West. Sie lassen 
sich bestimmen durch Herabloten des Himmelspols (Norden) oder durch Bestimmen des Vertikals, 
in dem ein beliebiger Fixstern kulminiert; er halbiert den Winkel zwischen zwei Vertikalen, in 
denen der Fixstern dieselbe Höhe hat. 

Neben der Höhe A dient als zweite Koordinate das Azimut a; es wird im Beobachtungsort gemessen 
als Winkel zwischen der Meridianebene und der Vertikalebene des Sterns, und zwar vom Südpunkt 
(0°) aus im Sinne der (scheinbaren) täglichen Bewegung der Sterne über West, Nord, Ost bis 360°. 
Das Azimut tritt folglich außerdem als Bogen auf dem Horizont und als Winkel im Zenitpunkt 
in Erscheinung. An Stelle des Höhenwinkels wird oft der Komplementwinkel, die Zenitdistanz z 
des Sternes, vom Zenit aus gemessen; h + z = 90°. 

Äquatorsysteme. Da sich alle Sterne auf Parallelkreisen um den Himmelspol bewegen, muß ihr 
Abstand von jedem dieser Kreise konstant sein. Man wählt als Grundkreis den Großkreis unter 
ihnen, der Polare zum Himmelspol ist, und nennt ihn Äguator Ä, da er die Schnittlinie der Ebene 
des Erdäquators mit der Himmelskugel ist. Am Himmelsgewölbe ist er etwa durch das Sternbild 
der Fische, den obersten der drei Gürtelsterne des Orion und den Stern Atair im Sternbild Adler 
markiert. Der Äquator schneidet den Horizont im Westpunkt und im Ostpunkt (Abb.) und hat 
die Neigung (90° — p) gegen den Horizont H. Die Höhe eines Sterns @ über dem Äquator heißt 
Deklination ö und wird auf einem Großkreis gemessen, der Stundenkreis genannt wird und durch 
den Himmelspol Py und seinen Gegenpunkt Ps geht, also senkrecht auf dem Äquator steht. Als 
zweite Koordinate dient der Stundenwinkel r, der Winkel zwischen diesem Stundenkreis und dem 
Himmelsmeridian M, in dem der Stern kulminiert. Der Meridian geht durch Süd- und Nordpunkt, 
durch Zenit Z und Nadir Na und durch die Himmelspole Py und Ps; er stellt den Schnitt der 
Ebene des Ortsmeridians mit der Himmelskugel dar. Der Stundenwinkel wird vom Meridian aus 
im Sinne der scheinbaren täglichen Bewegung der Sterne von 0° bis 360° bzw. von Ob bis 24h ge- 
messen; der Westpunkt W hat also einen Stundenwinkel von 90° bzw. 64. 





Horizontalsystem 
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In diesem ersten Äquator- oder Stundenwinkelsystem hat man sich von der geographischen Breite 
des Beobachtungsortes unabhängig gemacht, weil die Deklination auf den Äquator bezogen wird. 
Die Nullrichtung, von der aus der Stundenwinkel gemessen wird, ist aber durch den Ortsmeridian 
des Beobachters bestimmt, hängt somit noch von dessen geographischer Länge ab. Der Stunden- 
winkel desselben Sterns ist im selben Zeitpunkt z. B. für Moskau größer als für Berlin, weil der 








Äquatorsysteme 





Stern wegen der Rotation der Erde in 
Moskau um etwa 1h 36min 48s = 96,8 
min eher kulminiert als in Berlin. Da 
24h dem Gradmaß 360° entsprechen, 
ist der Unterschied des Stundenwinkels 
96,8°:4 = 24,2°, d.h., Moskau liegt 
um A) = 24,2° östlicher als Berlin. Um 
auch die zweite Koordinate im Äqua- 
torsystem unabhängig vom Beobach- 
tungsort zu machen, hebt man einen 
Punkt des Himmelsäquators heraus. 
Dieser Punkt, der Frühlingspunkt\, 
nimmt als Punkt des Äquators an der 
scheinbaren Drehung des Himmelsge- 
wölbes teil. Der von ihm aus im Aqua- 
tor entgegengesetzt zur scheinbaren 
Drehung gemessene Winkel bis zum 
Stundenkreis des Sterns ist deshalb 
konstant. Er heißt Rektaszension «. 
Rektaszension «und Deklination ösind 
die Koordinaten des zweiten Äquator- 
oder Rektaszensionssystems. Den un- 
gefähren Ort des Frühlingspunkts 
findet man am Himmelsäquator, wenn 
man vom Polarstern (Py) den Stun- 
denkreis durch das rechte Ende des 
W-förmigen Sternbildes Kassiopeia 
zieht. 


Beziehungen zwischen Ilorizontal- und Stundenwinkelsystem. Vereinigt man die beiden astrono- 
mischen Systeme (Abb.), so schneiden sich Horizont und Äquator im Ostpunkt und im Westpunkt. 
Durch das Gestirn @ gehen der Stundenkreis und der Vertikal; die Bahn des Sterns verläuft parallel 
zum Aquator; sie erreicht in K den oberen und in © den unteren Kulminationspunkt; A ist der 








dien 


Horizontal- und erstes Äquator- 
system 


A A 
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Punkt des Aufgangs, U der des Untergangs. Die Höhe des Himmelspols Px über der Horizontebene, 


die Polhöhe, ist die geographische Breite des Beobachtungsortes B; NP = g. Die Abbildung ist 
entstanden als senkrechte Projektion der Abbildung Äquatorsysteme auf die Ebene des Meridians 
durch N, Px, Z, K, Ä und S$; der Stundenkreis des Frühlingspunktes Y ist nicht eingetragen, 
dagegen der Vertikal des Sterns @ durch Zenit Z und Nadir Na. Die Punkte O und A liegen hinter 
den Punkten W und TU, sie sind deshalb nicht sichtbar. Die Winkel o, (90° — ) und ö erscheinen 
in wahrer Größe. 


Kulminationshöhe. Wenn das Gestirn G in K kulminiert, erreicht es seine größte Höhe hmax 
und hat gleichzeitig seine kleinste Zenitdistanz zuin- Da der Äquator den Winkel (90° — p) mit dem 
Horizont bildet, gilt = ö + Zmin und für die Kulminationshöhe hmax + Zmin = 90° oder schließ- 
lich hAmax = 90° — g + 6. Danach können aus der beobachteten Kulminationshöhe hnmax eines 
Gestirns entweder die Breite p bei bekannter Deklination ö oder umgekehrt aus der Breite p die 
Deklination ö bestimmt werden. 


Das Nautische Dreieck. Bei allgemeiner Lage des Gestirns @ sind die beiden Systeme durch 
das nautische Dreieck mit den Ecken Gestirn G, Himmelspol Px und Zenit Z verbunden. Es enthält 
folgende Stücke: die Seiten GZ = 90° — h (Zenitdistanz), GPx = 90° - 6, ZPn = W° — p und 
die Winkel an den Punkten Z und Pr. Sowohl das Azimut a mit dem Scheitelpunkt Z als auch der 
Stundenwinkel r mit dem Scheitelpunkt Px werden vom Meridian aus im Sinne des täglichen 
Umlaufs der Gestirne gemessen. Da in der Abbildung die Lage von @ nach der Kulmination dar- 
gestellt ist, haben die in ihr sichtbaren Winkel die Größen x GZPy = 180° — aund x ZPı@ =r. 
Wäre in der Abbildung der hinter der Meridianebene liegende Teil der Himmelskugel dargestellt, 
so würde sich das Gestirn @ vor der Kulmination befinden, W wäre durch O und U durch A zu 
ersetzen, und für die Winkel im nautischen 

Dreieck würde sich ergeben 2 


Meridian 
x @GZPx = a — 180° N 


I. 
EAliptik 
— 





und 
& ZPxr@ = 360° — r. 


Die Sonnenbahn. Zur Frühlings-Tagund- 
nachtgleiche steht die Sonne im Frühlings- 
punktY, geht um 6 Uhr früh im Ostpunkt 
auf, bewegt sich am Himmel ungefähr längs 
des Äquators und geht um 6 Uhr abends 
im Westpunkt unter. Ihre Rektaszension «o 
und ihre Deklination öo, sind aber zum 
Unterschied von den Größen bei allen ande- 
ren Fixsternen nicht konstant; die Rekt- 
aszension wächst dauernd, die Deklination 
nimmt vom 22. Dezember bis zum 22. Juni 
zu, danach ab. Wegen der wachsenden Rekt- 
aszension (Abb.) erreicht die Sonne den 
Himmelsmeridian jeden Tag später als der 
Frühlingspunkt. Im Laufe eines Jahres 
wächst diese Verspätung auf einen Tag an. 
Während der Frühlingspunkt und alle Fix- 
sterne 366mal kulminieren, kulminiert die 
Sonne nur 365mal. Wegen der wachsenden 
Deklination der Sonne verschieben sich ihr Auf- und Untergangspunkt A bzw. U nach 
Norden, Aı, Uı. Die Tage werden länger bis zur Sommersonnenwende. Dann hat die Sonne 
ihre größte Deklination von ö = 23°26’ erreicht (Wendekreis des Krebses). Danach nimmt die 
Deklination ab, ist zum Herbstanfang Null, zur Wintersonnenwende — 23°26’ (Wendekreis des Stein- 
bocks) und zu Frühlingsanfang wieder Null. Insgesamt ist die scheinbare Sonnenbahn am Himmel 
kein Kreis wie für die anderen Fixsterne, sondern eine doppelt durchlaufene Spirale von 365 Win- 
dungen, die eine Zone von 2: 23°26’ Breite einnimmt. 

Während jeder Fixstern bis auf kleine, im Laufe eines Jahres nur in wenigen Fällen nachweisbare 
Verschiebungen dieselben Sterne zu Nachbarn hat und mit diesen die bekannten Sternfiguren 
bildet, durchwandert die Sonne 13 Sternbilder, die aus Gründen des Zwölfersystems auf 12 reduziert 
wurden. Diese Sternbilder liegen auf einem Großkreis, im Bereich der scheinbaren Jahresbahn der 
Sonne, die Ekliptik genannt wird. Die Sternbilder sind Widder\ , Stier %, Zwillinge II, Krebs &, 
Löwe (), Jungfrau 1, Waage £, Skorpion NM, Schütze x', Steinbock 5, Wassermann W und 
Fische X. Die Ekliptik schneidet den Äquator im Frühlingspunkt und in seinem Gegenpunkt, 
dem Herbstpunkt, unter dem Winkel von e = 23°26’. 

Diese scheinbare Bewegung der Sonne durch die Ekliptik ist die Folge der Bewegung der Erde um 
die Sonne. Die 12 Sternbilder liegen in der Ebene der Erdbahn um die Sonne. Ein Koordinaten- 
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system mit der Ekliptik als Polare hat die Erdbahnebene als Bezugsebene. Die Sternanhäufungen 
der Milchstraße liegen auf einem neuen Großkreis, der die Grundebene des galaktischen Systems 
bildet. Es ist das geeignete Koordinatensystem, die Verteilung der Sterne der Milchstraße zu 
beschreiben. 
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Der nördliche Sternhimınel 


Die Zeitreehnung. Das Messen von Zeitabständen erfordert Uhren, die durch möglichst konstant 
ablaufende, meist periodische Vorgänge kontrolliert und geeicht werden. Die Rotation der Erde um 
ihre Achse hat sich als sehr gleichmäßig erwiesen; ein Fixstern oder der Frühlingspunkt Y auf seiner 
scheinbaren Bahn am Himmelsäquator kann als Zeiger einer sehr genauen Uhr gelten. Beobach- 
tungen mit Quarz- und Atomuhren haben allerdings gezeigt, daß diese Rotation doch nicht völlig 
gleichmäßig ist. Die Tageslänge verändert sich durch Gezeitenreibung und schwankt unregelmäßig 
durch Massenverlagerungen und andere Vorgänge im Innern der Erde sowie durch meteorologische 
Vorgänge auf ihrer Oberfläche. 

Der Zeitrechnung ist durch internationale Vereinbarung die Dauer des tropischen Umlaufs der 
Erde um die Sonne zugrunde gelegt worden. Als tropisches Jahr bezeichnet man die Zeitdauer 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Durchgängen der Sonne durch den Frühlingspunkt. Diese 
Periode ist zwar auch veränderlich, die Veränderung ist aber gering (einige Sekunden in 1000 Jahren) 
und der Größe nach bekannt; durch Wahl einer bestimmten Periode, die für einen angegebenen 
Zeitpunkt gilt, wird ein bestimmtes tropisches Jahr als Normal ausgewählt. Die hiernach gezählte 
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Zeit ist als Rechengröße absolut gleichförmig und wird Ephemeridenzeit bzw. Newtonische Zeit 
genannt, weil sie in der Astronomie zur Berechnung der Koordinaten der Himmelskörper, der 
Ephemeriden, verwendet wird. Danach ist die Sekunde, s, als Zeiteinheit festgelegt als der 
31556 925,9747te Teil des tropischen Jahres für 1900, Januar 0, 12 Uhr Ephemeridenzeit; nach 
dem Kalender ist 1900, Januar 0, der 31. 12. 1899. 


Sternzeit. Die Zeitdauer zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kulminationen des Widderpunktes Y 
ist der Sterntag. Er wird eingeteilt in 24 h* (Sternstunden) zu je 60 min* (Sternminuten) von je 
60 5* (Sternsekunden). Der Sterntag beginnt mit der Kulmination des Frühlingspunktes. Der im 
Zeitmaß ausgedrückte Stundenwinkel ty.des Frühlingspunktes ist die Sternzeit. Sie ist für alle Orte 
auf demselben Erdmeridian gleich groß (Ortssternzeit), für östlich gelegene Orte größer, für west- 
lich gelegene kleiner. Aus der für denselben Moment gültigen Orissternzeit zweier Orte tı bzw. ta 
läßt sich die Längendifferenz AA = (Ag — },) der beiden Orte berechnen. Einer Sternzeitdifferenz 
At=(t2—tı) von 24h* entspricht ja eine Längendifferenz von 44 = 360°, einer Stunde h* 
also 15°, einer Sternminute 15’ und einer Sternsekunde 15’. Umgekehrt entsprechen einem Grad 
Längendifferenz 24 h*/360 = 1h*/l5 = 4min* Wenn also der Frühlingspunkt in Leipzig 
(A = 12,4°O) kulminiert, ist in Ulan-Bator (2 = 106,9° O0) bereits (106,9 — 12,4) - 4 min* 
— 378 min* = 6 h* 18 min* Sternzeit. 


Der Sonnentag. Weil das Leben des Menschen weitgehend auf den Lauf der Sonne eingestellt ist, 
wird neben dem Frühlingspunkt auch die Sonne als Zeitmarke bzw. Zeitzeiger verwendet. Sie hat 
für diesen Zweck ihm gegenüber wesentliche Nach- 
teile; ihre Jahresbahn durchläuft die Ekliptik, 
während er auf dem Äquator festliegt, und ihre 
Geschwindigkeit in der Ekliptik ist nicht konstant 
wegen der ungleichförmigen Bewegung der Erde 
auf ihrer Kepler-Ellipse um die Sonne. Man hat 
deshalb neben der wahren (wirklichen) Sonne eine 
mittlere Sonne eingeführt, deren Rektaszension & 
gleichförmig von 0° bis 360° im Laufe eines Jahres 
wächst. Der Stundenwinkel 2m dieser mittleren 
Sonne legt eine mittlere Sonnenzeit oder mittlere 
Zeit fest zum Unterschied vom Stundenwinkel 
der wahren Sonne, der die wahre Sonnenzeit bzw. 
Zeit festlegt. Die Differenz beider, und zwar t„— in 
—= Zgl wird Zevigleichung genannt. Die Abbildung 
zeigt die Stellung der wahren Sonne, wenn die 
mittlere gerade kulminiert; ist z. B. die Zeitglei- 
ehung negativ, also tm >tu, so eilt diemittlere Sonne 
der wahren voraus, kulminiert also schon, wenn 
die wahre Sonne noch östlich des Meridians steht. 
Das Verhältnis der Dauer eines Sterntags zu der 
eines mittleren Sonnentags ergibt sich daraus, daß 
das tropische Jahr in Sternzeit 366,2422 d, in 
mittlerer Zeit jedoch 365,2422d zählt. Man erhält: 
24h mittlere Zeit= 24h*3min* 56,55536 s*; 
24h*= 23h 56min 4,09058 s mittlere Zeit, Ih 
mittlere Zeit = 1,002737 909 h*, 2 a a le 


Jahres; & mittlere Sonne 
ee 





Zenenzeit. Es ist selbstverständlich, daß auch die 
wahre bzw. mittlere Zeit eine Ortszeit ist, daß 
nur die auf demselben Erdmeridian liegenden Orte dieselbe Ortszeit haben. Diese für den modernen 
Verkehr unbequeme Naturgegebenheit wird dadurch erträglich, daß alle Orte in einer Zone, in 
einem Kugelzweieck mit der Längendifferenz 15° die Ortszeit des Mittelmeridians als Zonenzeit 
verwenden. Die mittlere Ortszeit des Meridians von Greenwich, A = 0, wird als Weltzeit oder 
mittlere Greenwicher Zeit, mGZ, bezeichnet, die vom Meridian A = — 15° oder A = 15° O als Mititel- 
europäische Zeit, MEZ. (LT) 


Beispiel 1: Am 18.11. vormittags steht ein Schiff auf 9 = 54°57’N. Man beobachtet die 
Sonnenhöhe h, = 9°15’. Das Schiffschronometer gibt mGZ = 8: 58min 20° an, das nautische 
Jahrbuch ö, = — 19°12’ und die Zeitgleichung +14 min 50s. Auf welchem Meridian befindet 
sich das Schiff ? - il 

Im nautischen Dreieck Zenit Z - Pol Px - Sonne 8 sind die drei Seiten bekannt, Z3 = 90° — h 
—= 80°%45, ZPx = 90° — p = 35°0%°, SPx = 90° — 5 = 109°12’. Für die Ergänzung t’ des 


23 


I# 
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Stundenwinkels i zu 360° ergibt der Halbwinkelsatz lgsin 












& 1 : sin(s — [90° — g]) sin(s — [90° — 5]) 90° -h= 80°45 9,98950 
in 3 = —  sin(90° —- p)sn9 —6) 90° — o = 35°03 8,76015 
Die Beobachtung fand 2h 30 min 13 s vor der Kul- 90° -&=109712° 8,74965 
mination der wahren Sonne statt, also um 23 — 225°00 9.7591 
12h — 2h 30min ]3s — 9h 29min 47s, Die mittlere Orts- 5 S oa’ a > 
: = . : = 112530 9,97515 
zeit beträgt aber 14 min 50 s weniger oder 9% ]4min —_— —— 
57:, Die Differenz gegen die mGZ ist 9m 14min 57: | s— [90° — g]= 77°27 9,01537 
— 80 58min 20s — 16 min 37 s bzw. [16 min 37s] :4 | s- [90 — 6] = 3°18 9,50768 
— 4°9’15”, Das Schiff befindet sich in} = 4°9’15’ O 1; 04694” 
und 54°57’ N. um 2. 





t = 37°%338° = 2h 30 min 1353 





Schematische Darstellung links der Himmels-, rechts der Erdkugel zu Beispiel 2 


Beispiel 2: Auf einem im Stillen Ozean nördlich des Äquators fahrenden Schiff wird um 18» 
50min mGZ eine Sonnenhöhe von Ahı = 21,7° gemessen bei einer dem nautischen Jahrbuch ent- 
nommenen Deklination ö; = — 10,15° der Sonne und einer Zeitgleichung Zgl = +15 min 3s. 
Nach 15,2sm Fahrt auf dem durch den Kurs N 67,5° W festgelegten Großkreis kulminiert die 
Sonne in der Höhe ha = 35° bei einer Deklination da = — 10,21° (Abb.). Welches sind die Koordi- 
naten der Beobachtungsorte ? - 

Für die Kulminationshöhe ha der Sonne gilt: 


Ana = h=M -pa+& oder a= 90°’ + &— he, d.h. 9 = 44,79°. 


Auf der Erdoberfläche ergibt sich zwischen den beiden Beobachtungspunkten Pı und Pa sowie 
dem Nordpol N ein Kugeldreieck PıN Pa. Unter einem Kurswinkel « = 67,5° in Punkt Pı hat 


das Schiff zwischen den Beobachtungen PP; = 15,2sm = 15,2 - 1,852 km, also den Bogen 
360 - 15,2 - 1,852 : : EN u : 

SITZ ar 0,253° zurückgelegt. Die Gegenseite PzN zum Kurswinkel « ist 90° — oa 

= 45,21°; nach dem Sinussatz findet man 44; sin4A = sins sin«e/sin(90° — a2); man erhält 


AA = 0,329°. Im selben Dreieck ergibt die Nepersche Analogie 2a): 
1 1 1 1 
tan > (90° — 91) = tan > (90° — @2 — s) sin, (< + AA)/sin 3 (« — 41), also 90° — oı = 45,3°, 


d.h. g9ı = 44,7°. m 
Im nautischen Dreieck ZPxSı der ersten Beobachtung sind die drei Seiten ZS$ı = 90° — hı, 


ZPr = 90° — oı und PySı = 90° — ö, bekannt; aus dem Seitenkosinussatz läßt sich daraus der 
den Stundenwinkel t zu 360° ergänzende Winkel t” berechnen: 
sinhı — singı sindı 


cost’ = Ed) Bon ; man erhält {” = 45,13° = 3,01h = 3h 0 min 36s. Zur ersten 
a 1 


Beobachtung war es 12h — 3h Qmin 36s oder 8h 59min 24s wahre Ortszeit oder 8h 44min 2]s mittlere 
Ortszeit wegen tm = tu — Zgl. Gegen die mittlere Ortszeit von Greenwich beträgt die Zeitdiffe- 
renz 18h 50min — 8h 44min 2]s — 10h 05 min 39 s oder 10,094 h; die Längendifferenz ist demnach 
10,094 - 15° = 151,41°. Dabei liegt Greenwich östlich von Pı, die Länge von Pı ist deshalb 
Aı = 151,41° W und die von Pa ist Ag = /ı + AA = 151,74°. 
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Der Grundgedanke der analytischen Geometrie besteht darin, daß geometrische Untersuchungen 
mit rechnerischen Methoden geführt werden. Dieses Verfahren hat sich als außerordentlich frucht- 
bar erwiesen. Die Verschmelzung geometrischen und algebraischen Denkens in Verbindung mit 
dem funktionalen Denken stellt ein mächtiges Hilfsmittel des menschlichen Verstandes zur Er- 
forschung und Erfassung der objektiven Realität dar. Hiervon geht gleichzeitig ein besonderer 
mathematischer Reiz aus, und in dieser Methode liegen wesentliche Elemente der Denkschulung. 
Die Entstehungszeit der Methode der analytischen Geometrie charakterisiert zusammen mit der 
Herausbildung der Methoden der Differential- und Integralrechnung den Übergang zur modernen 
Mathematik. Als Markierungspunkt kann man das Jahr 1637 ansetzen, in dem der Discours de 
la Methode (Abhandlung von der Methode) von Rene DESCArTES (1596—1650) erschien, übrigens 
anonym, um Auseinandersetzungen mit der Kirche zu umgehen. In diesem auch für die Geschichte 
der Philosophie bedeutsamen Werke ist im dritten Teil mit dem Titel La Geometrie das Grund- 
prinzip der analytischen Geometrie systematisch dargelegt. Kurz vorher hatte Pierre DE FERMAT 
(1601-1665) ebenfalls Methoden der analytischen Geometrie ausgearbeitet, aber seine Abhandlung 
Ad locos planos et solidos isagoge (Einführung in die ebenen und räumlichen geometrischen Örter) 
blieb bis 1679 ungedruckt. Da die ‚„‚Geometrie‘“‘ von Descartes noch dazu in den Bezeichnungsweisen 
glücklicher war, knüpfte die Ausarbeitung der Methode der analytischen Geometrie vorwiegend 
an Descartes an. Ihre heutige Ausformung hat sie freilich erst weit nach Descartes erhalten, ins- 
besondere durch Leonhard Eurer (1707— 1783). So verwendete Descartes noch nicht zwei Achsen, 
und erst seit Euler, dem man übrigens einen großen Teil der heutigen Bezeichnungen verdankt, 
zieht man aus den Gleichungen der geometrischen Örter weitgehende Schlüsse, während Descartes 
und Fermat im allgemeinen mit der Aufstellung der Gleichung die Untersuchung als beendet 
ansahen. 


I. Ebene Koordinatensysteme 


Die Verschmelzung geometrischen und algebraischen Denkens wird dadurch erreicht, daß man die 
geometrischen Gebilde als Punktmengen auffaßt und jedem Punkte Zahlenwerte zuordnet, durch 
die er sich von anderen Punkten unterscheidet. Eine Kurve oder eine Gerade ist dann Träger einer 
Gesamtheit von Punkten, für deren Zahlenwerte bestimmte Beziehungen gelten, die man Glei- 
chungen dieser Gebilde nennt, z. B. Gleichung einer Ellipse oder einer Geraden. Das Bild einer 
linearen Gleichung in zwei Variablen ist stets eine Gerade, das einer quadratischen ein Kegelschnitt. 
Die Grundlage für diesen Aufbau der analytischen Geometrie ist die Zuordnung zwischen Punkt 
und Zahl, die eineindeutig sein muß. Auf einer Geraden oder allgemeiner einer Kurve genügt eine 
Zahl, auf einer Ebene oder Fläche ein Zahlenpaar, im Raum ein Zahlentripel, um einen Punkt 
eindeutig festzulegen, und umgekehrt bestimmt ein Punkt auf einer Kurve eindeutig eine Zahl, 
auf einer Fläche ein Zahlenpaar und im Raum ein Zahlentripel. Diese Zahlen werden Koordinaten 
genannt. Sie lassen sich auf verschiedene Weise gewinnen; das Mittel, sie festzulegen, sind die 
Koordinatensysteme. 


Zahlengerade. Auf einer Geraden ist die Lage jedes Punktes P eindeutig bestimmt, wenn auf ihr 


— 
ein Nullpunkt O (lat. origo, Ursprung, Anfang) und eine Einheitsstrecke e = O 1 gegeben sind. Die 
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ganzzahligen Vielfachen der Einheitsstrecke erhält man durch wiederholtes Abtragen von e ent- 
weder von O über 1 hinaus in positiver Richtung oder von 1 über O hinaus in negativer Richtung 
(Abb.). Den Endpunkten der Vielfachen werden die ganzen, positiven bzw. negativen, Zahlen zu- 
geordnet. Entweder ist der Punkt P einer der Endpunkte, oder er liegt zwischen zweien von 
ihnen, z. B. zwischen n und (n + 1); immer gibt es eine reelle Zahl x, so daß das x-fache von e 


den Abstand OP des Punktes P vom 

negative Richtung positive Richtung Koordinatenanfangspunkt O0 angibt. 

IS: Für positive zgittnsxe<n+ 1 und 

= 0 für negative -n’ 2x > —n’ — 1. Die 

| E | N N N | | | ” Zahl x ist die Koordinate des Punk- 
SENSE £ r tes P. Umgekehrt bestimmt auch jede 
BIN 2 2 7 7 2  eree i reelle Zahl x eindeutig einen Punkt P 


Zahlengerade der Zahlengeraden durch OP =x: e. 


PARALLELKOORDINATENSYSTEME 


Sehiefwinklige Parallelkoordinaten. Um die Lage eines Punktes in einer Ebene festzulegen, sind 
zwei Zahlengeraden mit den Koordinatenanfangspunkten O und O0’ sowie den Einheitsstrecken 


ii 

e = 0 1 und e’ = 0° 1’ notwendig, da die Ebene zwei Ausdehnungen hat. Man ordnet die Geraden 
stets so an, daß ihre Nullpunkte zusammenfallen, O = 0’, nennt sie Achsen des Koordinatensystems 
und bezeichnet sie meist als &- oder Abszissen- und als y- oder Ordinatenachse (lat. abscindere, 
abreißen, ordinare, ordnen). Schließen die Achsen den Winkel x < 180° gegeneinander ein, so wird 
in Rechtssystemen die Achsenbezeichnung so gewählt, daß eine Drehung der -+ x-Achse im positiven 
mathematischen Drehsinn (entgegen der Uhrzeigerdrehung) um den Winkel « zur + y-Achse führt; 
in Linkssystemen gilt der entgegengesetzte Drehsinn. Die Ebene wird durch die Koordinatenachsen 
in vier Gebiete geteilt. Diese Quadranten werden in dem dem Koordinatensystem zugrunde liegen- 
den Drehsinn als I., II., III. und IV. Quadrant gezählt. Liegt ein Punkt P in einem dieser Quadran- 
ten, so läßt sich durch ihn zu jeder Koordinatenachse eine Parallele legen, die die andere Achse 
in einem Punkte schneidet, die x-Achse in P’, die y-Achse in P’” (Abb.). Die Koordinaten x und y 
dieser Punkte auf ihren Zahlengeraden sind die Koordinaten des Punktes P. Für verschiedene Punkte 
ergeben sich verschiedene Zahlenpaare (x; y). Umgekehrt findet man zu jedem Zahlenpaar (a; b) 


auf den Koordinatenachsen zwei Punkte P,, P; durch ÖP, = ae und OP, = be’. Die Parallelen 
durch diese Punkte P., P, jeweils zur anderen Achse schneiden sich in einem Punkte, bestimmen 
demnach eindeutig einen Punkt P., dessen Koordinaten a und b sind. - Auch wenn der Punkt P 
auf einer der Koordinatenachsen liegt, ist zur Bestimmung seiner Lage als Punkt der Ebene ein 
Zahlenpaar erforderlich, Er fällt dann mit P’ bzw. P’” zusammen, während der Punkt auf der anderen 
Achse in den Koordinatenanfangspunkt fällt, seine Koordinate also Null ist. Punkte auf der 
Abszissenachse haben Koordinaten (x; 0), Punkte auf der Y ich Punkt ii 
Ordinatenachse dagegen (0;%y). Indem den Punkt P kenn- RU zus Hagt 
zeichnenden Zahlenpaar wird stets die x-Koordinateoder Abszisse | Ordinate | im Quadrant 
Abszisse an erster Stelle genannt, die Ordinate oder y- 
Koordinate an zweiter Stelle. Dem Koordinatenanfangs- 
punkt entsprechen die Koordinaten (0; 0). 

In jedem Quadranten haben die Koordinaten bestimmte 
Vorzeichen. Nach der angegebenen Zählung der Quadran- 
ten ergeben sich die in der Tabelle zusammengestellten 
Vorzeichen, 
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Schiefwinkliges Koordinatensystem Rechtwinklige Parallelkoordinaten 
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Reehtwinklige Parallelkoordinaten, kartesisehe Koordinaten. In einem kartesischen Koordinaten- 
system stehen die Koordinatenachsen senkrecht aufeinander, und auf beiden Achsen wird die 
gleiche Längeneinheit gewählt. Auch die beiden Parallelen durch einen Punkt P, durch die man 
die ihm zugeordneten Koordinaten findet, stehen senkrecht aufeinander und auf den Koordinaten- 
achsen. Dieses rechtwinklige Koordinatensystem wird in der Mehrzahl der Fälle verwendet, und zwar 
meist ein Rechtssystem, im Vermessungswesen dagegen ein Linkssystem (vgl. Hauptabschnitt. 
Goniometrie). 


Beispiel: In der nebenstehenden Abbildung liest man aus der Zeichnung ab, daß Pı die Koordi- 


3 
naten zı = +2 und yı = +3 hat. Wenn man einen Punkt Ps mit den Koordinaten x = — 3 


undya= + 2 einzeichnen soll, kann er nur die angegebene Lage haben. Der Ursprung hat die 


Koordinaten 0 und 0. 


POLARKOORDINATEN 


Das Polarkoordinatensystem. Ein Polarkoordinaten- 
system ist bestimmt durch einen festen Punkt O, den 
Anfangspunkt oder Pol, und eine von ihm ausgehende 
Nullrichtung oder Achse, auf der wie auf einem Zahlen- 
strahl positive Längen abgetragen und gemessen wer- 
den können. Ein beliebiger Punkt P der Ebene läßt 
sich dann festlegen erstens durch den Winkel 9, um den 
der Zahlenstrahl im positiven mathematischen Dreh- 
sinn gedreht werden muß, bis er durch den Punkt P 
läuft, und zweitens durch den auf dem Zahlenstrahl 
gemessenen positiven Abstand oe des Punktes P vom 
Pol (Abb.). Den Winkel @ nennt man Abweichung, 
Phase, Amplitude oder Anomalie; er kann Werte von 
0° bis 360° annehmen; die Länge OP = o heißt Radius; 
er kann nur positive Werte annehmen. Für den PunktO Polarkoordinaten  —= 45° und oe = 4 des 
selbst ist o = 0, und g ist unbestimmt. Punktes P 





ÜBERGANG VON EINEM KOORDINATENSYSTEM ZUM ANDEREN 


Ein und dasselbe geometrische Gebilde, z. B. ein Kreis, kann in zwei verschiedenen Koordinaten- 
systemen Kı und Kz beschrieben werden; z. B. in einem kartesischen und in einem Polarkoordi- 
natensystem. Für dieselben geometrischen Eigenschaften findet man dann zwei Gleichungen 
fı(z,y) = 0 und fz(&,n) = 0. Anstatt jede der beiden Funktionen aus den geometrischen Gegeben- 
heiten herzuleiten, muß es möglich sein, aus einer Funktion die andere entsprechend den Eigen- 
schaften der Koordinatensysteme und ihrer Lage zueinander zu berechnen. Man spricht dann von 
einer Transformation des einen Systems in das andere. Die Transformationsgleichungen müssen 
offenbar angeben, wie aus den Koordinaten (x; y) eines Punktes in Kı die Koordinaten (£; n) 
desselben Punktes in K, berechnet werden können — und umgekehrt. Sind die Transformations- 
gleichungen = tı(&,n), Y = te(&,n) bzw. ihre Umkehrungen E = rı(z, y), n = ra(x, y), so gehen 
durch Einsetzen die Gleichungen fı(@,y)=0 und fa(£&,n)=0, 
die das geometrische Gebilde beschreiben, ineinander über. 


Transformation von Polarkoordinaten in kartesische und 
umgekehrt. Zur Vereinfachung darf angenommen werden, 
daß der Pol des Polarkoordinatensystems mit dem Koordi- 
natenanfangspunkt des kartesischen Koordinatensystems und 
seine Achse mit dessen x-Achse zusammenfallen. Hat dann 
ein Punkt P die Polarkoordinaten (oe;g) und die kartesi- 
schen Koordinaten (x; y), so gilt nach Beziehungen aus der 
Goniometrie © = 0 008g, y = esing, und insbesondere am 
Einheitskreis liest man ab, daß alle in den einzelnen Qua- 
dranten möglichen Vorzeichenkombinationen von x und 
angenommen werden, wenn p alle Werte zwischen Null und Beziehung zwischen kartesischen und 
2 annimmt (Abb.). Polarkoordinaten 
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Beispiel 1: Hat Pı die rechtwinkligen Parallelkoordinaten (3; 4), so erhält man oı = /3? + 4? 
3 
= V25 =5; cospı = lee 0,6; singi = ie 0,8; aus einer trigonometrischen Tafel demnach 


yı = 53,13°. Danach hat Pı im Polarkoordinatensystem die Koordinaten oı = 5 und pı = 53,13°, 


Beispiel 2: Ps habe die Polarkoordinaten 02 = 3, 9 = 120°. Dann ergeben sich für die recht- 
winkligen Parallelkoordinaten x2 = 3 cos120° und ya = 3 sin 120°, also unter Benutzung einer 


3 3 
trigonometrischen Tafel x2 = — „y=z V3. 


Beispiel 3: In Polarkoordinaten ist die Gleichung eines Kreises um den Pol mit dem Radius r 
gegeben durch e=r; 0 << 2n. Ohne weitere geometrische Betrachtung ergibt sich durch 
Einsetzen der Transformationsgleichungen die Kreisgleichung in kartesischen Koordinaten 


e= Ja +y=rode?+y=r. 


Parallelversehiebung eines Systems reehtwinkliger Parallelkoordinaten. Zwei verschiedene karte- 
sische Koordinatensysteme Kı mit den Koordinaten x und y und Ka mit £ und n seien so gelegen, 
daß ihre entsprechenden Achsen parallel zueinander laufen und daß der Koordinatenanfangspunkt 
O: von Ka in Kı die Koordinaten (a; b) hat (Abb.). Derselbe Punkt P hat dann in Ka die Koordi- 
naten (£; n), in Kı aber (x; y), wobeigilt:x = a +&,y=b-+ nmit den Umkehrungen&=x—.a, 
n=y-b. 


Koordinatentransformation Umkehrungen 


bei Parallelverschiebung 





Diese Transformationsformeln gelten stets, unabhängig davon, in welchen Quadranten der Ursprung 
des neuen Systems zu liegen kommt; sind z. B. a und b beide positiv, so erfolgt die Verschiebung 
nach rechts oben; sind a und b beide negativ, so erfolgt sie nach links unten. 


Beispiel 1: Das x-y-System sei 
so zu transformieren, daß der 
Ursprung des zu ihm parallelen 
&-n-Systems in den Punkt P 
(4; — 2,5) fällt, d.h.esista=4, 
b= —2,5. Es gelten die Trans- 
formationsgleichungen =4+4£, 
y-=-235-+n. 

Beispiel 2: Im x-y-Koordine- 
tensystem liegt eine Kurve (Ge- 
rade), deren Gleichung im x-y- 
System y= 2z — 1,2 ist (Abb.). 
Setzt man in ihr © = 0, so erhält 
man ihren Schnittpunkt mit der 
y-Achse, er hat die Koordinaten 
(0; —1,2).In diesen Schnittpunkt 
sei der Ursprung 0’ eines &-n- 
Koordinatensystems gelegt, des- 





Zwei parallel gegeneinander ver- Transformation der Glei- sen Achsen den entsprechenden 
schobene Systeme rechtwinkliger chung einer Geraden des x-y-Systems parallel laufen. 
Parallelkoordinatensysteme Wegena=0undb= —1,2lauten 


die Transformationsgleichungen 
= y=n-132. 
Sie gelten für jeden Punkt der Ebene. Im £-n-System hat die Kurve (Gerade) demnach die Glei- 


chung: n— 1,2= 2€ — 1,2 oder „= 28. Man sieht, daß in diesem Falle durch die Transformation 
die Form der Gleichung einfacher geworden ist. 


Drehung eines Systems reehtwinkliger Parallelkoordinaten. Das x-y-System rechtwinkliger Parallel- 
koordinaten werde - bei festgehaltenem Ursprung - im mathematisch positiven Sinn um den 
Winkel y in ein &-7-System gedreht. Ein Punkt P habe im alten System die Koordinaten x und y, 
im neuen die Koordinaten & und n (Abb.). ie 


Die Projektion der &-Koordinate auf die x-Achse hat dann für jeden Winkely den Wert O0 = & cosy. 
Die n-Achse ist im Winkel (+ B= 2) gegen die x-Achse geneigt, die Projektion der Koordinate 7 
auf die x-Achse ist deshalb nach einssı Satz der Genigmetzie © A=nc0s (v 4 5) = —nsiny. 
Im Sinne der Vektoraddition gilt mithin: x = 0A = 0C + CA = &cosy — nsSiny. 
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Der Neigungswinkel der &-Achse gegen die y-Achse ist (3 um v) für jeden Winkel y; der der 7-Achse 
gegen die y-Achse entsprechend | (-y). Danach erhält man für die Projektion der 


2 2 
- 
€-Koordinate auf die y-Achse: OD = £cos (3 v) —= £siny und für die der n-Koordinate auf die 
> 
y-Achse DB = ncos (-y) = n cosy; mithin gilt für die y-Koordinate die Transformationsgleichung 
—> — — 
y=0B=0D-+DB= Esiny + ncosy. 





Die Formeln für & und n ergeben sich, indem man das 
£-n-System um den Winkel — y dreht. 


Beispiel: Welche Koordinaten hat der Punkt P (2; 4) 
in einem um y = 30° gedrehten Koordinatensystem ? — 
Die alten Koordinaten sind = 2, y= 4; wegen 


1 1 
siny=5, cosy= 513 gilt 
1 1 
g= 2er 4:5=2+J3, 


Hinweis. Durch Parallelverschiebung des Koordinaten- 
systems läßt sich, wie oben im Beispiel gezeigt wurde, 
das absolute Glied einer Kurvengleichung eliminieren. 
Mittels Drehung ist es stets möglich, in Kurvengleichun- 
gen, die in den Veränderlichen x und y quadratisch sind, 
das gemischte Glied mit xy wegzutransformieren (vgl. 
Diskussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades). Drehung des Koordinatensystems 
Davon macht man bei der Haupiachsentransformation 

Gebrauch. Durch Drehung um y =45° erhält man z.B. für die Gleichung 2 +xzy + y?-3=0 





3 1 
= = £ 00845’ — n sin45° = (E — )5V2, 


y = £ sin45° + n co845° = (E + 51, 
also durch Einsetzen in die gegebene Gleichung 
Se 2En tm + - m) +Se+2En m -3 
=0 oder 3? +? —-6=I0. 


II. Punkt und Gerade 


STRECKE UND TEILVERHÄLTNIS 


Länge einer Streeke. Die Länge einer Strecke, d.i. die Ent- 
fernung zwischen ihren beiden Endpunkten, wird in der 
Planimetrie mit einem Maßstab gemessen, in der analyti- 
schen Geometrie soll sie aus den Koordinaten der Endpunkte Entfernung zweier Punkte. Länge 
bestimmt werden. Haben die Endpunkte P; und P; der Strecke einer Strecke 

(Abb.) die rechtwinkligen Parallelkoordinaten Pı(zı;yı) und 


P:(22; Yy2), so findet man die Länge der Strecke Pı Pz nach dem Satz von Pythagoras. 





Länge der Strecke Pı Pa, Entfernung der Punkte Pı und P; | PıP3 = Y(x2 — xı)? + (ya — yı)? 
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Beispiele: 1. Gegeben: Pı(1; 8), Ps(4; 2); gesucht: PıPz = Y(4 — 1)? + (2 — 8)? 
= V32 + (- 6)? = Y45 & 6,71. 
2. Gegeben: Ps(-3; — 2), Pa (-6; — 1); gesucht: Ps Ps = \(-6 + 3)? + (-1 + 2)? = Y10 
» 3,16. 
3. Um wieviel ist der direkte Weg von Pı nach P; kürzer als der Umweg von Pı über Ps und P; 
nach P4 ? - Man findet: 


PıPi = J130 » 11,40 und 


PıPz + PaPs + PsPı = V45 + V65 + ie 6: 71 + 8,06 + 3,16 = 17,93, 
d.h., der Unterschied ist 17,93 — 11,40 = 


_— 
Teilverhältnis einer Streeke. Liegt auf der Strecke Pı Paz noch ein Punkt P, der nicht mit Pz zu- 
—- —n 
sammenfallen soll, so teilt dieser Punkt P die Strecke Pı Pz im Verhältnis PP: PPz = A; A heißt 
_— ze 
das Teilverhältnis des Punktes P in bezug auf die Strecke Pı Ps; unter Pı P ist dabei nicht nur die 
_— Be 
Länge PıP der Strecke, sondern auch die Richtung von Pı nach P gemeint, d. h., man hat PıP 
— .—- 
= — PPı. Das Entsprechende gilt für PP». Liegt demnach der Punkt P zwischen Pı und P;, so 


u — 
haben Pı P und PP; gleiche Richtung, mithin gleiches Vorzeichen, A ist positiv. Welche Vorzeichen 
beide Strecken haben, hängt wie bei jeder Zahlengeraden von der Richtung ab, die auf der Geraden 
als positiv gerechnet wird, d.h. von der Orientierung der Geraden. Würde sich die Orientierung 


—r — 
der Geraden ändern, so hätten die Strecken PıP und PP, zwar das entgegengesetzte, auf jeden 
Fall aber gleiche Vorzeichen. Die Orientierung der Geraden ändert das Teilverhältnis A nicht und 

braucht deshalb hier nicht beachtet zu werden. Liegt 


—— —- or 
P außerhalb der Strecke Pı Pa, so haben PıP und PP; 
stets verschiedene Vorzeichen, A ist mithin negativ. 
Eine genauere Untersuchung zeigt, daß jede Lage des 
Punktes P auf der Geraden durch einen Wert des 
Teilverhältnisses A gekennzeichnet werden kann (Abb.). 
In der Tat sieht man sofort, daß A monoton wächst, 


— 
wenn P von Pı aus die Strecke Pı Ps durchläuft, weil 
— 


P 
— der Zähler stets wächst und der Nenner 

PP: 
immer kleiner wird. Für P=Pı ist }= (0; für den 


— 
Mittelpunkt M der Strecke PıP3 gilt Am = +1; wenn 
aber P sich dem Punkt Ps beliebig nähert, wächst A 
über jeden endlichen Wert hinaus. 
Ist P ein äußerer Teilpunkt an Strecke co PıPı, so ie 


Wert des Teilverhältnisses }, wenn P die die Dikterenz der Lingen yon PıP und PP; 4 PıP Pa 
Gerade durchläuft und ist für das Verhältnis PAP:PP3z=4 von um 





ini= 





— 
so geringerem Einfluß, je größer die Strecken Pı P 


u S ae P 
bzw. PP; sind, d. h,, wenn nur P genügend weit von der Strecke PıPs entfernt ist, 
_—- 


PP 
unterscheidet sich A = —— um beliebig wenig von — 1. Dabei spielt es keine Rolle, ob P sich in der 


PP; 
Richtung PP Pz oder in der Richtung PP Pı von der Strecke entfernt. Man sagt dafür kurz: in dem 
uneigentlichen oder unendlich fernen Punkt P der Geraden hat das Teilverhältnis den Wert 


A= — 1, Nähertsich P in Richtung von Pı P; dem Punkte P,, sogilt PPL = PPı + PıP3 > PP,, 
der absolute Betrag des Teilverhältnisses ist deshalb stets kleiner als 1, oder A wächst von 
u ‚Sr 
— 1 bis 0. Nähert sich der Laufpunkt P in Richtung von P3Pı dem Punkte Ps, so gilt PP = 
— 
DE Yet, umge PıP se 
PıPa +PsP>P3zP, d.h, [A| = | — |> 1, dabei hat man PP3 > 0 oder || >, wenn P->+P;; 


PP; 
Animmt danach von — 1 monoton ab bis — >, wenn P sich als äußerer Teilpunkt in der Richtung 


u 
von P»Pı zum Punkte Ps bewegt. Für P = P; ist A nicht definiert, A konvergiert für P als 
innerer Punkt gegen + =, als äußerer Punkt gegen — ». 
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GERADENGLEICHUNGEN 


Richtung einer Geraden. Eine orientierte Gerade g schließe mit der + x-Achse einen Winkel (x, g) 
= pein, d. h., die + x-Achse geht nach einer Drehung um ihren Schnittpunkt S mit der Geraden g 
im positiven mathematischen Drehsinne (in Rechtssystemen, in Linkssystemen entgegengesetzt) 
um den Winkel +9 in die Richtung der Geraden über. Mit der + y-Achse schließt die Gerade 


2 
daß PıP, positiv ist. Zu jeder Koordinatenachse werden durch jeden dieser Punkte Parallele 


7t 
dann den Winkel (y,g) = (3 - ein, Auf der Geraden seien zwei Punkte Pı und P3 so gegeben, 
—> 


gezogen, die die Achsen in Piz, Par bzw. Pıy, Pr, schneiden. Die Projektionen der Strecke Pı Pe 
—— —> — 

auf die Achsen sind dann für jeden Winkel gegeben durch PızP2z = PıPz cosp und PıyPay = 

=I72@ n ug | - 

PıP; cos| = o) =PıP2sing. Sind tı, yı bzw. za, ya die Koordinaten der Punkte Pı und P;, so gilt: 


u ni 
xı + PıPı = x, 22 — &ı = PızPar und 
—— 


ein 
Yyı + PwPay = ys, Ya Yyı = PwPa; 


wegen Pı Pa = + Y(x2 — xı)®+ (ya — yı)?, erhält man; 


Xe —' %ı 
COSP = —m————— , 
Va — zı)? + (ya — yı)? 
- Ya — yı j 
sing = 


Vz — 21)? + (ya — ya)? 


Der Winkel & ist danach aus den Koordinaten der 
Punkte Pı und Ps zu bestimmen; er kann Werte 
zwischen 0 und 2r annehmen. In allen Fällen aller- 
dings, in denen die Orientierung der Geraden g nicht 
beachtet zu werden braucht, genügt es, den Winkel 
aus seinem Tangenswert zu bestimmen 











Teilverhältnis und Geradengleichung Ya = Yı Ya — Yı 
ne Tara, po = arctan ? 
%a — %ı 2 — %ı 
Man beschränkt sich am besten auf den Hauptwert der Arkustangensfunktion, d. h. auf Werte 9 im 
Intervall — 5 <o<+ = Der Wert m wird Richtungsfaktor der Geraden g genannt. 
—— 
on } a - PrP. 
Gleiehung einer Geraden. Teilt ein Punkt P die Strecke PıPa im Verhältnis A= —-, so gelten 
PP; 


— + 
für die Strecken PıP und PP; die entsprechenden Gleichungen zu den eben gefundenen, z.B. 


— — | 
= — ıı = PıPcosg und y-—Yyı = PıP sing, 

— — | 
&a—x=PPzacosp und y—y= PPasing. 


Für das Teilverhältnis erhält man danach 
— > 
= PıP:PPz; = (x — xı)[eosp : (a — z)/eosp = (x — xı) : (22 — x) oder 
——> . j 
= PıP:PP, = (y - yı)/sinp : (ya — y)/sing = (y — yı) : (ya — Y). 


Nimmt A alle Werte zwischen — oo und + ® an, so durchläuft der Punkt P die Gerade g; genügen die 
Koordinaten x, y eines Punktes P also der Gleichung (= — xı) : (&2 — x) = (Y — Yı) : (ya — Y), So 
liegt der Punkt P auf der Geraden. Man nennt seine Koordinaten x; y oft laufende Koordinaten. 
Durch korrespondierende Addi- u 

tion folgt aus a:b=c:d die Pro- ? 
portion a:(a+b)=ce:(c+d); . heiten 

danach lautet die Geradengleichung (x — zı) : (&a — 2&ı) = (y — Yyı) : (ya — yı). Aus ihr läßt sich 
durch Vertauschen der inneren Glieder die Zweipunkteform gewinnen. In ihr betont man, daß zwei 
Punkte Pı und P3 die Gerade völlig im Koordinatensystem festlegen; in der Punktrichtungsform, 
daß ein Punkt Pı und der Richtungsfaktor 
m = (ya — yı) :(& - mı)=(y - yYı) :(® — xı) die 
Lage der Geraden bestimmen. 

ya — Yı 








Die rechte Seite 





der Zweipunkteform hat die Bedeutung von tanp und kann je nach der 


wa: 


Lage der Punkte P, und Pa zueinander alle Werte dieser trigonometrischen Funktion annehmen. 
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Insbesondere interessieren die Sonderfälle des Quotienten für (ya — yı) = 0 und für (x3 — xı) =0. 
Im ersten Falle ist wegen tanp = 0 die durch die Punkte Pı und P, bestimmte Gerade parallel 
zur x-Achse, 9 = 0° (oder p = 180°). Aus der Geradengleichung folgt dann — = =(I, y—-yı 
7 

= (,y = yı;d.h., für jeden Wert der x-Koordinate des Punktes P, der die Gerade durchläuft, hat 
seine y-Koordinate den konstanten Wert y = yı. Aus der Geradengleichung folgt so erneut, daß die 
Gerade der x-Achse parallel ist. Im zweiten Fall ergibt sich aus tanp = © der Wert p = 90° 

% — %ı 








(oder p = 270°) und entsprechend aus der identisch umgeformten Geradengleichung eg: 

—)üß ZI NE 

= En —= 0 oder x — xı = 0; für beliebige y-Koordinaten des laufenden Punktes P muß seine 
27:91 

x-Koordinate stets den konstanten Wertx = xı haben; d. h., die Gerade verläuft parallel zur y-Achse. 

Die Gleichungen der x&- bzw. y-Achse selbst lauten wegen yı = 0 bzw. xı = 0 dementsprechend 

y=Obzwrx=(. 2 y- 


Aus den Gleichungen A = und} = 2 








= = lassen sich die Koordinaten x, y des Punktes P 
= 


— 
berechnen, der die Strecke Pı Ps im Verhältnis A teilt; man erhält z.B. Axg -Ax =x — xı oder 


z= (zı +iz)/(1 + AR). 











N a 
Für den Müttelpunkt M der Strecke PıP: ergibt sich x = = > = u 2 - e, dai= +1 
—> 
Beispiel 1: Richtungswinkel o der Strecke PıPa. 
a) Gegeben Pı(2; 3) und Pz(7; 8); 
cos ne 2 I i LS inkel 9= 45 
De m ar ae ir ae —rRichtüungswinkel og 45°, 
G-P»+B-3 Years y ss? 7% ; 


b) Gegeben Pı(-1; —2) und Pz(0; 8); 
0+1 oe i 8+2 10 
=: = ; sin 
\(o-+1)2+(8+ 2)? Yıoı 101 101 
Richtungswinkel p = 84,3°, 
c) Gegeben Pı(2; — 3) und Pz(—3; +5); 


cos ee = si 2 tanp - 1,6 
ee inog = ——; tanp= — = —16; 
N-3-2)2+(5+ 3) Ys9 89 i u 


II. Quadrant; 9 = 180° — 58° = 122°. 
Beispiel 2: Gesucht sind die Koordinaten des Punktes T', der die Strecke zwischen Pı (3; — 2) 


3m 219) 
 — —- 
und P3(-5;4) so teilt, daß PAT: TP, = 2:3. Da ıi= 2 zı Am 3 


a ee 
73 
u 
nn ui 5 
Zei ehem 2 
648 2 1+3 
Eva 


Die Strecke wird halbiert für A= +1 durch 
M(-1;]). 


Gerade durch Pı (-4; —2) und Pz (5; — 4) Beispiel 3: Gesucht ist die Gleichung der 
| Geraden, die durch die Punkte Pı(-4; —2) 
und P3(5; — 4) hindurchgeht (Abb.). Aus den gegebenen Werten = -4, ı=—-2,=5, y=—4 





. . y+2 -4+2 j 2 26 
erhält man nach Einsetzen ee a erg und daraus durch Vereinfachen y = — 9° 55 
Der Richtungsfaktor m hat den Wert m = -— 5 — 0,2222... = tang. Für p ergibt sich 
somit pı = —12,53° oder ga = 180° — 12,53° = 167,47°; bei Beschränkung auf den Hauptwert 


p = —12,53°. Ein Punkt Ps auf der Geraden, der in der Richtung PıP; von P; den Abstand 
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nn > . — — —> => 4 
3 PıP3z hat, teilt die Strecke PıPa im Verhältnis A= PıPs/PsPa = 4 PıP3/(-3 PıP2) = — 3° 
2 sa —4— 3° 5 
Er hat demnach die Koordinaten x3 = ee A 12 + 20 = 32 und 
% 8 
4 4 
Yyı=z3y -2-35(-4) 
AT um, -16 +6 = -10. 
Be 7 
Beispiel 4: Gesucht ist die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt Pı(3; 4) hindurch- 
geht und deren Richtungswinkel « = 60° beträgt. Es ist also x&ı = 3, yı = 4, tan« = m = tan 60° 


= V3. Demnach erhält man y — 4= V3 - (x — 3); nach Umformen ergibt sich die Geradenglei- 
chung y=)3-2 +4- 3V3. 


Kartesische Normalform der Geradengleiehung. In den letzten Beispielen ist die Geradengleichung 
zur Vereinfachung auf die Form y = ax + b gebracht worden. Das läßt sich allgemein bei der 
Gleichung jeder Geraden erreichen, vorausgesetzt, daß die Gerade nicht parallel zur y-Achse ver- 
läuft; aus der Punktrichtungsform z. B. erhält man: 


Yy-— Yyı = m(x — &ı) = mx — mxı oder 
y=mz-+ (yı —- mzı) bzw. kartesische Normalform | y=mıi+tn 
yz=mz-+tn,wennn = Yyı—- maı. 


Für Parallele zur y-Achse gilt, wie oben gezeigt, x = xı. Da m = tang, bedeutet m xı offenbar 
den Unterschied der Ordinaten des gegebenen Punktes Pı und des Schnittpunktes $S der Geraden 
mit der y-Achse; n = (yı — mxı) ist also die Ordinate von S. Setzt man zur Bestätigung in der 
Normalform x = 0, so erhält man er- 
neut Yys = N. 





Herleitung der kartesischen Normalform 
aus der Punktrichtungsform Drei Beispiele für die Normalformy = mx +n 


Setzt man in einer Hilfsgeraden y = mx für x den Wert 1(Abb.), so wird y= m; die Gerade 
y=mz-+n geht aber aus der Hilfsgeraden hervor durch Parallelverschieben in Richtung 
der + y-Achse um n. Trägt man deshalb auf einer Parallelen zur y-Achse im Abstand + lden Wert m 
vom Punkte (1;0) aus ab, so ist die Verbindungsgerade vom Koordinatenanfangspunkt zum 
Endpunkt von m die Richtung der Hilfsgeraden h. Eine Parallele zu A durch den Endpunkt der 
vom Koordinatenanfangspunkt aus auf der +y-Achse abgetragenen Strecke mit der Maßzahl n 
ist die gesuchte Gerade g (Abb.). 


Achsen-Absehnitts-Form der Geradengleichung. Eine Gerade, die nicht durch den Koordinaten- 
anfangspunkt geht und keiner Koordinatenachse parallel ist, kann im Koordinatensystem auch durch 
die Angabe der beiden Abschnitte a und b festgelegt werden, die sie auf den Achsen abschneidet. 
Schneidet sie die Achsen in den Punkten Pı (a; 0) und Pz(0;b), dann erhält man aus der Zwei- 
-0 b-O z 


Y ı y 
eye durch Umformen zz + 1 oder = Er 1 (Abb.). 





punkteform ; 


Achsenabschnittsform der Geradengleichung | = 
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Beispiele: 1. Die Achsenabschnitte seien « = 4, b = —2. Man erhält als Gleichung der Ge- 


x 
raden in Achsenabschnittsform 7 + I =1. Bringt man sie auf Normalform, so erhält man 


2 

y=,9 2. 

2. Auch die allgemeine a läßt 
sich auf Normalform bringen. Aus — +3 — =1 folgt 


durch Umformen 
b b 
ra: d.h. n==-; n=b. 


+ 
3. In welchen Punkten schneidet die Gerade y= — 3? +8 


die Achsen ? — Aus der Formel des Beispiels 2 liest man 
unmittelbar ab, daß b = 8, und demnach a = 6 ist. 





a : ; Hessesehe Normalform der Geradengleiehung. Diese Glei- 
Aun Heriestunig-der Achsenabschnitis- chungsform ist benannt nach dem deutschen Geometer 
form der Geradengleichung Otto Hazsse (1811-1874). Durch eine orientierte Gerade g 

wird die x-y-Ebene in zwei Halbebenen zerlegt, von 

denen die als positiv gerechnet wird, die beim Durchlaufen der Geraden g in dem durch die 
Orientierung vorgeschriebenen Sinne links von ihr liegt. Zur Geraden gehört danach eine 
Normale n, die so orientiert ist, daß der im Drehsinn des Koordinatensystems gemessene 
Winkel (g, n) den Wert + 90° hat. Mit dieser Normalen rn kann der Abstand p der Geraden g vom 
Koordinatenanfangspunkt O bestimmt werden. Schneidet das vom Koordinatenanfangspunkt O 
auf die Gerade g gefällte Lot diese im Punkt @, so ist 


— 
0OG = p. In der Abbildung ist dieser Abstand p posi- 
tiv; läge der Anfangspunkt O des Koordinaten- 
systems in der positiven Halbebene, so wäre der Ab- 


— 
stand O@ negativ; wenn die Punkte O und @ zu- 
sammenfallen, hat p den Wert Null. 

Bildet die Normale, mithin auch der Abstand p, 
den Winkel 9 gegen die x-Achse, (x, n)= gp, so erhält 
man den Winkel (x,g) der Geraden g gegen die 


x-Achse durch Drehen der N on um = dr Bes 
es gilt (2,9) = (,n)-3=@P-;. Der Winkel (y, n) 


der Normalen gegen die y-Achse ergibt sich zu (y, n) 


= 5 — og. Der Winkel p=(r,r) kann alle Werte 


zwischen 0 und 2rz annehmen. Hat ein Punkt P die 
- — 
kartesischen Koordinaten = OR, y= RP und den 





—- 
Abstand d = QP von der Geraden g, so führen vom 
Hessesche Normalform der Geradengleichung Koordinatenanfangspunkt O zum Punkt P zwei Vek- 
= 


— — - == 
torwege 0O@ +G@Q +QP und OR+RP. Ihre Pro- 
jektionen auf die Normale müssen nach Richtung und Größe gleich sein: 


p+0+d=xrcosp + ycos(yn) =xcosp +ysing oder d=zcosp + ysing — p. 


Für Punkte P in der ‚positiven Halbebene ist der Abstand d von der Geraden 9 positiv, für Punkte 
in der negativen Halbebene ist er negativ. 


Punkte P, die auf der Geraden liegen, haben den Abstand d = O von ihr; x cospg + ysing -—p=0 

ist also die Gleichung der Geraden. In ihr —— — 

hängt das Vorzeichen von p in der geschil- 

derten Weise von der Orientierung ab. 

Die beiden Parallelen im Abstand +6 zur Geraden g haben die Keine 
x cosp +ysing - (pP +9) =. 


Für ö = —p geht eine der Parallelen durch den Koordinatenanfangspunkt, ihre Gleichung ist 


Tt 
x cosp + ysing = 0 oder y=zeotp = atan (p-5)=zm, 





u u IT a 
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geht also in die kartesische Normalform über. Ist aber ö > p, so liegt eine der Parallelen jenseits 
des Koordinatenanfangspunktes, und p’ = (p — 6) nimmt einen negativen Wert an. 


Beispiel 1: Hat die Gerade g vom Ursprung den Abstand p = 3 und ist die Richtung des 
Lotes n durch den Winkel p = 30° festgelegt (Abb.), so erhält man = c0s30° + y sin30° — 3 
=0oderx- 5 V3 + y* 5 — 3 = Oals @leichung der Geraden in Hessescher Normalform ; rechnet 


man auf kartesische Normalform um, so ergibt sich y= — Y3 -2+6. Die Abstände der Punkte 
Pı(5; 7) und Pa(—1; — 3) von der Geraden g sind: 


7 
dı -SV5+45 - 3 = 2,5/3 + 0,5» 4,33 + 0,5 = 4,83; 


da = Be 3=— (518 + 45) = —(0,87 + 4,5) = - 5,37. 
Die beiden Parallelen pa und pı im Abstand ö = 6 von g haben die folgenden Gleichungen: 
2.5 -V3 +5 9= Obzw.x - VY3+y cc = 0; in der zweiten Gleichung hat p einen 
negativen Wert. Die Antiparallele mit dem Abstand pı > 0 und der Normalen n’ = —n hat 


1 1 
die Gleichung: — x’ >13 — y'3 — 3= 0 oder = c0s210° + ysin210? — 3 = 0. 





Beispiel I für Gerade in Hessescher Normalform, Beispiel 2 für die Gerade in Hessescher Normal- 
Eu: | 11000, form 


Beispiel 2: Eine Gerade h (Abb.) schneidet die x- bzw. die y-Achse in den Punkten Pı = (-5; 0) 
bzw. Pz = (0; +8), und zwar die «-Achse unter dem Winkel (x, k), für den gilt: 


8 
tan(x,h) = ;_- 1,60, d.h, (&,%) = 58°, 


Wegen (,h)=9- = ist 9 = 58° + 90° = 148°, 
2 


In der Hesseschen Normalform x cos148° + ysin148° — p = 0 erhält man p durch Projektion | 
— _— - 
der Strecken OP, bzw. OP; auf die Normale n: 


— 
p = OPı c0s148° = (—-5) - (—- sin58°) = 5 0,8480 & 4,24 
— 
bzw. p = OP cos(90° — 148°) = 8 c0os58° = 8 - 0,5299 & 4,24. 
Die Hessesche Normalform lautet danach: 
—2:0,85 + y 0,53 — 4,24 = (0. 
Der Punkt P; = (6;5) hat von der Geraden h den Abstand d= —-6 0,85 + 5 0,53 — 4,24 
= —5,09 + 2,65 — 4,24 x» — 6,68. Dieser Abstand d ist um pı = 6,68 — 4,24 = 2,44 länger 
als p. Die Parallele hı durch P3 zu h hat demnach die Gleichung —x : 0,85 + y 0,53 + 2,44 = 0, 


bzw. ihre Antiparallele hı’ mit nı = —n die Gleichung x cos(148° + x) + ysin(148° + nr) 
— 2,44 = O0 oder x 0,85 — y: 0,53 — 2,44 = 0, 
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Allgemeine Form der Geradengleiehung. Die allgemeine Geradengleichung lautet Ax + By + C 
= 0; in ihr sind die Konstanten A, B, C beliebige reelle Zahlen, aber A und B nicht gleichzeitig 
Null. Ihr Bild ist stets eine Gerade. Wird angenommen, daß eine der Konstanten A oder B Null 


© 
ist,z.B.A=0,B=0, so stellt die Gleichung B-y + 0 = (I, y=- B eine Parallele im Abstand 
C 


C 
y= u zur x-Achse dar; für B= 0, A 0 erhält man eine Parallele im Abstande x = = 


’ A 
zur y-Achse. Sind A und B beide von Null verschieden, so stellt y= — BB? _ die kartesische 


A 
Normalform dar mit dem Richtungsfaktor m = — B und dem Achsenabschnitt n = — B auf der 


y-Achse. Für C = 0 geht die Gerade durch den Ursprung. 
Man bezeichnet die Halbebene als positiv, die nur Punkte P(x;%y) enthält, für deren Koordinaten 
x und y die lineare Funktion Az + By+ (= f(x,y) positive Werte annimmt. Der im Beispiel 2 


8 
betrachteten Gleichung y = 5® + 8 entspricht die lineare Funktion 5y — 8x — 40 = f(x, y). 


Sie hat für den Punkt P3(6; 5) den Wert 25 — 48 — 40 = — 63, dieser Punkt P; liegt also in der 

negativen Halbebene. 

Man orientiert die Gerade so, daß sie im positiven 

Sinne durchlaufen wird, wenn die positive Halbebene 

links liegt. Danach wird ihre Gleichung Acr+By+C0=0 
€ 


YA: + B:' 


eAx eBy eÜ 


ee ul 
YA: + B: YA: + B2 YA: + B? 
und ist damit normiert, d.h., die Summe der Quadrate 
der Koeffizienten von x und y ist 1: 


e A Är ( eB ) 
(7 + =) YA? + B? 
Die Koeffizienten dürfen dann als Kosinus- und Sinus- 
wert eines Winkels  aufgefaßt werden (Abb.). Setzt man 


e A eB eC 
Normieren der Gleichung 3y—- 22x -4=0 —————= 089, —_——=sing ————=-—?, 
7 YA® + B? YA? + B? YA? + B? 


so erhält man die Hessesche Normalform; nur für e = +1 ist der Abstand d eines Punktes P der 
positiven Halbebene positiv. 


mit wobei e = + 1, multipliziert: 





Beispiel: Die @eradengleichung 3y — 22 — 4= 0 ist auf die Hessesche Normalform zu 
bringen. Der Koordinatenanfangspunkt (0; 0) gehört wegen 3-0 — 2:0 — 4= —4 zur nega- 
tiven Halbebene. Es ist A = -23,B= +3, 0 = -4, also muß jeder Koeffizient durch J4 + 9 
= V13 dividiert werden. Demnach lautet die Geradengleichung in Hessescher Normalform 


2 3 4 
= a4 —y-—— 0, 
V13 Vı3 Vı3 
2 3 3 +4 
dıh., ne sing = nr tanpg = — = — 1,5; @ = 123,68°; p = m Aus der karte- 


2 4 2 
sischen Normalform y = 3? - 3 erhält man zur Kontrolle m = tan (z, 9) = FÜ (2,9) = 33,69°, 


dh, 0- 5 — 33,69°, 9 = 123,69°, - 


INZIDENZ VON PUNKT UND GERADE 


Man spricht von Inzidenz zwischen einem Punkt und einer Geraden, wenn der Punkt auf der 
Geraden liegt oder die Gerade durch den Punkt hindurchgeht. Wie stellt man analytisch eine 
Inzidenz fest ? - In einer Geradengleichung, z. B. y = 2x — 7, bedeuten x und y die Koordinaten 
eines beliebigen auf der Geraden liegenden Punktes P(x;y). Ist Pı(4; 1) einer dieser Punkte, so 
muß die Gleichung speziell für x = zı, y = yı richtig sein. Man sagt, die Koordinaten xı und yı 
erfüllen (oder befriedigen) die Gleichung der Geraden y = 2x — 7; in der Tat gilt 1= 2:4 7. 
Dagegen erfüllen die Koordinaten des Punktes Pz(2; 4) die Geradengleichung nicht,da4 # 2:2 — 7. 
Offensichtlich bleiben diese Überlegungen richtig, ganz unabhängig davon, in welcher Form die 
Geradengleichung gegeben ist. 
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Ein Punkt P; (zı3Yı) liegt dann und nur dann auf der Geraden, wenn seine Koordinaten x: und yı 
die Gleichung der Geraden befriedigen. 
1 
Beispiele: 1. Der Punkt P(2; 3) liegt nicht auf der Geraden 2r — 73 +8=0, denn 
; 
2:2 -—-  3+8#0. 
2. Die Gerade > 4 s — 17 = 0 geht nicht durch den Ursprung, denn > + 3 - 170. 
3. Der Punkt Pen. 88) liegt auf der Geraden y — 8 = 2(xz — 17), a 8 —-8—= 2-(57 — 11. 
3 
4. Die durch die Punkte Pı (0; 2) und Pı(2; 5) gehende Gerade hat die Gleichung: 





a 2 
a er 
FT SE I ee ne 


Sie schneidet die x-Achse im Punkt 8, dessen Ordinate yo = 0 ist. Seine Abszisse ist dann 


3 1 
x% = -3. Der Punkt $(-3; 0) ist Schnittpunkt der Geraden y = 5® En Smit der x-Achse; 
x = — 3 ist die Nullstelle der Funktion. 


ö. Wenn der Punkt Pı mit der Abszisse zı 
2 
= 5 auf der Geraden y= FA 2 liegen soll, 
muß seine Ordinate yı den Wert haben 
2 1 4 
ee erie 3° 


6. Durch den Punkt P,(6; 4) soll eine Ge- 
rade gı gehen, die vom Punkte Pz(3; —5) 
den Abstand d = 3 hat. 

Geometrisch läßt sich die Gerade mit Hilfe 


des Thaleskreises über der Strecke Pı P: als 
Durchmesser konstruieren (Abb.). 

Es ergeben sich zwei Geraden gı bzw. gs, 
deren Abstand nach der Orientierung des 
Lotes vom Koordinatenanfangspunkt auf 
die Geraden entweder positiv (dı= +3) 
oder negativ (de= — 3) ist. Zugleich erkennt 
man, daß der gegebene Absiand d kleiner 


als die Strecke PıPs sein muß, wenn eine 
Lösung möglich sein soll. Es empfiehlt sich, 
die gesuchte Gerade in Hessescher Normal- 
form anzunehmen: 

zcosp +ysing—-p= 0; dabei sind die 
drei Größen cos, sing und p zu bestimmen. 
Da die Gerade durch Punkt Pı(6; 4) geht As Senne 

und vom Punkt Pz(3; —5) den Abstand  Geradegı bzw. ga durch Punkt Pi, von der Punkt Pa 
d= +3 haben soll, sowie nach einer be- den Abstand dı bzw. ds hat 

kannten goniometrischen Beziehung, gilt 


6cosp +4sinyg- p= 0 | 3 DE 
3 cosp — 5sing—- p= +3 > u c cosp + 9sinp Ta 
co?p + sing=1 cosp = Fl- 3sinp 

y 4 4 
cospı = Fl; c0sp = #5 


2 
- Th yaA—mt2z 












1 + 6sine + 9sin» + sine = 1 
10 sin®p + 6sino =) 





x R 3 
singı = 0; sing = F 5 


2 
Durch die Wahl vn yı =+6und® = +2 z wird die noch nicht festgelegte Orientierung der 
beiden Geraden gı und gs bestimmt; durch een von cosygı = +1, singı = =0,ı=+46 
3 
und von cosoa = + 5 sing = — 5 p= nn 22 — erhält man die gesuchten Gleichungen 
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| 3 2 | + 
+52 - 24 - 22 = Oundz - 6 = 0 bzw. in kartesischer Normalform y = 32 — 4 und = = 6. 


3 4 2 
Setzt man in die Funktionen fı(®, y) = — 59 En 5° 25 und fa(x,y) = x — 6 die Koordinaten 


x =(0,y= 0ein, so ergibt sich, daß der Koordinatenanfangspunkt O für beide Geraden in der 
negativen Halbebene liegt. Ä 


III. Mehrere Geraden 


Es ist aus der Planimetrie bekannt, daß die gegenseitige Lage zweier Geraden in einer Ebene be- 
schrieben werden kann mit Hilfe der Begriffe parallel und Abstand bzw. Schnittpunkt und Winkel 
zwischen den Geraden, In der analytischen Geometrie werden die entsprechenden Kennzeichen 
zweier Geraden aus ihren Gleichungen abgelesen. 

In der kartesischen Normalform zweier Geraden y = mıxz + nı und y= max + na wird ihre 
Richtung durch die Riehtungsfaktoren mı und mas gekennzeichnet. Die Geraden sind dann und nur 
dann parallel zueinander, wenn mı = ma. Sind sie dagegen in der Hesseschen Normalform gegeben, 
z. B. durch & cosgı + y sinpı — ?Pı = O0 und © cospa + Yysinpa — pa = 0; so sind sie genau dann paral- 
lel zueinander, wenn die Koeffizienten der linearen Glieder bis auf einen gemeinsamen Faktor x 
einander gleich sind, wenn cospı = x cosgsa und singı = »singpa. Da diese Koeffizienten durch 
Normieren aus denen der allgemeinen linearen Gleichung gewonnen werden können, gilt die gleiche 
Bedingung auch für zwei parallele Geraden, die in der Form Aı x + Bıy + Cı = Qund Aar + Bay 
+ Ca = 0 gegeben sind. 

Allgemeiner kann gesagt werden, daß die Koeffizienten einer Geradengleichung, z.B. A, B, C 
der linearen Gleichung, die Lage der Geraden bestimmen. Sie sind Konstante, die laufenden Koordi- 
naten (=;y) dagegen Variable. Die Gleichung Ax + By -+ C = 0 besagt dann: aus der Menge 
aller Punkte mit den Koordinaten x und y wird die Teilmenge herausgegriffen, deren Koordinaten 
den durch das Verhältnis der Konstanten A : B: © gegebenen Bedingungen genügen; es ist gezeigt 
worden, daß diese herausgegriffenen Punkte auf der Geraden Ax + By + C© = 0 liegen. Umge- 
kehrt lassen sich aber auch A, B, C, wenn A und B nicht zugleich verschwinden, als homogene 
Koordinaten auffassen und ihre Koeffizienten x, y als Konstante. Die Gleichung charakterisiert 
dann die Gesamtheit der Geraden, die denselben Punkt (x; y) gemeinsam haben. Eine solche Gesamt- 
heit heißt @eradenbüschel und die Werte (A, B, C) bzw. (cosp, sing, p) Koordinaten einer Geraden. 
Werden beim Teilverhältnis die Beziehungen zwischen den Punktkoordinaten angegeben, die 
bestehen müssen, wenn ein Punkt P einer 
Geraden die Strecke zwischen zwei anderen 
Punkten Pı und P, der Geraden in einem 
gegebenen Verhältnis teilt, so sind jetzt die 
Bedingungen zwischen den Geradenkoordina- 
ten gefunden worden, wenn die Geraden par- 
allel zueinander sind. 


SCHNITTPUNKT UND SCHNITT- 
WINKEL 


Bestimmung des Sehnittpunktes zweier Gera- 
den. Gesucht sind die Koordinaten x, und Yo 
des Schnittpunktes Po(Xo; %0) zweier Gera- 
den Aız + Bıy + Cı= 0 und Asr + Bay 
+ 0a = 0, die in allgemeiner Form gegeben 
sind. Po muß als Schnittpunkt der beiden 
Geraden auf beiden Geraden liegen, seine 
Koordinaten zo und %0o müssen beiden Ge- 
radengleichungen genügen. Die Schnittpunkts- 
bestimmung erfordert demnach die Auflösung 
des Gleichungssystems 


Aız + Bıy + Cı = 0 
Asxo + Bay + Ca = 0 


die nach den üblichen Regeln (vgl. Haupt- 

s ; $ abschnitt Gleichungen) vorgenommen wird. 

Schnittpunktsbestimmung zweier Geraden Fit den Eyuiem eine Löstng zeran), Bong 

diese die Koordinaten des Schnittpunktes. 

Hat es keine Lösung, weil die Gleichungen zueinander im Widerspruch stehen, so sind die 

Geraden einander parallel. Hat das System unendlich viele Lösungen, weil die Gleichungen linear 
abhängig sind, dann fallen die beiden Geraden zusammen, 
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Beispiel 1: In welchem Punkte schneiden sich die beiden Geraden -—32 + 3y— 6 = 0 und 
22 + 3y + 9 = 0? - Die Auflösung des Gleichungssystems zeigt das folgende Schema. 


-30 +39 -65=-0|— x +15 = 0 RGRERTETT. | 


20 +3y +9=0 | + Tre, yp=—l 
Die Geraden schneiden sich im Punkte Po(— 3; —1) (Abb.). 
Beispiel 2: Wenn der Schnittpunkt P, zweier in Normalform gegebener Geraden gesucht ist, 
etwa y= —3r7 + 14, y= —x — 1, löst man das entstehende Gleichungssystem zweckmäßig 
mit der Gleichsetzungsmethode. Im Beispiel erhält man als Schnittpunkt Ps(7,5; — 8,5). 
Beispiel 3: Die Geraden 3? +y— 7 = 0 und 22 — y— 3 = 0 schneiden einander im Punkte 
Pr(2; 1). 
Beispiel 4: Die Geraden 2x — 3y + 5 = 0 und 3y — 2x + 2 = O sind zueinander antiparallel. 
Der Koordinatenanfangspunkt gehört für jede zur positiven Halbebene. Das Gleichungssystem 
lautet in Hessescher Normalform: 

2x0 3%Y0 5 
np Nie Ya ya 

eh 3Uo 2 


"Ya Im 


Die Geraden haben den Abstand = = ö voneinander. 


20 -3yp +5 = 0 


-2%0+3y + 2=0 


Beispiel 5: Die Gleichungen 0,82 + 0,4y — 1,2 = 0 und 22 + y — 3 = 0 repräsentieren die- 
5 
selbe Gerade; die erste Gleichung geht aus der zweiten mittels Division durch 3 hervor. Im 


Gleichungssystem sind die beiden entsprechenden Gleichungen voneinander abhängig. Die 
Geraden fallen aufeinander. 


Beispiel 6: Die Geraden y=2%2—-8 und y= 2x -+ 12 sind parallel, da mı =2 = ma ist. 
Ebenso sind die Geraden = + : =] und; + 5 = l parallel, da ihre kartesischen Normalformen 


3 3 | 
y=-52+6bzwy=-7z2+ 3sind. 


Beispiel 7: Gesucht ist die Gleichung der Geraden, die durch Pı(2; — 1) hindurchgeht und zur 
Geraden y = 2x — 3 parallel ist. Von der gesuchten Geraden sind ein Punkt und der Richtungs- 
faktor m = 2 vorgeschrieben. Man erhält unter Verwendung der Punktrichtungsform die Ge- 
radengleichung y + 1 = 2(x — 2). 


Sehnittwinkel zweier Geraden. Am einfachsten läßt sich der Winkel y = (gı, 92), unter dem zwei 
Geraden gı und g2 sich schneiden, aus der Hesseschen Normalform bestimmen; es folgt unmittelbar 
(91, 92) = 92 — pı = y ausz cospı + Ysinpi — ?ı = Q und z cosp + ysing — p =). 

Aus der kartesischen Normalform ergibt sich wegen der Beschränkung auf die Hauptwerte der 
Arkustangensfunktion der Winkel y nur bis auf eine additive Konstante + z. Sind y = mıx + nı 
und y= max + na die Geradengleichungen, so bedeuten mı = tancı und ma = tan, mit 
a = (2, gı), &2 = (X, g2), also (x, 91) + (91, 92) = (X, 92) oder (gı, gg) = y = ag — aı. Nach dem Addi- 
tionstheorem der Tangensfunktion folgt daraus: 


tanae — tanaı 


any ZT ta fasan 





Durch Vertauschen der Geraden erhält man y’ = (g,ı)=u-a=-ybzwvV=n-v. 


Diese Beziehung enthält wieder die Bedingung dafür, daß die @eraden einander parallel sind: aus 
y= 0 folgt mı = ma, wie schon gefunden 
wurde. Für » = 90° ergibt sich dagegen die 
Bedingung dafür, daß die beiden @eraden senk- 
recht aufeinander stehen. Da tany = ®», muß 
der Nenner Null werden, d.h. 1+ mı ma = 0. 





1 
Beispiel 1: Die Geraden y— 2 = 5(x — 13) undy= — 5” + 18 stehen senkrecht aufeinander, 
1 
denn in kartesischer Normalform lauten ihre Gleichungen y= 52 —- 63 unddy= — 5® + 18, 
1 


d.h, mı = 5 ist der negative reziproke Wert von mı = — 5 oder mı = — m 


23* 
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2 
Beispiel 2: Zur Geraden y= -; ze+ 3 soll eine zweite Gerade senkrecht Bun und durch 
den Punkt P,(1; 1) gehen. Die Basen Gerade hat den Richtungsfaktor mı = — > die gesuchte 





1 3 

somit we Zen +73 . Nach der Punktrichtungsform der Geradengleichung erhält man — - 

= 3 1 
=+2 oder 2(y- ne 3 (2 — 1),d.h. 1-5% 2a 

3 3 
Beispiel 3: Die Geraden y= —2x +16 und y= — zer 5 schneiden sich unter dem Winkel 
3 
3 DEE un 
y= 32,48°, denn mit mı =—2 und m=-— 5 erhält man tany = Be en 0,6364; 
1+2°-- 

aus der Tafel entnimmt man den angegebenen Wert. Aus mı = —2 = tanaı roh man erhalten 


ca —= —63,43° und aus m = —0,6 = tana, aa—= —30,96°%, d.h. y= a — aı = — 30,96° 
+ 63,43° = 32,47°. 


Beispiel 4: Die Geraden T + z — 1 und , -5 = 1 lauten in Normalform y = — iz +5 
bzw.y = z — 2 (Abb.). Mit mı = — 2 dm: = +3 erhält man für den Schnittwinkel y 
2,5 
tany = u — m = 2 = 11,5; y = 85,03°. 


5) 2 
Kontrolle: tancıı = — pa=- 51,34°; tana= + za = + 33,69°; y= a2 — aı = 85,03°, 


Ist die Gleichung einer Geraden aufzustellen, die durch einen Punkt hindurchgeht und eine gegebene 
Gerade unter einem gegebenen Winkel y schneidet, so sind tany und mı gegeben; durch Auflösung 
mı + tany 


1 — mı tany 


der Formel erhält man das gesuchte Steigungsmaß m. = und unter Verwendung 


der er die nn BT 





xy © y z 
Die Geraden 4 -- ae 1 bzw. A io 1 und ihr 
Schnittwinkel 


Zur Bestimmung der Winkelhalbierenden 


Gleichungen der Winkelhalbierenden. Zu zwei einander schneidenden Geraden gı und g2 gibt es 
zwei Winkelhalbierende wı und ws (Abb.). Sie sind definiert als geometrischer Ort aller Punkte, 
die von beiden Geraden denselben Abstand haben. Hierdurch wird die Anwendung der Hesseschen 
Normalform nahegelegt. Die Geraden gı und ga seien durch x cospı + ysinpı — 9ı = 0 bzw. 
x cospa + Ysinga — 92 = 0 gegeben. Zwischen ihnen entstehen 4 Winkelräume; einer von ihnen 
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gehört beiden positiven Halbebenen an. Ihn soll die Winkelhalbierende wı halbieren. In ihm hat jeder 
Punkt von wı positiven Abstand dı bzw. da sowohl von gı als auch von ga. Im Scheitelwinkelraum 
zu ihm sind beide Abstände eines Punktes P von wı von den Geraden gı bzw. ga negativ. In den 
Gleichungen dı = eıl® cospı + ysinpı — pı) und da = e(X cospa + ysinga — pa), haben also 
& = +1 und a = +1 gleiches Vorzeichen; für die Winkelhalbierende wı folgt aus dı = da die 
Gleichung xz(cospı — c0sgg) + Y(singı — singa) — (pı — Pe) = 0. - Auf der Winkelhalbierenden wa 
der restlichen zwei Winkelräume hat jeder Punkt von der einen Geraden positiven, von der anderen 
aber negativen Abstand, d. h., es gilt stets &ı = — ea oder dı’ = —d»’; daraus folgt für die Winkel- 
halbierende wz die Gleichung z(cosgı + Cospa) + Y(singı + singe) — (Pı + 22) = 0. 


z(eospı + ©08p2) + yl(sinpı + singe) — (pı + ?2) = 0 

Die Wahl des negativen Vorzeichens liefert die Winkel- 
halbierende, die den Winkelraum teilt, der beiden positiven 
Halbebenen angehört. 


Gleichungen der beiden 
Winkelhalbierenden zu zwei 


sich schneidenden Geraden 





Beispiel: Die Gleichungen der Geradenx + y— 2 = O0 und 7x + y — 32 = 0 lauten in Hesse- 

: eg . 0b i eg i 0. Dann sind die 

Zn I Yım Ze ZW. ———_X u N Up 

2,12 PR sy2 5y2 sy 

1 1 1 2 32 
Gleichungen der beiden Winkelhalbierenden x -h (2 ze = + 5) = 
: (r =P) ’\r“sye) \ya sy 
bzw. 2(5+7)-+y(5 + 1) — (10 + 32) = 0, in kartesischer Normalform erhält man daraus 
1 11 


scher Normalform 


van und y= —-2r +7. 


DREIECK UND VIELECK 


Flächeninhalt eines Dreiecks. Sind Pı(zı; yı), Pa(x2;Yyz2) und 
Ps(x3;ys) die Eckpunkte des Dreiecks (Abb.), so ist sein 


ee 
Flächeninhalt A bekanntlich gegeben durch A= >Pı Pa’hs 
Bl 
= zFı Ps'PıPssin«, wenn hs der Abstand des Punktes P;z 
von der Strecke PıPsz und «& der Winkel zwischen den 


® » * 
Strecken PıPs und PıP3 im Drehsinn des Koordinaten- 
systems ist, Ist dieser Drehsinn der positive mathematische, 
— 


so liegt Ps links von der Strecke PıPs; beim Durchlaufen 
des Umfangs in der Reihenfolge Pı > Pa > Ps liegt die 
Fläche links und ist wegen des Vorzeichens der Sinusfunktion 
positiv, Bei enigegengesetziem Drehsinn des Winkels liegt die 
Fläche rechts; man rechnet den orientierten Flächeninhalt Flächeninhalt eines Dreiecks 
dieses Dreiecks negativ. 

Durch die Parallelverschiebung x" =x—- 2ı,y =Yy- yı wird ein Koordinatensystem K’ eingeführt, 
in dem Pı im Koordinatenanfangspunkt liegt; in ihm seien gs, p3 sowie 03, 93 die Polarkoordinaten 
der Punkte P; und P;; dann gilt 2A = es os sin(p3 — 92) = 02 C0SY3 * 03 SiNn@3 — 02 SiNYz * 03 COS 

















’ ı M Bi; Li Yı l aı Yı 
2 Ya’ er Ya’ %3’ = e ur = er = je n Er 1L 0 2x2 —aı Ya — Yı) = l x Yıı = 24. 
y y ; 0 23 — zı y — yı 1 x: Ys 














Entwickelt man diese Determinante nach der zweiten Spalte oder multipliziert man die zweireihige 
Determinante aus und ordnet die Glieder, so ergibt sich ein Ausdruck, in dem die Indizes in jedem 


| Flöoheninhalt A eines Drei- lzı Yı 


} 1 1 
ecks mit den Eckpunkten A= 3 [2ı (ya _ %s3) + wa (ys _ Yı) - x3 (yı _ Ya)] = 3 lxa Ya 
Pılaı ;yı), Pa(®2;y2), Ps(xa; Ys) lxs ys 





der drei Summanden durch zyklisches Vertauschen auseinander hervorgehen. Fällt der Punkt P3 
auf die Strecke Pı Ps, so wird der Flächeninhalt Null; die Gleichung lautet für A = 0: 
ws(yı — Ya) — Yalzı — @e) + (Xı ya — 22 Yyı) = 0 oder 
_ Wı Ye) (xı %2 — @2 Yı) 
29. u er = u 


xı = %a x%ı — %2 


d. h., sie ist die Gleichung der Geraden durch Pı und P; in kartesischer Normalform - wie es auch der 
geometrischen Anschauung entspricht. Die Bedingung dafür, daß drei Punkte auf einer Geraden 
liegen, ist A = 0. 
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Beispiel: Das Dreieck Pı(2; 1), Pz(6; 3), Ps(4; 7) hat den Flächeninhalt 
121 

=--:163 
2]147 

Das Dreieck P«(-4; —5), P5(5; — 3), Ps(6; 2) hat den Flächeninhalt 





-;28-7)+ sT-1+41 = je s1-8 + 36 se .i0; | 


A= a -2)+5(2+5)+6(-5+3)= 5120 + 35 — 12] = 21,5. 


Flächeninhalt eines Polygons. In einem konvexen Polygon enthält die Verbindungsstrecke P;Py, 
zweier beliebig im Innern gewählter Punkte P, und P, nur innere Punkte. Alle von einer Ecke eines 
n-Ecks ausgehenden Diagonalen verlaufen danach ganz im Innern und zerlegen das Polygon in 
(n — 2) Dreiecke. Je zwei von ihnen haben eine Diagonale gemeinsam und zusammen überdecken 
sie — ganz gleich welche Ecke als Ausgangspunkt der Diagonalen gewählt wurde - die ganze Fläche 
des Polygons lückenlos. Umläuft man jedes dieser Dreiecke in dem als positiv festgesetzten Sinne, 
so wird auch das Polygon in diesem Sinne umlaufen. Jede Diagonale wird dabei einmal in der einen 
und im Nachbardreieck in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen. Der Flächeninhalt des 
Polygons ist die Summe der Flächeninhalie der Dreiecke. 


RN 





Pr 5 


Zerlegen eines konvexen n-Ecks in (n — 2) Zerlegen eines konvexen n-Ecks in n Dreiecke 
Dreiecke 


Zerlegt man durch Geraden von einem beliebigen Punkt P im Innern des Polygons aus seine 
Fläche in n Dreiecke, so stimmt wieder der Umlaufsinn der Dreiecke mit dem des Polygons über- 
ein, und die inneren Seiten werden jede zweimal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen (Abb.). 
Auch nichtkonvexe Polygone lassen sich durch jedes dieser beiden Verfahren in Dreiecke zerlegen. 
Es treten dabei aber Diagonalen und „innere‘‘ Seiten auf, die äußere Punkte des Polygons ent- 
halten (Abb.). Rechnet man nach der über den orientierten Flächeninhalt des Dreiecks getroffenen 
Festsetzung im entgegengesetzten Sinne umlaufene Dreiecke als negativ, im Fünfeck Pı Ps Ps PıPs 
z. B. das Dreieck Pı PaP;, so ergibt sich wieder die Fläche des Polygons als algebraische Summe der 
Dreiecksflächen, falls das Polygon nicht überschlagen ist, d. h., falls seine Seiten sich nicht schnei- 


Py % 





Zerlegen eines nichtkonvexen Fünf- bzw. Vierecks in 3 bzw. 2 Dreiecke 
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den. Das Viereck PıPsPsP, der Abbildung ist überschlagen. Ihm muß ein orientierter Flächen- 
inhalt zugeschrieben werden, der sich aus einem positiven (rot) und einem negativen (blau) zu- 
sammensetzt, in einem überschlagenen ‚„Parallelogramm‘‘ demnach den Wert Null hat, 


Sehwerpunkt eines Dreiecks. In einem Dreieck mit den Ecken Pı(zı;Yı), Pa(z2; Ye), Pa(xs; Ys) 








sind die Seitenmitten M (7 
Ya ”) 
2 


zı + zu + ®), u; 


2 u: 
2 n us ) Auf den Seiten- 


halbierenden ss = P3 Ms, sı = PıM,, 83 = P3Ma wird 
durch die Teilverhältnisse As, Aı, Aa je ein Punkt 85, Sı 
bzw. Ss festgelegt; ihre Koordinaten sind 


I, 


und Ms 











be E64 Br 1:2 ; 
1 = TEN ar 12% 

a ya 24 
e2 = I+h lin IE ; 


Es zeigt sich, daß durch die zunächst willkürliche Wahl 
ı=%Aa=4 = 2 die drei Koordinatenpaare einander 
gleich werden, d.h. denselben Punkt S = Sı = Ss = S$s 
darstellen: 


Pa(%3,y3) 





PolX2,y2) 


Schwerpunkt eines Dreiecks 


Die Koordinaten des Schwerpunkts sind das GERTEHE Mittel der Koordinaten ‚der ee 


des Dreiecks. 


Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt S, der jede im Verhältnis 
P,S:SM; = 2:1 teilt und Schwerpunkt des Dreiecks genannt wird. 





-5-234+7 
ee en 
_8-1+8 1 
en, ee 


Satz des Apollonios, Zum Beweis dieses 
Satzes wird zunächst ein Hilfssatz über 
Winkelhalbierende im Dreieck hergeleitet. 


Im Dreieck teilt sowohl die Winkelhal- 
bierende eines Innenwinkels als auch die 
des zugehörenden Außenwinkels diegegen- 
überliegende Seite im Verhältnis der dem 
Winkel anliegenden Seiten. 


In der Abbildung sind im Dreieck AB C die 
Winkelhalbierenden wy und wy’ der Win- 
kel y und y’ am Punkt C eingezeichnet. 
Sie stehen senkrecht aufeinander, da y und 
y' Nebenwinkel sind. Die beiden Parallelen 
AD’ und AE’ durch den Punkt A zu den 
Winkelhalbierenden schneiden diese in 





Winkelhalbierende eines Innenwinkels y und des zuge- 
hörenden Außenwinkels y’ 


den Punkten D, und Eı unter einem rechten Winkel. Aus der Kongruenz der beiden Dreieckspaare 


AADCSZAEDC und AAHO=AD’EıO folgt 


die Gleichheit der Strecken CE’ = 0A 


= CD’. Die Strahlen BD’ und BE werden sowohl von den Parallelen AD’ || DC als auch von den 
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Parallelen CE||E’A geschnitten. Nach dem Sirahlensatz gilt: 
1.AD:DB=DC0:CB=(0A:CB und 2. AB:EB=EC:0B=(CA:OB. 


> — — 
Beachtet man die Richtung der Strecken auf der Seite c, so haben AD, DB und EB dasselbe, AE 
aber entgegengesetztes Vorzeichen. Die Verhältnisse A, in denen die Schnittpunkte D und E der 


— 
Winkelhalbierenden die Strecke AB teilen, haben zwar gleiche einge ii aber entgegengesetzte 
— 


AD AB 
Vorzeichen: 4 = (ABD) = — = +(b:a) und A = (ABE) = — = -—(b:a). Man nennt zwei 
DB B _; E EB 
Punkte D und EZ, die eine Strecke AB innen und außen im selben Verhältnis teilen, harmonische 
Punkte und das Verhältnis beider Teilverhältnisse Doppelverhältnis (ABDE) = Aı :}a. Für har- 
monische Punkte D und E hat das Doppelverhältnis deshalb den Wert -—1 = [+(b :a)] : [- (b : a)]. 


Satz des les Apollonios. Der geometrische Ort der Eekpunkte C C; aller Dreieeke ABC; mit gegebener 
Seite AB, deren andere Seiten im konstanten Verhältnis AC;: BC; =} stehen, i ist der Thaleskreis 


über der Streeke DE als Durehmesser, deren Endpunkte D und E die Seite AB innen und außen 
im Verhältnis 4 teilen. 


Betrachtet man in der Abbildung des eben bewiesenen Satzes die Strecke AB und ihre Teilpunkte 
D und E als gegeben, so gibt es außer dem Dreieck ABC noch andere Dreiecke ABC; mit der 
Eigenschaft, daß die Halbierenden der Winkel y; und y;’ durch die Punkte D und E gehen. Die 
Geraden C;,D und C;E müssen nur, um Winkelhalbierende zu sein, senkrecht aufeinander stehen, 
d. h., die Punkte C, müssen auf dem Thaleskreis über der Strecke DE als Durchmesser liegen. Für 
alle diese Punkte C/;, hat das Verhältnis (b; :a;) = A ihrer Abstände von den beiden festen Punkten 


> — 
A und B denselben Wert A= AD: DB. Der Thaleskreis ist damit der geometrische Ort aller 
Punkte C,; - wie im Satz des Apollonios behauptet wird. 
Satz des Ceva und Satz des Menelaos. Diese Sätze sind benannt nach dem Italiener Giovanni CEVA 
(1648-1734) und dem Griechen MEnELAos von Alexandria (um 98 u. Z.). Ihren dualen Charakter 
(vgl. Hauptabschnitt Projektive Geometrie) erkennt man aus dem folgenden Vergleich ihrer 
Problemstellung. 


Satz des Ceva. Unter welchen Bedingungen be- Satz des Menelaos. Unter welchen Bedingungen 


bestimmen drei Geraden einen Punkt, ihren bestimmen drei Punkte eine Gerade, ihre Ver- 
Schnittpunkt, von denen jede durch einen bindungsgerade, von denen jeder auf einer 
Eckpunkt eines Dreiecks geht, aber keine mit Seite eines Dreiseits liegt, aber keiner mit 
einer Seite des Dreiecks zusammenfällt ? einem Eckpunkt des Dreiseits zusammenfällt ? 


Satz des Ceva. Drei Eektransversalen eines Dreiecks schneiden sieh in einem Punkt, wenn das 
Produkt der Teilverhältnisse, das ihre Sehnittpunkte mit der Gegenseite auf diesen bilden, den 
Wert 1 hat. 





Satz des (eva Satz des Menelaos 


Bezeichnet man die Ecken des Dreiecks mit Pı, Ps, Ps und die Schnittpunkte der drei Ecktrans- 
versalen mit den Gegenseiten mit Qı, Qs, Qs, so bilden diese die Teilverhältnisse: 


Pe Ps; h= Pr%: 9sPi; h= Pos: OsPr. 
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Ein Parallelkoordinatensystem sei so angenommen, daß die Gerade durch Pı und P; die x-Achse 
und die durch Pı und P3 die y-Achse ist; in ihm soll der Punkt Ps die Koordinaten (1; 0) und der 
Punkt Ps die Koordinaten (0; 1) haben. Dann lassen sich die Koordinaten der Punkte Qs, Qs, Qı 
wie folgt berechnen: 


u a 
PıQs : Qs Ps = 1:Aa oder PıQr 3PıPi = l:1+A)= ya = 0; 
a ee, 

PıQs3 : Q3Pa = As oder PıQ3:PıPa = As: (l + As) = 23; ya = 0; 
aus Hs -—ı. 5 

PıQı’ : PıPa = P3sQı :Ps Pe =1:(1+Aı) = 9; 

— > 0 —.——-— 

PıQı” :PıPa = PsQı :PaPs = A: (1 +Aı) = yı. 


Sind x und y die Koordinaten des Schnittpunktes P, dann sollen die folgenden drei Geradenglei- 
chungen zugleich gelten: 
































yı-Vd y _Y 
(1) Gerade durch Qı, P und Pı: eos oder ı ="; 
1 
yı-oO Y l-+4s Y 
(2) Gerade durch Qs, P und P:: de oder al ie, 
si. wol -1 4-1 
(3) Gerade durch Q@s, P und Ps: EZ oder ne 
wi 
Durch Eliminieren von y nach (1) und von x aus (2°) und (3’) erhält man 
1 x /ı 1 
f ng == nd = A — m m m 
(2’) ee 1-x = z(Aı + Aı Re), he Te ag 
L IE ch el % 
(3) — ag Te ats =A — x Aıds, PETT,Lue 


Ast Aı)s + AıJeds=1+As+ Ars 
Aı Ag As = 1, was zu beweisen war (w. z. b. w.). 


Satz des Menelaos. Eine Transversale sehneidet die Seiten eines Dreiecks so, daß das Produkt 
der Teilverhältnisse, das ihre Sehnittpunkte mit den drei Seiten bilden, den Wert — 1 hat. 


Entsprechend wie im Satz des Ceva seien 


u | Ba 
Aı = PaQı : Qı Ps, Aa = PsQa : QaPı, As = PıQs : QaPa 


die Teilverhältnisse der Schnittpunkte auf den Seiten; die Ecken des Dreiecks mögen wieder die 
Koordinaten haben Pı(0; 0), P3(1; 0), Ps(0; 1). Für die Koordinaten der Schnittpunkte ergeben 
sich dieselben Werte, wobei aber ein Teilverhältnis, in der Abbildung As, einen negativen Wert hat. 
Wenn die Punkte Qı, Qa, Q3 auf einer Geraden liegen sollen, muß gelten: 


(ya — Ys) : (2a — xs) = (yı — Ys) : (1 — 25) 


1 As 4ı 1 Aa 
ae). 
(+2) _ Ay(l + As) 
As(l+R) (+2) — All + A)’ 
—(1+4s) + As(l + A) = Ards(l + A), 


—1l-/3 + As + Aıda = Ads + Aıdads, 
}ı AgA3 = — 1, was zu beweisen war (w.z.b.w.). 





IV. Der Kreis 


KREISGLEICHUNGEN 


Gleiehungen des Kreises in reehtwinkligen Paralleikoordinaten. Der Kreis ist der geometrische Ort 
aller Punkte P (x; y), die von einem festen Punkte M (c;d) den konstanten Abstand r haben; 
M heißt Mittelpunkt, r Radius des Kreises. Nach dem pythagoreischen Lehrsatz ergibt sich danach 
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(Abb.) die gesuchte Kreisgleichung r? = (x — c)? + (y — d)?. Fällt der Mittelpunkt in den Ursprung, 
so ist ce = d= 0 und man erhält die Mittelpunktsgleichung des Kreises 2? + y? = r?. 


z des ns A>p c® 
einer Lag > t aa m in = £ # u. = ar un 





Beispiel 1: Der Kreis mit dem Mittelpunkt M(4; 3) und 
dem Radius 2 hat die Gleichung (x — 4)? + (y — 3)? = 22, 
Beispiel 2: Der Punkt Po(1; 2) liegt nicht auf dem Kreis 
(x — 0,5)? + (y — 2)? = 5°, da seine Koordinaten z, = 1, 
Yo = 2 die Gleichung des Kreises nicht erfüllen. Es ist 
(1 — 0,5)? + (2 — 2)? £ 25. 
Beispiel 3: Welche Ordinaten haben die auf dem Kreis 
i W=. (y — 2)? + (x — 1)? = 61 liegenden Punkte Pı und Ps mit 
Zur Herleitung der Kreisgleichung der Abszisse 6? - Gesucht sind die Ordinaten yı und Ya der 
Punkte Pı(6; yı) und Pz(6; yes). Setzt man x = 6 in die 
Kreisgleichung ein und löst nach y auf, so erhält man (y—2)= +J61- (6 —- 1?,d.h.ı= 8, 
Ya —— —4, s 





Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten. Der Mittelpunkt M eines Kreises vom Radius r habe 
im Polarkoordinatensystem die Koordinaten M (oo; 90). P bedeute einen beliebigen auf dem Kreise 


variierenden Punkt mit den Koordinaten P(o; p). Im Dreieck OMP sind MP=rundOM = 00 





Zur Kreisgleichung in Polarkoordinaten Zur Gleichung des Kreises in 
Parameterdarstellung 


gegebene feste Werte, e ändert sich je nach dem Winkel » zwischen den Werten omin = |eo — r] 
und Omax = 0 + r (Abb.). Nach dem Kosinussatz gilt stets 0? + 00? — 2 oo e cos(p — 90) = r?. 
Liegt der Kreismittelpunkt auf der Polarachse und geht der Kreis durch den Ursprung - man spricht 
dann von Scheitellage -, so erhält man, da der Umfangswinkel im Halbkreis ein Rechter ist, die 
vereinfachte Kreisgleichung g = 2r cosp. 


=. [; 


en Radius r und d 





ü Fr 


Beispiel: Wenn M(4; 30°) und r = 3 sind, lautet die Gleichung des Kreises in Polarkoordi- 
naten 0? + 16 — 20 4 cos(p — 30°) = 9 bzw. 0? — 8o cos(p — 30°) +7 = 0. 


Parameterdarstellung des Kreises. Werden die beiden Koordinaten x und y als Funktionen z 
=gılt), y = palt) einer zugrunde liegenden Veränderlichen t angesehen, so nennt man diese Größe 
Parameter und die Darstellung Parameterdarstellung. In physikalischen Anwendungen wird oft 
die Zeit als Parameter verwendet. Beim Kreis erhält man die Parameterdarstellung x = c + r cost, 
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reises vom Radiusr 
2 Sn 2 en tn ne n 





Beispiel: Der Kreis vom Radius r = 2 und dem Mittelpunkt M(3; 4) hat die Parameterdar- 
stellung x = 3 + 2 cost, y= 4 + 2sint. 


KREIS UND GERADE 


Gegeben seien ein Kreis (x — ce)? + (y — d)? = r? und eine Gerade y = mx + n. Die Koordinaten 
x, Yo eines Schnittpunktes Po müssen sowohl die Gleichung des Kreises als aueh die Gleichung der 
Geraden erfüllen. Man erhält das @leichungssystem 


(X - 0? + (yo — d)? = r? 
mx + n= Yo 


Durch Einsetzen, Quadrieren und Ordnen gewinnt man stets eine quadratische Gleichung der 


Form x0?2 + 2pxo + q = 0 mit der allgemeinen Lösung » = —p + Vr: — q (vgl. Hauptabschnitt 
Gleichungen). Je nach dem Vorzeichen ihrer Diskriminante D= p®? — q hat sie 2 reelle (D>0), 
I reelle (D= 0) oder 2 konjugiert komplexe Lösungen (D < 0). Geometrisch bedeutet das, daß die 
Gerade 2 Punkte, einen oder gar keinen Punkt mit dem Kreis gemeinsam hat, daß sie Sekante 
oder Tangente ist oder den Kreis verfehlt. 





Beispiel 1: Für die Schnittpunkte des Kreises (x — 3)? + (y — 2)? = 40 mit der Geraden 


Y= -z + 9 erhält man 
m + -=40 rm - + lm + 7 = 40 
220 — 200 = — 1] 
© = 9; 0 = 1 






Yy= —&co +9 
yo = 0; yon = 8 
Die beiden Schnittpunkte sind Pı(9; 0) und P;(1; 8). 

1 5 
Beispiel 2: Um die Schnittpunkte der Geraden y = — 5? En 3 V5 mit dem Kreis x? + y? = 25 


zu berechnen, löst man die durch Einsetzen gewonnene quadratische Gleichung auf; oft wird 
dabei der Einfachheit halber der den Schnittpunkt kennzeichnende Index weggelassen. 





ı 125 8 
"4747 -3/8:2= 2, 
5 -25 


(x - V5)? = ’ 


21 =D. = VB. 
Die Diskriminante D=5 -5 hat den Wert Null, die Gerade berührt den Kreis im Punkte 
zo - 5, Yy = 2y5. 
Beispiel 3: Die Gerade x = 6 hat mit dem Kreis x? + y? = 25 keinen Punkt gemeinsam. 


Durch Einsetzen erhält man die in y quadratische Gleichung 36 + y? = 25 mit der Diskriminante 
D=25-36= -1l,d.h. keine reelle Lösung. 


Normale des Kreises. Geometrisch ist bekannt, daß der Berührungsradius auf der Tangente senk- 

recht steht. Die Gerade, auf der der Berührungsradius liegt, ist deshalb die Normale zum Kreis 

-d 

im Berührungspunkt, Für den Punkt Pı(xı; yı) auf dem Kreise (x — c)? + (y — d)? = r? ist 2 

_ d- -d — 

—-- — oder y-yı=l (x — xı) ihre Glei- 
1 


der Richtungsfaktor der Normalen und ae 
22 


chung. , 





Be ne \ 
215 Yı) 
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Beispiel: Die Normale des Kreises (« — 2)? + (y — 1)? = 25 durch P,(5; — 3) hat die Gleichung 
-—3—1 4 ıl 
y+3= 5 - (x — 5) oder in kartesischer Normalform y= — — 3® + — 2° 


Tangente des Kreises. Ist von einer TRESOR, e. den Kreis (x — c)? + (y — d)? = r? der Berührungs- 





punkt En Yı) a so ist mı = * der Richtungsfaktor des Berührungsradius, und 








x 
m=- m =— —— 1 der icktungs/gktoht He Tangente (Abb.). 
Nach der ER UISRNNUEN der Geradengleichung findet man für die Tangentengleichung 
zı — 
y-yı= zn 2 > -(@«— xı) oder nach Ausmultiplizieren und Ordnen yyı- yı? -yd-+ yıd 
— 


= -rrı +0? +er- er, bzw. 1 + yyı-cx—-dy= m? + yı? —cxı — dyı. Addiert man 
auf beiden Seiten den Ausdruck (c? + d2— czı — dyı) und berücksichtigt, daß Pı auf dem 
Kreise liegt, d.h., daß (zı — c)? + (yı — d)? = r? ist, so erhält man als Gleichung der Tangente 


—-o)ı -®-co)e+yw-dyı-y-d)d=r ode (—- eo) -e)+y-d(yı -d=r. 





Beispiel: Die Gleichung der Tangente an den Kreis (= — 2)? + (y — 1)? = 25 im Punkt 
P(5; —3) lautet (@ — 2) (5 — 2) + (y — 1) (-3 — 1) = 25 oder 3(= — 2) — 4(y — 1) = 25 bzw. 
3 27 
in kartesischer Normalform y = FE äere 

Mit den Mitteln der Differentialrechnung ergibt sich der Richtungsfaktor der Tangente, indem 
man die Kreisgleichung an der Stelle zı differenziert. Wegen (x — c)? + (y — d)? = r? folgt 2(& — ec) 
—c 
Bun 
Pı(zı; yı) ist mithin yı’ = er 
yı-d 





+ 2(y — d)y’= 0 oder y’ = — Der Richtungsfaktor der Tangente im Berührungspunkt 





in Übereinstimmung mit dem bereits angegebenen Wert. 





Tangente eines Kreises Tangenten von einem Punkte außerhalb des 
Kreises an den Kreis 


Tangenten von einem Punkt an einen Kreis. Sind M (c; d) der Mittelpunkt eines Kreises mit dem 

Radius r und Po(xo; Yo) ein Punkt außerhalb des Kreises, so gibt es zwei Tangenten vom Punkte 

P, an den Kreis (Abb.). Ihre Berührungspunkte seien Pı(zı; yı) und Pa(xs; y2). Die Gleichungen 
(2 —c)(aı ec) +(y—-d)(yı—d) = r? und 
@-)@-co)+y-dy-d=r? 

sind für die Koordinaten des Punktes Po(xo; yo) erfüllt: 


(vo —- eo) -e)+y-d)yı-d)=tr,, 
0-0) -c0)+W-d)y-d)=r. 
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Die Gleich 
a EB ge el RE en 


gilt deshalb sowohl für die Koordinaten des einen Berührungspunktes Pı (21; Yyı) als auch für die 
des anderen Pa(x2; ys). Die Gleichung stellt also eine Gerade dar, die durch die beiden Berührungs- 
punkte geht. Diese Gerade heißt Polare po des Pols Po und ist bestimmt durch die Koordinaten 
(c; d) des Kreismittelpunktes M und durch die des Pols Po(xo; Y0) sowie durch den Radius r des 
Kreises. Ihre Schnittpunkte mit dem Kreis sind die beiden Berührungspunkte der Tangenten. Mit 
den Koordinaten des Pols (zo; yo) und eines Berührungspunktes läßt sich jeweils, z. B. mit der 
Zweipunkteform der Geradengleichung, die Tangentengleichung sofort angeben. 


Beispiel: Vom Punkte P.(3; 5) sollen die Tangenten an den Kreis (x + 2)? + y? = 5 gelegt 
werden. Die Gleichung der Polaren ist (3 +2) «+2)+(5-0)y—-0)=5 ‚oder y=-t-l. 
Für ihre Schnittpunkte Pı und P; mit dem Kreis gilt yı = —xı — 1 und zugleich (xı + 2)? + yı? 
= 5, folglich 2? + 4xı +4 + 21? + 22xı +1=5 oder zı? + 321 = 0; zı = 0, 1 We 3. Die 
Koordinaten der Berührungspunkte sind demnach Pı (0; — 1) und Pa(—3; 2). Die in Pı berührende 


1 7 
"Tangente hat die Gleichung y = 2x — 1, die andere y = 3? + 3° 


ZWEI KREISE 


Sehnittpunkte zweier Kreise. Zwei Kreise, deren Gleichungen (x - a)? + (y — dı)? = rı? und 
(© — 62)? + (y — da)? = ra? sind, können so zueinander liegen, daß sie sich in 2 Punkten schneiden, 
daß sie sich in einem Punkte berühren oder daß sie getrennt liegen, d.h. keinen Punkt gemeinsam 
haben. 


Zum Aufsuchen eventueller Schnittpunkte Po(xo; yo) hat man das Gleichungssystem 


(20 — cı)? + (yo — dı)? = rı? 
(20 — c2)®? + (yo — da)? = ra? 


aufzulösen. Hat es zwei reelle, verschiedene Lösungen =oı, Yoı und xo2, Yoa, SO stellen Pı(xo1; Yoı) 
und Ps(xoa; Yo2) die beiden Schnittpunkte dar; im Falle einer reellen Doppellösung berühren sich 
die Kreise. Hat das Gleichungssystem keine reelle Lösung, so liegen die Kreise getrennt. 


Beispiel: Die Kreise («+ 4)? + (y-+ 5)?= 194 
und (x — 3)? + (y— 2)?= 40 sollen zum Schnitt 
gebracht werden. Durch Subtrahieren ihrer 
Gleichungen ergibt sich die lineare Gleichung 
© +y=9, die die beiden Kreisen gemeinsame 
Sehne darstellt. Ihre Sehnittpunkte mit einem 
Kreis sind zugleich die Schnittpunkte beider 
Kreise; man findet die Punkte P;(9; 0) und 
P e(l ; 8). 


Sehnittwinkel zweier Kreise. Der Schnittwinkel 
zweier Kreise ist erklärt als Winkel zwischen 
den Tlangenten in jedem Schnittpunkt; er hat für 
beide Schnittpunkte denselben Wert (Abb.). 


Beispiel: Die Kreise (+ 4)? + (y-+ 5)?= 194 
und (x — 3)2 + (y — 2)2 = 40 schneiden sich 
im Punkte P;(9; 0). Die Tangenten sind 


(!+4(® +4 +5(y+5) = 194 
und (9 -3)(& —- 3)+(-2)(y- 2)=40 oder 


13 11 
in kartesischer Normalform: y=—- — x z 


5 5 
und y= 3x2 -— 27. Für den Schnittwinkel y 
dieser beiden Geraden findet man aus 





Schnittpunkte und Schnittwinkel zweier Kreise 


ma — Mı Tu 
1l+mıma 
ee ergibt sich &ı = — 68,96°, aus ma = tanag = +3 dagegen «a = +71,57°, füry= a — aı 
demnach 140,53°, 


14 
nach tany = 7 den Wert ya = — 39,47° bzw. yı = + 140,53°; aus mı = tanaı 
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V. Die Kegelschnitte 


KEGELSCHNITTE ALS SCHNITTFIGUREN 
EINES GERADEN KREISKEGELS MIT EINER EBENE 
Schon in der Antike definierte man die Kegelschnitte als Schnitte einer Ebene E mit einem geraden 
Kreiskegel. Die Schnittfiguren werden Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel genannt. Enthält 
die Schnittebene E die Spitze Z des Doppelkegels, so sind die Schnittfiguren entweder ein Punkt, 
die Spitze Z, oder eine Mantellinie, wenn die Ebene E den Kegel berührt, oder zwei sich in der Spitze Z 
schneidende Mantellinien, wenn die Ebene E außer Z noch innere Punkte des Kegels enthält. 
Diese Schnittfiguren werden auch als entarteie Kegelschnitte bezeichnet. 
Enthält die Ebene E die Spitze Z nicht, steht aber senkrecht auf der Achse des Kegels, so ist die 
Schnittfigur ein Kreis; verläuft die Ebene parallel zu einer Mantellinie, so entsteht eine Parabel; 
verläuft sie weder parallel zu einer Mantellinie noch senkrecht zur Achse, so ergibt sich eine Ellipse, 
wenn alle Mantellinien nur auf einer Seite der Spitze von E geschnitten werden, im anderen Falle 
eine Hyperbel. 
Alle nichtentarteten Kegelschnitte eines Doppelkegels können als perspektive Bilder voneinander 
angesehen werden; Z ist das Zentrum der Perspektive. Auf jeder Mantellinie liegt ein und nur ein 
Punkt von jedem Kegelschnitt - bis auf drei Ausnahmen, die man durch den Begriff des uneigent- 
lichen oder unendlichfernen Punktes einer Geraden (entsprechend wie beim Teilverhältnis) beseitigt. 
Die zur Schnittebene E parallele Mantellinie mo bei der Parabel soll danach mit ihrer Parallelen 
durch den Scheitel S der Parabel einen (uneigentlichen) Punkt gemeinsam haben, der als Parabel- 
punkt gilt; die Parallele SF durch den Scheitel heißt Achse 

Z der Parabel. Im Falle der Hyperbel handelt es sich um die 

zwei Mantellinien, in denen eine zur Ebene E parallele 

Ebene E’ durch die Spitze Z den Doppelkegel schneidet. In 

der projektiven Geometrie haben beide Ebenen E und E’ 
Achse des Kegels eine (uneigentliche) Gerade 7 gemeinsam und jede der bei- 
den Mantellinien schneidet 7 in einem (uneigentlichen) 
Punkt, der zugleich ein Punkt von jeder zu ihnen parallelen 
Geraden und von der Hyperbel ist; insbesondere die beiden 
zu diesen Mantellinien parallelen Geraden durch den Mittel- 
punkt der Hyperbel heißen ihre Asymptoten. 


Dandelinsche Kugeln. Der belgische Mathematiker Pierre 
DanDeuın (1794—1847) hat als erster Kugeln, die den Kegel 
und die Schnittebene berühren, zur Herleitung der Eigen- 
schaften der Kegelschnitte benutzt. 
Parabel. Läuft die Schnittebene E parallel zu einer Mantel- 
linie mo, so gibt es nur eine Dandelinsche Kugel, die E und 
«len Kegel berührt; ihr Durchmesser ist der Abstand der 
Geraden mo von der Ebene E (Abb.). Die Kugel berührt 
die Ebene E in einem Punkt F und den Kegel in einem 
Kreis k, der von mo im Punkt D geschnitten wird. Die 
Ebene E, durch den Kreis k schneidet die Schnittebene E 
in einer Geraden /, die Leitlinie heißt und senkrecht auf 
der Ebene Z durch die Mantellinie mo und die Achse des 
Parabel als Kegelschnitt Kegels steht. Die Ebene E schneidet die Schnittebene E in 
der Achse der Parabel; der (endliche) Parabelpunkt auf der 
Achse ist der Scheitel S der Parabel. Durch Drehen der Ebene £ um die Mantellinie m, entstehen 
Schnittgeraden, z.B. BC, auf der Schnittebene E, die parallel zur Achse, d.h. senkrecht zur 
Leitlinie 2 verlaufen. Den Kegel schneidet die gedrehte Ebene EZ, durch mo in einer zweiten 
Mantellinie durch die Punkte Z, A und C; A liegt auf dem Kreis k und © auf der Schnitt- 


geraden; O ist somit ein Parabelpunkt. Die Strecken CF und CA sind gleich lang als Tangenten 
vom Punkt C an die Kugel. Die Strecken CA und OB sind gleich lang nach dem Strahlensatz; 
die Geraden ZC und DB schneiden sich in A und werden von den Parallelen BC und DZ ge- 
schnitten; dabei gilt BO:CA= DZ:ZA =1,d.h.BC = (0A. 
Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem festen Punkt F und einer festen 
Geraden 2 gleiehen Abstand haben. Das Verhältnis CF : CB = = hat den Wert 1 und heißt nume- 
risehe Exzentrizität. 
Ellipse und Hyperbel. Wenn die Schnittebene E keiner Mantellinie parallel ist, sind zwei 
Dandelinsche Kugeln Kı und Ks, vorhanden, die diese Ebene E in je einem Punkte F}, bzw. F, und 
den Kegel in je einem Kreis kı bzw. ka berühren. Die Ebenen Eı und E; dieser Kreise schneiden die 
Schnittebene E in je einer zur anderen parallelen Leitlinie lı bzw. la. Die Ebene Z£ senkrecht zu den 


Leitlinien und durch die Achse des Kegels schneidet die Schnittebene in der Achse der Ellipse 
oder der Hyperbel (Abb.). 












% Achse des / 
NR Kegels „ 
Se g 2 
\ Pr 
= Pu 


Ellipse als Kegelschnitt 


Die Hyperbel ist der geometrisehe Ort 
aller Punkte C, für die die Differenz_der 
ar von zwei festen 





die Seheitelpunkte Sı und S; in Z "gie 
wieder SıS3 = 2a = AıAs. 
In der gedrehten Ebene Zı durch mo 
schneiden sich ebenfalls ZC und BıDı in 
Aı, und BıC ist parallel zu ZD,. Nach 
dem Strahlensatz gilt: 


CAı: CBı= Z4Aı:ZDı =CFı:0B=e. 


Das Verhältnis des Abstandes © Fı eines 
Kegelsehnitipunktes © von einem Brenn- 
punkt Fı zum Abstand CB, von der ihm 
zugehörigen Leitlinie Iı ist eine Kon- 
stante e; der Wert dieser numerischen 
Exzentrizität e ist bei der Ellipse 0 <e<1 
(Z Aı < Z D;), bei der Hyperbel dagegen 
größer als 1 (ZAı > ZD:). 
Gleichungen der Kegelsehnitte. Um einen 
analytischen Ausdruck für die Kegel- 
schnitte zu bekommen, muß ein passen- 
des Koordinatensystem gewählt werden. 
Die Kegelschnitte sind ihrer Entstehung 
nach symmetrisch zu ihrer Achse. Ellipse 
und Hyperbelmüssen auf Grund der obigen 





Die Kegelsehnitte 367 


Eine Parallele mo in dieser Ebene Z zur 
Achse des Kegelschnitts durch die Spitze Z 
des Kegels schneidet die Ebenen E, in D, 
und Es in Da. Dreht man die Ebene Z um 
die Gerade m», so bleibt ihre Schnittgerade 
mit E, z.B. BıB;, parallel zur Achse des 
Kegelschnitts, d.h. senkrecht zu den Leit- 
linien 2 und !s. Die gedrehte Ebene Z, ent- 
hält eine Mantellinie ZAı As; der Schnitt- 
punkt C von Bı Ba mit Aı A: ist ein Punkt 


des Kegelschnitts. Die Strecken CF, und 


CO Aı sind gleich lang als Tangenten vom 
Punkt C an die Kugel Kı; entsprechend 


gilt OPr = (Ar. Wegen der Lage der 
Kugeln Kı und K; auf verschiedenen oder 
gleichen Seiten der Schnittebene E gilt 


für die Ellipse CF, + CR = = Aıd,, fü für 
die Hyperbel dagegen OFı — OF; = Aı 4a. 


Die Ellipse ist der geometrische Ort is 










Smmstrienrlinden 1 ist: diese Konstante 
(2a) gleich dem Abstand der in der 
Ebene Z gelegenen Ellipsenpunkte Sı 
und $S;, die Scheitel ‚heißen. 


er 
7 





\K Achse des \ 
Doppelkegels \ 


Hyperbel als Kegelschniitt 


368 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER EBENE 


Ergebnisse aber auch symmetrisch sein zur Miüttelsenkrechten der Strecke FıFs; der Schnittpunkt 
dieser Mittelsenkrechten mit der Achse ist der Mittelpunkt M dieser Kegelschnitte. Danach ist 
ein kartesisches Koordinatensystem, dessen x-Achse die Achse des Kegelschnitts und dessen y-Achse 
die Mittelsenkrechte im Mittelpunkt M ist, am besten zur Beschreibung der Ellipse und der 
Hyperbel geeignet. Man sagt dann, der Kegelschnitt befindet sich in Mittelpunktslage. Von Scheitel- 
lage spricht man, wenn bei gleicher x-Richtung die Tangente in einem Scheitelpunkt des Kegel- 
schnitts als y-Achse dient. Auch Polarkoordinaten, in denen die Kegelschnittachse die Nullrichtung 
und ein Brennpunkt der Pol ist, eignen sich für alle drei Kegelschnitte und damit zu einer gemein- 
samen Gleichung. Speziell für die Hyperbel lassen sich die beiden Asymptoten, die sich im Mittel- 
punkt schneiden, als ein natürliches, schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem verwenden. 


GLEICHUNGEN DER PARABEL 


Seheitelgleiehung. Das kartesische Koordinatensystem liegt so, daß seine x-Achse mit der Parabel- 
achse und seine y-Achse mit der Scheiteltangente zusammenfallen (Abb.). Jeder Parabelpunkt P hat 
nach Definition der Parabel vom Brennpunkt F und von der Leitlinie / gleichen Abstand. Der 


Scheitel S muß danach den Abstand FL, des Brennpunkts F 
von der Leitlinie I halbieren. Es gibt zwei Parabelpunkte, 
deren Ordinate ihrem Abstand von der Leitlinie gleich ist. 
Den absoluten Betrag p dieser Ordinate nennt man den Halb- 


parameter p der Parabel; L,F=p. Der Brennpunkt F hat 
danach die Koordinaten (5: 0) . Ein beliebiger Parabel- 


ne 2 
punkt P(x;y) aber hat den Abstand FP = |/ y?+ (2 _ 2) 


vom Brennpunkt F und den Abstand PL= z + x von der 
Leitlinie. Nach der Parabeldefinition gilt mithin: 


2 2 
(&+2) = + (2-3) oder y2 = 2pz. 


Scheitelgleichung der Parabel | ek 4 (JE. 


Die Gleichung drückt aus, daß die x-Achse Symmetrieachse 
ist; der Scheitel liegt im Ursprung; zu jeder Abszisse x > 0 
gehören zwei Parabelpunkte, deren Ordinaten entgegenge- 
setzt gleich sind. Der Halbparameter bestimmt die Form der 
Parabel. Je kleiner sein Wert p ist, um so näher rücken 
Brennpunkt und Leitlinie der y-Achse, um so langsamer 
Zur Herleitung der Parabelgleichung wächst y. Im Grenzfall p > 0 entartet die Parabel zu dem 
doppelt durchlaufenen Strahl x > 0 der x-Achse. Nimmt p 
dagegen sehr große Werte an, so rücken Brennpunkt und Leitlinie immer weiter auseinander 
und für 2? > © entartet die Parabel wegen x > 0 zur y-Achse. 
Auch die Gleichungen x? = 2py, y? = —2px und x? = —2py mit p > 0 stellen Parabeln dar, 
wie man aus der folgenden Übersicht erkennt, in der die Parabel 7? = 2p£ durch Drehung des 
&.n-Koordinatensystems um den Winkel » in eine der angegebenen Gleichungen übergeht. Die 
Transformationsgleichungen sind dabei € = x cosy — ysiny und 7 = x siny + y cosy (Abb.). 








Lage der Parabel n? = 2p E nach Drehung des &-n-Systems 
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Barahel Transformations- Keen Totereail 
gleichungen Gleichung 


Hat der Scheitel der Parabel nach einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems die Koordi- 
naten (c; d), so nimmt die Scheitelgleichung der Parabel für p > 0 eine der folgenden Formen an: 


y-a?= 2pl@-c; K-c!= 2ply-—d); 
y-d?=-2ple-c,; (K-c?=-2p(y—d). 
Beispiel 1: Gesucht ist die Gleichung einer Parabel in Scheitellage mit der x-Achse als Parabel- 
achse, die durch den Punkt Po(2; 4) hindurchgeht. Dann muß die Parabelgleichung von den 
Koordinaten von Po befriedigt werden: 4? = 2p 2; hieraus ergibt sich p = 4. Die gesuchte 
Parabelgleichung lautet demnach y? = 8x. 
Beispiel 2: Die Parabel, die ihren Scheitel in $ (2; 3) hat, nach unten offen ist und durch den 
Punkt P,(4; 1) hindurchgeht, muß achsenparallel zum Bild der Funktion 22 = —2py sein; 
ihre Gleichung ist (x — 2)? = —2p(y — 3). Da sie durch den Punkt Po(4; 1) geht, gilt (4 — 2)? 


4 
= — 2p (1-3)oderp= + = +1. Die Ze ae lautet somit (x — 2? = —2(y — 3). 


Der Brennpunkt hat auf der a den Abstand 2 
sind F(2; 2,5). 


1 
=,vom Scheitel, d. h., seine Koordinaten 


2 


GLEICHUNGEN DER ELLIPSE 


Mittelpunktsgleiehung der Ellipse. Die x-Achse des 
kartesischen Koordinatensystems fällt mit der Ellip- 
senachse zusammen, die y-Achse steht im Miittel- 


punkt M der Strecke $SıSa zwischen den Scheiteln 
senkrecht auf ihr (Abb.). Auch die y-Achse schneidet 
die Ellipse in zwei Punkten Nı und N;, den Neben- 


scheiteln. Man bezeichnet die Längen SS = 2a als 
große, NıNa = 2b als kleine Achse und FıFs/2 = e 


als lineare Exzenirizität. Da auch NıFı +Nı Fa, =2a 
sein soll, bilden diese Strecken ein rechtwinkliges 
Dreieck, in dem gilt e+b?2 = a?. Die Brenn- 
punkte haben danach die Koordinaten Fı(+e;0) und 
Fs(-e;0). Ein beliebiger Ellipsenpunkt P(xz;y) hat 


dis Abstände PR, = ne Yyk + = a und FF, Zur Gleichung der Ellipse in Mittelpunkts- 


lage 
= ra = |y? + (e + x)? von den Brennpunkten. Nach # 
Definition der Ellipse soll gelten: rı + ra = 2a oder rı = 2a — ra. Setzt man die für rı und ra 
gefundenen Werte ein und quadriert beide Seiten, so bleibt eine Wurzel stehen: 


Yrle-2?=4a-daly +(e+2? + yY+ (e+ x)? oder aly® +(e+z2)=a!-; ex. 
Durch erneutes Quadrieren beider Seiten erhält man 
ay? +a?e —uaie= + a? 2? = at + Zune + e? 72. 


Wegen e? = a? — b? läßt sich diese Gleichung vereinfachen: 








= Be, ige oder — — “2 a” 





2 
Auch die Gieikring Z8 — = 1, in der wieder « > b BARERDIIER ist, stellt eine Ellipse dar, 
n? 
wie man durch Drehung a &-n-Koordinatensystems um y = — 5 erkennt. Die Ellipse +2 + > =1 
En durch die Transformationsgleichungen (vgl. Parabel) &=y, n= — x in der Tat über in 
y® 
Bram 
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Hat der Mittelpunkt der Ellipse nach einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems die 
Koordinaten (c; d), so nimmt die Mittelpunktsgleichung der Ellipse für « > b eine der folgenden 


Formen an: 
_.ö8 A ns =. 
BP WM _, gr BR, Wa 


a? b2 b2 ee 


Beispiel 1: Eine in Mittelpunktslage befindliche Ellipse mit den Achsen 3 und 4 hat die Glei- 
2 2 2 2 

chung = + S = bzw. > B= Ye = 1, je nachdem, ob ihre große Achse in Richtung der x- 

bzw. der y-Achse liegt. 


Beispiel 2: Von einer Ellipse ist bekannt, daß sie Mittelpunktslage hat, daß eine Halbachse 
die Länge 5 hat und daß sie durch den Punkt Po(3; — 8) hindurchgeht. Da 8 > 5, muß 5b = 5die 
kleine N sein. Für afindet man durch Einsetzen von »=3, yo = — 8 in die Mittelpunkts- 


= 8)? 64 25-9 16 25 - 64 
gleichung: SE = = 1 oder a - = dhss = 16 


y? 
Et in= 


—=—5-2=10. Die 





Ellipsengleichung lautet demnach 


Ey 





Drehung des E n-Systems und 
2 


Ellipse > 55 4 - 4 Numerische Exzentrizität der Ellipse; rı und p sind Polarkoordi- 


naten des Punktes P 


Numerische Exzentrizität: Wird die Ellipse definiert als geometrischer Ort aller Punkte P, für die 


das Verhältnis des Abstands PF von einem Brennpunkt F zu dem Abstand d von der zugehörigen 
Leitlinie / einen konstanten Wert e(0 <e < 1) hat, so zeigt die Herleitung der Kegelschnitte als ebene 
Schnitte eines Kegels, daß die Leitlinie Z senkrecht zur Achse steht. In der Abbildung sind der 


2 


2 
Brennpunkt Fı und die Leitlinie !ı gewählt worden. Der Punkt P(x;y) der Ellipse =; + e =] 


hat von Fı bzw. Fs die Abstände rı bzw. r2 und von /ı den Abstand d. In dem Dreieck Fı FzP gilt 
nach dem pythagoreischen Lehrsatz 


122 = rı? + (2e)? — 2+2e(le— x) =rı? +4e? — 4e? +4ex oder r?—rı? = 4er. 
Wegen ra + rı = 2a folgt durch Dividieren 


e e e 
n-n= 2x und daraus n= a +2 sowie ri = a= m 


Nach der vorangestellten Definition soll gelten d e = rı, wobei die Werte für die Strecke d und das 
Verhältnis e zunächst noch unbekannt sind. Bezeichnet man den Abstand des Scheitels Sı von der 


Leitlinie Ih mit d’ = SıLı, so folgt aus de=(d+a-a)e=a--r und (X +a)e=a, daß 


e e Pl. a a 0: 
ec=-z, ao e=- und d“=-—-a=-(a-e) bzw. ame 
a 7 8 e e 
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2 
Die Leitlinie hat danach vom Koordinatenanfangspunkt den Abstand (d’ + a) = = —. Die nume- 


rische Exzentrizität hat den Wert e = — und für d gilt d 


= rı:eoderd= 2 — x. In der Abbildung 


ist d’ nach der Proportion konstruiert worden d’ :a=(@a-e):e. 


Parameterdarstellung der Ellipse. Die Ellipse kann als affines Bild eines Kreises 2 + 7? = a? 


aufgefaßt werden, in dem z.B. alle Ordinaten im Ver- 
hältnis y:n = b:a verkürzt wurden; in der Tat führt 


a 
die Transformation E=x,n= den Kreis in die 


2 2 
Ellipse —; eu . = 1 über. Zur Konstruktion werden 


durch die Schnittpunkte A bzw. B eines Strahls durch 
den Koordinatenanfangspunkt mit den Kreisen K,„ und 
K, mit den Radien «a und b Parallelen zu den Achsen 
gezogen und ergeben den Ellipsenpunkt P als Schnitt- 
punkt. Man sieht, daß die Proportion y:n=b:a erfüllt 
ist, Ist 4 der Winkel, den der beliebige Strahl gegen 
die x-Achse bildet, so folgt die Parameterdarstellung 
z2=ac0st, y = bsint, die beim Einsetzen die Ellipsen- 
gr erfüllt (Abb. h 





GLEICHUNGEN DER HYPERBEL 
Wie die Ellipse ist die Hyperbel symmetrisch zur Achse 





Zur Parameterdarstellung der Ellipse 


durch die Scheitelpunkte Sı und Sz sowie zu einer Senkrechten zu dieser Achse durch den Mitiel- 


punkt M, MSı=M Sa. Die Strecke M $Sı wird mit a bezeichnet, die Strecke MFı= _MF3s mit e, 
Eine kleine Halbachse gibt es bei der Hyperbel nicht; da e>a, läßt sich aber eine Strecke b 


durch die Beziehung b?= e? — a? fest- 


em 
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und PRrR=nr = |y? +(e+ x)? 


von den Brennpunkten. Nach Definition 2 Hier 
der Hyperbel soll gelten: rz— rı = 2a oder 
rı = 2a + rı. 

Setzt man die für rı und ra gefundenen 
Werte ein und quadriert beide Seiten, so bleibt eine 


y+(e + 2)? = dat + 4ay? + (8 -—e)? + yF+ (e 


Durch erneutes Quadrieren beider Seiten erhält man 


Bahiese: Bi ws “le 


Heat er Fr pe 
en Has El Ben 
scr22 13 


A 

Ei 

A 

jibe 

je 
BEUHESESE 
BB 


% —:f ® hr - 
kegeskefespessenn 


Zur Gleichung der Hyperbel in Mittelpunktslage 


Wurzel stehen: 


- 2)? oder exe - a =a)y? + (x - e). 


ex? + ai — Bee — a? y? + a? x? — Zune a? e2. 
Wegen e? = a? + b? läßt sich diese Gleichung vereinfachen: 


en b>r2 + Y=ary? + ale + asbtoder", — = 


24% 


=]. 
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Die Bedeutung der Größe b erkennt man aus folgender Umformung: 


vya-ba-a), [ Asymptoten 
AR V: _® | der Hyperbel 
17 x? 


x 


al 


= +7 





b b 
Der Grenzwert dieses Ausdrucks für x > oo ist lim = 7 —, Die Geraden n = + ri die diesen 


>00 


Grenzwert als Richtungsfaktor haben, sind Asymptoten tr a 


® b 
Aus Symmetriegründen genügt es, den Verlauf der Hyperbel = _ 5 = 1 und der Geraden 7 = = & 


im ersten Quadranten zu betrachten. Fällt man von einem Punkt P(£; n) mit &>a auf der Geraden 
das Lot auf die x-Achse, so ng es die Hyperbel in einem Punkte P(x;y). Dabei st&=x 


b bx a? 
und aus -— und y= a 1l—--- n folgt y<n, weil der Faktor / 1 — ze kleiner als 1 ist. Die 
Differenz (n„—y) ist um so kleiner, ; je größer x ist, denn aus der Hyperbelgleichung folgt ( 23) 
x  y\ı ug u 9 bx 
= (2 + .) oder wegen (© + 2) > oo fürz +, daß lim (2 _ z) = (0 oder (Z- v) = (n-y) >0 


a >00 
b 
für x > ©. Für große Werte von x kommt deshalb die Hyperbel der Geraden 7 = a: beliebig nahe. 


Die Gerade ist eine Asymptote der Hyperbel. Ihr Neigungswinkel gegen die x-Achse ergibt sich 
aus einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und 5 und der Hypotenuse e. 


2 22 
Auch die Gleichung , -A- 1, in der « die Hauptachse ist und jetzt in y-Richtung liegt, stellt 
eine Hyperbel dar, wie man durch Drehung des £-n-Koordinatensystems um y= -5 erkennt. 
ee 
Die Hyperbel ei e = 1 geht durch die Frauslormeliimeglsichungen (vgl. Parabel) &=y,n= —x 
% 
in der Tat über in — An 1 


Hat der Mittelpunkt der Hyperbel nach einer Parallelverschiebung 
des Koordinatensystems die Koordinaten (c, d), so nimmt die Mittel- 
punktsgleiehung der Hyperbel eine der folgenden Formen an: 

- 0)? (y-d) y„-d? (we)? 


a u” ee u 





Beispiel: Die Hyperbel — 28 = 1 hat die Scheitelpunkte S1(5; 0) 


und 8s(—5; 0), die Brennpunkte Fi (V25 + 4; 0), F, = = Y23; 0) 
und die Arumptoten y=+ em 

Die Hyperbel 55 Ei = = 1 dagegen hat die Scheitelpunkte 83(0; 5) und 
S4(0;—5), die Dee Fs(0;/29) und F,(0;— 29) und die 


Drehung des E-n-Systems Asymptoten y= + 8 
2 22 
und Hyperbel a =1 Asymptotengleiehung der Hyperbel. Die Gleichung der Hyperbel fällt 
besonders einfach aus, wenn man ihre Asymptoten als Achsen 
eines Koordinatensystems verwendet (Abb.). Bezeichnen & und 
n die Koordinaten im ursprünglichen System rechtwinkliger Parallelkoordinaten, x und y die 
Koordinaten im schiefwinkligen rer der Asymptotenachsen, dann lautet die Gleichung einer 





b 
=1,undn= +7 -£ sind die Gleichungen ihrer Asymptoten. 


Hyperbel in Mittelpunktslage —, = er 
b 


Es ist tanz = Fr 
Zwischen den Koordinaten bestehen die Beziehungen 


n=(y— x) sin« 
€E=(y-+ x) cos« 


n = y sin« — x sin« 


E=%Cosa + Y cos« Be 








Führt man die Beziehungen in die Mittelpunktsgleichung ein, so folgt 


(y + 2)? cos?« (y — x)? sin?« 


Fr - pe = 1 oder (y + x)? b? cos? « — (y — x)? a? sin?« = a? b2, 
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Wegen b? cos?« = a? sin?« ergibt das 2x y (b? cos®« + a? sin?«) = a?b? und daraus 4x y cos?« = a? 


2ab 
und 4x ysin?« = b2. Durch Addieren gewinnt man 4x y = a? + b? und wegen sin?« = @rd 
ab 
schließlich xy sin2« = —. Diese Gleichung besagt, daß das Parallelogramm OAPB stets den- 


5 
selben Flächeninhalt hat. 


Die auf die Asymptoten bezogene Hyperbelgleichung hai die Form xy = const. Umgekehrt stellt 
jede Funktion dieses Typs eine Hyperbel dar. 








J 
L7 
7 J 
Zr 
\ | x 
5 N Q ee / [O\ 2 
)% & 2 ” SE + 
x 

Zur Asymptotengleichung der Hyperbel Numerische Exzenirizität der Hyperbel 


Numerisehe Exzentrizität. Wird die Hyperbel definiert als geometrischer Ort aller Punkte P, für 


die das Verhältnis des Abstandes PF von einem Brennpunkt F zu dem Abstand d von der zu- 
gehörigen Leitlinie ! einen konstanten Wert e > 1 hat, so zeigt die Ableitung der Kegelschnitte 
als ebene Schnitte eines Kegels, daß die Leitlinie / senkrecht zur Achse steht. In der Abbildung 
sind der Brennpunkt Fı und die Leitlinie Zi gewählt worden. Der Punkt P(x;y) der Hyperbel 


- _ v = 1 hat von Fı bzw. Fa die Abstände rı bzw. ra und von /ı den Abstand d. In dem Dreieck 
FıF2P gilt nach dem pyihagoreischen Lehrsatz r32?= rı? + (2e)? — 2-2e(e— x) oder ra? — rı?=4ex. 
Mit ra —rı = 2a ergibt sich an + rı = 22 und daraus an =a+ 2 sowie rı = - —-.a. 
Nach der vorangestellten Definition soll gelten de = rı. Bezeichnet man den Abstand des 


Scheitels $Sı von der Leitlinie Iı mit d’ = SıLı, so folgt aus de= (X —-a+xr)e= - z—a, 


2 
(d’-a)e=-a, daß a ne nd Penn Ei ER ER 
a a e e & e 
a 
Die Leitlinie hat danach vom Koordinatenanfangspunkt den Abstand 0a —d’= „= = Die 


[#7 
numerische Exzenitrizität hat den Werte = =, und für dgilt d=rı:e odrd=r* — =L 


KEGELSCHNITT UND GERADE 


Sehnittpunkte von Kegelsehnitt und Gerader. Bei der Herleitung der Kegelschnitte mit Hilfe der 
Dandelinschen Kugeln als ebene Schnitte eines geraden Kreiskegels zeigte sich, daß jedem Punkt P 
des Berührungskreises k einer Dandelinschen Kugel ein Punkt P’ des Kegelschnitts entspricht. Einer 
Geraden g in der Kreisebene E, bzw. E3 entspricht ebenfalls eine Gerade g’ in der Schnittebene E, 
die sich als Schnittgerade zwischen dieser Ebene E und einer durch die Gerade g und die Spitze Z 
des Kegels bestimmten Ebene ergibt. Wie bei jeder projektiven Abbildung gehen insbesondere 
Schnittpunkte in der Ebene Eı bzw. Es in Schnittpunkte in der Bildebene E über. Je nachdem, 
ob die Gerade g den Kreis kı bzw. ka schneidet, berührt oder meidet, wird auch die Bildgerade g’ Sekante 
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oder Tangente des Kegelschnitts sein bzw. keinen Punkt mit ihm gemeinsam haben; allerdings kann 
es Punkte auf dem Kreis geben, deren Bilder uneigentliche Punkte des Kegelschnitts sind, die 
deshalb gesondert betrachtet werden müssen. 

1. Im Falle der Parabel ist es der Punkt D von k; er hat den größten Abstand von der Leitlinie / 
(vgl. Abb. Parabel als Kegelschnitt). Jede Sekante des Kreises k durch Punkt D hat eine Parallele 
zur Achse der Parabel als Bild (z.B. DA die Parallele BC), schneidet demnach die Parabel im End- 
lichen nur in einem Punkte ©. — Die Tangente im Punkte D an den Kreis %& ist parallel zur Leitlinie, 
ihr Bild ist die uneigentliche Gerade der Schnittebene E. 

2. Im Falle der Hyperbel schneidet eine Ebene durch die Spitze Z des Kegels parallel zur Schnitt- 
ebene E den Kreis in zwei Punkten Ps und P;, deren Bilder die uneigentlichen Punkte der Asym- 
ptoten sind. Die Gerade durch diese beiden Punkte hat die uneigentliche Gerade der Schnittebene E als 
Bild. Eine Sekante des Kreises kı bzw. ka durch einen dieser Punkte, z. B. P:, hat eine Parallele zur 
betreffenden Asymptote zum Bild, die die Hyperbel im Endlichen nur in einem Punkte schneidet. 
Die Tangenten in Ps bzw. Ps an den Kreis gehen durch die Abbildung in die Asymptoten über. Ihr 
Schnittpunkt ist mithin das Original zum Mittelpunkt M der Hyperbel. 

Ist der Schnittpunkt eines Kegelschnitts mit einer Geraden gesucht, so läßt sich aus der kartesischen 
Normalform der Geradengleichung leicht erkennen, ob einer dieser Sonderfälle einer Sekante mit 


b 
nur einem Schnittpunkte vorliegt (mp = 0 bei einer Parabel, mı = + = bei einer Hyperbel). In 


allen anderen Fällen ergibt sich durch Einsetzen des y-Wertes der kartesischen Normalform in die 
Gleichung des Kegelschnitts eine quadratische Gleichung, deren Diskriminante Auskunft gibt 
über die Anzahl der Schnittpunkte, 


1 
Beispiel 1: Für die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden y = — 3? + 2 mit der Parabel 
x?= 4y hat-man das Gleichungssystem aus diesen beiden Gleichungen zu lösen. Durch Einsetzen 


erhält man 22 = —2r +8oderz? +22 +1=9, 
aı= 2; 9a = —-4 und yı=1;y = 4. 


Die Schnittpunkte sind Pı(2; 1) und Ps(-4; 4). 


Beispiel 2: Der Kegelschnitt 16x? + 254? + 322 — 100y — 284 = 0 liegt achsenparallel, da 

in seiner Gleichung kein gemischtquadratisches Glied auftritt. In der Tat erhält man 

16x22 + 322 + 16 + 2592 — 100y + 100 — 16 — 100 — 284 = 0 oder 16(z + 1)? + 25(y — 2)% 
z 1)2 98 er: = 

— 400 oder er + 2 = 1. Der Mittelpunkt M des Kegelschnitts hat die Koordinaten 

M(-1;2). Die Gerade 5y = 28x — 62 schneidet die Ellipse in den Punkten Pı[2; — 3) und 


22 
Pi[ 3; 3) ‚ da man durch Einsetzen der Gleichung der Geraden in die der Ellipse die quadratische 
Gleichung x? — 5x + 6 = 0 mit den Wurzeln xzı = 2; 22 = 3 erhält. 


Riehtungsfaktoren der Tangente. Gleiehungen der Tangenten an Kegelsehnitte. Die Gleichungen 
der Tangenten an Parabel, Ellipse und Hyperbel lassen sich wie die des Kreises ebenfalls mit den 
Methoden der analytischen Geometrie herleiten. Es ist jedoch weitaus vorteilhafter, die Mittel 
der Differentialrechnung heranzuziehen. Die Ableitung der Gleichung eines Kegelschnitts an einer 
Stelle zı liefert den Richtungsfaktor der Tangente un den Kegelschnitt im Punkte P,(xı; yı), wo- 
bei yı den Funktionswert, d. h. die Ordinate des Kegelschnitts an der Stelle xı bedeutet. Die Punkt- 
richtungsform der Geradengleichung ergibt unter Berücksichtigung der Kegelschnittgleichung die 
Gleichung der Tangente; z.B. erhält man für die Parabel aus y? = 2px durch Differenzieren 
2y y’ = 2p oder y’ = > und somit als Richtungsfaktor yı’ der Tangente (im Punkte Pı) yı’ = = 
und damit die Gleichung der Tangente 


‚_Y-d Payearın. ! 
Ne oder er En =y-yı, 
p2—- p&aı = yYyı- yı? = yyı-?2p2%ı, d.h. 
p(® + 2%ı) = yyı. 
Für Ellipse und Hyperbel dagegen, wenn Pı(zı; yı) Berührungspunkt ist, 
x? 2 2x 2 2 b2 
1 Hr | .„ u , Yıyı = 0: ET - 21 











a? ne b2 7 q3 b2 a? yı 
als Richtungsfaktor und als Tangentengleichung 
yı(@ - zı) = (y- Yı) En a Ber 
’ ayı a? yı B 
22 yyı a? yı? © &ı Yyı 





az a atn oder a2 a > = 
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Entsprechende Herleitungen lassen sich für die Parabeln x? = 2py, y? = —2px und 2? = —2py, 
2 2 2 22 

die Ellipse en 4+- z — ] und die Hyperbel — .- 1 finden. Die folgende Tabelle enthält die 

Ergebnisse für die wichtigsten Fälle. 


Scheitel S Gleichung | der Tangente im 
Punkte Pı(z1; Yı) 


Yun =ple +) 
v- ar = 2pe@-0 W-Am-d=p@-ce+tm-0) 


Kegelschnitt er Richtungsfaktor Gleichung der Free 


im Punkte Pı(z1; yı) 


ie -of W- en ‚@-e) (© — e) eh (y — d) yızd) _ 
See he —(zı — e)/(yı — d) aba, @ı-c)+W-d) n-d)- ia 


e-$ _ W-_, |#B m-) |e-da-9 W-am-q_ 


a | a? (yı —d) a? ‚b2 





Beispiel: Tangente an einen ie in einem Punkte: Die Gleichung der Tangente an die 


— 2)2 
Ellipse = we 2 + w v—ar_ı im Punkte Pı(2; =) lautet x 
Bl a = 1 oder 16(= + 1) (2 +1) + 25(y — 2) (-3 -2) = 400, 
48 + 48 — 80y + 160 = 400, 
3 12 
a 


Sehnittwinkel zwisehen Kegelsehnitt und Ge- 
rade. Dieser Schnittwinkel ist erklärt als Win- 
kel zwischen der Geraden und der im Schnitt- 
punkt an den Kegelschnitt gelegten Tangente; 
er läßt sich deshalb als Winkel zwischen zwei 


1 
Geraden berechnen. Die Gerade y = — 5® +2 


und die Parabel x? = 4y schneiden sich z.B. 
im Punkte Pı(2; 1). Die Parabeltangente iı 
im Punkte Pı hat die Gleichung y=r-— 1]; 
ihr Neigungswinkel «3 gegen die x-Achse hat 
den Wert «= 45°, der der Geraden dagegen 
ist & = — 26,56°; demnach ist der Winkel y 
zwischen Ahnen v= x - aı = 71,56° (Abb. ). Schnittpunkt und Schnittwinkel zwischen Gerade 
und Parabel 





Kegelschnittstangente mit vorgeschrie- 
benem Richtungsfaktor. Der Richtungs- 
faktor mit dem gegebenen Werte mı soll dem Richtungsfaktor yı’ des Kegelschnitts gleich sein. 
Im Falle der Parabel darf die durch mı gegebene Richtung nicht die der Hauptachse sein, da keine 


Tangente diese Richtung haben kann. Aus yı’ = mı = = ergibt sich eine Koordinate yı = m ; die 
1 
andre berechnet man aus der Parabelgleichung, da die Koordinaten des Berührungspunkts diese 
b2 
) erhält man das Verhältnis 


a? Yı 





erfüllen müssen. Im Falle einer Ellipse bzw. Hyperbel (mı =+F 
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der Koordinaten zı :yı des Berührungspunktes, durch Einsetzen in die Kegelschnittgleichung also 
eine rein quadratische Gleichung [xı? = a? mı?/(a? mı? + 5?)], die für alle Ellipsen und für Hyper- 


beln, für die | mı | > z’ stets zwei dem Betrag nach gleiche reelle Wurzeln hat. Das Ergebnis ent- 


spricht der Ssometiischen Vorstellung, daß zu jeder Richtung zwei parallele Tangenten an eine 
Ellipse möglich sind, deren Berührungspunkte symmetrisch zu ihrem Mittelpunkt liegen, daß aber 
bei einer Hyperbel dieser Fall nur eintritt, wenn die im Koordinatenanfangspunkt angetragene 
gegebene Richtung außerhalb der Winkelräume zwischen den Asymptoten liegt. Soll die gesuchte 
Tangente parallel zu einer Geraden y= mx + n sein, so ist mı bestimmt durch mı = m; soll die 


1 
Tangente senkrecht zur Geraden y = mx + n laufen, hat zu en m sollen beide schließ - 
2 r - n . E mMm—-m m + tany 
lich den Winkel y einschließen, so ergibt sich aus tany = Tears ag 7, der Wert mı = T- Mersay 


4 
Beispiel: Sind die Ellipse 36x? + 100y? = 9 und die Gerade y = -5#® gegeben, so ist 
3 


4 2 
m=-;5- Die Halbachsen der Ellipse haben wegen — = gt I = ldie ne 6=5 5 und b= I0' 


4 9 
Für eine zur Geraden parallele Tangente gilt - = — 52 ' —, d.h. yı = 30 Zugleich liegen die 
Berührungspunkte der Tangenten auf der Ellipse, d.h., es "gilt 3621? + 100y1?= 9. Aus diesen 


00 - 81 36 
2 — 2 — —— 
400 xı? = 9 oder &ı 225 und 


2 9 2 9 
damit zı,2 = +5 ; Yu = +50. Die Berührungspunkte sind folglich Bı (3: 5’5 56) und 
Ba (- g, _ 50) ; die Tangentengleichungen 





beiden Gleichungen findet man durch Einsetzen 36x21? + 


Jede Hyperbeltangente schneidet von dem Winkel- 
raum zwischen den Asymptoten ein Dreieck 
(Ps MPs) ab mit dem konstanten Flächeninhalt 
A=ab. 


Die Tangente — = = = 1 im Punkte Pı(21;%ı) 
02 y? 
an die Hoyperbel re ee 1 schneidet die 


b 
Asymptoten y = + zZ in den Punkten Ps und 


P; (Abb.). Für ihre Koordinaten findet man durch 
Einsetzen: 





xı Yı a®b 
«(= + sr) = 1 ode Is =, 
Dreiecke, die durch Hyperbeltangenten von dem a? ab baı Fayı 
Winkelraum zwischen den Asymptoten ausge- hr 
schnitten werden &ı Yyı a ab? 
lt; = ) a AT Thamagı 


Für den Flächeninhalt A des Dreiecks M P3Ps erhält man: 


100 1 0 0 
a? b a b2 
A=5 Ne Si =; bzı + ayı —bzı — ayı 
a? b a b2 
l x2 ya 


bzı -ayı bzaı -ayı 


a3 b3 a3 b3 a3 b3 ab 


1 
2 b2? 21? — atyı? ' bez? — aryı? bar -aryı? a gm 2 
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NORMALE UND POLARE EINES KEGELSCHNITTS 


Riehtungsfaktoren der Normalen, Normalengleiechungen. Die Normale steht senkrecht auf der 
Tangente im Berührungspunkt Bı (21; yı). Der Tabelle über die Richtungsfaktoren der Tangenten 
an die Kegelschnitte kann man darum sofort die Richtungsfaktoren der Normalen entnehmen und 
mittels der Punktrichtungsform die Gleichung der Normalen aufstellen. In den wichtigsten Fällen 


Kegelschnitts- | Richtungsfaktor Gleichung der Normalen 
gleichung der Normalen im Punkte Pı (1; yı) 
Yyı 


erhält man: 


re 
a = (2 — &ı) 





Beispiel: Die Normale an die 


22 y? 
Hyperbe Te lim Punkte 


9 
9 
Pı (5; -5) hat die Gleichung 
9 

rt (-4 ’ 
I 4 ar 

ee 
Yty-35 — er 

4 
= z'2 — — (Abb.) 


Wiehtige Sätze über Normalen an 
Kegelschnitte. 


Brennstrahl und Parallele zur 
Achse der Parabel bilden mit der 
Normalen gleiche Winkel, da sie 
gleiche Winkel gegen die Tangente Normale der Hyperbel 
haben. 


Die Normale eines Ellipsenpunktes halbiert den Winkel zwischen den Brennstrahlen dieses Punktes, 
da diese gleiche Winkel gegen die Tangente haben. 





Die Tangente, die Normale und die beiden Brennstrahlen eines jeden Ellipsenpunktes Pı bilden ein 
harmonisches Strahlenbüschel, da in jedem Drei- 
eck FıF3Pı die Winkelhalbierenden eines Innen- 
winkels (bei Pı) und des zugehörigen Außenwinkels 
die Gegenseite harmonisch teilen. 


Die Tangente, die Normale und die beiden Brenn- 
strahlen eines jeden Hyperbelpunktes bilden ein har- 
monisches Strahlenbüschel, da die Tangente tı den 
Innenwinkel im Punkte Pı vom Dreieck Fı FaPı 
halbiert und die Normale den zugehörigen Außen- 
winkel. Die Normale halbiert den Supplementwinkel 
des Winkels zwischen den Brennstrahlen. 


Gleichung der Polaren. Entsprechend wie beim Kreis 
lassen sich von einem Punkte Po(2o; Yy) außerhalb 
eines Kegelschnitts die Tangenten an den Kegel- 
schnitt mit Hilfe der Polaren 90 des Pols Ps berech- 
nen. Die Polare 90 ist dabei die Gerade, die die 
Berührungspunkte Pı(zı; yı) und Pa(x2; ya) der Tan- Tangenten von einem Punkt Po außerhalb 
genten tı und ta miteinander verbindet. Aus den beiden einer Ellipse; Polare po 
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Tangentengleichungen z.B. für eine Ellipse in Fur 

















1% 
(it +. = 1 und (2) er a DE 
ergibt sich die Gleichung 
= 
(po) — Ar Erd, 


sie ist die Polarengleichung, da sie eine RE ist, die für die Koordinaten der Punkte 
Pılaı; Yyı) und Pa(x3; Ya) erfüllt ist. 

Die Gleichung ist formal die gleiche wie für eine Tangente, die Konstanten x, yo sind aber die 
Koordinaten des Pols und nicht des Berührungspunktes. Leitet man entsprechend die Polaren- 
gleichungen der anderen Kegelschnitte her, so ergibt sich die folgende Tabelle. 


Y = = pie + u 





Ein Punkt P,(xı; yı) im Innern eines 2 Kegelschnitts kann lest werden als Schnittpunkt zweier 
Polaren gı und ga, deren Pole Qı(dı; m) und Qa(£2; ns) auf der Polaren 2ı des Punktes Pı liegen. 
Die Gleichungen der Polaren gı und 
gs sind für die Koordinaten ihres 
J Schnittpunkts Pı(zı; yı) erfüllt; 

für eine Hyperbel z. B. gilt: 

2 un =1 und 
UP, a b? 


\ &ertı meyı 
ee I, GB, 
— - = 1 ist die Gleichung 
2 x einer Geraden, die die Punkte Qı 
und @s enthält, mithin die der 


/ Polarenp: ist. Die Polarengleichun- 
gen gelten danach auch, wenn der 


. Pol Pı(zı;yı) im Innern des Kegel- 
F7 \ n schnitts liegt. 
q Beispiel: Der Pol P,(3;7) hat 
in bezug auf die Hyperbel 

e-2 _ W+3_, 

N, 16 007-7," 
2< die Polare pı mit der Gleichung 

P7 
87 








@-2)&ı-2) Yr3a)lyıHr3) 
16 100 

=1 oder 100(& — 2) (3 — 2) 

— 16(y + 3) (7 + 3) = 1600, 





- 5(z — 2) — 8(y + 3) = 80 
5 10 + 24 + 80 
5 114 Er Be en Bahr 
Polare y Bad des Pols Pı(3;7) für die Hyperbel 5 114 
@-2% w+ 3 art ei: 
ie 0 


"DerPunkt @[16; —4— ;) liegt auf 
der Polaren pı Betrachtet man ihn als Pol, so erhält man als Polare q 


100(& — 2) (16 — 2) — 16(y + 3-47 + 3) = 1600 oder y= -70x + 217. 
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31 23 


Diese Gerade schneidet die Polare pı im Punkte 8 ( 3 113°” 12 5) . Die Verbindungsgerade PıQ 


muß die Polare s zum Pol S sein. In der Tat erhält man für sie als Polare die Gleichung: 
3 2 16 3 ( 12 > 3) —= 1600 od = gel 
1000 - 2) (3475 - ) - Yy+9)\-12773 +3) = oder y= -552 +95: 
1 
die für die Koordinaten von Pı(3; 7) und von olıs; -4;) erfüllt ist. Im Dreieck PıQS ist 
danach jede Ecke Pol der gegenüberliegenden Seite. 


Tangenten von einem Punkt an einen Kegelsehnitt. Sind von einem Punkte P außerhalb eines 
Kegelschnitts die Tangenten an den Kegelschnitt zu legen, so wird die Polare p des Punktes P 
zum Schnitt gebracht mit dem Kegel- 
schnitt. Die Schnittpunkte Bı und Ba sind 
die Berührungspunkte der Tangenten. 


Beispiel: Die Polare des Punktes 
P,(14; 1) bezüglich der Ellipse x? + 4y? 


a ldx y 
=100{Abb.) hatdie Gleichung 100 u 25 


7 
=1loder 142 +4y=100, y =-527+25. 


Sie schneidet die Ellipse in Bı(8; — 3) 
und B:(6; 4), denn es ist 


49 
x2 + (7 - 1752 + 625) = 100, 


x? — 1l4r = —48; 
a ='6, 2 ; yı =4,y = —3. 
Folglich lauten die Tangentengleichun- 
25 


3 
gny=-7%-7 bzw. y = er nk rer 





Tangenten vom Punkte P an die Ellipse 


ZWEI KEGELSCHNITTE 


Sehnittpunkte zweier Kegelsehnitte. Zur Bestimmung der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte muß 
das entstehende Gleichungssystem aufgelöst werden. Die reellen Lösungen liefern die Schnitt- 
punktskoordinaten. 


Beispiel 1: Die Parabel y? = 12r 
wird von dem Kreis (+ 3)? + 9y?= 72 
in den Punkten $,(3; 6) und 
Sa (3; — 6) geschnitten, da deren 
Koordinaten beiden Gleichungen 
genügen. Sie ergeben sich aus dem 
Gleichungssystem 
(zo + 3)? + yo? = 72 
Y? = 1270 


als Lösungen zı = 3, yı=6 und 
se, y= —b6. 


Beispiel 2: Zur Bestimmung der 
Schnittpunkte der Ellipse 


a u Zu 








30 a 1 mit der 
Parabel (x + 6)?= 4(y— 2) hat man 
das Gleichungssystem 
2 _ 912 
ee + Ir =1 Schnittpunkte und Schnittwinkel einer Ellipse und einer 
80 20 Parabel 
(zo + 6)? = 4(yo — 2) 








zu lösen (Abb.). Durch die Transformation x + 6 = &, yo — 2 = n gehen die Gleichungen über in 
202°? + 807? = 1600 und &@2= 4n. Eliminiert man £. so erhält man 80n + 8072 = 1600, 
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1 81 1 9 =; 
?+n+7 = g m=-5t5 m=-4;m-=—5 und ia +4; u = 25i. Daraus be- 
rechnet man ı = 4 -6= -23, nn = &-6=- - 1, yı=m+2=-6s a =nmı+2=6. Die 
Kegelschnitte haben damit zwei Schnittpunkte $ı(— 2; 6), S2(— 10; 6). 


Zwei Kegelschnitte brauchen keine (reellen) Schnittpunkte zu haben. Sie können sich in einem 
oder mehreren Punkten berühren. Zwei nicht entartete Kegelschnitte schneiden sich, wie man allgemein 
beweisen kann, in höchstens vier Punkten. Besteht der eine Schnitt eines Doppelkegels aus zwei 
sich in der Spitze schneidenden Mantellinien und der andere aus einer Mantellinie, so können 
unendlich viele Punkte bei geeigneter Lage beiden entarteten Kegelschnitten gemeinsam sein. 


Sehnittwinkel zweier Kegelsehnitte. Der Schnittwinkel zweier Kegelschnitte ist erklärt als Schnitt- 
winkel der Tangenten im Schnittpunkt. Man hat demnach die Gleichungen der Tangenten im 
Schnittpunkt aufzustellen und deren Schnittwinkel zu berechnen. 


Beispiel 1: Die Parabel y? = 12x und der Kreis (x + 3)? + y? = 72 schneiden sich in den 
Punkten $ı(3; 6) und 8s(3; — 6). Die Kreistangente in $Sı hat die Gleichung y = —x + 9, die 
Parabeltangente y = x + 3. Da die Richtungsfaktoren zueinander negativ reziprok sind, schnei- 
den sich Parabel und Kreis senkrecht in Pı. Für 8; gilt dasselbe. 


6)2 — 9)2 
Beispiel 2: Die Ellipse Fr u = 1 und die Parabel (x + 6)? = 4(y — 2) schneiden 


sich in den Punkten $8ı(-2; 6) und $s(—-10; 6). Die Gleichung der Ellipsentangente 


6 6 -2)yı 2 ee 
(+6) (&ı + ne im Punkte $, lautet y=- 72 + 7, die Gleichung 


30 
der Parabeltangente (= + 6) (cı + 6) = 2(y—-2+yı—2) im gleichen Punkte dagegen 
1 
y= 2x + 10. Austanaı = — ni 14,04° und tanag = +2, «aa = + 63,43° ergibt sich der 
Schnittwinkel ym-aınm= 77,47°. 


GEMEINSAME SCHEITELGLEICHUNG DER KEGELSCHNITTE 


Parameter der Kegelschnitte. Der Parameter 2p einer Parabel y? = 2 px in Scheitellage ist erklärt 
als-Maßzahl der Länge der im Brennpunkt auf der Achse senkrecht stehenden Parabelsehne, er 
mißt sozusagen die „Dicke‘‘ der Parabel im Brennpunkt. Diese Definition wird übertragen auf die 
anderen Kegelschnitte: 


Der Parameter eines Kegelschnitts ist erklärt als Maßzahl der Länge der auf der Hauptachse im Brenn- 
punkt senkrecht stehenden Sehne. 


Der Parameter eines Kegelschnitts, dessen Hauptachse in die x-Achse fällt, wird berechnet, indem 
man in der Mittelpunktsgleichung die doppelte positive Ordinate ys im Brennpunkt berechnet, 
d.h. in die Kegelschnittsgleichung die Abszisse zz des Brennpunktes einsetzt und diese Glei- 
chung nach %» auflöst. 


Parabel: y„? = 2p2,2» = 5» daraus ys = p, Parameter 2» 


2 2 2 e2 2 ee 
Ellipse: = - vs =1,03.=e, as + pr —= l, daraus y»» = + Fr Va? — e2, oder wegen a? — e® = b2 
b2 
=—; 2b2 
der Wert =; Parameter 2p = ——- 
x2 2 2 2 b 
Hyperbel: — — E =1l,03=e, = _ — = 1, daraus ys = + z Ve? — a?, oder wegen e? — a? = b2 


b2 
w m; 2b2 
Ger WERd yo a” Parameter 2p = IR 


Scheitelgleiehungen der Kegelsehnitte. Die innere Verwandtschaft der Kegelschnitte wird deutlich 
an ihren Scheitelgleichungen. Für die Parabel lautet die Scheitelgleichung y? = 2pz, für Ellipse 
und Hyperbel erhält man sie durch Parallelverschieben des Koordinatensystems aus den Mittel- 
punktsgleichungen. 


2 2 
Ellipse: Aus der Mittelpunktsgleichung = + e = 1 im &-n-System erhält man durch Transforma- 


tion des Systems in den Scheitel S2(—a; 0), also durch die Transformation ze =&+a,y=nim 
(2 —a)? 2 2b2 b2 x? 


neuen z-y-System ——— + — = 1 und daraus durch Umformung y? = — x — 


Fr p2 u = P) bzw. 
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b2 
unter Verwendung des Halbparameters p = = der Ellipse die Gleichung y? = 2px — ea (Abb.). 
Die Verwandtschaft mit der Scheitelgleichung der Parabel springt in die-Augen: Von dem Parabel- 


wert 2px wird der Term Eu sub- 


trahiert, um die Ellipsenwerte zu er- 
halten. So erklärt sich übrigens 
auch der Name Ellipse, er spielt auf 
ein Fehlen, einen Mangel (griech. 
elleipsis) an, gemessen an der Para- 
bel als Vergleichskurve. 





Transformation der Ellipsenglei- Transformation der Hyperbel in Scheitellage 
chung in Scheitellage 
= n° 
Hyperbel: Aus der Mittelpunktsgleichung — ra; 7 1 im &-n-System erhält man durch Trans- 
formation des Systems in den Scheitel Sı(a; vr also durch die Transformatin =! -ay=n 
2 2 2%b2 b2 
im neuen x-y-System e rn ar. a = 1 und daraus durch Umformung y? = ei 7757 ; v2, bzw. 


b2 
unter Verwendung des Halbparameters p = — der Hyperbel die Gleichung y? = 2p= ei > Da 
(Abb.). Gemessen an der Parabel 





b2 





y?® = 2px geht man um De über 
a | Scheitelgleichung der Hyperbel | y„? = 2px + a, p= 


den Parabelwert hinaus. Hieraus 
erklärt sich der Name Hyperbel 
(griech. hyperbolein, darüber hinausgehen). 


Hensehnanae Seheitelgleichung der Kegelsehnitte. Durch Einführen der numerischen Exzentrizität 
Bu — für Ellipse (0 <e < 1) und Hyperbel (e > 1) bzw. & = 1 ıür die Parabel sich eine allen 





2 — e?2 

drei Keirelsätälhent gemeinsame Scheitelgleichung angeben. Für die Ellipse gilt 2 - —_ . - = Br £ 
2 p b2 e — a? R 

=1-.2>0 wegen 0<e<l1l; für die Hyperbel dagegen erhält nn == Terz 1, 


wobei (1 — e2) stets negativ ist. Für e = 1 schließlich hat das Glied (1 — ") x? stets den Wert Null; 
die Gleichung y? = 2px — (1 — e2) x? ‚ beschreibt danach je nach dem Werte von s jeden der drei 
Kegelschnitte. 





Auch die Scheitelgleichung des Kreises ist in dieser Gleichung enthalten. Setzt man p=r und 
e = 0, so ergibt sich y? = 2rx — x? oder y? = x(2r — x); diese Beziehung ist auch nach dem 
Höhensatz im rechtwinkligen Dreieck erfüllt. 
Nach der gemeinsamen Scheitelgleichung ist ein Kegelschnitt durch den Parameter 2p und die 
numerische Exzentrizität e bestimmt. Die bisher zur Kennzeichnung eines Kegelschnitts verwen- 
deten Größen, uie Halbachsen a und 5b sowie die lineare Exzentrizität e, lassen sich in p und e 
2 
ausdrücken, wenn man bedenkt, daß sich für yo = 0 der Wert zo = 2a ergibt und daß p = > 


für Ellipse und Hyperbel bzw. p = r für den Kreis ist. Man findet für die Ellipse a = 5 


_ 52’ 
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p pe _ 
er 7 ;wähltmanp = 1, 


p p® 
e 


er) 1-a e? — 
so ergeben sich z. B. für e = 0,8 die abgerundeten Werte a = 2,78; b = 1,67; e = 2,22, für 
e= 1,5 dagegen a = 0,8; b = 0,89; e=1,2 











p 
b= ge 


e? 


und für die Hyperbel a = 


e=15 (Abb.). 

E=7 POLARGLEICHUNGEN DER KEGEL- 
SCHNITTE 

€=08 Zur Beschreibung der Kegelschnitte in Polar- 


koordinaten ist ihre Achse die natürliche Null- 
richtung; als Pol kann für Ellipse und Hyper- 
bel der Mittelpunkt gewählt werden, meist 
wählt man aber einen Brennpunkt als Pol. 


Polargleiehungen der Kegelsehnitte, bezogen 
auf den Mittelpunkt als Pol. Transformiert 
man die Mittelpunktsgleichung der Ellipse 
22 2 

at = 1 durch z = rcose, y = rsinp auf 


Polarkoordinaten, deren Pol im Mittelpunkt 








Ellipse der Ellipse liegt, so lautet die Gleichung: 
en y2 2 y? sin? 
Ca m == 24 = "=1 oder 
> 966, @ b 
I b? cos?p + a? sin?p 
ee 
a? b2 
Abhängigkeit eines Kegelschnitts von der numerischen b2 cos?p + a? — a? cos? 
Exzenitrizität = rl» a 7 
a? — (a? — b2) cos?p r? e? 1 — 82 cos? b2 
= rl ———— nn 2 — — 2 = gü« — m —, 
T 2108 5 (1 za C08 o) r 58 un: u : TO: , waTtr 


Durch analoge Rechnung erhält man auch die Polargleichung der Hyperbel. 





Polargleichungen der Kegelschnitte, bezogen auf den Brennpunkt als Pol. Diese Kegelschnitt- 
gleichungen finden in der Astronomie vielfache Verwendung, und zwar auf Grund des ersten Kepler- 
schen Gesetzes, nach dem die Planeten in Ellipsen laufen, in deren einem Brennpunkt die Sonne 
steht. Ganz natürlich wird man daher als Koordinaten der Planetenbewegung die Entfernung von 
der Sonne und die Winkeländerung beim Umlauf verwenden, also ein Polarkoordinatensystem 
benutzen, dessen Pol in einem Brennpunkt der Ellipse der Planetenbahn liegt. Gleichzeitig wird 
die numerische Exzentrizität e in der Astronomie als Maß für die Abweichung der Ellipsenbahn 
von einer Kreisbahn benutzt. Das Wort Exzentrizität ist glücklich gewählt: Beim Kreis fallen 
Mittelpunkt und Zentrum der Gravitation zusamınen; je langgestreckter die Ellipse wird, um so 
weiter rücken Mittelpunkt und Gravitationszentrum auseinander, um so exzentrischer wird die 
Bahn. Kepler hat die Tatsache, daß statt Kreisbahnen in Wahrheit Ellipsenbahnen auftreten, 
am Mars entdeckt, dem Planeten, der von den — bis zu seiner Zeit entdeckten — Planeten die stärk- 
ste Exzentrizität, e= 0,0933, hat. Die Bahn der Erde hat nur die Exzentrizität e = 0,0168. Auch 
Meteore, Kometen und künstliche Satelliten bewegen sich, falls sie periodische Bewegung innerhalb 
des Sonnensystems ausführen, auf Ellipsenbahnen. Sind sie nicht periodisch, d.h. reicht ihre kine- 
tische Energie aus, sich aus dem Sonnensystem zu entfernen, so bewegen sie sich auf Parabeln 
oder Hyperbeln, wenn man von den Störungen durch die Anziehungskraft der Planeten absieht. 


Polargleiehung der Ellipse. In der Abbildung zur numerischen Exzentrizität der Ellipse ist der 
Brennpunkt Fı als Pol eines Polarkoordinatensystems angenommen worden, dessen Nullrichtung 
die der x-Achse von F' nach Sı ist. Im Dreieck Fı PF3 gilt dann wegen rz = 2a — rı und Fz Fı = 2e 
nach dem Kosinussatz: 
(2a — rı)? = (2e)? + rı? + 2° 2erıcosp oder 4a? —A4arı + rı? = de? + rı? + 4derı Ccosp, 
a? — e? 1-2 b2 D 


e b2 
= ng 0 [2 us er esetzt wird. 
a-+ ecosp e l1-+ecospg a(l-+ecosp) I-+ ecosp’ ee a BR a zB 





rı 
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Polargleiehung der Hyperbel. In der Abbildung zur numerischen Exzentrizität der Hyperbel ist 
der Brennpunkt Fı als Pol eines Polarkoordinatensystems angenommen worden, dessen Null- 
riehtung die der —x-Achse von Fı nach S$ı ist. Im Dreieck Fı PF3 gilt dann wegen rz = 2a + rı 


und F3sFf, = 2e nach dem Kosinussatz: 


(2a + rı)? = (2e)? + rı? — 2: 2erıcosp oder 4a? + 4arı + rı? = de? + rı? — derı cosp, 
e?2 — a? h2 p 


3 ecosp all + 8 c0sp) 2 + ecosp’ 


Polargleiehung der Parabel. In der Abbildung zur Herleitung der Parabelgleichung ist der Brenn- 
punkt F als Pol eines Polarkoordinatensystems angenommen worden, dessen Nullrichtung die 


der —x-Achse von F nach $ ist. Nach der Definition der Parabel gilt wegen L,Ff = p die Beziehung 


p-rcsp=r bzw r= ae 
Alle Kegelschnitte haben demnach in einem Polarkoordinatensystem, dessen Nullrichtung vom 
Pol zum nächstgelegenen Scheitelpunkt weist, Gleichungen derselben Form r = ee sie 


unterscheiden sich durch die Werte für die numerische Exzentrizität, die für die Ellipse positiv 
aber kleiner als 1, für die Hyperbel größer als 1 und für die Parabel 1 ist. Auch der Kreis kann durch 
den Wert e = 0 einbezogen werden, für den der Radiusvektor den konstanten Wert r = p hat. 


Pal 


co r <e< | N 





Für die Parabel (e = 1) ist r nicht erklärt, wenn der Winkel 9 = rz. Wenn e=0bzw.0 <e<I], 
also für den Kreis bzw. die Ellipse, ist jedem Winkelwert eindeutig ein r zugeordnet. Wenn schließ - 


lich e > 1, ist r für die Winkelwerte gı nicht definiert, für die gilt 1 + = td — 
wenn der freie Schenkel des Winkels 9ı bzw. — pı parallel zu einer Asymptote verläuft. 


Beispiel: Mit Perihel bezeichnet man den sonnennächsten Punkt einer Planetenbahn, mit 
Aphel den sonnenfernsten. Welche Entfernung hat der Mars im Aphel von der Sonne? — Aus 
astronomischen Beobachtungen kennt man die große Halbachse «a der Marsellipse zu rund 1,52 
Erdbahnradien (1 il nl entspricht etwa 149 Millionen km) und ihre Exzentrizität 





b2 b? 

e—= 0,0933. Im Aphel ist 9=n. Dap=—=a' za 
ar | Tr 

ie = = a(l-e?) ist, erhälv man „= 
a? l-e 


= all + e) = 1,52 - 1,0933 = 1,661816, gemessen in 
Erdbahnradien. Daraus ergibt sich, daß die Entfer- 
nung des Mars von der Sonne im Spa, rund 247,6 
Millionen km beträgt. 


Die exzentrische Anomalie. In der Astronomie und zur 
Berechnung der Ellipsenbahnen künstlicher Erdsatel- 
liten wird nach Kepler die exzentrische Anomalie E 
eingeführt. Damit wird der von der Nullrichtung des 
Polarkoordinatensystems aus gemessene Winkel E be- 
zeichnet, dessen Scheitelpunkt im Mittelpunkt M der 
Ellipse liegt und dessen freier Schenkel nach dem zum 
betrachteten Ellipsenpunkt P gehörenden Punkt P’’ 
auf dem Scheitelkreis der Ellipse führt (Abb.). In der 
Planimetrie ist die Konstruktion einer Ellipse aus dem 
Scheitelkreis mit Radius a (halbe große Achse) und dem 
konzentrischen Kreismit Radius b=}a2-—- e? (halbekleine 
Achse) ausgeführt. Wie in der Parameterdarstellung der 
Ellipse gezeigt wird, ergeben sich alle ihre zur großen 
Achse 838, senkrechten Sehnen aus den entsprechenden des Kreises durch Verkürzung im Ver- 


hältnis b :a. Sind für einen Ellipsenpunkt P die Strecken P’P und P’P” die Hälften dieser senk- 





Exzentrische Anomalie 


3834 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER EBENE 


rechten Sehnen, so gilt P’P: P’P’’ = b :a. Aus den in der Abbildung eingetragenen rechtwinkligen 
Dreiecken ergibt sich danach: P’P = rsing, P’P’ = asinE, also basinE = arsinp oder r sing 
= bsinE. Aui der großen Achse dagegen erhält man wegen MFı=eund MP’= a cosE die Bezie- 
hung r cosp = a cosE — e. Unter Benutzung der Gleichungen 1 = sin?p + cos? und e? = a? — b2 
läßt sich daraus r als Funktion von E ausrechnen: 
r? = b? sin?E + (a? cos®E — 2a ecosE + e?) 

= b?sin®E + a? cos®E — 2aecosE + a? — b?sin®E — b? cos®®E 

= (a? — b2) cos®®E — 2@ecosE + a? = (a — e cosE)? oder, weila >eundr > 0 ist, 
r=a-ecos#. 
Diese Gleichung enthält das erste Keplersche Gesetz, nach dem sich die Planeten auf Ellipsenbahnen 
um die Sonne bewegen, die in einem der Brennpunkte steht. 
Damit ist auch der Zusammenhang zwischen der Anomalie p und der exzentrischen Anomalie E 
durch die beiden Gleichungen gegeben 

acosE — e 


a—ecosH’ 


Va® — esinE 


a—ecosE 


cp =- (acosE —e) = 


1 
sinp = — bsinE = s 


e E 
die auch durch tan n = V: 2 = tan > ersetzt werden können. Um die Zeit t als Funktion von E 


zu erhalten, wird eine dieser Gleichungen, z. B. die zweite, nach t differenziert, dabei werden 
Differentialquotienten nach i wie üblich mit einem Punkt bezeichnet: 


bcosE- E(a —ecosE) — esinE -EbsinE 





. 


u Se Ze (a — ecosE)? 
» acosE — ecos®E — esin®E . acoE-e 
zu (a — ecosE)2 a een 
PBrAURAGIgE: „de vE acosE-e a-ecosE d 
erg (a — ecosE)? acosE -— e Me 
de ___bE bE 


Nach dem zweiten Keplerschen Gesetz hat die vom Radiusvektor in gleichen Zeiten überstrichene 
Fläche den konstanten Inhalt r?-9 = C. Führt man C in die letzte Beziehung ein, so erhält 


mr 5 dE ro C C 4 
= dt dr br bia-ecal) 


b 
di= ° (a —ecosE)dE 
und daraus durch Integration die gesuchte Funktion t= {(E): 


Va e 


b : e2 , 
=o(Ea-esinE)=——, - (Ea-esinE). 


Wächst danach E von 0 bis 2, so ergibt sich die Umlaufszeit T': 


= 2rala?- e: 





— 5) Ina = C 

Nach dem dritten Keplerschen Gesetz existiert für jeden Planeten eine Konstante er für die gilt: 
8 3 
Fr = et oder nach Einsetzen des für 7’ gefundenen Wertes: 2 = er Bares genügen drei 
der vier Konstanten für alle hergeleiteten Beziehungen ; man wählt meist e= = C und u und erhält 
p b° 

rn.2777 +€cosp al(l-+ ecosp)' 

02 165 

 —— ll E = 0088) ra 0089) = ale) ur &) “ (1 dt cosE), 
—e-+ cosE f V1- e-sinE 


ine 97777 aaa 


l-ecosE 


je ee serien): 


03 
w(Vı — e)? 
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DISKUSSION DER ALLGEMEINEN GLEICHUNG ZWEITEN GRADES 


Die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen zwei Variablen x und y hat die Form 


az +-2bxy+tcey +2dx +2ey+f=0, 
worin a,b,c,d, e, f beliebige reelle Koeffizienten bedeuten. Sie ist nur dann wirklich vom zweiten 
Grade, wenn nicht zugleich « =b = c = 0 sind. Durch diese Gleichung wird im x-y-Koordinaten- 
system eine Kurve definiert. Im folgenden soll stets ein rechtwinkliges Parallelkoordinatensystem 
Verwendung finden, Die Art der entstehenden Kurve hängt von den Werten der Koeffizienten ab. 
Die Diskussion, worunter man die Charakterisierung der Kurve in Abhängigkeit von den Koeffi- 


zienten versteht, zeigt die Galtigkeit des folgenden Satzes. 
Die allgemeine ‚Gle: ‚chung zweiten Grades ; stellt siets ı die @lei hung eines Kegelschnitts dar. 


Beseitigung des desukehten Gliedes. 1 Durch eine ‚ Dichang des Raaklinslemeyniermn, d.h. durch die 
Transformation 





x = Ecos« — n sin« 
y= E£sin« 4 ncos« 
mit geeignetem Winkel « kann man stets erreichen, daß das gemischt-quadratische Glied mit &n 


verschwindet. Sind die Koeffizienten a und c der rein quadratischen Glieder einander gleich (a 
= c), so wählt man « = 45°; sind sie dagegen verschieden voneinander, so wird « so gewählt, daß 


tan2« = ‚ wie man durch Einsetzen der Transformationsgleichungen in die Ausgangsglei- 





a—c 
ehung findet. Auf diese Weise erhält man eine transformierte Gleichung in & und n. Es ist zweck- 
mäßig, diese Variablen nachträglich wieder mit x und y zu bezeichnen; es entsteht dann eine 
Gleichung von der Form 

Ax2+0y+2Dxr +2Ey+F=0(. 
Das bedeutet geometrisch, daß die Achsen des Kegelschnitis nun zu den Achsen des Koordinaten- 
systems parallel verlaufen. 


Beseitigung der linearen Glieder. Die Mittelpunktsgleichungen von Ellipse und Hyperbel haben 
keine linearen Glieder. Man wird deshalb versuchen, in der Parallelverschiebung = &-+ ec; 
y=n-+ d des Koordinatensystems die Konstanten c und d so zu bestimmen, daß die linearen 
Glieder 2D x und 2E y verschwinden. Nach Ausführung der Transformation erhält man: 


A®2+Cn2+2(Ac+D)Ee+2(Cd +E)n +4c+0d2+2Dce+2Ed+F=0. 
Diskussion: u: ud 





BEN D 
0, lassen sich beide linearen Glieder beseitigen, indem man c= — r und 

E R . n D: E? 
d=— C wählt. Dann erhält man eine Gleichung der Form 4 & + On?= N, wobei N= 4 En he F 


ist. Für N sind drei Fälle möglich: N>0,N=0,N <®. 
N>0:1. = A und © beide positiv. Dann liegt eine Ellipse mit der Mittelpunktsgleichung 


n? 
— + = 1, also den Halbachsen Vz und Vz vor. 
r 


2. Fall: A und C negativ, dann liegt keine reelle Kurve vor. 
3. Fall: A und (© verschiedene Vorzeichen. Dann liegt eine Hyperbel vor. 


N = 0:1. Fall: Wenn A und ( gleiches Vorzeichen haben, kann die Gleichung nur für& =n= 0 
richtig sein. Es liegt nur ein Punkt vor. 
2.Fall: A und C verschiedene Vorzeichen. Dann ist entweder A&@2—- CO n?=0 oder 
COn2— A&= (0. Unter Anwendung der dritten binomischen Formel erkennt man, daß 
es sich immer um ein Paar sich schneidender Geraden handelt. 


N < 0: Man erhält dieselben Kegelschnitte wie bei N > 0. 





2) Wenn AC 0 ist, so gibt es drei Möglichkeiten. 


Eau 


A4=0, C #2: 1.Fall: D= 0. Dann kann man c und d so wählen, daB Od +E=0,0d?2+ 2Dc 


+2Ed+F=0. Die Gleichung lautet = —2 —£, und beschreibt mithin eine 
Parabel. 0 
2. Fall: D = 0. Es ergibt sich eine quadratische Gleichung in n, also ein Paar paralleler 
Geraden. Sie fallen zusammen und stellen mithin eine Doppelgerade dar, wenn Z?—- FC 
= (0, 

AZ0,0=0: 1.Fall: E # 0. Es tritt eine Parabel auf. 
2. Fall: E = 0. Paar paralleler Geraden oder Doppelgerade, 

A=0, 0 =: 1.Fall: Nicht D = E = 0. Man erhält eine Gerade. 
2. Fall: D= E = 0. Dann muß auch F = 0 sein. 
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Bemerkung: Das Auftreten eines Paares paralleler Geraden ist aufzufassen als Grenzfall eines 
achsenparallelen Schnittes eines Kegels, dessen Spitze im Unendlichen liegt, der also zu einem 
Zylinder entartet ist. 









Diskussion der Kegelschnittgleichung Az? + Cy2 +2Dz+2Ey+F=0 


Paar paralleler Geraden, die zusammen- 
fallen, wenn E —- FÜ=0 










Paar paralleler Geraden, die zusammen- 
fallen, wenn D?—- FA =0 


Beispiel 1: In der Gleichung 3x? — 302 + 8y + 65 = 0 sind die Werte der Koeffizienten 
A=32#20,0=0, DZ 0; sie beschreibt somit eine Parabel. Um Scheitel, Brennpunkt und 
Parameter zu finden, dividiert man durch 3 und bringt die quadratische Ergänzung an; aus der 





8 65: 75 8 5 
Gleichung #2? -— 0x +25 = — sur + cv oder  — 5)? = — 3 (v - ;) erkennt man, daß 
die Parabel nach unten offen ist, daß ihr Scheitel bei 5 |5; 7 liegt und daß sie den Parameter 
p =4/3 hat. - 


Beispiel 2: Die Gleichung 2522 + 49y2 + 150x - 1964 — 804 = 0 beschreibt eine Ellipse, 
deren Hauptachse der z-Achse parallel ist, denn sit A=25#20,0=49#0,N > 0. Bringt 
man die Gleichung auf Mittelpunktsform, wobei zweimal die quadratische Ergänzung anzubrin- 


. 3 er u 2° : Sk : 
gen ist, so lautet sie Su Epnaillikgnen 58 1. Der Mittelpunkt der Ellipse liegt in M (— 3; 2). Die 


große Halbachse beträgt a = 7, die kleine b = 5. 


Beispiel 3: Die Gleichung 64x? — 25y? + 256% + 300 — 2244 = 0 stellt eine Hyperbel dar, 
wie man aus der Übersicht entnimmt. Aus der Gleichung folgt 64(2? + 4x) — 25(y? — 12y) 
= 2244. Nachdem man zweimal die quadratische Ergänzung angebracht hat, ergibt sich 
64(2? + 4x + 4) — 25(y? — 12,4 + 36) = 2244 + 256 — 900 oder auch 64(x + 2)? — 25(y — 6)? 


9)2 —: 68. 
= 1600. Hieraus folgt die Mittelpunktsgleichung er _ W = 1. Die Hauptachse liegt 
danach der x-Achse parallel, der Mittelpunkt liegt in M(—2; 6), die Halbachsen sind 5 und 8. 


25 64 
Beispiel 4: Beim Kegelschnitt 92? — 4y?=0 ist AC #0, aber N = 0. Gleichzeitig ist 
AC<O, also muß ein Paar sich schneidender Geraden vorliegen. In der Tat: 922 — 4y2 
= (32 — 2y) (3x + 2y) = 0. Jeder Faktor für sich ergibt eine Gerade mit den Gleichungen 








y-53® undy=-— z® Beide Geraden schneiden sich im Ursprung. 
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I. Punktmengen 


Eine Punktmenge ist gegeben, wenn von jedem Punkte eines Raumes feststeht, ob er zur Menge 
gehört oder nicht; z. B. bilden alle Punkte des Einheitskreises oder alle Punkte der Ebene außer- 
halb eines Quadrates eine Punktmenge. In diesen Beispielen ist die betrachtete Menge zweidimen- 
sional. Alle Punkte auf dem Umfang einer Ellipse oder alle Punkte auf einer Geraden bilden 
eine eindimensionale Menge. Entsprechend lassen sich auch drei- und höherdimensionale Punkt- 
mengen angeben. 


Besehränkte Mengen. Eine Punktmenge M heißt beschränkt, wenn sich eine Zahl K angeben läßt, 
die größer als der Abstand irgend zweier Punkte der Menge ist. Jede endliche Menge ist beschränkt, 
weil sich zwei Punkte in ihr finden lassen, die den größten Abstand haben. 
Oft wird der Abstand |P,P.| zweier Punkte P, und P; durch die Koordinaten der Punkte gemessen. 
Dabei genügt es, Punktmengen auf einer Geraden zu betrachten, da in Räumen mit zwei, drei oder 
mehr Dimensionen für die zusätzlichen Koordinaten entsprechende Überlegungen gelten. Ist O 
der Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems, so erhält man für den Abstand |P;P:]| 
— | — x;|. Eine eindimensionale Punktmenge heißt dann beschränkt, wenn sich eine obere 
Schranke K und zugleich eine untere Schranke k derart angeben lassen, daß die Koordinate x; 
jedes beliebigen Punktes P; der Punktmenge höchstens so groß ist wie die Zahl X und zugleich 
mindestens so groß ist wie k, ksxı < K, Jeder Wert K’, der größer als K ist, kann ebenso als 
obere Schranke gelten und entsprechend jeder Wert k’ < k als untere Schranke. 
Alie Punkte der Einheitsstrecke von 0 bis + 1 haben z. B., jede der Zahlen 5, 700 oder 6 - 10% als 
eine obere und jede der Zahlen — 3, — 35 oder — 7253 als eine untere Schranke. Für eine nach rechts 
beschränkte Menge braucht nur eine obere Schranke K, für eine nach links beschränkte Menge nur 
eine untere Schranke k zu existieren. 
Die kleinste obere Schranke wird obere Grenze @ und die größte untere Schranke untere Grenze g 
genannt. Das bedeutet, daß jede um eine beliebig kleine positive Zahl e kleinere Zahl @ — e min- 
destens einen Punkt P„. von der Menge abschneidet, daß also @ — = < x. Für die untere Grenze g 
gilt entsprechend g + > x, mindestens für einen Wert x„. Für die Punkte der Einheitsstrecke 
ist G=1,g= 0; für die Menge der Zahlen, deren Quadrat kleiner als 3 ist, gt = + V3. 
g= -}3. 

Jede nach links bzw. nach rechts beschränkte Menge hat eine bestimmte untere bzw. obere Grenze. 
Dieser unmittelbar einleuchtende Satz läßt sich mit einer Intervallschachtelung oder mit Hilfe des 
Dedekindschen Schnittes exakt beweisen. 





1 
Häufungspunkte. Die Menge Mı der Punkte P„, deren Koordinaten vr=h2 3... sind, ist 


beschränkt, G = 1, g = 0, aber unendlich. Halbiert man das Intervall von 0 bis 1, so liegen im 
linken Teilintervall unendlich viele Punkte der Menge. Von ihm lassen sich jeweils durch Halbieren 
weitere linke Teilintervalle abspalten, die unendlich viele Punkte der Menge enthalten. Es ergibt 
sich eine Intervallschachtelung; jedes ihrer Intervalle beginnt mit 0, hat gegen Null abnehmende 
1\* 

Länge, nach %k Teilungen (3) ‚ enthält aber unendlich viele Punkte. Durch die Intervallschachte- 
lung wird ein Häufungspunkt der Menge erfaßt. Sein Name deutet darauf hin, daß in jeder 


25* 
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durch eine beliebig kleine, positive Zahl e gekennzeichneten e-Umgebung von ihm unendlich viele 
Punkte der Menge liegen. Dabei ist die e-Umgebung von P die Menge der Punkte, deren Abstand 
von P kleiner als e ist. Der Häufungspunkt 0 selbst ist in diesem Beispiel kein Punkt der Menge. 






ER 


(dliche Menge hat mindestens einen 





Durch fortgesetztes Halbieren des Intervalls zwischen der oberen und der unteren Grenze ergibt 
sich mindestens eine Intervallschachtelung, die einen Häufungspunkt bestimmt. Liegen bei einer 
dieser Halbierungen in beiden Teilintervallen unendlich viele Punkte, so entscheidet man sich für 
eines der Intervalle, ist aber zugleich nach demselben Schlußverfahren sicher, daß auch im anderen 
Teilintervall ein Häufungspunkt liegt. 


3 1 3 
Beispiel: Die Menge Ms; der Punkte P„ mit zn = (— 1)" > = (—- 1)r (z - nn): s=l, 


2, 3,..., als Koordinaten ist beschränkt und unendlich. Wie man aus der Wertetabelle ent- 
5 
nimmt, hat die obere Grenze @ den Wert + 7. die untere istg = — 2. Die Punktmenge hat zwei 








1 1 
Häufungspunkte mit den Koordinaten # = + 3 und/= -— 5 In jeder Umgebung von A’ und 


von A liegen unendlich viele Punkte von Ma. Das Intervall von A bis 4 ist dagegen frei von Punk- 
ten dieser Menge. Die Häufungspunkte selbst gehören hier nicht zur Menge. 


In der Menge M aller Punkte im Innern eines Quadrates der Seitenlänge «@ ist jeder Punkt Häufungs- 
punkt. Auch die Punkte des Quadratumfangs sind Häufungspunkte, gehören aber nicht zur Menge. 
Punktfolgen. Greift man aus einer Punktmenge will- 
kürlich oder nach einer Regel Punkte P,, P3, Pa, ... 
der Reihe nach heraus, so bilden sie eine Punktfolge. 


1 n+3 
Die Mengen Wı 2» — | und Ws B = (- ])r- 


2n 

sind Punktfolgen. 

Eine Menge Ws möge dadurch entstehen, daß man 
die Seitenmitten eines Quadrats als Ecken eines ein- 
beschriebenen Quadrats auffaßt, dem durch Verbin- 
den seiner Seitenmitten wieder ein Quadrat einbe- 
schrieben ist, usw. (Abb.). 

Die Seitenmitten P;, Ps, Ps, ... dieser Quadrate bil- 
den die Menge Ms, eine Punktfolge. Auch die Schnitt- 
punkte einer Sinuskurve mit der positiven x-Achse 
sind eine Punktfolge Po, Pı, Pa, ... Jede Punktfolge 
ist eine Menge. Hatsie genau einen HäufungspunktP, 
so heißt die Punktfolge konvergent. Die Punktfolge Mı 





nm 


im 


1 
mit &an= = ist konvergent, ihr Häufungspunkt ist der 
EEREESESTE REN EIKE Ä . } n + 3 
Einem Quadrat einbeschriebene Quadrate Nullpunkt. Die Menge M; mit &n = (- 1)" 
ist dagegen nicht konvergent, da sie zwei Häufungs- 
punkte hat. Die Teilmenge ihrer Punkte, die nur positive Koordinaten haben, konvergiert aber; für 


1 
ihren Häufungspunkt gilt 7 = + 5° Auch die Punktfolge der Seitenmitten der einbeschriebenen 


Quadrate konvergiert, ihr Häufungspunkt P ist der Schnittpunkt der Diagonalen. Die aus den 
Schnittpunkten der Sinuskurve mit der positiven x-Achse gewonnene Punktfolge ist nicht kon- 
vergent; jeder ihrer Punkte hat von seinen Nachbarpunkten einen endlichen, konstanten Abstand. 





II. Folgen und Reihen 


Die für Mengen bzw. Folgen von Punkten auf einer Geraden eingeführten Begriffe lassen sich sinn- 
gemaß auf Zahlenmengen bzw. Zahlenfolgen übertragen, indem man zu den Koordinaten über- 
geht. Dabei ist jede Folge von Zahlen zugleich eine Menge von Zahlen, aus jeder Zahlenmenge 
dagegen lassen sich verschiedene Zahlenfolgen durch Angabe der Reihenfolge auswählen, Die damit 
getroffene Anordnung der Zahlen wird bei Zahlsymbolen meist durch einen Index angegeben. Die 
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anschließend angeführten Definitionen und Sätze sind inhaltlich aus dem vorhergehenden Abschnitt 
übernommen. 

Die Aussagen 1., 2., 4. sind für Mengen ausgesprochen worden, 3, dagegen sowohl für Mengen als 
auch für Folgen; der in 5. festgelegte Begriff der Konvergenz ist typisch für Zahlenfolgen. 


1. Eine endliche Zahlenmenge hat nur endlich viele Glieder, eine unendliche unendlieh viele. 

2. Eine Zahlenmenge heißt beschränkt, wenn eine obere Schranke K und eine untere Schranke k 
angegeben werden Kran 3 d. h., wenn für jede Zahl « aus der menge sowohl a < K als aueh 
azk gilt. 


Für die Beträge |a| der Zahlen a läßt sich dann eine positive Zahl K so finden, daß zunye Betrag 
|a| kleiner als X ist. 


3a. Eine Zahl A heißt Häufungswert der Menge M, wenn für jedes beliebige positive s die Un- 
gleiehung |a — A| <e für unendlich viele Elemente a der Menge erfüllt ist. 
3b. Eine Zahl A heißt Häufungswert der Folge (a@.), wenn für jedes beliebige positive e die Un- 
gleiehung | ax — A| < e für unendlich viele Indizes » der Folge erfüllt ist. 
Die Zahlenfolge an = (— 1)r - — 


In beliebiger Nähe jeder dieser Zahlen findet man unendlich viele Zahlen der Folge. 


3 1 1 
hat danach die beiden Häufungswerte 4’ = + 3 undi = — 5. 





Beispiel: DieFolge LE-, 2 og ER = I SR 12 13 > . hat 
erspre ıe Lolge + By 7 DE + 2’ + 3 + 3’ + 3 + 4’ + 4’ + Ph 
die drei Häufungswerte, Häufungsstellen > hin 1, 2 und 3. Bezeichnet =] die 


3 ke so lautet das Bildungsgesetz der Folge an 
—1 1 
= a3, een n.—= 1, 2,3; .; 
ee 
4. Satz von Bolzano-Weierstraß: Jede unendliehe und besehränkte Zahlenmenge hat mindestens 
einen Häufungswert. 


5. Eine Folge (ar) konvergiert gegen den Grenzwert a, wenn fast alle Zahlen der Folge in jeder 
e-Umgebung des Grenzwertes liegen, d. h., wie klein auch immer eine positive Zahl e vorgegeben 
wird, so läßt sich doch stets ein Index N (ec) passend so wählen, daß alle Glieder a, der Folge im 
Intervall von a — .e bis @a + & liegen, wenn ihr Index r nur größer als N (e) ist. 


Gleichbedeutend mit dieser Aussage ist die, daß die Folge (a,) genau einen Häufungswert a hat; 
dieser ist dann ihr Grenzwert. 





größte ganze Zahl, die kleiner oder gleich 


Für diesen Sachverhalt schreibt man kurz a„ > a fürn > » (lies an konvergiert gegen a für n gegen 


Unendlich) oder lim an =a (lies Limes von an für n gegen Unendlich ist a). Zum Unterschied vom 
no 


Häufungswert müssen von einem Index N(e) ab alle Zahlen a, einer konvergenten Folge in einer 
e-Umgebung des Grenzwertes liegen, nicht nur unendlich viele. Eine konvergente Folge muß des- 
halb genau einen Häufungswert haben. Hat eine Folge mehr als einen Häufungswert, so diver- 
giert sie. Es gilt aber auch die Umkehrung: 


Eine Folge mit genau einem (endlichen) Häufungswert ist konvergent, 


FOLGEN 


Jede geordnete Menge aufeinanderfolgender Zahlen ist eine Zahlenfolge, z. B. ist die Menge aı 
—= 7, da = 3, as = 13 eine endliche Folge, die Menge der geraden Zahlen aı = 2, a =4, a = 6, 
a=8,... aber eine unendliche Folge — meist kurz Folge genannt — in der auf jedes Glied stets 
ein weiteres folgt. 


Eine Folge (a,) ist gegeben, wenn jeder natürliehen Zahl n genau eine Zahl a,, das n-te Glied 
der Folge, zugeordnet ist. 


Meist ist das Bildungsgesetz der Zahlen ein analytischer Ausdruck, durch den jeder natürlichen 
1 
Zahl n das Glied a„ zugeordnet wird; z. B. hat die Folge an = — „, das dritteGliedas = —, 


3 
n 
Gn = 2" das zehnte Glied ai = 21° = 1024 oder die Folge a, = Ne l)r« das siebente Glied 
10 5 


dr = = 7 

14 I 
Auch durch eine Rekursionsformel können die Glieder bestimmt sein; z. B. liegt den Fibonaceischen 
Zahlen 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,... das Bildungsgesetz zugrunde: aı = 0,@a = 1,an = @n-ı 
+ 4.2 fürn = 3,4,5,. . Die Glieder der Folge 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2,6, 5,... sind als Ziffern der 


die Folge 
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Dezimalbruchentwicklung der Zahl x definiert. Auch für die Glieder der Folge der Primzahlen 
sind weder ein analytischer Ausdrnck noch eine Rekursionsformel bekannt. 
Aus den Gliedern einer Zahlenfolge (a) kann man weitere Folgen gewinnen, z.B. aus u =|, 


1 1 1 1 Lu 
=, Brunn ... die Folge sı =], s=1+,,8= 1 +35t+73 ..., deren n-tes 
1 1 
Gliedn=1+ 3 +...+ = die Summe der ersten n Glieder der gegebenen Folge (an) ist. 





Eine Folge An heißt monoton ı wachsend, wenn jedes ihrer Glieder größer ai 5 das vorhergehende ist, 
an > An-ı; sie ‚heißt monoton. jallend, wenn für allen gilt an < an-ı (8. a. 8.130), 





1 

In einer alternierenden Folge haben die Glieder wechselndes Vorzeichen, z.B. 1, 5 +73» % 

1 1 

_ A n=(— n+l1.— 
tg» Mm=(-]) n 
Ein besonders einfaches Bildungsgesetz haben die arithmetischen und die geometrischen Folgen. 
Arithmetische Folgen. In einer arithmetischen Folge ist die Differenz d zweier benachbarter Glieder 
konstant, aber von Null verschieden, an — an_ı = d; z.B. hat die Folge 2, 4, 6, 8,... die Differenz 
d = 2. die Folge 25, 22, 19, 16, 13,... die Differenz d = —3. Ist d positiv, so wächst die arithme- 


tische Folge monoton, ist d negativ, so nimmt die Folge monoton ab. Zum 1. Glied aı ist beim 2. Glied 
ld addiert worden, beim n-ten Glied also (n — 1).d. 





Der Name bedeutet, daß jedes Glied a; (k 22) das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder ist; 


1 
in der Tat ergibt sich aus a,, a_ı = ax — d und ax4ı = ax + d das Mittel — 2 (ar-ı + %x+ı) = 5 (2a) 
— (In 


Beispiel 1: Ist au = 15 das 10. Glied einer arithmetischen Folge, deren Differenz d = 2 ist, 
so ist das erste Glied aı um (n — 1)d = 9: 2= 18 kleiner als au, d.h.aı = —3. 


Beispiel 2: Von einer arithmetischen Folge mit dem ersten Glied aı = 33 und der Differenz 
d = 8 hat das 100. Glied den Wert aıo = aı +(n- 1)d = 33 + 99-8 = 825. 


Das lineare Interpolieren besteht in der Aufgabe, m Glieder zwischen zwei Zahlen a; und ax+ı mit 
der Differenz d so einzuschalten, daß eine arithmetische Folge entsteht, deren erstes Glied a; und 
deren (m + 2)-tes Glied ax+ı ist. Nennt man d’ die Differenz der gesuchten Folge, so ist 

= +(m+1)d’=ar+d,alsod’=d:(m+|]). 


Beispiel: Sollen zwischen je zwei Glieder der Folge 3 ‚ar, St, 45, 59, .... je 6 Glieder inter- 
poliert werden, so ist wegen d = 45 — 31 = 14 die Differenz a’ der neuen Folge dc MER 
diese lautet also 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 


In der praktischen Mathematik sowie in der Fehler-, Ausgleichs- und Näherungsrechnung werden 
auch arithmetische Folgen höherer, z. B. n-ter Ordnung betrachtet. In ihnen ist die 1. Differenzen- 
folge 4! der Differenzen je zweier benachbarter Glieder nicht konstant, ebensowenig die 2. Diffe- 
renzenfolge 4? usw.; erst die n-te Difjerenzenfolge A" besteht aus gleichen Zahlen. 


Beispiel: Die Folge 1, 8, 27, 64, 125, 216, .... ist arithmetisch von dritter Ordnung, da ihre 
3. Ditferenzenfolge 4? konstant ist. 


Folge 1 8 27 64 125 BER SE 

ai 7 19 37 61 91 

4% 12 18 24 BO. 

43 6 6 6 
Geometrische Folgen. In einer geometrischen Folge ist der Quotient g#1 zweier benachbarter Glieder 

1.3 
konstant, Qn= Qn-ı 9; z. B. hat die Folge 9, 3, 1, FÜrERE das Anfangsglied aı = 9 und den Quotien- 
1 1 1 
teng = 3; die Folge mei. l, -2,4 „..hbata = 5,7 —2 und die Folge — 24, —12, —6, —3, 
.„hataı = —24,9 = +7. Ist q negativ, so ist die Folge alternierend, ist q positiv, so haben alle 


3° 
Glieder das Vorzeichen von a;. Ist |q| > 1, so wachsen die Beträge |@„| der Glieder über jede Zahl 
hinaus, ist |q| < 1, so ist die Folge beschränkt. Das 2. Glied der Folge ergibt sich aus dem Anfangs- 
glied aı durch Multiplikation mit gq!, das n-te Glied also durch Multiplikation mit g*-1. Der Name 
der Folge.bedeutet, daß jedes Glied a; (k>2) bis auf das Vorzeichen das geometrische Mittel seiner 
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Nachbarglieder ist; i:ı der Tat ergibt sich aus ax, @-ı = ax :q und ax+ı = arg das Mittel 


Va :g) (ag) = Va®r=|arl. 





Beispiel 1: Für eine geometrische Folge mit dem Anfangsglied aı = 2 und dem Quotienten 
I 9 
Az 5 muß das 10. Glied lauten aıw = aı Q = 2- 


Beispiel 2: Ist das 1. Glied einer Bes Folge aı => = und das 10. aıo = aı q° = 13122, 


so erhält man für den Quotienten q = ) = NEBREIEE) 313122 _ 


Zwischen zwei Zahlen a; und ar4ı = ax g lassen sich m Zahlen so interpolieren, daß sie die Glieder 
einer geometrischen Folge sind. Ist g’ der Quotient dieser zu bestimmenden Folge, so ist a, das 
m+1 


Anfangsglied und a;+ı das (m + 2)-te Glied, es gilt also a4 = a, g’m+D = a.g oder ! = Ve. 


1 1 
3%’ 1024’ ° 
3° und für den Quotienten der interpolierten 

| 
> 5) » 4’ 


Beispiel 1: Zwischen je zwei Glieder der Folge 32, 1 . . sollen je vier Glieder 


interpoliert werden. Für die gegebene ‚Ealge ist = 32 


geometrischen Folge findet man q’= = 5, erhält also die Folge 32,16, 8,43, 


1. 5 
8’ 16° ...: 


Beispiel 2: Um die gleichschwebend-temperierte Stimmung zu erhalten, werden zwischen 
die Töne einer Oktave 11 Zwischentöne in gleichen Abständen eingeschaltet, in C-Dur z.B. die 
Töne eis, d, dis, e, f, fis, g, gis, a, ais, h. Die Schwingungszahlen der Töne bilden dann eine geo- 
metrische Folge zwischen den Tönen einer Oktave mit dem Schwingungsverhältnisg = 2. Für den 
12 

Quotienten g’ der gesuchten Folge erhält man g’ = V2 = 1,059463, mithin die Folge der Schwin- 
gungsverhältnisse: ce = 1, cis = 1,059463, d = 1,12244, dis = 1,18921, e = 1,25992, f = 1,33792, 
fis = 1,41421, g = 1,49831, gis = 1,58740, a = 1,68179, ais = 1,78180, h = 1,88775, ce’ = 2. 


Beispiel 3: Faltet man ein genügend großes Stück Papier von aı = 0,1mm Dicke 40mal, so 
bildet die Dicke d der gefalteten Papierschicht eine geometrische Folge mit dem Quotienten 2. 
Man erhält d = a4ı = 0,1 mm » 2 = 109951 162777,6 mm »= 109951 km. 


Beispiel 4: Beim Durchgang durch eine Glasplatte sn ein Lichtstrahl durch Reflexion 
an den Grenzflächen und durch Inhomogenität des Materials — seiner Lichtstärke L. Nach dem 


32 


1 
Durchdringen der 1. Platte hat er die Lichtstärke ı =L-— 15 re — = nn nach dem Durch- 
ya 1/11 11 
dringen der 2. Platte die Lichtstärke a, = 12 > L— 13 (5 2) = (5 z) L. Nach dem Durehdringen 
11 

der n-ten Platte ist an = (5)" L. Wird durch Messung festgestellt, daß die Lichtstärke a, nur 
1l\r 1 

die Hälfte der ursprünglichen ist, so läßt sich aus a, = (5) L= 5? die Anzahl n der Platten 
lg 2 

Normzahl-Grundreihen berechnen. Man findet n= een x 8. Der Lichtstrahl hat dem- 

5 nach acht Platten durchdrungen. | 


ng = Yıo wr In der Normung versucht man, Größenabstufungen zu finden, die bei 

10 einer minimalen Anzahl von Stufen den Bedürfnissen der Praxis weitest- 
R1l0,g9= Yı0 x 1,25 gehend Rechnung tragen. Man verwendet sogenannte dezimalgeometri- 
sche Folgen, das sind geometrische Folgen mit dem Siufensprung oder 


20 
yıo n 
B20,9=f10= 112 gem Quotienten q= 10, in der Technik Normzahl-Grundreihen ge- 
40 nannt. 


R40,q9= Yıo » 1,06 Jeder Dezimalbereich wird danach in eine gleiche Anzahl von n Stufen 
geteilt. Aus den nebenstehenden Grundreihen können noch Auswahl- 
80 reihen gebildet werden, indem man nur jede zweite, jede dritte oder 

R 80, q=Y10 x 1,03 jede m-te Stufe der Grundreihe benutzt. 
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Reihe R 10 
Auswahlreihen R 10/2 


Nach diesen Normzahl-Grundreihen werden technische Produkte, Maschinen und Maschinenteile, 
Werkzeuge u. a. ausgeführt. Auch Druckkräfte an Pressen, Tragkräfte und Hubhöhen für Kräne 
und Winden, Drehzahlen, Schnittgeschwindigkeiten, Leistungen von Kraftwerksturbinen sind 
nach Normzahlreihen gestuft. 


Auch die international einheitlichen Papierformate sind geometrisch gestuft, und den Münzen 


und Banknoten liegt die dezimalgeometrische Folge mit q= Y10=2,2, d.h. die Stückelung 
1,2,5, 10,20, 50, ...., stark gerundet zugrunde; sie hat zur Abschaffung des Talers (3Mark) geführt. 


Konvergente und divergente Folgen. In der Einleitung zu diesem Abschnitt wurde der Begriff der 
konvergenten Folge eingeführt. Eine Folge, die nicht konvergiert, heißt divergent. 


Konvergenz einer Zahlenfolge. Eine Zahlenfolge (an) hat den Grenzwert a, wenn alle Glieder - 
bis auf jeweils endlich viele in jeder beliebigen Nähe des Grenzwertes «a liegen. Da die genaue Be- 
deutung dieser Aussage lange Zeit unklar war und sich aus ungenauen Anwendungen falsche Schlüsse 
ergaben, erlaubt man sich nur dann von einem Grenzwert zu sprechen, wenn alle irgendwie möglichen 
Einwände eines Gegners mit Sicherheit widerlegt werden können. Behauptet man z. B., die Folge 
I 2» 2. =. I en ... hat den Grenzwert 3° so soll es in seinem Ermessen liegen, vor- 


zuschreiben, wie nahe bei 5 fast alle Glieder liegen sollen, während man selbst nachweist; daß 


A 1 
nur endlich viele Glieder größere Abstände haben. Verlangt er, daß die Abweichung von — höch- 
n+1 1 De a 
an 2 jatm 2 | 
was für n > 500 stets erfüllt ist, Nur 500 Glieder haben größere Abstände von 5° Steigert er die 


verlangte Genauigkeit auf e = 0,000001, so haben nur 500000 Glieder größere Abweichungen als 
er zuläßt, alle anderen Glieder liegen innerhalb der vorgeschriebenen Grenze. Zu jedem beliebig 
vorgeschriebenen e läßt sich ein passender Index n angeben, von dem ab alle Glieder in die e-Um- 


gebung fallen. Wegen der Abhängigkeit des Wertes von n von dem von e bezeichnet man diesen 
Index oft mit n(e). 





stens «= 0,001 sein darf, so ergibt sich |an — a| = | < 0,001, 

















3 3 3 
Beispiel: Die Folge 0,3; 0,33; 0,333; .. . mit dem Bildungsgesetz an = Io + 102 nn Ion 
1 ; 
konvergiert gegen 3° Für die Beträge der Abweichungen vom Grenzwert findet man: 
—1 
9- en: 10r | 
1 ET Re ee 10 —1 ı 1 Se 
ie CE me 10r er, 3. 10r = ae lor 2 





Aus dieser Ungleichung läßt sich zu jedem beliebig vorgegebenem positiven e ein Index 
1 | ; 
n(e) >1g 32 ermitteln; für se = 10-12 z.B. erhält man n(e)>12-1g3, d. h., nur 12 Glieder 


1 
haben in diesem Falle größere Abweichungen von 3 als e = 10-12, 


Konvergente Folg 





Wenn nämlich eine Folge a. den Grenzwert «a hat, so liegen für eine kleine positive Zahl e nur 
endlich viele Glieder der Folge außerhalb des Intervalls von a — e bis a + e. Eine endliche Menge 
von Zahlen ist aber stets beschränkt. 


Unendliche arithmetische und geometrische Folgen. Jede unendliche arithmetische Folge 

An = aı + (R — 1)d ist divergent, da der Unterschied zweier Glieder stets d ist. Für positive 

Werte von d werden die Glieder an der Folge schließlich größer als jede beliebig große endliche 

Zahl. Dafür schreibt man symbolisch lima, = co und nennt eine solche Folge bestimmt 
n>oo 


divergent. Für negative Werte von d werden die Glieder schließlich kleiner als jede beliebig kleine 
Zahl. Auch diese Folge ist bestimmt divergent; man schreibt liman = — ». 

Nn>oo 
Jede ur triscl 7 








Quotienten kleiner als 1 ist; ist der Betrag |q| größer als 1, so ist die Fo 
für q > 1 bestimmt, fürq <-—1 unbestimmt divergent. DI. 0. 
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Nullfolgen. Folgen mit dem Grenzwert Null werden Nullfolgen genannt. Sie treten bei der Unter- 
suchung fast jeder Folge auf; um nachzuweisen, daß die Folge (a) den Grenzwert a hat, zeigt man 
meist, daß die Folge (a — a„) eine Nullfolge ist. Umgekehrt kann aus jeder Nullfolge (b„) eine Folge 
(b + b„) mit dem Grenzwert b gebildet werden. 


Beispiel: Die Folge 0,99; 0,99%; 0,99°, ... mit dem allgemeinen Glied 0,99" = a, ist eine Null- 


folge, z. B. sind nur 917 Glieder größer als e= - 0,0001, da für n> 917 > en die Glieder 
0,99" < e sind. lg 


Teilfolgen. Ist pı, Pa, Ps, » - -, Pr, . . . irgendeine monoton wachsende unendliche Folge natürlicher 

Zahlen, so nennt man (p.) eine Teilfolge der Folge der natürlichen Zahlen, z.B. die Folge 1, 3, 7, 9, 

13, 14, 27,... Wählt man eine solche Folge (pn) als Indizes, so ergibt sich aus jeder Zahlenfolge (ar) 
1 1 I. 4 

’8’64’ ’2’4’8’16°°" 

n > no die Werte a, in beliebiger Nähe des Grenzwertes a, gilt also |an — a| < s, so gilt das gleiche 

für die Glieder der Teilfolge. 


eine Teilfolge (a,,); z.B. ist 1 . eine Teilfolge der Folge 1 . Liegen für alle 





Soll z.B. gezeigt werden, daß für ein beliebig vorgegebenes & gilt | (a +b)- - (An + b»)| <e, 80 


läßt sich in der konvergenten Folge (a) ein Tier Nı so bestimmen, daß |a — an| < —, und ebenso 


> ’ 
für die Folge (bn) ein Index na, so daß |b — bn | < >’ wenn nur n > nı bzw. n > na. Für den größten 
der beiden Indizes gilt die Behauptung nach der Dreiecksungleichung. 


Für die Behauptung, daß }- | kleiner als jede vorgegebene positive Zahl e gemacht werden 


An 
b bn 
kann, wird der größte von drei Indizes gewählt; nach der Umformung 
= In a(bn = b) — b(an — a) 
bb bbn 


werden nı und nz so bestimmt, daß (b„n — b) und (an — a) genügend klein sind, während ns so bestimmt 
wird, daß alle b„ mit n > ns von Null verschieden sind. Wegen b #£ 0 ist das stets möglich. Die 
untere Grenze g der Werte |b„| wird dann in die Ungleichung eingesetzt. 

Aus diesem Satze ergeben sich z. B. die rolgenden Sätze 1., 2. und 3. 


Br Sind (an) und (b ) Nullfolgen, s so sind e es auch die F igen (an + bn), (am — bn) und (an ba). ei 


a An 


<es oder |a(bn — b) — bfan — a)| <e|bbn| 




















Die aus den Nullfolgen (a) und (br) gebildete Folge E ) ist im ER keine Nullfolge, da die 
1 


Voraussetzung b # 0 nicht erfüllt ist; z. B. sind a, = und ba = — 2 Nullfolgen, E — 2” aber 


bestimmt divergent. 2" 





werte Bonenors, g | für ; iR ganze Positive = 
tar”) 2 wenn n > > = 








gieren die ") und (an) gegen denselben. rohe an jur = alle Glieder 
der n Feie (an) die Bezich ezieh hung we An S - E a konvergie auch die 20 ee gegm den Grenz- 





Zu 4.: Zu beliebigen e>0 Ob es ein No, von ; dem ab alle ‚Glieder der Folge ( (ar') ) und alle Glieder 
der Folge (a„’’) in der --Umgebung von a liegen. Wegen an’ < an < an” liegen dann auch fast alle 
Glieder der Folge (a,) in dieser Umgebung, also lim an = a. 
N. 
Einige wichtige Grenzwerte konvergenter Folgen. 1. Für beliebige positive Werte von q 
n n 


ist &a = Yg — 1 eine Nullfolge. Für q = 1 hat jedes Glied den Wert Null. Fürg>1list Yg > 1, 
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d.h. die Zahlen z„ sind positiv. Danach gilt 


g=(l1+ m)" > 1l+naxn > nam oder 0 <&n <.. 
1 
Die Folge = ist aber Nullfolge. Für qg < 1 ist : > 1, also hat 


1 
(E — ) den Grenzwert 0. Multipliziert man diese Folge 
n n 
gliedweise mit der Folge (Yz), so ist wegen /g < 1 die neue 
n n 


Folge (\ = Vz) und damit auch (Vz = ı) Nullfolge. 1 


2. Wie oben gezeigt wurde, haben die Glieder der Folge g” den Grenzwert 1, wenn g eine beliebige 
positive Zahl ist und n gegen © geht. Es läßt sich eine Zahl n, so finden, daß für alle m > no beide 
1 





Werte g " zwischen 1—e und 1-e liegen. Für eine Nullfolge (a.) kann stets ein Index nı so 
gefunden werden, daß «a, für allen > nı zwischen — — und + E: liegt, die Potenz g“r also zwischen 
m m 


1-e.und1-+ e oder gn — 1 zwischen —s und +e, d.h. 
(q@n — 1) ist eine Nullfolge, wenn a„ eine ist. Daraus 
folgt, daß g®n gegen gq“ konvergiert, wenn @n gegen a 
strebt, denn in der Differenz 


eh EE Pl rk 
ist (@n — a) eine Nullfolge und damit auch (g@n- — ı). | "Rn @n, a pos sitiv, zreell undan>a 
Im Abschnitt „Einige wichtige Grenzwerte‘ wird unter m 
4. gezeigt, daß für eine beliebige Basis g > 1 eines Logarithmensystems gilt log, an > logs a, 
wenn @n > a. Ist « eine beliebige reelle Konstante, so gilt auch « logsar > alog,a, nach dem eben 
Gezeigten also auch galsgen — galogga oder an > ae. 

n n 

3. Die Folge Yn konvergiert gegen 1, d.h. x» = (Yr _ 1) ist eine Nullfolge. Ihre Glieder x, sind 
n(n— 1 





für n> 2 positiv. Aus (1 + x„)"= n erhält man nach dem binomischen Lehrsatz 2 


2 2 
s.n.oder |?.]| | =, . Wählt man zu einem vorgegebenen e > 0 einen Index n so, daß n > = +1, 
so gilt in der Tat |x„| < e. 





4. Für eine beliebige Basis b > 1 der Logarithmen ist 108% eine ISUIERRIBS, d.h., es muß einen Index ne 
n 


lo 
Behien, so daß für n > m gilt: <egeplogn <n een <bine> rn n <b°.Da b’ größer ist als 1, 


Un egen 1 konvergiert und Br Schlüsse umkehrbar sind, gilt die Behauptun, 
888 8 g &- 


Konvergenzkriterien für Zahlenfolgen. Nach der Definition einer konvergenten Folge (a„) läßt 
sich nachweisen, ob eine Zahl «a tatsächlich Grenzwert der Folge ist. Ist dagegen kein Wert a be-. 
kannt, so muß man versuchen, aus der Aufeinanderfolge der Glieder an Bedingungen zu ent- 
wickeln, die Aufschluß darüber geben, ob die Folge konvergiert oder divergiert. Diese Bedingungen 
nennt man Kornwergenzkriterien. 


Erstes Konvergenzkriterium. Die Glieder einer monoton wachsenden unendlichen Folge, die 
nicht beschränkt ist, nehmen beliebig große Werte an; die Folge ist bestimmt divergent. Ist die 
Tionotone Bolge aber benchränh, so kann gezeigt werden, daß sie einen Grenzwert hat. 


iu 1 n: : Eine monotone und beschränkte Folge ist stets konvergent. 





r SR Be 5 u | den = e 
Die Zahl e als Grenzwert. Die eroge(1 nn 1) wächst monoton, d.h., fürn = 2, 3, ... gilt 


= = om < ( + -) oder 
n—|]1 n 








nr (n + 1)r (n—]) n” (n + 1)” 
m — — ME ee 1 
(n — 1)r-1 nn n (n — 1)* n” 
n—1l (mn?- ])r 1 l\r 
— "2. -—li-;) < 1-5) . 
n (n?)” n n? 


Die Richtigkeit der letzten Ungleichung ergibt sich aus der Bernoullischen Ungleichung 


1 
l+na<(l-+o)"füra> -1l,aZ£0,n>],wenna= — m. gesetzt wird. 
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1\r 
Die Folge (1 + -) ist beschränkt; nach dem binomischen Lehrsatz erhält man: 


1\r n\1 n\ 1 n\ 1 
EHRE Hr EN N 


Jeder Summand dieser Summe läßt sich abschätzen: 


RER EE Te u EL Deren 
PRESS: n N zu‘ = 9 9:6 k-1" 


Für die Folge ergibt sich daraus die obere Schranke 3: 





i 1\r ' j 1 1 1 ; 1 P 
( +5) < + +t3r3+ Tan © + ; Fo e 
1 a Fra 
2 
Die Folge konvergiert also, ihr Grenzwert wird nach Leonhard EuLer (1707— 1783) mit e bezeichnet. 
Der Wert von e läßt sich zwischen den Gliedern der be- 
trachteten und denen der monoton fallenden, eben- 


1 n 

falls gegen e konvergierenden Folge (1 + —) ein- 
schließen; meist wird er aber nach einer aus der Expo- 
nentialfunktion abgeleiteten Reihe berechnet. 
Zweites oder Cauchysches Konvergenzkriterium. Sind von einem Index no(e) ab die Diffe- 
renzen aller möglichen Gliederpaare kleiner als die vorgegebene positive Zahl e, so liegen fast alle 
Glieder der Folge in einer e-Umgebung; höchstens die endlich vielen Glieder aı, aa, . . ., @n, Können 
außerhalb liegen. Die Redewendung ‚dann und nur dann‘ gibt an, daß das Kriterium notwendig 
und hinreichend ist. 





Zweites Konvergenzkriterium: Eine Zahlenfolge (a,) ist dann und nur dann. konvergent, wenn 
zu jeder beliebigen positiven Zahl : stets eine Stelle no (e) so angegeben Pen kann, daß für alle 
Indizes nı und ns», die größer als no (e) sind, gilt |an, — an, | <= 


m, i 1 5859079773713 (il) 
Beispiel 1: Die Folge, PEFIO 1210 mit dem allgemeinen Glied a, = 1+ ——— > 


ist zwar beschränkt, nicht aber monoton. Das erste Konvergenzkriterium ist nicht anwendbar. 
Das Cauchysche Kriterium erweist die Konvergenz der Folge, denn es ist zunächst 











er (la|  |(-Net2n (Ir (2m +2) 
lan al = 145 - er mau 
2n +2n +2 # 4n +2 4n-+4 
Zn(en +2) | |äne +an| |Amtan| n<*® 





Wie aus dem Bildungsgesetz ersichtlich ist, liegen alle auf an+ı folgenden Glieder zwischen 4 
1 
und @n+1; es gilt für beliebige nı, na > = 
— An | S |anıı — * <E 
Beispiel Bi m Folge 1, 1+ = 5; 1 +53 a 2. 1 +2 + +37 2» . . .„ mit dem allgemeinen Glied 
et a Ey ser oe. = erfüllt ga anksedhs ci nicht, denn wählt 


man ge ein & ee 7, 50 gibt es stets zwei Zahlen nı, ns > no(e), für die |an, — An, | > e ist, wie 


groß man no(e) auch nimmt. Sei nämlich 23 > n,, so nehme man nı = 2na > n und erhält 





1 I 1 1 
Er rue na re 
Sen 1 ee 
De a ee am are 





wenn man jeden der Brüche rer = 1,2,...,nz) durch den kleineren, höchstens gleich 


großen Bruch Bei ersetzt, 
2 Na 


396 FOLGEN - REIHEN - GRENZWERTE 


REIHEN 


Die Reihen sind sowohl für den inneren Aufbau der Mathematik als auch für praktische Anwendun- 
gen von außerordentlicher Bedeutung. Auf die Theorie der Reihen begründen sich mannigfache 
numerische Methoden, z. B. wird die Aufstellung von Logarithmentafeln und von Tafeln für die 
trigonometrischen Funktionen sowie die Berechnung wichtiger Konstanten wie e und rn am besten 
mit Hilfe von Reihen durchgeführt (vgl. Hauptabschnitt Funktionenreihen). 


Begriff einer Reihe. Der griechische Sophist Zenwon (5. Jh. v.u.Z.) hat die Frage aufgeworfen, 
ob Achilles, der zwölfmal so schnell läuft wie eine Schildkröte, diese einholen kann, wenn sie einen 


1 
Vorsprung von 1 Stadion (antikes Längenmaß, 184,97 m) hat. Während die Schildkröte 11 Stadion 


1 1 
weiterkriecht, legt Achill wegen seiner zwölffachen Geschwindigkeit (12: 11” l+ 5) Stadien 


zurück, d.h. den Vorsprung und den Weg der Schildkröte; er hat sie also eingeholt. 
1 
Zenon dagegen schloß: Hat Achilles 1Stadion zurückgelegt, so ist sie um 13 Stadion weitergekrochen, 


1 
hat er dieses Zwölftel durcheilt, so hat sie noch 12: Stadion Vorsprung, durchläuft er ihn, ist sie 


1 
ihm noch 123 Stadion voraus, usw. Der von Achill bis zum Treffpunkt zurückzulegende Weg stellt 


sich danach in der Form dar 
1 1 1 
tattmrmatr"® 


1 £ : 1 
wobei die Punkte andeuten sollen, daß auf jedes Glied a; = jamı ein weiteres Qx+ı = 19% folgt, der 


Ausdruck also nie abbricht. Ein solcher Ausdruck heißt unendliche Reihe. Zenon glaubte, durch 
dieses Ergebnis einen Widerspruch des formalen Denkens gefunden zu haben, denn es schien ihm 
sicher, daß der Wert der unendlichen Reihe über jedes Maß groß ist, Achilles also die Schildkröte 
nie einholen wird. Jedoch ist die richtig von ihm aufgestellte Reihe eine geometrische und hat, 


1 
wie sich aus den für diese abgeleiteten Regeln ergibt, den Wert 1T: 






ise für ae Sanime bedient 
man sich des griechischen Buchstabens % für S, schreibt also z. B. bb +b2a +bs ++ bn 


n 

= 5 b; (lies Summe über b; für i gleich 1 bis n); dabei gibt der dem Zeichen 5 beigefügte Zusatz 
t=1 

„ti gleich 1 bis n‘‘ an, daß die Summanden der Summe sich dadurch ergeben, daß man dem Summa- 


ken a BE ER. 
tionsindex i nacheinander alle natürlichen Zahlen von 1 bis n beilegt, z.B. F£ a-pntntz 
Zen | | i=1 


1 
+ 2 + 58° Auch zur Kurzschreibweise unend- 
licher Reihen benutzt man dieses Zeichen, 
schreibt z.B. für die von Zenon aufgestellte 
1 1 oo 
Reihe 1 +pa trat ee zu en Das Zei- 
i— 0 12! 
chen © deutet dabei an, daß die Reihe nicht 
abbricht. In der als Summe ihrer Glieder ge- 
schriebenen Reihe tritt der Summationsindex 
nicht mehr auf, es ist deshalb ohne Bedeutung, 
ob er mit i, k oder einem anderen Buchstaben 
bezeichnet wird. 


Konvergenz und Divergenz, Summe einer Reihe. 
Um zu sicheren Aussagen über Reihen zu kom- 
men, nimmt man die über Folgen bekannten 
Sätze zu Hilfe. Man bildet aus den Gliedern e; 






Folge der Partialsummen 


Sg =u+ 0 






83 =dı+0@-+0s 





der Reihe 3a, eine Folge (s„), die Folge der 
i=1 
mie — Partialsummen oder Teilsummen s,. 
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Genau dann, wenn diese Partialsummenfolge konvergiert, also einen Grenzwert S hat, wird dieser 
der Reihe als ‚Wert zugesehtieben, Die Reihe konvergiert und hat die Dumas S. 


Zune unendliche Reihe 5 ai heißt konwergent, wenn ihre Borsioleinimenfeige Ener Den Grenz- 
i= —1 





enfolge bezeichnet man als Summe der BE 
Sec raue: oder S = zu 
sg 
ergiert dagegen die Folge der Partialsummen der gegebenen Reihe, 80 Age diese divergent, ‚sie 
hat Eine Summe. s 
In der von Zenon aufgestellten Reihe hat das allgemeine Glied sn „ ibnge ee A 





12 1 
Wert » = IT (1 _ 15) (vgl. Summe einer endlichen geometrischen Reihe). Diese Folge konver- 


12 1 12 
giert danach gegen den Grenzwert S= lims„= lim 11 (1 _ 1) = IT’ Das Wort Summe einer 


no no 
Reihe ist nur aus Gründen der formalen Analogie zu Summen mit endlich vielen Summanden gewählt 
worden und ist nur ein Synonym des Begriffs Grenzwert der Folge der Partialsummen. 


Beis piel : Unterwirft man ein Quadrat der Fläche 1 der forigesetzten Halbie- 
rung, wie in nebenstehender Abbildung angedeutet, so lassen sich die 
Flächen der entstehenden Rechtecke als Glieder der unendlichen Reihe 
auffassen: 


rar tee tut 


Der geometrischen Anschauung entnimmt man die Vermutung, daß diese 
Reihe die Summe 1 hat. Da die Partialsummenfolge der gegebenen Reihe 





R.3 7 2r — 1] ß =} 
lautet: Pre ee ee „ konvergiert sie in der Tat gegen den 
9 —] 1 Zur Konvergenz der 
Grenzwert s= lims„. = lim —_— = lim (1 _ 2) =1L Reihe 
n>o  N>o0 2 Nn>oo 2 1 1 1 
Noch im 18.Jh. waren diese Begriffe nicht geklärt; z.B. schrieb man at 473 u 


der unendlichen Reihe 1—- 1+1-—1-+1:-- je nach der Schreibweise 
(1!—-1)+(1-1)+(1-1)+°*- oder 1-—(1-1)—- (1-1)—::- die Summe 0 oder 1 zu. Die 
Folge ihrer Partialsummen ı=1,8=0, 8=]1, 4=(,... divergiert aber, die Reihe hat keine 
Summe. 


Arithmetische Reihen. Eine arithmetische Reihe entsteht aus den Gliedern einer arithmetischen 
Folge. Da schon jede unendliche arithmetische Folge bestimmt divergiert, kann nur von der Summe 
einer endlichen Reihe gesprochen werden. 

In der Anfängerschule soll der Lehrer Büttner des neunjährigen Carl Friedrich Gauss (1777—1855) 
die Aufgabe gestellt haben, alle ganzen Zahlen von 1 bis 100 zusammenzuzählen. Er hatte sich aber 
kaum zur Ruhe gesetzt, als der kleine Gauß seine Rechentafel mit den Worten aufs Pult legte: 

„Dar licht se‘‘. Um so erstaunter war der Lehrer aller- 
dings, als schließlich alle Tafeln abgegeben waren, auf 
der ersten nur eine Zahl, nur das richtige Ergebnis 5050 
zu finden, dasGauß nach dem nebenstehenden Schema im 100+99+98 +. +5 

Kopf berechnet hatte. Der Lehrer erkannte, daß der kleine 
Carl Friedrich in seiner Rechenklasse nicht viel lernen = 

konnte, und verschaffte ihm aus Hamburg ein besonde- 

res Rechenbuch: Remers Arithmetica. Der Gedanke des neunjährigen Gauß läßt sich auf jede 
arithmetische Reihe anwenden: 


S=a+laı+d)+(a +2d)+''+(aı +I[n — 1]d) 
am m ZH m I Re 












1+ 2+ 3+--+50+ 


282 = nlaı + a.) oder an =z 5 (a + an). 


endliche Anfangsglied aı, Endglied an = aı : (n — 1) d, Differenz d, 
arithmetische 


Reihe Summen =5 at+a)=na+;z ne 





Aus der Summenformel erkennt man, daß von den Größen aı, an, d, n und 8„ jeweils drei gegeben 
sein müssen; die übrigen lassen sich dann aus linearen oder quadratischen Gleichungen berechnen. 
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Beispiel 1: Sind von einer arithmetischen Reihe aı = 3, a„ = 43 und d = 5 bekannt, so 
können die Anzahl n der Glieder und die Summe s„ berechnet werden. 


n%=a+(n- I))d—43=3 +(n - Y)5—en=9; m= 5 (ai +) =2(8 + 43) = 207. 


Beispiel 2: Ausd = 12, s„ = 180 und a„ = 60 lassen sich das Anfangsglied aı und die Glieder- 
anzahl n einer arithmetischen Reihe finden: 


a=m-(Nn-— 1a; = Di + armen = 300 - In — 1] d)——- 


n 
—>180 = 5 (120 - [n - 1]: 12en! - IIn + 30= 0. 


Diese quadratische Gleichung hat die Lösungen nı = 6, na = 5; aus nı = 6 folgt aı = 0), aus 
nı= 5 dagegen aı = 12. Zwei Reihen entsprechen den gegebenen Werten: 12 + 24-36 +48 60 
und 0+12-+24+36-+48-+60. 
Geometrische Reihen. Eine geometrische Reihe entsteht aus den Gliedern einer geometrischen 
Folge. Die Summe einer endlichen geometrischen Reihe ergibt sich nach dem folgenden Schema: 
>=GıH+mg tag ++ age 
In = ag +a1qQ? +" + aıg”l + arg" 
1 — qr 
1-q 





Sn — 4 8n = Qaı — Gı g" oder Sn = aı 


EZ 


ZZ 


De: ee er | a sr 2 = af u 
' Anlangsglied aı, Eindglıec g 
I} fi ” — 


| Summe sn = aı' - 





sein müssen, die übrigen lassen sich dann berechnen; es können dabei Exponentialgleichungen 
oder Gleichungen n-ten Grades auftreten. 


Beispiel 1: Sind von einer endlichen geometrischen Reihe das Anfangsglied aı = 2, der Quo- 
tient g = 5 und die Summe s„ = 076562 gegeben, so läßt sich die Gliederanzahl n berechnen, 
—1 Sn — 1 

Sn = AL — 1976562 =2 s=ı —>b" = 1953125. 

Diese Exponentialgleichung hat die Lösung n = 9. Die Reihe hat neun Glieder. 

Beispiel 2: Nach dem Bericht des arabischen Geschichtsschreibers Ja’qubi erbat sich der 
Erfinder des Schachspiels Sessa Ebn Daher vom Schah von Persien auf dessen Verlangen als 
Belohnung die Anzahl von Weizenkörnern, die entsteht, wenn man auf das erste der 64 Felder 
des Schachbrettes 1 Korn legt, auf das zweite Feld 2 Körner, auf das dritte 4 Körner usw., auf 
jedes Feld doppelt soviel wie auf das vorhergehende. Die Gesamtmenge der Weizenkörner 


rd 24 — 1 £ 
ergibt sich aus der Formel s= aı * —— j zu 84 = 1:* Sur 254 — 1» 1,84 - 101% Körner. 


Nimmt man an, die Erdoberfläche (rund 5,1 - 101% ha) bilde ein einziges Weizenfeld mit einem 
Ertrag von 40 dt je ha, die Dezitonne zu 2 Millionen Körner gerechnet, so würden vier Ernten 
noch nicht ausreichen, um die erforderliche Menge zu liefern. 











1. ir 
Die unendliche geometrische Reihe. Die Summe 5 = aı* 1 2 für g#1 ist das n-te 


Glied der Folge der Partialsummen. Die Größen aı und g sind Konstante, die Konvergenz der 
Folge hängt allein von der Größe (1 — q") ab. Fürg > Lund fürg s. — 1 ist die Folge (q*) divergent, 
hat also die geometrische Reihe keine Summe. Für un 

|a| < 1 ist (q”) eine Nullfolge, d.h, (1 — g”) hat den 1 ä 2 
Grenzwert 1. In diesem Falle konvergiert die geo- 
metrische Reihe und hat die Summe s = aı/(1 —g). 


Beispiel 1: Offenbar kann man jeden periodischen Dezimalbruch durch eine konvergente 
geometrische Reihe darstellen. Die Summenformel bietet die Möglichkeit, den Dezimalbruch 


in einen gemeinen Bruch zu verwandeln. Dem Dezimalbruch 0,2525... z. B. entspricht die 








„028 25 ‚ 208 ; 1 . 
Reihe 100 + 70000 + +++ mit dem Anfangsglied 100 und dem Quotienten q = 100’ d.h. mit 
25 
100 25 
der Summe ea = 59 
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Beispiel 2: Sechs Geraden mögen so durch einen Punkt O gehen, daß je zwei benachbarte 


Geraden einen Winkel von « = 30° einschließen. Vom Punkt Pı im Abstand OPı = a auf einer 
der Geraden wird das Lot auf eine benachbarte Gerade gefällt, von seinem Fußpunkt P; auf die 
folgende usw, (Abb.). 

Die aneinandergesetzten Lote 


PıPa + PıPs + **- 


bilden einen Polygonzug, der sich spira- 

lig um den Punkt O zusammenzieht. 

Die Lote haben folgende Längen: 

PıP;=asin 30°, P, Ps= asin 30° c0830°, 
3Pı = a sin 30° (cos 30°)®, 

PıP; = a sin 30° (c0330°)?... 

Die Reihe PR + PP +PPı+:- 

ist also geometrisch mit aı = «a sin 30° 

und q = c0830°, sie konvergiert wegen 

c0830° < 1 und hat die Summe 


u sin 30° 
2 1 .g0530° 


1 
3 


= —  — malaı+}B). 


1- 9 3 Zur Summe einer geometrischen Reihe 





Konvergenzkriterien für Reihen mit positiven Gliedern. Wie schon bei Zahlenfolgen spielen auch 
hier die Fragen, ob eine vorgelegte Reihe konvergiert und, wenn ja, welche Summe sie hat, eine , 
außerordentlich wichtige Rolle. Sätze, mit deren Hilfe über das Konvergenzverhalten einer Reihe 
entschieden werden kann, heißen Konvergenzkriterien; man unterscheidet notwendige Kriterien, 
hinreichende Kriterien und solche, die sowohl notwendig als auch hinreichend sind. 

Ein notwendiges Kriterium gibt eine Vorwahl; nur wenn dieses Kriterium erfüllt ist, kann eine 
Folge konvergieren, muß aber nicht. Dagegen kann aus dem Nichtzutreffen eines notwendigen 
Kriteriums mit Sicherheit auf Divergenz geschlossen werden. Ein hinreichendes Kriterium erst gibt 
die Gewähr, daß die Folge konvergiert, für die es erfüllt ist. Ist es nicht erfüllt, so kann allerdings 
die Folge trotzdem konvergieren. Am wertvollsten sind deshalb notwendige und hinreichende Krite- 
rien, da sie sofort zwischen Konvergenz oder Divergenz entscheiden. 

Eine Reihe kann nur konvergieren, wenn die Folge ihrer Partialsummen einen Grenzwert s hat, 
wenn also von einem Index n. ab alle Partialsummen in einer e--Umgebung von s liegen. Nun ent- 
steht aber die Partialsumme s„+ı aus s„ durch Addition von @n+1; notwendige Voraussetzung für 
die Konvergenz der Folge (s„) der Partialsummen ist demnach, daß die Folge (a.) der Glieder der 












‚iterium: Die Reihe 5 a; mit positiven Gliedern konvergiert dann und nur 





de n 


ee Ba m 


Da die Reihe nur positive Glieder hat, wächst die Folge der Partialsummen monoton. Ist sie 
außerdem beschränkt, so hat sie einen Grenzwert, der nach Definition die Summe der Reihe darstellt. 


1 1 1 
Beispiel 1: Die Glieder der harmonischen Reihe 1 + 3 2. 3 - Fr + +++ bilden eine Nullfolge; 


die Reihe selbst aber divergiert, weil die Folge (s.) ihrer Partialsummen nicht beschränkt ist, 
denn s„ überschreitet jeden Wert C, falls n > 2” und m >20 ist: 


1 TE 1 1 1 1 ERS RR N 
m>lirz)+[g+2)+lg+  +5)+ Sat 2 tea Far a a 
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1 1 1 
Beispiel 2: Die Reihe eT.2 + = r For 


Bee lt 3) (3 3) (3 ;) e Be 
Be GE a a a TE Te De ey Br Een a ee ee) 
1 1 
= 1- ———. Da ni) eine Nullfolge ist, ist die Folge s„ = (1 _ ni) beschränkt. Die 


n+1' n+l1l n-+l1 
gegebene Reihe konvergiert und hat die Summe 1. 


+ ++ hat die n-te Partialsumme; 


Vergleichskriterien. Eine Reihe, deren Glieder höchstens ebensogroß sind wie die einer vor- 
gelegten Reihe, wird Unterreihe oder Minorante genannt. Aus ihrer Divergenz folgt mit Sicherheit 
die der gegebenen Reihe (vgl. harmonische Reihe, S. 399). Zu der im letzten Beispiel behandel- 
ten Reihe lassen sich neue Reihen angeben, deren 
Glieder kleiner als die der behandelten sind. Da 


diese konvergiert, müssen die neuen Reihen erst recht | ER divergieren 
konvergieren. Man nennt eine Vergleichsreihe, deren | 

Glieder mindestens ebensogroß wie die der unter- | | | ud =, 
suchten sind, eine Oberreihe oder Majorante, Aus „2 ın(n + 1)’ ee n? Euer 


ihrer Konvergenz folgt mit Sicherheit die Konver- © 


genz der untersuchten Reihe. konvergiert für «> 1 


neın® divergiert für «<1 








Um Vergleichskriterien anwenden zu könnan; muß ein genügend großer Vorrat bereits als konver- 
gent oder divergent erkannter Reihen vorhanden sein. Häufig lassen sich Reihen der Gestalt 


1 
B5 —- als Vergleichsreihen benutzen. 
n=1N 


1 1 1 1 | 

, Eee a ee EI ea ”. => i 

Wegen 4=.,< Ron ist ER Z konivergenl, wegen u < 7; Ist „= ws für «> 2 konvergent 

=: ı 1 Sur. 4 Am rk 

Die Reihe 2 —=1+ +7 +: divergiert, da wegen — < — die harmonische Reihe & R- 
N= 


n=1\n v2 73 Yn 
| Se 1 
eine divergente Minorante ist. Da ganz allgemein für «<s1 gilt ner divergiert jede Reihe & ına 
Nn= 


für «<s1. Für « > 2 ist die Konvergenz dieser Reihe gezeigt worden. Für die Werte 1<a«< 2 
läßt sich eine geometrische Reihe als Majorante finden. Ist nämlich k eine ganze Zahl, für die 2*> n 
ist, so gilt: 


1 1 1 1 1 
wartete tatatete 2 tt 
Ik-1 1 1 1 


A te + to 


Dies ist eine geometrische Reihe mit dem Quotienten q = der wegen 1 <« < 2 kleiner als 


28-1? 
- ist, Die a el ist a also un Bulerauöhee; | 





Unter den Bedingungen des Kriteriums ist für den mit dem nu-ten Glied beginnenden Rest der Reihe 


die geometrische Reihe 2 Gn, 9! eine Majorante: 
4= 


a 
Ang 
Ingt2 
Br s Gee-AUng+2 S Ung+l S q? Un, USW. 
0 
u 2 entscheidet aber das a we der Reihe, sie Dee also fürgq <1. 


die Reihe 





muß ren 
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Das Eiiteruum ist hinreichend; wenn es nicht erfüllt ist, kann nichts über Konvergenz oder Diver- 
genz der Reihe ausgesagt werden. Das sind Fälle, in denen der Quotient zwar kleiner als 1 ist, 
aber nicht kleiner als eine feste Zahl q kleiner als 1. Für den Quotienten zweier aufeinanderfolgender 


a 
Glieder der als divergent bekannten harmonischen Reihe erhält man z.B. - at <1l, 








n ed | 2 On+1 N 3 
aber nicht »rie <gq<1. Für die konvergente Reihe 2 75 erhält man ebenfalls ——- = 
= n 
< 1, aber nicht <q <1. 











eo konvergiert a 
In beiden Fällen gilt lim ze 1, Die Reihe 2 a, | $ ® I, wenn lim —- 
n>oo (In n=1 divergiert n>o0o Gn 
Das Quotientenkriterium läßt keine 
Entscheidung zu, wenn dieser Limes 1 ist. © 
m rn er DEE RT konvergiert 
Beispiel: Die Reihe 2 >entstttn konvergiert, 
n! (n +1)! halt Untı _ (n + 1)! nr zer n )" 
denn aus In m, Intl = + mn er man rs m+hrun + Iren! (n + 1)r+1 n-+1il 
- 1 
= +)" 2 <lfür all n. 
n 


3. Wurzelkriterium: Die Reihe = an mit positiven Gliedern konverglert, wenn es eine positive 
Zahl g kleiner als 1 gibt, m . von einem Index n, ab gilt le = < g; sie divergiert, wenn von 
einem Index n, ab stets gilt na >21. | 


n 
Für Ya, <g ergibt sich für den Rest der Reihe eine konvergente geometrische Reihe als Majorante, 
n 
da an <q", Anıı < qr+l«»» Für Yan > 1 bilden dagegen die Glieder für n> no keine Nullfolge. 
n 


Das Kriterium ist wieder hinreichend, es läßt z.B. die Fälle unentschieden, in denen lim Van = 1 


N>co 
n 


& 
Beispiel 1: Die Reihe z = 
naın? 


konvergiert für jedes feste «. 
zn dem Wurzelkriterium gilt 


oo k i = 
Die Reihe 2 an | dl, Keinen vr 


divergiert = 


n>= 





= —; dieser Wert ist für ne n > 2« kleiner als 5 = 
1 I 
een 2: Für die Reihe zZ (ı u -)" versagt iu Wurzelkriterium, da lim (1 _ -) =|1, 


1 1 NO 


n 
Mit anderen Methoden hält: man aber lim an = lim 7 _ ;) -z Die Glieder «a, der Reihe 


>> N>09 


bilden also keine Nullfolge, die Reihe divergiert. 


Konvergenzkriterien für Reihen mit beliebigen Gliedern. Aus dem zweiten oder Cauchyschen 
Konvergenzkriterium für Folgen ergibt sich das zweite Hauptkriterium für Reihen. Nach ihm 
konvergiert die Reihe 5 a„ genau dann, wenn es zu jedem & > 0 einen Index no(e) derart gibt, daß 
jedes rechts von no gelegene Teilstück Sn+p — Sn = Antı + An+t2 + *** + @n+» dem Betrage nach 
kleiner als e ist. 


1. Zweites Hauptkriterlum: Die Beihe z @n konvergiert dann und nur dann, wenn zu jeder belie- 


=1 
bigen positiven Zahl e ein Index n; (e) eo angegeben werden kann, daß für alle n > n, (e) und alle 
p 21 gilt |sn4» — Sa| = Jansı + Anz +... + Anır| <e 


Allerdings ist dieses Kriterium nicht leicht zu handhaben. Man spricht deshalb das Quotienten- 
und das NEDESGIRTIEFEEN auch für Reihen mit beliebigen Gliedern aus. 


2. Quotienten- bzw. Wurzellriterium: Eine Reihe 5 An a bellebigen Gliedern konvergiert, wenn 


n=1 
> <1 bzw. wenn. „Im Y lan| < er sie divergiert, wenn „lm 
en 


N—>09 R 


Ant 
m 


n+ı 
Gm 


>1 bzw. wenn 
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3. Leibnizsehes Konvergenzkriterium: Eine. alternierende Reihe konvergiert, wenn die Beträge 
ihrer Glieder eine monotone Nullfolge bilden. 


Wird die alternierende Reihe in der Form geschrieben aı — aa + a3 — a4 +''',so arm die 
a; die absoluten Beträge der Glieder. Die Teilfolge sa, s4, 8s, . . ., 82n, wächst monoton: 


san = (aı — Aa) + (as — as) + *** + (Aan-ı — Aan), 
da die Beträge a; der Glieder monoton abnehmen, in jeder Klammer also ein positiver Wert steht. 
Da sich dieselbe Teilfolge aber auch in der Form darstellen läßt: 


82n = aı — (as — as) — (a4 — a5) — *** — (Aan-2 — Aan-ı) — Aan, 
ist sie aus dem gleichen Grunde wegen 83n < aı beschränkt. Als monoton wachsende und beschränkte 


Folge hat sie einen Grenzwert s. Dann hat auch die Teilfolge sı, 53, 85, - . :, 8an+1, . . . denselben Grenz- 


wert lim san+ı = lim 1 (827 + Aan4ı) = 8, weil ine ai = 0. Daher konvergiert die Partialsummen- 
N—> oo n— 
folge (s„). Die aus "der harmonischen Reihe. ewronnend 


Reihe mit abwechselnden Vorzeichen konvergiert also. 





Beispiel: Die alternierende Reihe 


: 1 
a a a a a 


divergiert; die Beträge ihrer Glieder bilden zwar eine Nullfolge, aber keine monotone. Die (2n)-te 
Partialsumme läßt sich wie a ee 


-(ı Er .) a! 8 

32n = en al AS TE ra). 

Mit wachsendem Index n wächst der erste Teil von 83. über jede endliche Zahl hinaus, während 
der zweite Teil als geometrische Reihe einem endlichen Grenzwert zustrebt. 


Reehnen mit konvergenten Reihen. Die für endliche Summen gültigen Rechenregeln können nur 
teilweise auf unendliche Reihen angewendet werden (folgende Sätze 1., 2., 3.), manche nur auf 
bestimmte Reihen, die verschärfte Konvergenzbedingungen erfüllen. 


1. Die Konvergenz und der Grenzwert einer konvergenten Reihe ändern sich nicht, wenn man die 
Glieder nach Belieben in Klammern zusammenfaßt. 


It S = Fu=-atata+: *+, so gilt auch S= 54: mit Aı =(aı +a. ++ a) 


i=1 ı=1 

Ag = (ar, +41 4 An+2 + "+ An), As = (a4 ++ Q,)-.. Von der Folge (s.) der Partial- 
summen der Reihe 5 a; ii die Folge (s2’) der Partialsummen der Reihe 5A, eine Teilfolge, die 
bekanntlich denselben Grenzwert hat wie (an). 


2. Multipliziert man jedes Glied a; einer konvergenten Reihe der Summe s mit einer Konstanten c, 
so erhält man eine konvergente Reihe der Summees. 


Nach einem Satz über Folgen darf aus s„ > s 
geschlossen werden c sn >c 3. 





3 Durch gliedweises Addieren der konvergenten Reihen z u = ad: ee = 


i=1 
Reihe & (a + bi), die ebenjalls konvergiert und die Summe er = B hat. 





Nach einem Satz über Folgen, darf aus Pe A und 3n(b) - .B Error Fern Sn Er b) 
>A-+B. 


Absolute Konv IOreY enz. Konvergiert nicht nur die Reihe 5 a; mit beliebigen Gliedern, sondern 


a=1 
auch die Reihe y | a: | ihrer absoluten Beträge, so nennt man die gegebene Reihe absolut konvergent. 
“ 1 
1 
Die Reihe 1 — s + z Er We ist nicht absolut konvergent, die Reihe ihrer absoluten Beträge 


ist die divergente harmonische Reihe. 
Umordnung von Reihen. Die Reihen 
ı Eupen: "en: SE ! Kr vu En in 7 
a Te Sr ne er ra 


sind ersichtlich durch Umordnung auseinander hervorgegangen. Es konvergieren zwar beide, 
aber gegen verschiedene Summen sı und s2. Das zeigt, daß man Reihen nicht ohne weiteres 
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Te i 1 in 
3-@-3)-6@-5)- no Ds 
Deere nr mi a a Fl 
a=1+43-5+35 2-37 ++ 143 -3)+ (5 +72) 8)+ 
"OBERE: 1: aba”; Gage: Kaamı 
++ > 


( 1 1 ) 4n —3 


Bere In-3Tm-ı na m-Hn-ı)n 


stets positiv ist. Solche Reihen, deren Wert von der Anordnung der Glieder abhängt, werden 
bedingt konvergent genannt. Reihen, die bei jeder Umordnung der Glieder konvergent bleiben und 
dieselbe Summe haben, werden unbedingt konvergent genannt. Es gilt der Satz: 





Multiplikation von Reihen. Sind die Reihen Fine A und ne B absolut konvergent, 


P2 i=1 


so läßt sich zeigen, daß auch die Produktreihe 5 c: = C konvergiert. Multipliziert man jedes 
i=1 

Glied a, der einen Korb jedem. | Glied < der anderen Reihe, so ergeben sich die im nebenstehenden 
\.. Schema angedeuteten Teilprodukte. Das Schema hat in 

jeder Zeile unendlich viele Glieder mit jeweils demsel- 
ben a; als Faktor und in jeder Spalte unendlich viele 
| Glieder mit jeweils demselben b; als Faktor. Bei dieser 
Anordnung ist die Summe der in einer Schrägreihe 
stehenden Teilprodukte ein Glied c; der Produktreihe, 


Cı=aıbı, Ce=aıba3 + arbı, cs=dıba+ Gdeb2 + asbı, ... 


Diess 6 Teilprodukte Fe sich SE Gas einer Schiebemethode finden, bei der eine der Reihen 
in umgekehrter Reihenfolge geschrieben und die andere auf einem Streifen daran entlang geführt 
wird. Das Schema zeigt die Stellung für das Glied es = aı bs + agb2 + as bı. 








Das folgende Beispiel zeigt, daß die Konvergenz einer Reihe nicht genügt, um die Konvergenz 
eines Produkts, hier des Quadrats, zu folgern. 
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II. Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit 


Beschreibt eine von der Zeit abhängige Funktion einen Bewegungsablauf, so entspricht es der 
physikalischen Vorstellung, daß die Bewegung stetig verläuft. Nähert sich die kontinuierlich ab- 
laufende Zeit einem bestimmten Zeitpunkt, so strebt auch der Körper dem Punkte seiner Bahn zu, 
der nach der Funktion diesem Zeitpunkt entspricht. 

Diese anschauliche, aber unklare Vorstellung soll mathematisch präzisiert werden. Sie entspricht 
auch insofern nicht dem physikalischen Tatbestand, als nur zu diskreten Zeitpunkten die Lage des 
Körpers beobachtet werden kann. Sowohl auf der Zeit- als auch auf der Ordinatenachse sind ein- 
ander zugeordnete Punktfolgen zu betrachten. Entspricht einem Häufungspunkt der Werte auf 
der Abszissenachse ein Häufungspunkt der Werte auf der Ordinatenachse, so spricht man von 
einem Grenzwert der Funktion. Während für den Grenzwert einer Folge gefordert wird, daß 
ihre Werte in einer e-Umgebung des Häufungspunktes liegen, wenn ihr Index einen passend 
gewählten Wert überschreitet, soll bei einer Funktion die Lage der Ordinatenwerte in einer 
beliebig kleinen Umgebung des Grenzwertes garantiert sein, wenn die unabhängige Variable 
in genügender Nähe ihres Häufungspunktes gewählt wird. Dabei braucht auch hier der Häu- 
fungspunkt selbst weder zur gewählten Folge der Abszissen noch zu der sich daraus ergeben- 
den Folge der Ordinaten zu gehören. Ist der Grenzwert dem Funktionswert an der betrach- 
teten Stelle gleich, so heißt die Funktion an dieser Stelle stetig. Um allerdings die als kontinuierlich 
vorausgesetzte Bewegung durch diese mehr statische Betrachtung zu erfassen, muß gefordert 
werden, daß sich auch für eine andere Wahl der Beobachtungszeiten, d.h. für eine andere gegen 
denselben Zeitpunkt konvergierende Punktfolge derselbe Grenzwert ergibt. 

Es wird sich zeigen, daß die gewöhnlich verwendeten. Funktionen stetig sind. Um: aber zu völlig 
zweifelsfreien Ergebnissen zu kommen, sind gerade die Fälle zu untersuchen, die Abweichungen 
zeigen. Dabei setzt der Begriff der Stetigkeit den des Grenzwertes voraus. 


GRENZWERT EINER FUNKTION 


Grenzwert in einem Punkte. Innerhalb des Definitionsbereichs einer Funktion y = f(x) wird jedem 
Werte x; der unabhängigen Variablen ein Wert y: = f(xz;) der abhängigen eindeutig zugeordnet. 
Die Sprechweise, „die Funktion y = f(x) hat den Grenzwert @, wenn die Abszissen dem festen 
Werte a zustreben‘‘, besagt (Abb.): 

Der Unterschied |f(x) — @| zwischen den Funktionswerten und dem Grenzwert wird kleiner als 
jede beliebig vorgegebene positive Zahl e, sobald die x-Werte sich um weniger als eine passend 
gewählte, von e abhängige Zahl ö = ö(e) vom Werte @ unterscheiden, wenn also 0 <|x—.a]| < ö(e). 


Dieser Tatbestand kann kurz durch eine der beiden nebenstehenden 
Bezeichnungen beschrieben werden. Die Zahl ö(e) ist keineswegs ein- 
deutig bestimmt, denn hat man ein ö(e) mit der verlangten Eigenschaft 
gefunden, so leistet offenbar auch jedes kleinere d° <ö(e) dasselbe. 


Die Funktion y=f(x) hat für za dem Grenzwert G, 
I(&) = :G, wenn es zu jedem noch so kleinen 


S “ "o eine Zahl ö(e)> 0 gibt, so daß die Ungleichung 
I/(@) -— @| <e für jedes & erfüllt ist, das der Bedingung 
0<|x-a]| < öde) genügt. 


Beispiel 1: Die Funktion y = x? hat für gegen Null 
strebendes Argument den Grenzwert Null, Jen a 0, 


Wird etwa verlangt, daß |z? — 0], der Unserschied 
zwischen y=x? und @ = 0 kleiner ist als e= 0,000001, 
so genügt die Wahl ö(e) < 0,001, weil (10-2)? = 10-8; all- 








a u gemein ö <Ye. 
Geometrische Veranschaulichung des DEREN NER a se wie er 
Grenzwertbegriffes konvergierendes Argument den Or ‚ lim == 2. 
’ za; 
fr n — 


 — 


In der Tat wird die Differenz = en sicher kleiner als jede vorgegebene positive 











Zahl e, wenn |z — | <ös = und wenn a und damit auch x von Null verschieden sind. 


Man darf aus der Existenz des Funktionswertes f(a) keineswegs schließen, daß dann auch der 
Grenzwert mes 2 (z) vorhanden und gleich f(a) sein müsse, wenn dies auch in vielen Fällen zutrifft. 


Die Fonktön. ft«) = {+1 für x # 0, aber = 0 für x = 0) hat z.B. für x — 0 den Grenzwert 1, 
für x = 0 aber den Funktionswert f(0) = 0 (Abb.). 
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za — 4 r as 
Die Funktion fix) = =——, ist an der Stelle » = 2 überhaupt nicht definiert, weil Zähler und 


Nenner gleichzeitig Bar, Für #42 gilt er fa) =x+ 2, die Funktion hat für +2 


den Grenzwert 4, km © = z 





z>2 7% 





5 : +1fürrı #£0 Linksseitiger Grenzwert g° und rechtsseitiger Grenz- 
Bild der Funktion f(x) = | O für =0 wert g*+ sind für © > a verschieden 


Einseitige Grenzwerte. Es kann für den Grenzübergang von Bedeutung sein, ob sich die unabhän- 
gige Variable im Sinne wachsender x-Werte, d.h. von links, oder im Sinne abnehmender x-Werte, 
d.h. von rechts, dem Werte a nähert. Man spricht von einem linksseitigen Grenzwert g”, wenn 
ga — f(e)| <s, falls «— ö(e) <x <a, und von einem rechtsseitigen Grenzwert g*, wenn 
la* — f(z)| <e, falls a <&z <a-+öl(e). Diese beiden Grenzwerte g- und g* sind z.B. an der Sprung- 
stelle « einer Funktion y = f(x) voneinander verschieden (Abb.). Für die Umgebung der Stelle 
z = a läßt sich kein ö(e)-Intervall a —öd6 <x <a -+ 6 so angeben, daß die Differenz |@ — f(x)]| 
für beliebige Argumente aus seinem Innern und einen einzigen Wert @ beliebig klein wird. Es 
existieren nur ein linksseitiger und ein davon verschiedener rechtsseitiger Grenzwert. Man spricht 
von einem beiderseitigen Grenzwert, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert miteinander über- 
einstimmen, 

Beispiel: Hat die Funktion f(x) nach Definition für positive x 

den Wert +1, für negative x den Wert —1 und für Null .den 

Wert Null, so ist ihr rechtsseitiger PESQETeRL. En { (<2)= +1, ihr 


Pranger. ka ale) = —1, und der ee für & = 0 ist 
ko) = 0 (Abb.).. 


Die Tangensfunktion y = tanz ist für = 5 nicht definiert, hat 





aber für diese Stelle je einen rechts- und einen linksseitigen un- 
eigentlichen Grenzwert Br tan = +%, jr tanz = — =. Bild der Funktion f(x) 


co 5-0 >75 5 +0 


Grenzwert einer Funktion im Unendliehen. Din Werte der Funktion y = — + b kommen der Zahl 5 


offenbar beliebig nahe, wenn man nur das Argument x Hinteiskend eoB wählt. Die Differenz 
zwischen b und den Funktionswerten wird kleiner als z. B. 0,000001 für alle x, die größer als 10% 
sind. 

Dieses Beispiel zeigt, daß der Begriff des Grenzwertes @ einer Funktion f(x) auf den Fall unbe- 
schränkt wachsender (oder fallender) Abszissen nn et werden kann. 


Es ist limf(x) = @, wenn es zu jedem beliebigen e > Dein hinreichend großes w(e) > 0 gibt; so daß 
z>oo 


| f@) - @| <8 ausfällt für alle x > oe). Analog ist > fe) = G, wenn es ZU jedem beliebigen 
e>0 ein hinreichend großes w(e) > 0 gibt, so daß | fa) — | <e ausfällt für alle © < _ o(e). 
Die Grenzwerte lim/(x) und lim/(xz) der Funktion f(x) beschreiben, falls sie exiakieren, den Verlauf 


>00 >— 00 
der Funktion im Unendlichen, das heißt das Verhalten der Funktion für sehr großes positives bzw. 
sehr kleines negatives Argument (Abb.). 


1 
Beispiel 1: Es ist im = 0, denn os ist |; -0)= 12 <e für alle 2, die der Bedingung 


>00 


z>u(d)= = genügen. 


4 
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Beispiel 2: Der Grenzwert ‚u sin® existiert nicht. Wie groß man nämlich x auch wählt, stets 


lassen sich auf Grund der Periodizität der Sinusfunktion unendlich viele Abssen größer als x 
angeben, für die die Funktion einen vorgegebenen Wert zwischen — 1 und + I hat. 


Das Verhalten rationaler Funktionen im Unendlichen hat Regelmäßigkeiten, die im Haupt- 
abschnitt Funktionen geschildert sind. 


Das Reehnen mit Grenzwerten. Die für Folgen aufgestellten Regeln für das Rechnen mit Grenz- 
werten lassen sich wörtlich auf das Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen übertragen. 

Diese Regeln, die bei den Beispielen des 
vorstehenden Abschnittes bereits ver- 
wendet wurden, sagen aus, daß man die 
Operation der Grenzwertbildung mit der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation 
und Division (wenn @ Z£ 0) vertauschen 
darf. Die ersten beiden Regeln gelten 
auch für mehrere Summanden bzw. 
mehrere Faktoren, aber nicht unbedingt 
für unendlich viele Summanden. Eine 
Funktion Ak(x), deren Werte in einer 
Umgebung der Stelle « zwischen denen 
zweier Funktionen f(x) und g(x) liegen, 
die beide den Senzwert G für oa Buben, - denselben Grenzwert 6. 








i sinz 
Beispiel 1: im ——=0, denn da sinz zwischen 
zoo 


—1 und +1 liegt, gilt für > 0 die Ungleichung 
I une 1 1 
-——<s < „. aus der mit lim = = im (- =) 











u: x z>co >00 a 
= 0 die Behauptung folgt (Abb.). 
1 
Beispiel 2: lim (2 sin -) = (0, denn e gilt 
B 20 5 
Bild der Funktion y = _— -|«]=® An <|z| und re I2))= 0 


EINIGE WICHTIGE GRENZWERTE 


In den Hauptabschnitten Höhere Rechenarten, Funktionen und Goniometrie sind der Logarithmus, 
die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen für reelle Argumente ihres Defini- 
tionsbereichs definiert worden. Für sie werden einige oft verwendete Grenzwerte abgeleitet. Im 
Abschnitt Folgen ist für positive Basis und die reelle Zahl « die Existenz folgender Grenzwerte 
gezeigt worden: g*n — qg@ und a„* > a*, wenn An — 4. 

n 


l. | a’ >1fürz —>0,wenna >0. | Es ist schon gezeigt worden, daß die Folge (Y) für a >0 


1 
gegen 1 konvergiert. Die Folge „—- hat dann denselben Grenzwert. Wird 


Va 


also durch eine positive Zahl e ein e-Intervall 1 — e bis 1 + e vorgeschrieben, so läßt sich ein 
1 „1 


Index N so angeben, daß für allen>N die Werte a® und «a "im e-Intervall liegen. Durch ö(e) = — 





wird dann ein ö-Intervall von — = bis + m so gewählt, daß für jedes Argument xz aus diesem 


ö-Intervall a* offenbar im vorgeschriebenen e-Intervall liegt, d.h. |a® — 1] < e für alle || < ö(e). 
1\* l\r 
(i + =) >efürx —», | Von der Folge ( 1l+ =) ist bekannt, daß sie monoton wächst und 


: 
für n > oo den Grenzwert e hat. Nun kann die Funktion f(x) = (i + =) für jedes x > 0 zwischen 


zwei gegen e konvergierende Funktionen eingeschachtelt werden. Man 
wählt zu diesem Zwecke die natürliche Zahl p„ so, daß der betrachtete 
Wert x = x„ zwischen p„ und der auf ?, folgenden natürlichen Zahl pn + 1 
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Hegt: 
Pr <S&Cn<Pn + 1, dann gilt 


1 Pr 1\= 1 \?2r+1 
(1 +) <(1+;) s(1+,) 








Ä 1 Pn \ 1\2r+1 
Da sowohl lim [1 + = eals auch lim (1 + —,) = e ist, folgt sofort die Behaup- 
Pn>o Pn + 1 Prn>o Pn 
1\® 1 
tung. Ersetzt man in der Beziehung lim (i 4 =) —= e die Größe = durch 


>90 





y, so erhält man den Grenzwert lim(l1 + y)v =:@, 
y>0 


z 
3, (142) Kertürs #& Beil 


x 
tim (1 2) = lim 1 I\a| ; 2\j@ : 1\”7e 
>09 t7 a +5) im [(1+ 5) r Am (147) " 
a 


Dabei wurde im letzten Schritt die Stetigkeit der Funktion x*(z > 0) 
benutzt. Man erhält e« als Grenzwert. 


1 
4. | 10852 > logsa für x >a, wenna >0,g>1. | Da die Folgen (v) und ; 


gieren, können bei vorgeschriebenem e > 0 zwei positive Zahlen 
g’—-1l=e und 1-g°:= e berechnet werden; wegen 
1<g(gE - 1)<g(g- Del-g:i<g:—- lust <en 
In dem e-Intervall von —a = g — 1 bis e&ı = g® — 1 müssen 


x — 
alle Werte einer Funktion 2 = = 
vall |a — x| < ö(e) angehören, da z > 0, wenn x > a. In diesem ö(e)-Intervall gilt 











liegen, deren x-Werte einem passend gewählten ö(e)-Inter- 


-1l1+g:<z<g®—loderg*t <z+1<g. 
Nach der Definition des Logarithmus und wegen seiner Monotonie erhält man daraus 


—e Pr log,(1 +2) < ee |log,(1 + 2)]| < e—n 








log, — <e oder |log,x — loga| < e, d.h. log,x > log,a. 


Der Grenzwert eines Logarithmus darf also als Logarithmus 


des Grenzwertes bestimmt werden. Danach gilt für x > 0 
1 


log, (1 = 
der folgende Grenzwert neue = log,(1 + x)? > log,e, 


der für g = e den Wert Ine = 1 annimmt. 





ar — 





1 
5. > Ina für x > 0, wenna > 0. | Hat a den Wert 1, so ist der Zähler Null, und wegen 


Inl=0 ist die Behauptung richtig. Ist «#1, so setzt man 
a=—=1-+y, wobei y>0 fürxz +0. Aus zIna = In(l1 + y) ergibt 
sich dann ein Ausdruck 





dessen Nenner gegen 1 konvergiert. Der wichtigste Spezialfall ist «a = e mit Ine = |, 
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6. | cose > 1fürz —0. | Wegen 


22 
lese —-1|=2 —i& = —- <esfürz <Y2s 





n®|=213|-|3 
ee] 





,„% 
Be 











* ed 
a 2 






konvergiert |cos& — 1| für x > 0 gegen Null, 


sinz 





En 
> lfürxz > 0. | Diese Funktion h(x) = _ läßt sich zwischen zwei Funktionen f(x) = 1 


und g(x) = eosr einschachteln, die beide den 
Grenzwert 1 haben. Aus der Abbildung ent- 
D nimmt man, daß die Fläche A’osz des Kreis- 
sektors OEB zwischen den Flächen der Drei- 
B ecke OEB und OED liegt: 

Aors < A’ozs < Aozp=el * sinz < 1’ x <tanz 1 

r=7 tanX ie x P 1 
sinz COST 


Die Ungleichungen gelten lediglich für positive x; es existie- 
ren aber der rechts- und der linksseitige Grenzwert für x > 0, 
beide mit dem Wert 1, da sin(-z)/(—-x) = sinz/x. 


r ,. tanz sinz 1 BEE 
5 8. ae > 1fürz-0. Es ist © 82 .cose” J 
Zur Herleitung von 2, z — 
sin® z 
er 1 


>1lfüra +0 der Faktoren hat den Grenzwert 1. 











sinz 
=>] > = > C08%. 











REGEL VON BERNOULLI UND L’HOSPITAL 


Unter bestimmten, jeweils angegebenen Bedingungen kann die Operation, den Grenzwert einer 
Summe, einer Differenz, eines Produktes, eines Quotienten oder einer Potenz aus zwei Funktionen 
f(x) und g(x) zu bestimmen, mit diesen Operationen vertauscht werden. Daß die Vertauschbarkeit 
in jedem Falle erst bewiesen werden muß, zeigen die folgenden Beispiele, in denen durch die 
kritiklose Annahme der Vertauschbarkeit sinnlose Ausdrücke der Form 0:0, © :», © — ©, 
0, 0%, ©0 oder 1” entstehen. Man spricht von unbestimmten Ausdrücken, wenn sich formal 
für 2 > a einer dieser Ausdrücke ergibt; jeder erfordert die Bestimmung eines der Grenzwerte 


für fix) — 9(@), I®) : ge), FR) ale), Ka). 


m 
Beispiel: Wie gezeigt wurde, hat der Quotient — für z > 0 den Grenzwert 1. Es ergibt sich 
aber der unbestimmte Ausdruck g., wenn man für den Grenzwert des Quotienten den Quotienten 


der Grenzwerte setzt. Da der Grenzwert des Nenners jedoch Null ist, ist dieses Vorgehen uner- 
laubt. 


0 
Der unbestimmte Ausdruck Te Für diesen unbestimmten Ausdruck fand Johann BERNOTLLI 


(1667—1748) eine Regel, die Marquis de L’HosPITAL (1661— 1704) veröffentlichte. 


die Ableitungen der Funktionen f(x) und g(&) als aueh der Grenzwert lim des Quotienten 

aus den Ableitungen, so ist dieser dem Grenzwert im = der Funktionen f(x) und g (x) gleich. 
Die Regel benutzt den im Hauptabschnitt Differentialrechnung ausführlich geschilderten Diffe- 
rentialquotienten; sie läßt sich aus dem dort angeführten erweiterten Mittelwertsatz ableiten. In 


dem Ausdruck fa) Sa)— fa) Sie) 


9) gi®) — gla) g’(E) 


a 


liegt & zwischen a und x, konvergiert also mit x > a auch gegen a. Wenn aber lim — — = 6, gilt 

der Satz. d 8>a 9 (©) 

Ergibt sich dabei erneut ein unbestimmter Ausdruck der Form 9,50 wird die Regel auf den Quotien- 
’ x „ 

ten ri) angewendet und der Grenzwert lim m untersucht. 


g.(@) x>a 9" (@) 
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1 
Inz x 
Beispiele: 1. lim =im— =], 
1% -1 „ıl 
> 23 5 3x2 ; 6x7 R 6 
Mn ge m red de 
3a cosx — 1 ,  -sin® in 008D 1 
. ; z>0 «2 z>0 2% 20 2 2 2 
sin2x 2c0s2% 
4. Co ange nachdem, ob sich x von links oder von 
:>7 nern 
rechts dem Wert = nähert, 


2 


Der unbestimmte Ausdruck =. Haben Zähler f(x) und Nenner g(x) eines Quotienten den uneigent- 
1 1 

lichen Grenzwert © für © > a, so konvergieren die Funktionen —— 7@) yon 2m) gegen Null. Falls 

f{z) und g(x) in einer Umgebung von x = a differenzierbar sind, falls dose g(x) #0 ist und 


falls der Quotient 





einen Grenzwert hat, kann die Regel von BERNOUVLLI und L’HosPpITAu 


wendet werd : le 12 im [® 
er 2 ar z>Uu ge) z>a g’(z)' 




















—1 
In(z —1 zx—1 
Beispiele; 1. lim sur. i > im @ —- )=0 
z>1+0 z>1+40 __ z>1+0 
zet (x — 18 
De tan3x ...c0823x Seo, — 6 cosz sinx 
u sam 5 hi > we cos3z "6 00532 sin 3x 
== ea car 9 0 
sin2x 2 cos2x % 1 
7 sin6x „6eos6xz 3° 
279 er» 
31 4 4x3 12x? 24% f 24 E 
im === een == en — = 
En a een. © >00 © > 
en 
4. lim om 0 für ganze, positiven unda > 1. 
>99 
1 
Inz s > 1 
5. im —_ = lim — — lim Funk 
>00 x zoo n zo n 


Nach den letzten beiden Beispielen wächst die Exponentialfunktion a* stärker gegen Unendlich 
als jede Potenz x", die Potenzfunktion aber stärker als der Logarithmus, 

Die übrigen unbestimmten Ausdrücke. Mit Hilfe der Regel von Bernoulli und L’Hospital lassen 
sich auch die übrigen unbestimmten Ausdrücke behandeln, indem man die Funktionen durch iden- 
tische Umformungen auf eine Gestalt bringt, die für die kritische Stelle auf den unbestimmten 


0 co 
Ausdruck ° oder — führt. Ist lim[/(z)  g(=)] für den Fall f(a) = 0, limg(x) = » zu berechnen, so 





z>a z>a 
schreibt man f(x) -g(x) = ve oder f(x)  g(z) = 2a und hat somit die Fälle. — bzw. u . 
9(=) TE) 
1 
a 2 2 
Beispiel: lim x arccot= = lim mn = lim us = lim ee 1, 
>00 > 1 >00 =: Eee! 


x E x? 
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Ist lim[f(z) — g(z)] für den Fall lim/(x) = limg(x) = © zu berechnen, so schreibt man 


z>üa zoda za 
1 1 
fi@) - g@) = _— = —— = RE) = ee mit p(a) = yla) = 0. 
f@) s@) Sa) gl) 
er > 1 E ‚ z+22-sinz 1-+ 22 — cosx 
BONEDset: En Fr ch - im @ + z)sing MT + 2ojeinz + (2 + 29) cosz 
2 + sine 


200 2sinz — (= + a%)sine + (2 + 4a)cose 


Ist lim/(x)’‘»2 für einen der Fälle limf(x) = limg(x) = 0; limf(x) = », limg(xz) = 0 oder lim/(x) 
z>a z>a z>a za ou c>a 
=], limg(x) = » zu berechnen, so ist in jedem dieser Fälle Inf(z)“®2 = g(x) Inf(xz) ein Produkt, 

za 
dessen einer Faktor gegen Null und dessen anderer gegen Unendlich strebt. Daher ist en Au (2) Inf(x)] 
in Bekampber Weise zu bestimmen. 


1 
a A Ki, 
Beispiel: Zu berechnen sei limz*, Es ist Inz®= x Inz und imzInz= lim —- = lim a 
z>+0 z>+0 +1 +0 _L 
x x? 
= lim(—x) = 0. Damit ergibt sich limx” = limezlı= — ], da lima® — 1 gilt. 
z>+0 z>+0 z>+0 E>0 
1 
Inz s © ; 
Beispiel: Zu berechnen sei lim a: Es ist Infz -Z Ina und im —= lim — =0, womit 
x >00 z>o *7 >00 1 
sogleich lim Yx = 1 folgt. 
zZz>00 


STETIGKEIT EINER FUNKTION 


Unter Benutzung des Grenzwertbegriffes läßt sich die Stetigkeit einer Funktion genau definieren 
(Abb.). 


Eine in einer Umgebung von 2 = 

und in & selbst definierte Funktion 

eg 0 y=f(&) heißt an dieser Stelle stetig, 
—_ IF EI-PIEI IE wenn der Grenzwert Auen existiert 


und gel Bam aiganet io 
ist, wenn also an I) =f & gilt. 


Diese Aussage ist Gieiehhedentend da- 
mit, daß zu jedem beliebig kleinen 

 e> Oısteis eine passende. Zahl öl) >0 
so angegeben werden | 1, daß 
Kae) -IFO|<e un für alle ” 
mit |e — e<s@. en 


Man spricht von EEnsecer Ten 

wenn für © = nur der rechts- bzw. 

der linksseitige Grenzwert existiert und 

Geometrische Veranschaulichung der Stetigkeit dem Funktionswert gleich ist. Danach 

läßt sich die Stetigkeit einer Funktion 

auch als beiderseitige Stetigkeit auffassen, wenn man darunter eine sowohl links- als auch rechts- 
seitig stetige Funktion versteht. 






Unstetigkeitsstellen. Zur Klärung des Begriffs Stetigkeit werden einige Funktionen betrachtet, 
die an bestimmten Stellen unstetig sind. Pole oder Unendlichkeitsstellen von gebrochenrationalen 
Funktionen werden im Hauptabschnitt Funktionen geschildert. 


sinzt 
Unbestimmtheitsstellen. Für die Stelle x = 0 hat die Funktion FE sowohl einen rechts- als 


auch einen linksseitigen Grenzwert, die beide den Wert 1 haben; die Funktion selbst ist aber für 
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x = 0 nicht definiert, da ihr Nenner Null wird. Definiert man eine Ersatzfunktion f* (x), die für #£ 0 


sinz 
die Werte von ae für x = 0 aber den Wert 1 des Grenzwertes hat, so ist die Funktion f*(x) stetig, 


die Unstetigkeit also behoben. Man spricht deshalb von hebbarer Unstetigkeit. 

Haben in einer gebrochenrationalen Funktion der Zähler p(x) = (2 — x)! pı(c) und der Nenner 
g(2) = (2 — 20)" qı (2) gemeinsame Linearfaktoren, so ist r = x, eine Unbestimmtheitsstelle. Ist 
i>k, so liegt eine hebbare ae vor. Die 


Ppı(z EN 













Ersatzfunktion f*(x) ist (= — zo)'* x > 

und hat für &=x den Wert Null. Auch für i = k Q& 

ist die Unstetigkeit hebbar, und en ist die Ersatz- S 

funktion. Für i<k dagegen hat die Funktion I ıSchmelzvorgong 
(2 — z0)* - 7 an der Stelle x = x einen Pol von ! 


der Ordnung (k — i). 

Sprung. An einer Sprungstelle sind der linksseitige 
und der rechtsseitige Grenzwert verschieden vonein- 
ander; die Funktion kann nicht stetig sein. 

Die einem festen Körper zugeführte Wärme erhöht 
seine Temperatur t. Sein Wärmeinhalt W ist aber an 
der Stelle £ = t, des Schmelzpunktes keine stetige 
Funktion der Temperatur, weil für diese Temperatur Wöüärmeinhalt W als Funktion der Tempe- 
der Wärmeinhalt der Schmelze größer ist als der des ratur t; ts Schmelztemperatur 
festen Körpers (Abb.). 


U°C 





Beispiel 1: Die Funktion y = f(x) = arctan - , hat an der Stelle x = c einen Sprung von 
der Sprunghöhe z (Abb.), denn bei Beschränkung lie den Hauptwertbereich der Arkustangens- 
I 


funktion gilt lim arctan -— = lim Bene = — 3 und lim arctan = lim aretanz = + = 
z>c—-0 "= z>—00 z>c+0 2 z>-+0o 2 


Beispiel 2: Die Funktion y=f(e)= ee hat an Ger Stelle x = c einen unendlichen Sprung 








(Abb.), denn es gilt: lim e°° = lime = 0 und lim Be lime = + , 
z>c—-0 z>—00 : z>c+0 ı 
Beispiel 3: Die Funktion y = f(x) = —— — hat an den Stellen > a krmitk=0, +1, +2... 


einen unendlichen Sprung (Abb.), bei is 
r 3 + auf —, bei ungeradem umge- 
ehrt, 


7 
| y=arctan — 


#/2 





Funktion (a) mit endlichem, (b) mit unendlichem Sprung 


2 le 1 
Oszillierende Funktionen mit Unstetigkeiten. Die Funktion y = f(x) = sin — ist für die 
Stelle x = 0 nicht definiert, also nicht stetig. Wie klein auch eine positive Zahl ö gewählt wird, so 


i ; 2 2 
gibt es doch im Intervall -ö<x<-+öfürn> er unendlich viele Stellen x = ae für die das 
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1 n P $ 
Argument einen der Werte rg == hat: Für nı= 2», n=4»v + 1, na= 4» + 3 (v ganz) nimmt die 
1 “ 
Funktion y = sin — die Werte 0, +1, an (Abb.). Die Funktion pendelt um so rascher zwischen 


+1 und —1 hin und her, je näher x der Stelle x = 0 


1 
rückt, je größer also n ist. Auch die Funktion y= sin e 


ist für © = 0 nicht definiert, hat aber für x—>0 den 
Grenzwert y = 0. Setzt man y(0) =a4 (0, so ist diese 
Funktion für «= 0 unstetig. Definiert man dagegen 
y = (0) = 0, so erhält man eine für x = 0 stetige Er- 
satzfunktion (Abb.). 


Stetigkeit in einem Intervall. Eine Funktion y = f(x) ist 
in einem Intervall stetig, wenn sie in jedem inneren 
Punkte des Intervalls stetig ist und, falls das Intervall 
nach links oder nach rechts abgeschlossen ist, im linken 
Randpunkt noch rechtsseitig oder im rechten Randpunkt 
noch linksseitig stetig ist. 





Sprung von — oo nach + 





Unstetige oszillierende Funktion Oszillierende Funktion mit hebbarer Unstetigkeit 


Gleichmäßige Stetigkeit. Für jede Stelle x = £, für die eine Funktion stetig ist, muß zu einem 
vorgegebenen e > 0 ein passendes ö(e) gefunden werden können. Die Funktion y = tanz ist im 


Intervall O<xr < s stetig; je näher allerdings £ dem Werte 5 rückt, um so kleiner muß für einen 


vorgegebenen e-Wert der zugehörige ö(e)-Wert sein; für & -5 streben die ö-Werte gegen Null. 


Funktionen, für die bei vorgegebenem e ein einziger ö(e)-Wert die Beschränkung der Funktions- 
werte auf einen e-Streifen, |f(z) — f(£)| < e, für alle Stellen x = & garantiert, heißen gleichmäßig 
stetig. Ein solcher für ein ganzes Intervall gültiger ö-Wert existiert genau dann, wenn die stellen- 
abhängigen ö-Werte eine positive untere Grenze haben. Es gilt der Satz: 





Eine im abgeschlossenen Intervall la, b] stetige Funktion f(x) ist dort auch gleichmäßig stetig. 


Sätze über stetige Funktionen. Aus den Gesetzmäßigkeiten über Grenzwerte lassen sich eine Reihe 
Sätze über Stetigkeit gewinnen. 


5 ‚Summe, Dilferenz und Produkt zweier in. = =; stetigen Funktionen sind an dieser Stelle eben- 
alls ‚stetig. : = 


= Jede ganzratiomal Funktion. Pula) = 00 o+a aı® > ar x? er ... ot aner 


+8 Der Quotient zweier in = = $stetigen Punk 
N: enner nicht Null un 





zn nn 4 überall 0 ze, 
ionen ist stetig an allen Stellen 22 in ‚ denen der 
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4. Die Exponentialfunktion y= ie . 0) isi überall, stetig. 


Für us gilt Ha)=ar=a’a == ,a°.1, da limas-# — 1. 
| 0 
5. Dr Logarithmusfunktion 2) = log2 ist für ‚jedes positive Argument eig 
6. Die trigonometrischen Funktionen sinz und cos sind überall stetig, die Fanktian a =: e 


ist für alle # (2 + D5Ik= 0, +1, 42, ...1 und die Funktion cot = a; für alle £ 4 kr 
k= 0, +1, +2,.. .] stetig. a 


an Satz ergibt sich aus den folgenden Grenzwerten, für tanz und vob® unter Bonatzung von 
atz 


1. im sinz = 0 wegen — |z| < sine < ||. 
z>0 

2. imcosze =1 wegen 1—2?<cosr <Il. 
z>0 


3. sinz = sin(E +2 — &) = sin& cos(z — &E) + cos£& sin(= — £) > sinfürz —E. 
4. cose = cos +7 — £) — 0088 cos(= — €) — sin€ sin(@ — E) > cos£fürz —E£. 


7. Ist f(x) eine in einem gewissen Intervall stetige und echt monotone Funktion, so ist auch die aus 
ihr durch Umkehrung entstandene Funktion y = p(«) in ihrem Definitionsintervall stetig. 


Danach sind die Wurzelfunktionen y = Vz für alle positiven x = € stetig, denn sie lassen sich als 
Umkehrungen der Funktionen y = x" auffassen. 

Auch die zyklometrischen Funktionen y = arcsinz, y = arccosz, y = arctanz und % = arccott 
sind als Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen stetig. 


Stetigkeit der mititelbaren Funktionen. Als mittelbare Funktionen bezeichnet man die Funk- 
tionen, deren Argumentwerte Funktionswerte einer weiteren Funktion sind, die oft innere Funktion 
genannt wird: z. B. kommen in f(x) = esin* für den Exponenten nur die Argumentwerte in Frage, 
die sinx als Funktionswerte haben kann. Ist allgemein f[p(z)] eine mittelbare Funktion, so kommen 
für f(t) nur die Argumentwerte i = p(x) in Frage, die Funktionswerte von (x) sind und im Defini- 
tionsbereich von / liegen. Ist p(x) für die Stelle x = £ stetig, hat p(£) den Wert r und ist f(t) für die 
Stelle i = r ebenfalls stetig, so ist auch f[p(x)] für die Stelle x = 5 eine stetige Funktion von x. 


Jede stetige Funktion von einer stetigen Funktion ist wieder stetig. 


Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Stetigkeit vieler Funktionen nachweisen. Beispielsweise sind 
n 


danach alle Funktionen y = Yp(x), in denen p(x) ein Polynom bedeutet, für alle = £ stetig, 


für die p(£) > 0 ist, denn das Polynom p(x) ist für alle x und die Funktion y = VE für alle 
t > O stetig. Auch die Funktion f(x) = esin= ist überall stetig, dat = sinz und fen — e* überall stetige 


Funktionen sind. Gleichfalls überall stetig sind arctan(x?), cos(5x? — e=+l), sin — — #0) 


Eigenschaften stetiger Funktionen. Wegen der Eigenschaften, die allen stetigen Funktionen und 
nur diesen zukommen, bilden diese Funktionen eine Klasse. Durch eine Intervallschachtelung 
läßt sich ein grundlegender Satz beweisen, den GAuss und andere führende Mathematiker noch für 
selbstverständlich hielten und für den Bernard Bo1zAno (1781—1848) den ersten Beweis ver- 
öffentlichte. 


Satz von Bolzano: Nimmt eine in einem Intervall stetige Funktion I) in. = unkten di se 
Intervalls [a, b] Funktionswerte mit versehiedenen Vorzeiehen an, so u es zwischen a undb 
mindestens einen Punkt 5 für den die Funktion I(&) versehwindet. u 






Dieser Satz liegt unter anderem vielen Näherungsmethoden zum Auflösen von Aleichangen ZUu- 
grunde; z.B. folgt aus ihm, daß eine algebraische Gleichung ungeraden Grades mindestens eine 
reelle Wurzel hat. 

Weitere Folgerungen aus dem Satz von Bolzano sind: 











4. Hine stetige u die im Intervall 7 nicht verschwindet, muß dort überall dasselbe Vorzeichen 





Ren Intervall stetige Fohlen f@) 5 


2. Eine in einem Y £ 
en A und B gelegenen Werte an. 


und {b) = B (A 7 B) auch alle zu 
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1 
Die Funktion y = = ist in dem links offenen Intervall 0 <x=< 1 stetig, nimmt aber um so größere 


Werte an, je näher x dem Werte 0 kommt. In einem abgeschlossenen Intervall aber, in dem die 
Funktion stetig ist, z.B. 0,01 <x< 1, kann eine Schranke, hier 100, für die Funktion angegeben 
werden. Allgemein gilt der Satz: 





Auch hier kann er die er der Een nicht verziehtet werden, wie sion 
die Funktion y = & zeigt. Sie ist im rechts offenen Intervall 0<= < 1 stetig, nimmt aber dort 
wegen limy = lin keinem Punkt des Intervalls einen Wert an, der größer ist als alle anderen Funk- 






z>1l 
tionswerte, 
Ist di | ınd gilt für die Stelle =: im Innern dieses Intervalls 
I(@o auch in ‚einer Umgebung der Stelle 20 positiv. | 
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Ansätze zur Differentialreehnung waren schon um die Wende des 16. zum 17. Jh. vorhanden. Zum 
Kalkül wurde sie gleichzeitig und unabhängig voneinander von Gottfried Wilhelm LEIBNIZz 
(1646—1716) und Isaac Newron (1643—1727) ausgebildet. LEIBNIZ ging dabei vom Tangenten- 
problem aus und gab die noch heute übliche Schreibweise für den Differentialquotienten und das 
Integral an; NEwWTON dagegen entwickelte seine Fluxionsrechnung bei der Ableitung des Gravita- 
tionsgesetzes aus den von Johannes K#PLe&r (1571—1630) gefundenen Gesetzen über die Bewegung 
der Planeten. Beide Problemkreise haben sich im Laufe der Zeit stark entwickelt und gegenseitig 
durchdrungen. Der geometrische erweiterte sich über die analytische Geometrie der Ebene und die 
des Raumes bis zur Differentialgeometrie, der physikalische aber hat der gesamten Physik und 
Technik ihr Gepräge gegeben. Ohne die Theorie der reellen und der komplexen Funktionen und 
ohne Differentialgleichungen sind diese Gebiete nicht mehr vorstellbar. Darüber hinaus hat das 
Bedürfnis, die Beschreibung kontinuierlicher Abläufe mathematisch zu präzisieren, fruchtbare 
Auswirkungen auf die Grundlagen der gesamten Mathematik gehabt, z.B. auf den Grenzwert- 
begriff. Die Differentialrechnung ist damit unentbehrlich für die Mathematik geworden, 


I. Ableitung einer Funktion 


Die Abbildung zeigt schematisch den Verlauf der Fahrt eines Zuges von A- nach B-Stadt, Im Zeit- 
punkt i, wird das Abfahrtssignal gegeben. Zur Zeit is erblickt der Lokomotivführer das auf Halt 
stehende Signal S und bremst. Noch ehe der Zug zum Halten kommt, steht das Signal S auf Grün. 
Der Zug erreicht ohne Verspätung B-Stadt. 
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Bedenkt man, daß Geschwindigkeit der in der Zeiteinheit zurückgelegte Weg ist, so erkennt man, 
daß die Geschwindigkeit des Zuges um so größer ist, je steiler die Kurve verläuft. Die Geschwin- 
digkeit wächst z.B, zwischen i, und tı oder zwischen {4 und £s, sie nimmt ab zwischen ts und 2, oder 
zwischen t, und ts. Das Diagramm - als Kurve betrachtet - ist verschieden gekrümmt, in tı und 2; 
nach links, in is und t7 nach rechts. Dabei sind alle diese Aussagen wie steil, wächst, nimmt ab oder 
gekrümmt zwar unmittelbar verständlich, für eine quantitative Erfassung aber zu unklar, Sie müssen 
dahingehend verschärft werden, daß für jeden beliebigen Zeitpunkt angegeben werden kann, wie 
groß die augenblickliche Geschwindigkeit ist und wie groß ihre Zunahme oder Abnahme ist; dann 
wird auch das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm der Abbildung verständlich. Ebenso muß ein 
Maß für die Krümmung angegeben werden 
können. 

Im graphischen Fahrplan der Reichsbahn sind 
die Punkte A und B durch eine Gerade ver- 
bunden. Damit wird eine gleichmäßige, mitt- 
lere Geschwindigkeit 8 : (ts — io) angenommen; 
s bedeutet die Entfernung der Orte A- und 
B-Stadt. Legt man Tangenten parallel zur 
Geraden AB an die Kurve, so entspricht die 
Aussage dem Augenschein, daß in den Zeit- 
punkten ?ı, ts, &; und it, der Zug gerade die 
mittlere Geschwindigkeit hatte. Die Präzi- 
sierung dieser Aussage führt auf den Begriff 
des Differentialquotienten. 





h=%h 


Geschwindigkeit 





Schematisches Weg-Zeit-Diagramm der Fahrt eines Anstieg einer gekrümmten Kurve in einem 
Zuges von A- nach B-Stadt Punkt Po 


DIFFERENTIALQUOTIENT 


Differenzenquotient einer Funktion. Eine gekrümmte Kurve kann als das Bild einer Funktion 
y = f(x) aufgefaßt werden, die mindestens in einem abgeschlossenen Intervall, das die Abszissen 
zu und xı enthält, definiert ist (Abb.). Dem Unterschied Ax = zxı — zo = h der Abszissen entspricht 
dann der Unterschied Ay der Ordinaten Ay = Yyı — yo = f(zı) — f(zo) = f{zo + Ax) — fo) 
— f{zo + h) — f(xo). Die Gerade durch die Punkte Po(Xo; Yy0) und Pı(zı; yı) ist eine Sekante der 
Kurve. Nach den Regeln der analytischen Geometrie hat diese Gerade den Anstieg 


44 _Yı 9 _ Mar) Ma) _ Fast Ar) = Foo) _ Mao + Ah) — fo) _ 

de am-m  UM-Mm Ax h 
wenn « der Winkel zwischen der + x-Achse und der Sekante ist. 
Analytisch ist dieser Ausdruck der Quotient zweier Differenzen und wird deshalb Dif/ferenzenguotient 
genannt. In den Naturwissenschaften werden viele Größen als Differenzenquotienten ausgedrückt, 


z.B, die mittlere Geschwindigkeit, das mittlere Temperaturgefälle, die mittlere Dichte. Auch in 
der praktischen Mathematik werden die dividierten Differenzen häufig verwendet. 


A 
Ditferentialquotient oder Ableitung. Der Differenzenguotient m drückt das zu untersuchende 


Verhalten der Kurve im Punkt P, um so besser aus, je näher P an P, liegt. Läßt man den Punkt 
P(z; y) auf der Kurve stetig gegen den Punkt Po(z0; Yo) gehen, so geht die Sekante durch P, und 
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P in eine Grenzlage, in die Tangente im Punkt P, an die Kurve über. Der Winkel « nimmt einen 
Grenzwert @% an, der den Winkel zwischen der + x-Achse und der Tangente angibt; tan» ist der 
Anstieg der Tangente, der als Anstieg der Kurve in P, angesehen wird. Der Anstieg dieser 
Tangente läßt sich auch rechnerisch ermitteln. Für jede Lage des Punktes P gibt der Differenzen- 


A 
quotient = den Anstieg der Sekante durch P und P, an. Konvergiert der Punkt P gegen Po, so 


strebt die Differenz Ax = x — x, inrer Abszissen gegen Null. 
Die Bestimmung des Anstiegs der Tangente im Punkte P, erfordert somit die Ermittlung des 


A 
Grenzwertes lim —. des Differenzenquotienten für den Fall, daß Az gegen Null strebt. 
4x0 


Dieser Grenzwert wird, falls er existiert, Differentialguotient oder Ableitung der Funktion y = f(x) 


im Punkte P, genannt und mit f’(&o), Y’z=-z, oder E43 (lies f Strich von xo, y Strich an der Stelle 
x = x, oder dy nach dz für & = x) bezeichnet. Than 

Aus den Betrachtungen über den Grenzwert ergibt sich, daß auch links- und rechtsseitiger Grenz- 
wert einander gleich sein sollen. 


Bere (2) —= lim = —= lim Ja Dyo 


z=20 4:0 4 Ana In 0 
u Itzn) = — (zo) Ben Mao + 42) — f(xo) — ji Itzo + h) = f(xo) 
in>XTo zw Wo 4dc>0 4x h>0 h 





Eine Funktion heißt dann und nur dann an der Stelle = — zo differenzierhar, wenn links- und 
reehisseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten existieren und einander gleieh sind. 


Ist eine Funktion Y: = Et @) an der Stel®‘ z=x differenzierbar, so ist sie dort aueh stetig. 


Die Stetigkeit ist mithin eine not- 
wendige Bedingung der Differen- 
zierbarkeit,aber keine hinreichen- 
de. Die folgenden Beispiele 4, 5 
und 6 enthalten Funktionen, 
die an einer Stelle stetig, aber 
nicht differenzierbar sind. Es 
lassen sich sogar Funktionen an- 
geben, die in einem Intervall 
überall stetig, aber dort nirgends 
differenzierbar sind. Ein erstes 
Beispiel einer solchen Funktion 
stammt von Bernard BOLZANO 
(1781-1848), 
Die elementaren Funktionen 
Steigen und Fallen einer Funktion sind fast durchweg differenzier- 
bar, gegebenenfalls mit gewissen 
Ausnahmestellen, In dem in der Einleitung betrachteten Beispiel der Fahrt eines Zuges von A- 





0=<=9<90°, tan p >0 -90°%< 9 < 0°, tnp <O 


ds 
nach B-Stadt gibt der Differentialquotient dt für jeden Zeitpunkt die augenblickliche Geschwindig- 


keit an. Betrachtet man die Tangenten in ver- 
schiedenen Punkten des Diagramms und für 
jede den Winkel A gegen die + x-Achse, so er- 








zn) — flzo) 


Un —-% 













kennt man, das Ir ; = tang für jeden Punkt Mes) lee 


der Kurve zwischen A und B positiv ist (Abb.). 





Die Kurve steigt monoton. 1,25 ; 
In Punkten, in denen der Differentialquo- 0,5625 1,125 
tient negativ ist, fällt dagegen die Kurve. ae ’oos 
Beispiel 1: Die nebenstehende Tabelle 0,010025 


1 
zeigt für die Funktion y = f(x) = 4” an 








1 — 0,75 i 
der Stelle &0= 2, daß der Differenzenquotient 1,5 — 0,4375 0,875 
dem Grenzwert 1 zustrebt, da rechts- und 1,7 — 0,2775 0,925 
linksseitiger Grenzwert existieren und beide 1,9 — 0,0975 0,975 
gleich 1 sind. 1,99 —0,009975 0,9975 
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Beispiel 2: Die Funktion y=x?hat an der Stelle «= x, den Differentialquotienten 2x0. Der 
Differenzenquotient läßt sich umformen und für von Null verschiedene Werte von 4x kürzen: 
d4y (2o-+4Ar)?— es 0 +20 4Ax% +(A2)?— Xo? ci Ax(2% + Ar) ua 
An Aw 4x Ax PART IE 


Dieser Wert geht für Ax — 0 gegen den Grenzwert y’z-29 = 2Xo. 
Beispiel 3: Für den freien Fall ergibt sich durch Differentiation der Weg-Zeit-Funktion 


s—=flt) = Ze nach der Zeit & die Geschwindigkeit ve-:, = 9 io, denn es ist 


2 + a2 I os 


ds 2 g At(2u + At) g 
ee Per WAREN At, 
21 2: 2 At ru 
im 29 im (9% + 24) = g%. 
4t>0 dt 4t>0 2 
3 
Beispiel 4: Die Funktion y=Y» ist an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar (Abb.). Der 
Differenzenquotient De: 1 
ay_O+ADP 0? U 1 
Az 4x A 3 


hat für Ax > 0 keinen Grenzwert, sondern wächst über alle Grenzen, geht gegen + ». Die Tan- 
8 


gente an die Kurve der Funktion y = /x steht im Punkte « = 0 senkrecht zur x-Achse. 





Kurve der Funktion y = Vz Kurve der Funktion y = el*-2 


Beispiel 5: Die Funktion y = e!=2! ist an der Stelle x = 2 stetig, aber nicht differenzierbar 
Ay  el@+4z-2al _ el2-2l eldzI — 1 


(Abb.). Ihr Differenzenquotient ist NT Ye ee und hat nach den im 


Abschnitt Grenzwerte abgeleiteten Formeln je nach dem Vorzeichen von 4x den Wert + 1 oder 
— 1. Der rechtsseitige Grenzwert ist verschieden vom linksseitigen. Die Kurve hat für diesen 
Punkt (2; 1) zwei Tangenten. 


ei 
Beispiel 6: Die Funktion y = + 3 Vz ist an der Stelle <= 0 nur rechtsseitig differenzierbar, 


da negative Abszissen nicht zu ihrem Definitionsbereich gehören. Ihr rechtsseitiger Differential- 
quotient hat für x = 0 den Wert Null: 


3 3 
eg: s 
ee 
N a VE N 
4x 4x 2: Az 2 


ABLEITUNG ALS FUNKTION 
Existiert der Differentialquotient einer Funktion y = f(x) für alle Punkte eines Intervalls, so ist 
die Funktion im ganzen Intervall differenzierbar. Jedem Abszissenwert des Intervalls ist ein Wert 
des Differentialquotienten zugeordnet, der also eine Funktion der Abszisse ist; man nennt diese 
die abgeleitete Funktion, die Ableitung oder den Differentialquotient. 
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Beispiel: Die Funktion y = x? hat für alle x die Ableitung y’ = 2x, ihr Differentialguotient 
hat an den Stellen zı = 3 bzw. «2 = —2 den Wert yı’ = 6 bzw. ya’ = —4. 


Höhere Ableitungen. Die Ableitung y’ = f’(z) einer Funktion y = f(x) ist eine Funktion von x. 
Vorausgesetzt, daß diese wiederum differenzierbar ist, wie es für elementare Funktionen fast 
immer zutrifft, nennt man dann die Ableitung der ersten Ableitung die zweite Ableitung, die Ab- 
leitung zweiter Ordnung oder den Differentialquotienten zweiter Ordnung und bezeichnet sie mit 
2 

= fee) = (lies y zwei Strich, [ zwei Strich von x oder d zwei ynach dx Quadrat). Entsprechend 
kann es auch eine dritte, vierte, n-te Ableitung oder einen Differentialguotienten n-ter Ordnung geben. 
In diesem Sinne sind Redewendungen wie „Existenz einer Ableitung n-ter Ordnung‘‘ oder „beliebig 
oft differenzierbar‘‘ zu verstehen. 

Nach den im Abschnitt Technik des Differenzierens abgeleiteten Regeln lassen sich die folgenden 
Beispiele berechnen. 


1 5 5 
Beispiell: y= f(x) = x° +3? 5” +22 +52 +2; y = f’(x) = 52% + 22° 5» +22 +5; 
y" = f’(x) = 202° + 622 — 52 + 2; y’= f”(@) = 602? + 122 — 5; yV = y9 = flIV(z) = f@(®) 
= 1202 +12; y® = fO(x) = 120; y® = f(x) = 0. | 


. , . —_— a ’ En 22 [7 A 7 4 _.2(2% + 1) A a rd 
em 
:d d d? d? 
Beispiel3:y= f(x) = sing; Er = a, nr = 008%; er Ze sinz = —sinz; 
d’y UN diy de _ 
Ass lagen = —cO8ST, ar ET, nu = SINT; ++. 


Alle diese Funktionen sind Beispiele beliebig oft differenzierbarer Funktionen. 


Beispiel 4: Aus dem Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls s = Se erhält man durch Differenzieren 


8 = g:tunds’” = g. Dabei ist g eine Konstante, die Erdbeschleunigung. Der freie Fall ist danach 
eine Bewegung mit konstanter Beschleunigung. 


| 


| 
% = ze : 





. 4 + 
So os we. PUUROON BAR DR ir 5 “ “ u 
ie; BR ERTER H ; * ia 


Funktionskurve mit Ableitungskurven 
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2 
Physikalisch bedeutet 3” = == die Ableitung der Geschwindigkeit s’ = = d.h, die Beschleuni- 
gung. In dem in der Einleitung geschilderten Beispiel der Fahrt eines Zuges von A- nach B-Stadt 
lassen sich die Zeitintervalle angeben, in denen der Zug beschleunigt fährt. In ihnen wird der Win- 
kel von der &-Achse zur Tangente größer (s”’ > 0); es sind die Intervalle % bis ta und i4 bis 2e. 
In den Intervallen tz bis ts und is bis is wird dieser Winkel p dagegen kleiner, die Geschwindigkeit 
des Zuges nimmt ab (s”’ < 0). Unter dem Weg-Zeit-Diagramm ist das @eschwindigkeits-Zeit-Dia- 
gramm angegeben. Aus ihm erkennt man die Zeitintervalle mit s’”” > 0 und die mit 3” < 0. 

In der vorhergehenden Abbildung sind die Kurven einer Funktion und ihrer Ableitungen nach 
einer Wertetafel dargestellt: 


y= f(x) = 0,12° — 0,622 — 1,52 + 5,6; y’ = f’(&) = 0,322 — 1,22 — 1,5; 
y” = f’(®) = 0,62 — 1,2; Z or f"(@) = 0,6, 





Graphische Differentiation. Der Differentialquotient in 
einem Punkte P einer durch ihr Kurvenbild gegebenen 
Funktion y = f(x) ist der Wert der Tangensfunktion 
des Winkels p, den die Tangente # im Punkte P an die 
Kurve mit der +z-Achse bildet. Schneidet eine Par- 
allele £’ zu dieser Tangente durch den Punkt A(—1;0) 


die y-Achse im Punkte B, so ist tanp = OB: AO = y’. 
Die Tangentenrichtung im Punkte P läßt sich mit 
einem Spiegellineal bestimmen (Abb.). Der ebene Spie- 
gel des Lineals steht senkrecht auf der Zeichenebene. 
Der sichtbare Teil der Kurve und sein Spiegelbild 
gehen nur dann ohne Knick ineinander über, wenn 
das Lineal im Punkte P die Kurve senkrecht schneidet. 
Das im Punkte P auf dieser Kurvennormalen errichtete 
Lot ist die Tangente i. 

Im Derivimeter ist mit dem Spiegellineal eine Winkel- 
skale verbunden, an der der Richtungswinkel der Graphische Differentiation 
Tangente unmittelbar abgelesen werden kann. Im 

Differentiograph ist mit dem Derivimeter ein Schreibgerät verbunden, das zur gegebenen Kurve 
die des Differentialquotienten zeichnet, 








Spiegellineal 


MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG 


Der Mittelwertsatz. Der Differenzenquotient en gibt den Anstieg der Kurvensekante durch 
die Punkte mit den Abszissen = a undxz = ban. Ist die durch die Kurve dargestellte Funktion 
y = f(x) im Intervall von «a bis b differenzierbar, so muß es mindestens eine Stelle & im Intervall 
geben, für die die Tangenve an die Kurve parallel zur Sekante ist. Beide haben dann denselben 
Anstieg, d.h. f’(&£) = [f(b) — f(a)]/(b — a). Bezeichnet man die Abszissen a und b mit = x und 
—=x+ h, so kann £ in der Form E= x -+ #h dargestellt werden, wobei 9 eine positive Zahl 
kleiner als 1,0 <# < 1, bedeutet (Abb.). 
Bin [e+M-I@)_ „ 
er Mittelwertsatz lautet dann rn ft«e+9#h) mit O<P9<Il. 
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Mittelwertsatz: Ist eine Funktion y = f(x) im abgeschlossenen Intervalla <xz<b stetig und im 
offenen Intervall a <x=<b difierenzierbar, dann gibt es im Innern des Intervalls mindestens 


u — 
einen Zwischenwert £ (Mittelwert), für den die Gleichung gilt: mm =f (£) mita<Zö<b, 


Mit Hilfe des Mittelwertsatzes lassen sich numerische Berechnungen ausführen, z.B. die Ermittlung 
eines Funktionswertes aus einem bekannten Nachbarwert. 


Beispiel: Aus f(x) = 1n690 = 6,53669 läßt sich (x + h) = In691 auf fünf Dezimalen be- 
stimmen. Nach f(x + h) = fx) +hf(@ + ®h) ist hf/(« + #h) der an f(x) = 1n690 anzubrin- 


> 1 
gende Zuwachs. Wegen x = 690 und «+ h= 691 ist k = 1 und wegen f(x) = — „ nz ar 


1 
ist der Zuwachs 1: (x +9) = 590 ; 691 
= 0,0014471... Auf fünf Dezimalen haben 
beide Größen den Wert 0,00145. Man erhält 
In691 = 6,53669 + 0,00145 = 6,53814. 


1 
Sog liegt also zwischen —— = 0,0014492... und 


1 
690 + 





y=fkx) 





Mittelwertsatz der Differentialrechnung Geometrische Veranschaulichung des Satzes von Rolle 


Der Satz von Rolle. Sind im Mittelwertsatz die Ordinaten f(a) = f(b) einander gleich, so gibt es 
eine Abszisse £, für die f’(&£) = 0 gilt, es gibt also eine der x-Achse parallele Tangente in diesem 
Intervall. Für den nach dem französischen Mathematiker Michel RoLLe (1652-1719) benannten 
Satz (Abb.) wird meist zusätzlich gefordert, daß f(a) = f(b) = 0. 


Satz von Rolle: Ist eine Funktion y = f(x) im abgeschlossenen Intervall a <x < b stetig und im 
offenen Intervall a <x < b differenzierbar und gilt f(a) = f(b) = 0, dann gibt es im Innern des 
Intervalls mindestens einen Zwisehenwert £ derart, daß die Gleiehung f(£)=0 mit a<!i<bgilt. 


Der erweiterte Mittelwertsatz. Der Vollständigkeit halber sei noch eine für manche Zwecke nütz- 
liche Erweiterung des Mittelwertsatzes angegeben: 


Sind zwei Funktionen f(x) und g(&) im abgeschlossenen Intervall a < x < b stetig, im offenen 
Intervall a <x < b differenzierbar und im betrachteten Intervall stets g’(x) # 0, dann gibt es 
im Innern des Intervalls mindestens einen Zwischenwert £ derart, daß die folgende Gleichung 


gilt: 
Ib) - fa) FO 
gb) - ga) @) 
Folgerungen aus dem Mittelwertsatz. Ist die Ableitung einer Funktion für alle Stellen eines Inter- 


ftz2) — f(zı) 


valls Null und sind &ı < ®2 zwei dieser Stellen, so gilt /’($) = — ——__— = 0 oder f(x2) = f(zı). 
Die Funktion ist eine Konstante. u Dal 9 


mita<£i<b, 


Eine Funktion f(x), die innerhalb eines Intervalls differenzierbar ist und deren Ableitung f(x) im 
ganzen Intervall verschwindet, ist dort eine Konstante. 


Haben die Ableitungen der Funktionen (x) und y(x) in einem Intervall dieselben Werte, so hat 
die Ableitung von f(x) = p(x) — y(x) konstant den Wert Null, d.h., f(x) ist eine Konstante. 


Zwei Funktionen, die innerhalb eines Intervalls differenzierbar sind und dort gleiche Ableitungen 
haben, unterscheiden sich in diesem Intervall nur um eine additive Konstante. 


Auch der bereits anschaulich gewonnene Satz, daß eine Funktion f(x) im Intervalla <xz<b 
steigt, wenn ihre Ableitung /’(x) dort positiv ist, und fällt, wenn ihre Ableitung negativ ist, läßt 
sich mit Hilfe des Mittelwertsatzes streng beweisen. 
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DIFFERENTIAL 


Differential einer Funktion. Mit der Einführung des Begriffs des Differentials verfolgt man, geome- 
trisch gesehen, die Absicht, die Kurve y = f(x) in der Nähe eines Punktes P, durch ihre Tangente 
in diesem Punkt zu ersetzen. In der Abbildung sind das Bild der im betrachteten Intervall diffe- 
renzierbaren Funktion y = f(x) und im Punkt Po[%o; f(xo)] ihre Tangente gezeichnet. Die Ordinate 
des Nachbarpunktes Pı[lzo + Az; f(xo + 4x)] wird 
durch diese Tangente im Punkt T geschnitten. Da- 
durch wird der zum Abszissenzuwachs Ax gehörende 
Funktionszuwachs RPı = Ay=f(xzo + 4x) — f(xo) in 
die zwei Summanden RT und TP, zerlegt. Den 
Ordinatenzuwachs R T nennt man das Differential dy 
oder df(x) der Funktion. Er gibt offenbar eine um so 
bessere Näherung für den Ordinatenzuwachs 4y längs 
der Kurve, je kleiner der Abszissenzuwachs 4x ist. 
Da der Differentialquotient der Grenzwert des Diffe- 





4 
renzenquotienten ist, gilt die Gleichung = = P(20)+e 


für eine beliebig kleine positive Zahl le], die mit Az 
gegen Null geht. Danach läßt sich der Zuwachs 
Ay=f (x) Ac+eAx in zwei Summanden (zo) 4x 
und e' Az zerlegen, deren zweiter schneller gegen Null 
konvergiert als der erste. Der erste Summand geht 
nur linear gegen Null, wird Differential der Funktion 
an der Stelle x genannt und in der Form geschrieben dy = df(x) = f(x.) dx. Die Größe 
dz = 4Ax heißt Differential der unabhängigen Variablen. 


Differential der Funktion y = f(x) an der Stelle 0 | dy= f(xo) dx 


Beispiel: Das Differential der Funktion y = f(x) = x? an der Stelle x = x, ist dy = 2x, de. 





Das Differential einer Funktion 


d 
Der Differentialguotient Tr = f’(xo) darf danach als Quotient zweier Differentiale aufgefaßt werden. 


Die Näherungsgleiehung Ay »» dy. In der Näherungsrechnung benutzt man die Möglichkeit, 
für kleine | 4x] = |dx| den Funktionszuwachs Ay in der Nähe der Stelle &0 mit guter Genauigkeit 
durch das Differential dy der Funktion an dieser Stelle zu ersetzen; es gilt die Näherungsgleichung 
4y = dy. Für die Funktion y = sinz gelten in der Nähe von zo = 0 die Beziehungen Ay = sin 4x 
— sinO = sin4x = sindz, dy= cos0-dz= dz, und danach die Näherungsformel sindz x» dx 
bzw. sinh x h für kleine h, wenn man Ah für dx schreibt. 

Diese Überlegungen gestatten, die Tangente als kennzeichnend für den lokalen Verlauf der Kurve 


anzusehen. Für die Funktion y = 1 x? sind im nachstehenden Bild nur in einzelnen Punkten 


die Tangenten gezeichnet; und doch entsteht der Eindruck, als sei die Kurve selbst gezeichnet 
worden. 


r 
R | 


1 
Tangenten an die Kurve der Funktion y = 10 x. 


Gelegentlich werden Differentiale als unendlich klein bezeichnet. Das ist eine unscharfe und zu 
Mißverständnissen führende Formulierung, denn es handelt sich durchaus um endliche, von Null 
verschiedene Größen, die lediglich für die betreffende Betrachtung hinreichend klein gewählt werden, 
d.h. kleiner sind, als es dem verlangten Genauigkeitsgrad entspricht. 


A 
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Differentiale höherer Ordnung. Die Funktion y=- f(z) sei n-mal (n > 1) differenzierbar. Dann ist 
ihr Differential erster Ordnung dy = f’(x) dx eine differenzierbare Funktion von x mit der Ablei- 
tung (dy)=f”(x)dx, dadz von unabhängig ist und beim Differenzieren als konstanter Faktor 
behandelt werden muß. Das Differential von dy heißt Differential zweiter Ordnung, wird d?y 
geschrieben (lies d zwei y). 
Analog kann man ein Differential 
dritter Ordnung ae Te ee 
d°y = d(d2y) = /”’(x) (da)? „ter Ordnung | dry = didriy) = Aka) aan E 


bilden usf. 
Nach dieser Definition kann auch die n-te re f®(x) der Funktion y = f(x) als Quotient 


Differential zweiter, | d?y = d(dy) = f(x) (de)? 





zweier Differentiale geschrieben werden: f(x) = lies dn y nach dx hoch n). 


de 


II. Technik des Differenzierens 


Auf Grund der Definition des Differentialgquotienten müßte beim Differenzieren jeder Funktion 
der folgende Weg beschritten werden: Differenzenquotient bilden, diesen geeignet umformen und 
sodann seinen Grenzwert ermitteln. Man kommt aber oft schneller zum Ziel durch die Verwen- 
dung allgemeiner Formeln für die Ableitung typischer Funktionsbildungen und spezieller Funk- 
tionen. Zu deren Beweis muß allerdings im allgemeinen der oben beschriebene Weg beschritten 
werden. 


ABLEITUNGEN TYPISCHER FUNKTIONSBILDUNGEN 
Ableitung eines Produktes mit einem konstanten Faktor. Ist in y = c f(x) der Faktor c konstant, 


so kann er im Differenzenguotienten ausgeklammert Zu 
Faktorregel 


Ay Af@) 
Beispiele: y= 62°, y’ =6'2r = 122;y = asinz, y’ = n cos%; 





werden, 7a 


den Grenzwert ao, so ist c ao der Grenzwert von ca. 


. Strebt aber eine Größe a gegen 


d „Eledie fd 1 
1 lere= e ante] 





en Sehen ee ige 

Er Lee, 2)z Ve 
Ableitung einer Summe. Der Differenzenquotient einer Summe f(x) = u(x) + v(x) läßt sich um- 
formen: 


Ay _ Iute + Az) + vie + Aa)] = Tule) + ola)]_ ul + 4a) ul) va + 4m) -vle) 


ah —— 


4% 4x 4% 4x 
Da der Grenzwert einer Summe gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden ist, folgt: 


dy 
lim — = w’(&) + v’(z). 
4:>0 4% 
Bei dieser Herleitung kann jeder Summand wieder 
eine Summe sein; der Satz gilt also für endlich viele 
Summanden. 










Diese Begel gilt e such für Differenzen, ı da Soden Subtrahend als Bunmahl mit de Konstantin 
Faktor (— 1) aufgefaßt werden darf. 


Ableitung eines Produktes. Der Differenzenquotient eines Produktes y = f(x) = u(x) - v(z) läßt 
sich umformen: 


4y_ uw + Aw)v(e + 42) - ulw)o(e + 42) + W@a@EF AR) — ul) v(«) 





Ax 4x 
+ Az) — de) — 
_ ulx — u(x) rn He dHiähsche ie v(x + — Ir 


Die Operation, einen Grenzwert zu bilden, kann mit den Operationen Addieren und Multiplizieren 
vertauscht werden; für den Differentialquotienten gilt also (x) = w(x) - v(x) + u(x) » v’(x). 
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Für drei Faktoren gilt (vı v2 v3)’ = (vı v2)’ v3 + vı va v3’ = vi’ va v3 + vı va’ va + vı v2 07. 
Diese Regel läßt sich durch vollständige Induktion auf n Faktoren verallgemeinern. 

Ist speziell jeder Faktor gleich x, so ergibt sich: (z*)’ = 1-xz"1+ 1- a1 ga} = nn, 
Mit Hilfe der Summen-, der Produkt- und der - — 
Potenzregel läßt sich jede ganzrationale Funk- 
tion differenzieren. 





Die Ableitung SinBE er Eunkaen Helen Bea ie eine er Kankuun nl 
ten Grades. = - s nn = 


Beispiel I: y = (32° — 5x + 6) (4x2 a = - en =uo,y BE — 5) (da? + 32 — 7) 

+ (82 + 3) (32? — 52 +6)=w-v+v —= 482° — 332° — 24x + 53. Zum selben Ergeb- 
nis kommt man, wenn man erst nen und y = 12x — 112° — 122? + 532 — 42 nach 
der Summenregel differenziert. 


Treten als Summanden oder als Faktoren nicht-rationale Funktionen, z. B. transzendente, auf, 
so müssen später hergeleitete Differentialquotienten benutzt werden, 


Beispiel 2: y= x: sinz, y’ = 2rsinz + r? cos. 
1 
Beispiel 3: y = 22 Inz; y = 2rlne + a Fi x(2lnz + 1); 
2 
y"=1:(2lnz + )+2:2=2lnr +3, 


Beispiel 4: y = x sinz cosz = uvw;y’ = Wvw-tuvVrw-+uvw’ = 1-sinz cosz 
+ © cosxz cosx + x sinz(—-sine); y’ = sinz cosz + x cos2r. 
u(lx 
Ableitung eines Quotienten. Der Differentialquotient eines Quotienten y = f(x) = Be läßt sich 
u 
aus der Produktregel ableiten. Aus y = = folgt yvo=wuoderwW=yv+yv’,d.h. 





d (e) - 1 br du Pe 
| ) 
Aus der Quotientenregel ergibt sich die Gültigkeit der für den Ditterentialquotienten von Y — 20 


gefundenen Formel auch für negative ganze Exponenten 


n= —», v positiv. Wegen y=x”=7; setzt man v=|], 
v = x” und erhält: 





PERL E52 5 
ei amı m au i—nanmt, 


322 —5 
Beispiel 1: In der Funktion y = Een setzt man u = 32? — 5 und v = x + 2; wegen 
u = 6x und 9’ = 4x° erhält man 
_ 6z@* +2) — 423 (322-5) 2x2(6 + 1022 — 32%) 


(ei + 2°  - 


3 

Beispiel 2: In der Funktion y = x = 
und v’ = 2x erhält man 
em — 1y— 20-0 Een — 8) 

u RE 
Für die zweite Ableitung ist u = x — 3x2 und v = (x? — 1)? zu setzen; wegen u’ = 4x? — 6x 
und v’ = 4x(x? — 1) ergibt sich 
(40° — 62) (02 — 1)? — 4n(@? — 1) (et — 32?) 2u(@® +8) 


! 





setzt man u = a? und v= x2 — 1; wegen u’ = 3x2 


z 


Hi, 


(x2 — 1)% ern 
N I+tanz u ich ua a 
Betepeel 3: Die Ableitung der Funktion y= 7 —_,n„ „ ergibt sich mit u = a, 
u = —— zu 
cos?% 


cos?x cos?x 2 2 
l — tanz)?  eos?z(l- tanz)? 1-sin2x’ 
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Kettenregel. Wie im Abschnitt Stetigkeit schon geschildert wurde, ist y= f[e(x)] eine mittelbare 
Funktion, wenn zum Definitionsbereich der Funktion t = (x) Funktionswerte i aus dem Defini- 
tionsbereich der Funktion y = f(t) gehören. Für den Differenzenquotienten darf gesetzt werden 
dA A dt dt 

=. == , - Ist die Funktion = o(x) an der Stelle £ differenzierbar, d.h. existiert a? ’(E), 


d 
und hat weiterhin auch die Funktion y = f{t) für die Stelle r = o(£) eine Ableitung 77 - = fP’(r), so 


muß auch die mittelbare Funktion y = /[p(x)] an der Stelle & differenzierbar sein; man 1 


dy dy dt af af ‚de ER 

—— _— — © —— — — | — — rn d d dt (27 r \ . 1 u 

dx ‚dt. de’ de de dx Kettenregel e = . ds oder f(x) = ft) (x) 
oder [p()] = f’(t) P’ (x), wobeit= p(x). ae , 2 | 


Die für den Beweis notwendige Voraussetzung At # 0 bedeutet keine wesentliche Einschränkung, 

denn wäre 4t = (, so müßte t selbst eine Konstante sein, für die sich die Kettenregel erübrigt. 
Beispiel 1: Die Funktion y = (3x2? + 5)* hat die Struktury = flt) = t!mitt = o(xz) = 3x7? + 5. 
Nach der Kettenregel ergibt sich 





De on I 423 - 62 = 4(32? +5)?- 6x = 247(32? + 5). 
1 
Beispiel 2: In der Funktion y = J5x? - 7x +8 ist y= flt)= t? und i= o(2)=5r3 - T7c+8. 
Nach der Kettenregel erhält man 
df de 1-5 1502-7 


I! —.— = ot ?(l5a 7) = ——————, 
ö en 2V52® —- 7x + 8 
Beispiel 3: In der Funktion y = sin2x ist y = f{t) = sint und {= o(x) = 2r. Man findet 
„. Afr2do 
Var 'dr 
Beispiel 4: Zur Differentiation der Funktion y= In sin]a + 5x muß die Kettenregel mehr- 
fach angewendet werden. Setzt man y= fft) = Int, t= g(u) = sinu, u=y(b) = Yv und 
v=qa-+ bz, so erhält man der Reihe nach: 
df de dy dv 1 1 1 b 
en Fe en u nr —— 
e dt du dv de 4 2» sinYa +bx 2Va -+bx 
2 beotYa + bx 
2Ya+tbex i 


Logarithmische Ableitung. In einigen Fällen ist es vorteilhafter, nicht die gegebene Funktion 
y = f(x), sondern ihren natürlichen Logarithmus In/{z) zu differenzieren. Nach der Kettenregel 
ergibt sich 


= 008227 .2 = 2 cos2r. 





i 1 d 
Fre Ok ha) oder Pe) = Ile) Szinfte). ga ua 
Enge 1: Der natürliche Logarithmus der Funktion y = «= für a Werte von ® ist 
d 
Inz=®= x Inz. Nach der Produktregel erhält man — Inz® = 1: Inz + =; d.h., der Differential- 


dt 
quotient der gegebenen Funktion ist y’ = z=(Inz + 1). 


x % d x 
Beispiel 2: Für positive x hat die Funktion y=Yx den Differentialguotient y’= V: - de In Yx 
a &_ „neue ,% 
— Vz 35 (= Ina) = Vz . Eraheen. En Vx1-2= (1 = In). 


x 
m 


Beispiel 3: Die Funktion y = x” p(x) sin®x hat drei Faktoren. Ihr natürlicher Logarithmus 


4 1 Ä d n gı(x) | 2cosz 
ist ny=nInz ala Ingp(&) + 21In sinz, sein Differentialquotient g, pn PN mol) ' sinz 





Daraus ergibt sich die Ableitung der gegebenen Funktion 


Don or aan | 7 @) 
y’ = ar \o(x) sin®z nu 





Beispiel 4: Für y= sin erhält man y’ = sinzx z (ins sinz 2 ) = sin?r (In sinz +2 cotz). 


sin 
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Ableitung zueinander inverser Funktionen. Ist y = f(x) in einem Intervall «a <x <b monoton 
und stetig, so erhält man das Bild der inversen Funktion 4 = p(x) durch Spiegelung des 
Bildes von y = f(x) an der Winkelhalbierenden der Quadranten I und III. Schließt demnach eine 
Tangente an die Kurve der Funktion y = f(x) 

mit der +x-Achse den Winkel «& ein, so hat / 

die entsprechende Tangente an die Kurve von 

y= p(x) denselben Winkel gegen die + y-Achse n. 

oder den Winkel 8 = 90° — « gegen die + x-Achse yzpßl 

(Abb.). Für diese Komplementwinkel « und $ gilt 


tana«tanß = tan« cot« = |, 








mithin Fia)eitz) = 1, 
Vertauscht man in der inversen Funktion nicht ei Di y=fk) 
mit y, so lautet ihre Gleichung x = g(Y), sie hat 7 N 
Umkehrregel | g’(y) = Ei) day Br FR 

10) Xo X 
den Wertebereich der Funktion y = f(x) zum / 
Definitionsbereich. Beide haben dieselbe Kurve 
an Bild. In ihren Differenzenquotienten 2 und 9 
Ay haben Amsuind Ay- dieselbenfWearte,.d. 3. Anstieg bei zueinander inversen Funktionen 
re . = 1. Falls = Grenzwert von 2 existiert und den Wert f’(x) hat, so existiert der 
Grenzwert 9(y) von —- ebenfalls unter der Voraussetzung, daß /’(x) nicht Null ist, und hat den 


Ay 

Wert F@‘ 

Gilt für eine Funktion in einem Intervall f(x) = 0, so ist sie dort sicher nicht eindeutig umkehrbar, 
da dann einem y-Wert alle x-Werte des Intervalls zugeordnet wären. Wird hingegen die Ableitung 
einer Funktion nur an einzelnen Stellen zu Null, so ist zu 
untersuchen, ob beim Durchlaufen dieser Stellen f’(x) das 
Vorzeichen wechselt oder nicht. Der erste Fall kann bei 
einer monotonen Funktion f(x) nicht eintreten, da diese 
dann Extremwerte hätte, also in der Umgebung dieser 
Stellen nicht monoton und somit auch nicht eindeutig um- 
kehrbar wäre, z.B. y= x? in der Umgebung der Stelle 
xo = 0. Im zweiten Falle bleibt die Funktion in der Um- 
gebung dieser Stellen monoton, ist also dort eindeutig um- 
kehrbar, die Umkehrfunktion aber nicht differenzierbar, 
z.B. y= x® in der Umgebung der Stelle ©o = 0 (Abb.). 

Die Umkehrregel der Differentialrechnung wird verwendet, 
um die Ableitung einer Funktion zu gewinnen, von deren 
inverser Funktion die Ableitung bereits bekannt ist, z.B. 
die der Logarithmusfunktion, der zyklometrischen und der 





Areafunktionen. Verhalten der Funktionen y = x? 
Differentiation von Funktionen in Parameterdarstellung. Eine und y = x° in der Umgebung der 
Parameterdarstellung einer Funktion y= (x) sei durch 2=g({t) Stelle zu = 0 mit f(x) = 0 


und y=y(t) gegeben. Dann kann man y auch als mittelbare 
Funktion y = f[p(t)] des Para- 
meterstangeben, und die Ketten- 


regel der Differentialrechnung AHlSIEHNg einer Bunkion 
Bahr dy dy,dz in Parameterdarstellung 
; dt de dt’ 

Diese Rechnung setzt die Diffe- 
renzierbarkeit der Funktionen g(£) und y(t) nach dem Parameter t und (t) #£ 0 voraus. 





22 2 
Beispiel 1: Die Ellipse en + En = 1 hat die Parameterdarstellung = = a cost und y = bsint. 
x d 
Aus den Ableitungen nach dem Parameter ring, sin und % = bcost ergibt sich die Ab- 
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d b cost b x d b2x 
leitung Ze a AR eott. Da cost=- und sint = MR erhält man ee 
de TR a a b dz 





Anstieg der Ellipse —, u > lim Punkt P(x;y). 


Beispiel 2: Die gemeine Zykloide hat die Parameterdarstellung x = a(t — sint) und 
d dx t 
y= a(l — cost). Ihr Differentialquotient ee errechnet sich aus de” a(l — cost) = 2a sin? 3 


d i d t 
und ae ee asint = 2asin cos zu 2 cotz. Aus diesem Ergebnis folgt, daß die gemeine 


dt 2 2 dx 
Zykloide in den Punkten mit? = 2kn,(k=0, +1, +2,...), in denen sie die x-Achse trifft, eine 
Spitze mit senkrechter Tangente hat. 


Differentiation von Funktionen in Polarkoordinaten. Ist r =r(e) die Darstellung einer Funktion 
in Polarkoordinaten, so kann man, da zwischen den Polarkoordinaten und den kartesischen Koordi- 
naten die Beziehungen x = r cosp und y = r sing gelten, zu einer Parameterdarstellung der Funk- 


tion mit dem Parameier p übergehen: x = r(p) cosp, y = r(p) sing. Ihr Differentialquotient ist 
dy dy/|d« 
also gegeben durch = = G Fr de . Bezeichnet man die Ableitung nach dem Parameter mit einem 


dr 
Strich, — Er = r’, so gilt: 


r’ cosp — r sing. 


Yy % e d de 
_—— r cos un — 
r r' sing 1) Ar 





Beispiel: Die logarithmische Spirale hat die Gleichung 
d 
r=ae*P, Ihre Ableitung = ist nach obiger Regel: 


dy aket*Psinp + aekPcosp ksinp + cosp 


ss TREE 


de akek® cosp — aek®sinp kcosp — sing 





Winkel r zwischen Tangente einer 


en Das Ergebnis läßt erkennen, daß die Richtung der Tan- 
Kurve und Ortsvektor OP genten nur von g abhängt, d.h., daß ein beliebiger Ortsvek- 
tor die Spirale unter stets konstantem Winkel zu schneidet. 


j — 
Um allgemein den Winkel r zwischen Tangente und Ortsvektor OP zu berechnen, entnimmt 
man der beigefügten Abbildung die Beziehung r = « — p und somit 


dy 
ante ne fang _ de MP Yosp-ainp_ r 
hu 5 2) 1-+ tan«tano - dy, y’sing+cosp r’’ 
Pa 


wobei sich die letzte ERS aus der Regel für die Ableitung einer Funktion in Polarkoordi- 
naten durch Auflösen nach — 7 — ergibt. 


Wendet man das Ergebnis auf die logarithmische Spirale an (vgl. Abschnitt Bemerkenswerte 
Kurven), so erhält man 





Das arte daß die logarithmische Spirale alle Radiusvektoren unter dem gleichen Winkel 
T= Arte Pr schneidet. Aus diesem Grunde haben die Messerschneiden einer Messerrad-Häcksel- 


maschine die Form einer logarithmischen Spirale, um einen stets konstanten Schnittwinkel zu 
garantieren. 


Differentiation impliziter Funktionen. Oft ist es notwendig, eine implizit gegebene Funktion F(z, y) 
= (0 zu differenzieren. Dazu muß der Ausdruck F(x, y) im Sinne einer Funktion zweier Veränder- 
licher bei festgehaltenem x nach y und bei festgehaltenem y nach x differenzierbar sein. Existiert 


a ne öF(z, 
weiterhin eine stetige explizite Form y = f(x) der gegebenen Funktion, dann ist für a y) #0 
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auch y = f(x) differenzierbar, und man erhält die Ableitung y’ = f’(z), ohne erst die explizite Form 
—= f(x) herstellen zu müssen, nach der folgenden Formel (vgl. S. 432). 
Die runden d sollen darauf hinweisen, 


daß die partiellen Ableitungen der | R | F “-; Fix, DIT. 
implizite EI 


Funktion F(x, y)=0 zu bilden sind, 


Beispiel: DerAnstiegderHyperbel | Differentistion | de Erw,y) der 

F(x,y) = 222 — y? + 122 — 2y +3 | Ta 

= (0 im Punkt Po(2; 5) wird durch 

den Differentialquotienten der Funk- aF aF 

tion y = f(x) an der Stelle &o = 2 gegeben. Es ist 3, ter] an —2y — 2, daraus folgt 
42 +12 22 -+6 e Y 

(= -5,.5= ,, 7 id fl2)=;- 





ABLEITUNG SPEZIELLER FUNKTIONEN 

Ableitung der Konstanten und der Potenzfunktion. Da jeder Differenzenguotient einer konstanten 
Funktion verschwindet, ist auch ihre Ableitung Null. 

Für die Ableitung der Potenzfunktion y = x” ergibt sich aus der Produktregel 
y’=nz”-!, wenn n eine positive ganze Zahl ist. Im Anschluß an die Quotientenregel 
kann dies Ergebnis auf negative ganzzahlige Exponenten erweitert werden. Im Haupt- 
abschnitt Höhere Rechenarten wird gezeigt, daß der Exponent n der Potenzfunktion auch eine 

Do 

rationale Zahl z oder allgemein eine reelle Zahl « sein darf. Man definiert dann y = x = Vz» oder 
y= x* = e*In= unter Beschränkung der Veränderlichen x auf positive 


Werte. Für die Ableitung einer Exponentialfunktion ergibt sich aber 
bei beliebigem & unter Benutzung der Kettenregel 








Unabhängig von diesem Ergebnis wird oft der Differentialquotient einer Potenz mit rationalem 


Exponenten A in dem p und g teilerfremde ganze Zahlen sein sollen, unmittelbar nach der Um- 


kehrregel in folgenden Schritten gewonnen; 





1 
yı = 2. >yıl = > Beispiele: 
dyı 1 1 
de dz qyırı’ 
dyı 
p 
y-= za = Pe. 
dx 
— »2-1 yı = ? . yır 
er Tg ge 
p el 
= — 21-1 —-.» q 
ran q q 


e— 1 
Ableitung der Exponentialfunktion. Im Abschnitt Grenzwerte ergab sich 1 als Grenzwert für 





’ 


wenn x gegen Null konvergiert. Dieser Wert tritt aber im Differenzenquotient der Exponential- 
funktion y = e? auf: — 








Hier geht Ax gegen Null, ex dagegen ist für jedes beliebige, aber feste x eine Konstante. Der Grenz- 
wert des Differenzenquotienten hat deshalb den Wert ex. Es ist der einzige Differentialquotient, 
der der Funktion gleich ist. Deshalb ist die Exponentialfunktion y= e* zur Beschreibung von 
Naturvorgängen geeignet, deren Änderung y’ der vorhandenen Größe y gleich oder proportio- 
nal ist, z.B. beim Zerfall radioaktiver Stoffe. Nach der Kettenregel gilt r 


d 
S ekz = k e*= (k ist Proportionalitätsfaktor). 
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Die Ableitung der allgemeinen Exponentialfunktion y = a? = ezlu@ ergibt sich nach der Ketten- 
d 
regel zu Fr = Ina ezlIna, 


Ableitung der Logarithmusfunktion. Zum Logarithmus y = log, x ist x = av die inverse Funktion 
de 

mit der Ableitung de av Ina. 

Die Funktion = aY ist monoton und ihr Differentialquotient im Endlichen nie Null; folglich 

ist sein reziproker Wert der Differentialquotient des Logarith- 


zaue dy 1 1 1 1, 
de de alma zima „8° 
dy 





(vgl. Hauptabschnitt Höhere Rechenarten). 


Ableitungen der trigonometrischen Funktionen. Zur Vorbereitung des Grenzübergangs wird der 


Differenzenquotient umgeformt: 
Ax 4x 


dz\ , , 

Ay sine + 4e) - sin« 2000 (045) in 2 a Ay 
DE re En en ee [+5 =) ; 
x 4% 4x 4% 

2 


dabei benutzt man mit z + Ax = « und x = $ folgende Formel der Goniometrie: 





sin« — sin = 20085 (+ ß) sin > (2-9). 


Ax 


dx A 
Für 4x > 0 hat der Quotient (sin 5) 5 2 den Grenzwert 1; Z- hat also den Grenzwert cosz für 


A220, da die Kosinusfunktion 
stetig ist. 

Durch eine entsprechende Um- 
formung erhält man den Diffe- 
rentialquotient für die Funktion 
9. COBR. sinz 

Da y=tanz= bzw 


08% CcoSsT 


y= cotr- lassen sich die Ableitungen dieser Funktion nach der Quotientenregel gewinnen. 








Die Ableitungen gelten aber nur für TRIER x, für die cosz bzw. sinz verschieden von Null sind, 


also nicht für die Werte x = (2k + 1): > bzw. x = 2k-— = kn, wobei k alle ganzen Zahlen an- 
nehmen kann. 


Ableitungen der zyklometrischen Funktionen. Zum Arkussinus y = arcsinz ist x = siny die inverse 





d 1 1 1 
Funktion. Für ihren Differentialquotienten gilt also Ben ‚da 
de de cosy 1 — 22 
sin?y + cos?y = 1. dy - 
Die entsprechende Herleitung gilt auch für die übrigen zyklo- d arcsinz 


metrischen Funktionen. Allerdings sind Arkussinus und Arkuskosinus dz 
für <= +1 nicht differenzierbar, obwohl sie dort definiert und 


stetig sind; für diese Werte ist die nn. icht definiert, da ihr darccosz 


dx 
Nenner Null ist. Im Hauptwertbereich, — 3 ne y<5z — für y= aresinz daretanz 
undO <y<nfüry = arccosz, hat die Wurzel positives Vorzeichen. dz gr 
Es ist bemerkenswert, daß die Ableitungen dieser transzendenten d arecotx 


Funktionen algebraische oder gar gebrochenrationale Funktionen 
sind. 
Ableitungen der Hyperbelfunktionen. Diese Funktionen sind definiert als rationale Funktionen 
der Exponentialfunktion, lassen sich also nach der Summenregel diffe- 
renzieren; z. B. 

dsinhze d/fl 1 

Fu eher He 5 (e — e)| = 5 (® + e”2) = coshr. 





sinhx 

Zur Differentiation von y = tanhr = Eos kann auch die Quotienten- 
regel herangezogen werden: CORNT 
d sinhx eosh?x — sinh?x 


dz coshz cosh?x 





‚ wobei gilt cosh?x — sinh?x = 1. 
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Ableitungen der Areafunktionen. Zur Areasinusfunktion y = arsinhz ist x = sinhy die inverse 
Funktion. Für ihren Differentialquotienten gilt demnach 


de "de coshy  ıyı Las Br dx +/22+1 
dy d areoshx u x ä 
da eosh?y — sinh?y = 1. Entsprechend lassen sich die übrigen dz “ V z@e—-L En 
Ben a 2. B. diertanke: 1 ee 
ne ir age u ar gie 
ach ganz weil = Tat IM 
d arcothx 1 
cosh?x — sinh?x 1 a ee | 
1 — tanh?x = ———— — = ——, -x 
cosh?x cosh?x 





Die Einschränkungen über das Vorzeichen der Wurzel oder den Definitionsbereich der Ableitungen 
ergeben sich aus den folgenden logarithmischen Darstellungen dieser Funktionen, wenn man 
bedenkt, daß das Argument der Logarithmusfunktion stets reell und positiv sein muß. 


y = arsinhr = In(x + Vz: +1); y = arcoshxz = + In(z + Va® - 1); 
) Em DES iR: I. 2417 
y = artanhr =54T 9 = arcothr — 5 In = 
Trotz ihrer formalen Gleichheit sind die Differentialquotienten der Funktionen y= artanhx und 
y = arcothz verschiedene Funktionen, da sie verschiedene Definitionsbereiche haben. 





x 
Ableitung eines Integrals nach einer Grenze. Im Integral [ f(&)d& ist a eine feste Zahl und die 


a 
obere Grenze x variabel; das Integral ist somit eine Funktion ®(x) dieser Grenze. Wie im Haupt- 
abschnitt Integralrechnung im Anschluß an den Mittelwertsatz gezeigt wird, ist die Ableitung des 
Integrals nach dieser variablen oberen Grenze dem Funktionswert f(x) des Integranden an dieser 
oberen Grenze gleich. 


IH. Ableitung von Funktionen mehrerer Variabler 


PARTIELLE ABLEITUNGEN EINER FUNKTION 
In der Funktion z = f(Xı, %,...,%n) sollen %ı, %s, ..., %„n voneinander unabhängige Variable 
bedeuten; z.B. sind in 2 = f(x, y) die Variablen ı =x und a =y, in z= f(u, v, w) dagegen zı 
= U,% = v, x; = w, Betrachtet man alle Variablen bis auf eine x, = 1,2,...,r) als Konstante 
%1,05 02,05 » + +, Xi-1,02 Üt+1,05 + + > %n,0, SO liegt unter dieser Annahme jeweils eine Funktion von einer 
Veränderlichen vor. Ist diese Funktion stetig und differenzierbar, so kann man einen 
ö2 
partiellen Differentialquotienten oder eine partielle Ableitung bilden und bezeichnet sie mit TA 
FR) i 
Em 1,0, 2. Xiye + 27,0) = fz;; die runden Zeichen ö für d deuten auf die partielle Ableitung 
i 


hin (lies f partiell nach x.). Für z= f(x, y) z.B. sollen demnach die beiden Grenzwerte existieren: 


ff )= lim fi@ + 4m, yo) = I, Yo) — f(20,y) = lim zo, y + Ay) - Sao Yy) 
Öx » %0 AE0 Ax ’ öy 0; A Ay x 


In bezug auf die einzige nicht festgehaltene Variable x; gelten die Regeln der Differentiation einer 
Funktion mit einer Variablen. 


Beispiele: 1. z= f(z,y) = 2 + Txty + 32 y5 — 5y®; 
02 02 
a Jz(®, y) = 322 + 142 y + 35, aYy = fu(&,y) = 122 + 152y® — 30y°. 


IE %- x 02 _ Be 1 1 Yy öz 1 A x 
.z=f(«, A er 35, Rn enkeniien oy Zu eV am ge 
6 “() 
Y Y 
3. w = f(&,y,2) = Ve + y + 22; 
ow x ow Y ow z 
Wy = ————— u —e eg 


das Pi Wer ey Ve +ryp%+z ö2 ; Ve +yp +22 
Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitungen einer Funktion von zwei Variablen. Eine Funk- 


tion z = f(z,y) von zwei Variablen kann im allgemeinen durch eine Fläche im Raum dargestellt 
werden, Durch die Annahme y = % = const werden die Punkte dieser Fläche herausgegriffen, 
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die zugleich in der zur x-2-Ebene parallelen Ebene y = yo liegen, Sie bilden eine ebene Kurve, und 


ö 
BE f(x, Yo) gibt den Anstieg der Tangente tı an diese Kurve in dem Punkte (x; yo) an, 2. = tang;, vo 
Der Winkel 9z,,, ist der Neigungswinkel der Tangente gegen die + x-Achse. 


Od 
Entsprechend gibt z, = dy (zo, %) 


=tan 29, in jedem Punkte (zo; %) 
den Anstieg der Tangente tz gegen die 
+y-Achse an die Kurve an, in der 
die Fläche z = f(z,y) von einer zur 
y-z-Ebene im Abstand x = x, paralle- 
len Ebene geschnitten wird. 

In jedem Punkte P der Fläche ist so- 
wohl eine Tangente tı durch z, als 
auch eine Tangente is durch 2, be- 
stimmt. Beide spannen unter gewissen, 
praktisch meist erfüllten Voraussetzun- 
gen eine Ebene, die Tangentialebene 
im Punkte P an die Fläche auf. 


Partielle Ableitungen höherer Ord- 
nung. Jede partielle Ableitung ist 
wieder eine Funktion dieser Variablen 
und kann ihrerseits partielle Ableitun- 
gen haben, wenn sie stetig ist und der 
Grenzwert des entsprechenden Diffe- 
renzenquotienten vorhanden ist. Man 
nennt diese partielle Ableitungen höhe- 
rer Ordnung, z.B. 2., 3., ..„ n-ter 
Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitungen einer Ordnung; die partiellen Ableitungen 

Funktion von zwei Variablen nach verschiedenen Variablen werden 
gemischte Ableitungen genannt. Von 





ö2z z 
z=f(x,y) z.B. erhält man von en fz und Ber /s durch Differenzieren vier Ableitungen 
2. Ordnung: S 9 
Öfz 0? z öfz 022 öfy 022 Ofy 022 
Izz = 3 = u MM Fr ‚we mn = und fyy= —— = ——. 
öx 02m2 öy 0x dy 0x2  öyorx oy öy? 


Ihrer Entstehung nach sind die Funktionen f;, und fyz voneinander verschieden. Schon Leonhard 
Ever (1707 — 1783) kannte aber 1734 Bedingungen, unter denen sie gleich sind; 
Hermann Amandus ScHwARZz (1843 — 1921) bewies den nach ihm benannten Satz. fzu = fur 
‚Satz von Schwarz: Sind die gemischten partiellen Ableitungen zweiter Ordnung fz, und f,. einer 


Funktion f(x, y) in einem Bereich G stetige Funktionen von x und y, so sind sie im Innern dieses 
Bereichs einander gleich. | 


Die Aussage dieses Satzes gilt auch für partielle Ableitungen höherer Ordnung sowie für Funktionen 
mit mehr als zwei Variablen; z.B. gelten für y= f(x,y) die Beziehungen fzzy = fzyz = fyzz und 
Fzuv = fuau = fuve- 


Beispiele: I. z2= f(z,y) ==? + Tx2y + 32 y5 — 5ys, £ = 322 + 142 y + 3,5; 
v= 122 + 152 yt — 30°; fer = 6% + 14y; fey = 142 + löyt = fur; fun = 602 Y3 — 150y%; 
frz = 6; fzzu = fava = Jyzz = 14; fayy = fyay = va = 60Y; fyoy = 1802 y? — 600y°. 


2.2= joy) = arotan =; 








Bo- 2 ao Be 3 ke ee en >: 22yY 
Ey re (22 + y2)2’ FT (4 ya Her vv (22 4 y2)2” 


TOTALES DIFFERENTIAL 


Totales Differential erster Ordnung. Ist 2 = f(x, y) eine Funktion der beiden Variablen x und y 
und existieren ihre partiellen Ableitungen f- und f, erster Ordnung, so sind diese die Grenzwerte 


dı2 A 
der Differenzenquotienten Er und I ‚d.h., für beliebig kleine positive Zahlen |eı | bzw. |ea| gelten 
; 2 dız 02 Ayz  Öz 
die Gleichungen a + &ı bzw. Au  3y + 8, 


wenn nur 4x bzw. Ay kleiner als die passend gewählten Größen öi(eı) bzw. ös(es) sind. 
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02 
In dem Zuwachs 4z = ri 
eı Ax und e34y klein von höherer Ordnung, die anderen Summanden werden partielle Differentiale 


02 


02 
genannt und mit — dx bzw. — dy bezeichnet. 
0% öy 


02 
Ax + .ı Ax und in Az = a Ay-+ e 4y sind die Summanden 


öz 02 
Aus dem totalen Zuwachs Az der Funktion z = f(z,y) erhält man danach, falls 3% nz stetig sind, 


unter Vernachlässigung der Glieder, die von höherer Ordnung kleın sind, das totale Differential d.z. 
d42= fa + Am,y+ Ay) - Ia,y+ Ay) + f&,y + Ay) - Ka, y) 


Be run een au nen a5 
Az Ay 
öf ö öf ö 
= 4stadet 2 Ayt may und de= de + 2 ay. 


Je größer Ax und Ay gewählt werden, um so größer wird der Unterschied zwischen dem totalen 
Differential dz und dem totalen Zuwachs Az = f(x + Axz,y + Ay) — f(x, y). Für die Funktion 
z = a2 — y? ist dz2 = 2(x de — ydy). Für die Umgebung der Stelle x = 2, y = 1 zeigt die Tabelle 
den Unterschied Az — dz für je zwei Werte 2 bzw. 0,2 für Ax sowie 1 bzw. 0,1 für 4y. 





Geometrische Bedeutung der Differentiale einer Funktion von zwei Variablen. Das partielle Diffe- 
rential d»z stellt den Ordinatenzuwachs der Tangente an die Kurve z=/(x, y,) dar, das partielle 
Differential d,z den Ordinatenzuwachs der Tangente an die Kurve z= f(x, y). Das totale Differen- 
02 02 
tial dz = ar dz + PN dy ist eine Funktion von vier Variablen (x, y, dx, dy) und ergibt geometrisch 
den Ordinatenzuwachs, den der Berührungs- 
punkt der Tangentialebene mit der Fläche z 
= f(z,y) erfährt, wenn zum 4x =h= drund 
yum Ay = k = dy geändert werden (Abb.). 


Beispiel: Für die Funktionz = f(x, y) = x? + 7x2 y + 32 y5 — By® gilt 2, = 3x2? + 14x y + 3y® 
und 2, = 7x2? + 15x y* — 30y°. Sie hat das totale Differential 
dz = (322 + 142 y + 3,5) de + (722 + 15x y4 — 30°) dy. 





Pfxo+hyyork) 





Differentiale einer Funktion von zwei Variablen 
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Ist z= f(x,y) = 0, so kann die Funktion als implizite Form einer Funktion mit einer Variablen 


d 

aufgefaßt werden. en dz = 0 erhält man als Ableitung Er der impliziten Funktion einer 

öf öf day ee of 
Variablen: 3: dx #3 — ri A Der Piz a 
Differentiale höherer er Sind die a Ableitungen einer Funktion ihrerseits stetig und 
differenzierbar, so kann vom totalen Differential erneut ein totales Differential d?z gebildet werden. 
Es heißt totales Differential zweiter Ordnung. Die endlichen, willkürlich gewählten Größen dx, dy 
werden beim Differenzieren als Konstante behandelt. Man erhält 


m“ it (& de re = ay)ay 








ö°z 
2, 
— da2 4% lady + 5 dady +, dye. 


Nach dem Satz von ren daß 2, = 2yz, nimmt das Differential eine Form an, für die sich die 
Koeffizienten und die Produkte aus dx und dy formal nach dem binomischen Satz ergeben; für das 


totales Differential ae! m rn 622 3 
d!z = 3a dxz?2+2 my dedy+ iye dy 


zweiter Ordnung 





Ö 9) (2) 
totale Differential zweiter Ordnung erhält man z.B. d? = (7 de + dy ay) z. Der Ausdruck 


in der Klammer wird nach Art eines Operators mit z multipliziert. Es läßt sich zeigen, daß sich auch 
die totalen Differentiale höherer Ordnung, z. B. r-ter Ordnung, nach dieser formalen Beziehung 
ergeben. 


 totales Differential du 0: ” : 
n-ter Ordnung 


gen 0°z 632 
dritter Ordnung 3 2 x he dy-+3 > m dz dy?2 m aay’ 





Beispiel: Die Funktion z = f(x,y) = 2? + 7x2 y + 3x y® — 5y® hat die partiellen Ableitungen 
2: = 32? + l4xy + 3yP; z, = 722 + 152 yt — 30y°; 222 = 6% + 14y; 22, = 142 + 15y%; 
Zyy = 60x y? — 150“. 
Ihr totales Differential zweiter Ordnung ist danach 
d!?z = (6x + 14y) dx? + 2 (14x + 15yt) de dy + (602 y? — 150yf) dy?. 
IHEESR ENTSTEHT 
Er 






IV. Extremwerte von Funktionen .—— ! 
EXTREMWERTE VON FUNKTIO- 


NEN EINER VARIABLEN 


Maximum und Minimum. Am Kurvenbild 
(Abb.) der Funktion . ; a SEES aa 


7 . 4 # . 
s-4:cHi Ansehen gan 1 Ein ba In nennen nee 
I I 


] \ \ 





y= fix) se - 322 — 92 + 17) 


erkennt man, daß im Bereich von — » bis 
—1 die ÖOrdinatenwerte größer werden, 
wenn die Abszissenwerte wachsen. Von 
== —1lbis z= +3 dagegen nehmen die 





Ordinaten beständig ab und wachsen für BT RR rel HEN AnSEER 
x > 3 wieder monoton. In einer passend ge- | | 
wählten Umgebung der Stelle max = —1 

ist für alle von diesem Werte &max Vver- nr a Est Test BED Spalt nn backe sag in 


schiedenen Abszissen x der Funktionswert 
f(z) kleiner als f(&max). Man sagt, die 
Funktion hat an dieser Stelle max ein 
relatives Maximum. An der Stelle zmin= +3 ; 
spricht man von einem relativen Minimum m N er Pe TE 

der Funktion, weil in einer passenden Um- = ie) 6 2 ee FR 


Extrema und Wendepunkt der Kurve der Funktion 
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gebung dieser Stelle die Funktionswerte f(x) für alle von &min verschiedenen Abszissen x größer sind 


als (min). 
Beide Werte, Maximum und Minimum, nennt man Exiremwerte. Sie sind nur relative Extremwerte, 
da die Funktion sowohl größere Werte als f(-1) = +3 = als auch kleinere Werte als f(+3) = — 12 


annimmt. In dem abgeschlosse- - 
nen Intervall -—2<z<-+4sind | Maximum K (max) > f (x) für x £ “max | in einer paar 
sie dagegen auch die absoluten | Minimum He in) < f@) 1 für x # Zmin ] Umgebung 

Extremwerte. Nach dem Satz von L — 
Weierstraß nimmt eine in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion dort ihren größten und 
kleinsten Wert an. Dieses absolute Maximum und das absolute Minimum können aber am Rande 
des Intervalls liegen; im gewählten Beispiel trifft dies für das Intervall -5<x< 10 zu. 


Bedingungen für das Auftreten von Extremwerten. Beim Durchgang durch eine Extremstelle der 
differenzierbaren Funktion y=/(x) ändert ihre erste Ableitung y’= f’(z) ihr Vorzeichen. Ist max eine 
Stelle, an der f(x) ein relatives Maximum hat, so steigt die Funktion f(x) für © < zmax, fällt 
dagegen für © > xmax-. Ihre Ableitung F(®) ist somit links von @max Positiv, rechts davon negativ. 
Ist die Ableitung f’(x) stetig, so muß sie für &max den Wert Null haben, (max) = 0, was ja auch 
anschaulich klar ist. Eine ganz entsprechende Überlegung führt zu dem Ergebnis, daß die erste 
Ableitung auch für eine Stelle min verschwinden muß, an der f(x) ein relatives Minimum hat, 
f (min) = 0. 
Das Nullwerden des Dif ferentialquotienten ist mithin eine notwendige Bedingung für einen Extrem- 
wert; geht dabei die Ableitung im Sinne wachsender Abszissen von positiven zu negativen Werten 
durch Null, so liegt ein Maximum vor, beim Übergang von negativen zu positiven Werten ein 
Minimum. 
Die Änderung der Ableitung ist an ihrer Ableitung, der zweiten Ableitung der Funktion zu erkennen. 
Ist diese positiv oder negativ, so liegt ein Minimum bzw. ein Maximum vor. 
Beide Bedingungen sind hinreichend, 


d.h., sie garantieren die Existenz Maximum für zmax, wenn f (max) = 0 und /”( 
eines Maximums oder eines Mini- 


Minimum für wenn )Onund Er 
mnums, wenn sie erfüllt sind. 7 Zmin, ı /(&min) = und | Kia! @ 


Extremwerte an Nullstellen der zweiten oder höherer Ableitungen. Um das Verhalten 
der Funktion auch im Falle f’(=) = 0 untersuchen zu können, können die höheren Ableitungen der 
Funktion zu Rate gezogen werden. 

Ist die dritte Ableitung f”’”’(z) die erste für x = zı 

von Null verschiedene Ableitung, so zeigen die fol- J 

genden Betrachtungen das Verhalten der Funktion. 

Bezeichnet man die erste Ableitung f’(x) mit (x) 

= f’(«), dann hat in diesem Falle für x = xı ihre fl 

Ableitung (xı) = f”’(cı) den Wert Null, es liegt also X x 
für g(z) = f(x) ein Maximum oder Minimum vor, Xr X, 

je nachdem, ob 9’ (ı)= f’” 


; (xı) negativ oder positiv 
ist. Trifft dies zu, so hat die Funktion f’(x) für =x2ı / ; 
einen Extremwert, ihr Kurvenbild berührt für x = rı 
die x-Achse, d.h., der Anstieg der Tangente an die 
Funktion selbst nimmt entweder bis Null ab, wenn 















2max) < 0 
en. 


sich © wachsend der Stelle xı nähert, wächst aber 
für 2 >zı erneut — oder wächst bis Null und nimmt 
für © > xı wieder ab (Abb.). Solche Stellen nennt 


man Horizontalwendepunkte. ee 
Eine Funktion | (@), dieander Stelle Ewenigstens n-mal 
differenzierbar ist (n> 2), hat dort einen Extremwert, 
wennngeradeistund ($)=f(&)= "= frD (&)=0, , ; 
aber f{® (£)£0 ist; für f® (£)<O liegt ein Maximum, F, (X)=® (x) 
X 


für ff» (&) > 0 ein Minimum vor. 


Flx)=olx) 





Entwickelt man f(x) an der Stelle & nach dem Taylor- y" 
schen Satz, so ergibt sich wegen P(&$)=f’(&$)=+-- 
n-1 


= fa (f) = ei I = A a REES) 
mtO<?d<]l )! un n 
Da f(® (x) die Ableitung von ein (x) ist, geht fir-D (x) FIX)=D (X) 
für fW(&) <0 monoton fallend durch den Wert A, 

frD (£) = 0, für ff? (x) > O0 aber monoton wachsend. 

Die Größe h dagegen hat stets links von & negative, 

rechts von & aber positive Werte; dasselbe gilt, da Schematische Darstellung für  (2)=p(x)=0; 
(rn — 1) ungerade ist, für Ar-ı, Wie die folgende FI) = ke) = 0; fe) = ee) 0 
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Tabelle zeigt, ist danach das Restglied und 
damit die Differenz f(x) — f(&) für (m (£) < 0 
auf beiden Seiten der Stelle x = £ negativ, 
d.h. f(&£)> f(x), und die Funktion hat ein 


Maximum, während für fm" (£) > 0 stets gilt fin (£) < 0 ee) 
fte) < f(x), die Funktion also ein Minimum —— 


N me>0| rmK) 
Wendepunkt. Die Kurve der Funktion y = 2a — 322 — 9x + 17) ist im Abschnitt über Maximum 
und Minimum dargestellt. Die Tangente an diese Kurve im Punkte (-3; —1 3) hat den Anstieg 
f(-3)= +6. Bis zum Maximum (- 1; +33) nimmt der Anstieg ab bis (—-1) = 0, fällt aber 


beim Durchlaufen dieser Stelle weiter bis zur Stelle 2» = +1 und hat dort den Wert f(l) = —2. 
Von da ab wächst der Anstieg monoton. Die Funktion f’(x) hat für „= l ein Minimum. Im 
Intervall —o <xzs + 1 geht die Richtung einer Tangente in die einer im Sinne wachsender 
x-Werte folgenden Tangente über durch eine Drehung nach rechts, 
im negativen mathematischen Drehsinn. Im Intervall H1l<r<+» 
erfolgt die entsprechende Drehung nach links, im positiven mathe- 
matischen Drehsinn. Im Wendepunkt wendet sich dieser Drehsinn 
von rechts nach links. 
Für ein Fahrzeug, das man sich längs der Kurve fahrend denkt, 
liegt bis zum Wendepunkt die Fahrbahn rechts von der Tangente, 
nachdem er durchfahren wurde aber links von ihr. Die Kurve ist 
vor dem Wendepunkt entgegengesetzt gekrümmt wie nach ihm. Er- 
setzt man ein Kurvenstück durch drei genügend nahe beieinander- 
liegende Kurvenpunkte durch einen Kreisbogen, dann liegt der 
Mittelpunkt dieses Krümmungskreises vor dem Wendepunkt rechts 
Bild einer Funktion mit der Kurve, danach aber links. Die Wendetangente genannte Tan- 
Horizontalwendepunkt gente im Wendepunkt trennt danach Kurventeile mit verschiede- 
nem Krümmungssinn. 
Aus diesen Zusammenhängen folgt, daß die Funktion dort einen Wendepunkt hat, wo ihre erste 
Ableitung einen Extremwert annimmt. Ist außerdem f’ (x) = 0, so verläuft die Wendetangente 
horizontal ; man spricht dann von einem gekenn Auer oder TrSSDE TRINKE (Abb.). 


















Wende- 
ıfangente 





Die Betrachtungen über Extremwerte lassen sich aikkendin auf die erste Ahieitüng f(«) als Funk- 
tion (2). Als hinreichende Bedingung für ein Maximum oder Minimum von f(x) an der Stelle x 
gilt danach 9’(2u) = f”’(xu) = 0 und p”(zu) = P”’(zu) <O oder f”(zuw) > 0. Sollte f’’(zu) = 0 
sein, so gilt der zuletzt angeführte Satz sinngemäß, 
da eine Ableitung ungerader Ordnung von f(x) eine 
gerader Ordnung von (x) ist. 





Bere 1: Die Funktion 
y= fl«) = 0,1- (xt — 223 — 12x22 + 8x + 20) 


hat die Ableitungen y’= 0,1(42°— 62?— 24x-+ 8); 
y’=1222 —- 1,22 — 24 und y’= 2,42 - 12. 
Aus y”=0, d.h. 2 -x-2=0 erhält man 
a=-1lund a»= +2. Da f"’(a) = -36 #0 
und f’()= +36#0, sind u =-—1 und 
—= +2 Abszissen von Wendepunkten (Abb.). 
Die zugehörigen Ordinaten sind f(wı)=-+ 0,3 und 
fl@2) = —1,2. 
Die Wendetangenten tı und tz in den Wendepunk- 
ten Wı(—1; +0,3) und We(+ 2; —1,2) haben 
den Anstieg /(cı)= +2,2 und f’(x2) = — 3,2 und 
Wendepunkte Wı, Wa und Wendetangenten tı, deshalb die Gleichungen (y — 0,3) = 2,2(@ + 1) 
i t2 der Kiyse der Funkzion oder y= 2,22 + 2,5 für tı und (y-+ 1,2) 
— 0,1(x4 — 223 — 1222 + 8x + 20) = —3,2(x — 2) oder y= —3,2x + 5,2 für ta. 
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x2 — 4 
Beispiel 2: Die Funktion y = f(x) = —, 


endlichen Wert von x den Wert Null haben kann. 





8 
hat keinen Wendepunkt, da y’” = —-, für keinen 
x 


Anwendungen. Gelingt es, eine Variable f als stetige und differenzierbare Funktion einer Variablen 
x darzustellen, so läßt sich berechnen, für welchen Wert von x die Variable f einen Extremwert hat. 
Aus den gegebenen Bedingungen ergibt sich, ob dieser Wert ein Maximum oder ein Minimum ist. 


Beispiel 1: Zur Herstellung eines Kartons sollen an den Ecken einer quadratischen Pappe 
mit der Seitenlänge a vier Einschnitte gemacht und die entstehenden Rechtecke hochgebogen 
werden (Abb.). Die schraffierten gleich großen Quadrate 


dienen zum Heften des Kartons. Wie groß muß der Ein- 2 
schnitt gemacht werden, damit der Rauminhalt V des Kar- Di 
tons möglichst groß wird ? — 38 4 


Nach der Volumenformel für den Quader ergibt sich für 
den Rauminhalt 
V=y= fie) = x(a — 22)? = 40? — daa? + a2. 
Diese Funktion kann nur für y = 122? —- Sae + a@=0, 
92 2 
d.h. 2? — 30% -- 15 = 0 Extremwerte haben, also für 


m=ch da für 9 = z® die Pappe in zwei Teile zer- 


schnitten würde. Aus y”= 24x — 8a folgt ”(ı)= —-4a>0, 





1 
u, > Ru ist die Abszisse eines Maximums, Der Ein- 
Quader größten Rauminhalts aus 


1 : 
schnitt muß & der Seitenlänge a betragen. einem Quadrat 


Beispiel 2: Welche Maße muß man einer zylindrischen Konservendose geben, damit bei gefor- 
dertem Inhalt von 17 = 1000 em? zu ihrer Herstellung möglichst wenig Blech verbraucht wird ? - 
Ein gerader Kreiszylinder ist durch den Radius r seines Grundkreises und durch seine Höhe h 
bestimmt. Seine Oberfläche O müßte als Funktion einer Variablen dargestellt werden. Die zweite 
Variable in O=2nr2 + 2nrh läßt sich durch die gegebene Nebenbedingung V = nrr:h 
= 1000 cm? eliminieren. Mit k = V/(rzr?) erhält man: 


1 27V F 4V 
gEVaANN- Ir 2Urn Veit ln a a pr 


3 
27V 
Ein Extremwert kann nur auftreten für 4rrı = ne oder rı = 3," Da f”(rı) = 12x > 0, hat 
1 


die Oberfläche an der Stelle rı ein Minimum, Für die Höhe hı des Zylinders ergibt sich Ahı 
= Vl(r rı?) = 2rı- 

Setzt man für V den gegebenen Wert 1000 cm? ein, so erhält man 
rı = 5,42 cm und hı = 10,84cm. Von allen zylindrischen Dosen 
mit gleichem Rauminhalt hat die Dose die kleinste Oberfläche, 
deren Durchmesser 2rı ihrer Höhe hı gleich ist. 


Beispiel 3: Aus einem Baumstamm, dessen Querschnitt kreis- 
förmig mit dem Durchmesser d angenommen werden kann, soll ein 
Balken mit rechteckigem Querschnitt geschnitten werden (Abb.). 
Für welche Maße erreicht seine Tragfähigkeit T ein Maximum, 
wenn 7 proportional der Breite b und dem Quadrat der Höhe Ah 
ist, 7 = cbh?(c = const) ?- Der Lehrsatz des Pythagoras liefert 
die Nebenbedingung h? = d? — b?, und damit erhält man 7 als 
Funktion einer Veränderlichen T’ = f(b) =cd2b—-cb®. Es ist 





f(b) = cd? — 3c b?; f’(b) = —6chb. Ein Extremwert kann nur Balken aus einem Baum- 
d 
für //(b) = 0 = ed — 3b? vorhanden sein, d.h, bı= 513. rue 


Wegen f’(b) =-2cdY3<0 ist dieser Extremwert ein Maximum der Tragfähigkeit. Aus 
d 

h2 = d? — b2 ergibt sich schließlich h = z Ve. 

Unabhängig vom Durchmesser des Baumstammes ergibt sich das Verhältnis h :b = V2 :ı. 


Bezeichnet man die Seiten des Rechtecks mit «a und 5b, den Umfang mit U und die Fläche mit A 
so ergibt sich aus der folgenden Tabelle die Richtigkeit zweier Sätze: 
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Von allen Rechtecken mit gegebenem Umfang hat das Quadrat die größte Fläche. 
Von allen Rechtecken mit gegebener Fläche hat das Quadrat den kleinsten Umfang. 





gegeben U=2(a+b) A=ab 
A 
ze 
a 
gesucht A=ab=[(a) U = 2(a +b) = f(a) 
Ua £ . ( A 
fla) = 5° - a a=2(a+7) 
A 
1, Ableitung fa) = 2 - z —=u 
a = YA 
2. Ableitung (ai) 2<o0 ()=+ 2 >0 
> 1) = —- a = — 
1 ya 
Maximum Minimum 
1 
Lösung bı =7U = a, d.h. Quadrat bı = YA = aı, d.h. Quadrat 


Beispiel 4: Eine Kreisscheibe aus Blech vom Radius R soll nach Herausschneiden eines 
Sektors zu einem kegelförmigen Trichter zusammengebogen werden (Abb.). Für welchen Zentri- 
winkel e erhält der Trichter das größte u EEE t- 


Aus der Formel für das lc We=iz zn h ergibt sich mit der Nebenbedingung 
= R? — h?2 die Gleichung F = Aue: z(R® h- En 
ee ante (hı)= z(R?- nn —=drdih: 
hı = = =12: f’(h)= -2ah; f’(hı) = -SaRy3 3<0, 
also en Aus der Nebenbedingung folgt schließ - 

































































Trichter aus einer Kreisscheibe Zylinder in einem geraden Kreiskegel 


R 
lich rı = 3 V6. Beim Zusammenbiegen des Bleches wird der Kreisbogen b=ER zum Um- 
2 
fang 2x r des Grundkreises. Aus Re= 2rrı folgt ©= Fi 6 oder e x 294°. 
Beispiel 5: Von allen Zylindern, die sich einem geraden Kreiskegel vom Radius R und der 
Höhe H einbeschreiben lassen, ist der mit dem größten Volumen gesucht (Abb.). - 
Für das Zylindervolumen V gilt die Formel V = = r? h. Die Nebenbedingung ergibt sich hier 


aus dem een: h:R-n)=H:R;h=> SR — r). Damit erhält man die Funktion 
a 2 
= f(r) = 7 (R r?— r°). Aus f/(rı) = RR (2Rrı — 3rı?) = 0 ergibt sich für rı = 3# da 


H 
der Lösung ra = 0 das Volumen Y = 0 entspricht. Wegen f’’(rı) = > RER - 6r)= —-2nH<0 
hat das Volumen für r = rı ein Maximum. 


Pr ur u  UURE ER nn 
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Auf das Brechungsgesetz von Snellius führt folgendes physikalische Problem. Längs einer Ebene Eı 
grenzen zwei Medien MI und MII aneinander, in denen die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
eines Körpers oder eines Vorganges verschieden sind, vı in MI und v»» in M II. Unter welchen 
Bedingungen ist die für die Bewegung vom Punkte Aı in MI 2 

nach Az in MII erforderliche Zeit am kleinsten (Abb.)? - 
Es leuchtet ein, daß diese Bewegung in einer Ebene EB; er- 
folgt, die durch Aı und A; geht und auf Eı senkrecht steht. 
Fällt man in dieser Ebene von Aı und A; die Lote Aı Lı=aı 
und AaLs = as auf die Schnittgerade dieser Ebenen und 


setzt LıLa = b, so ist die Lage der Punkte Aı und As 
festgelegt. Trifft die Bewegung in P auf die Grenzlinie und 
bezeichnet man LP =x, so erhält man für den Weg sı 
von Aı nach P die Strecke sı = Yaı? + x? und für den 
Weg PAs = s3=]aa? + (b — x)?. Die Zeit t, in der der 
Weg Aı PA; durchlaufen wird, setzt sich aus den Einzel- 
zeiten tı = 8ı :vı und fa = 82 : va zusammen. Man erhält die 
Funktion i(x) und aus ihr die Bedingung für den Extrem- 


rt; 
2 Vaı? + x2 4 Vas? + (b — x)? 
vı va a 























i=io)=ht+a= Zum Brechungsgeseiz von Snellius 





a a ee ee 
vı Yaı? + 72 vala® +b—a)% ms vVası ' 


(b-®) 





x 
Geometrisch bedeuten aber a sine, und = sine, d. h., die gefundene Bedingung lautet 
sine :8ineg = v1: vg = const. 


Beispiel 6: Welche Höchstgeschwindigkeit v darf ein D-Zug haben, wenn er beim Brems- 
vorgang, mit b= 0,5 ms”? gleichmäßig verzögert, den Bremsweg von sı = 500 m nicht über- 


b 
schreiten soll ? - Setzt man im Weg-Zeit-Gesetz s=vt — 3 {? der gleichmäßig verzögerten Be- 


wegung den Bremsweg sı ein, so ergibt sich die Bremszeit tı als Funktion der Höchstgeschwindig- 
keit v. Die Geschwindigkeit ®’=v-— bt soll nach der Bremszeit it, Null sein. In beiden Formeln 
bedeutet » die Geschwindigkeit bei Beginn des Bremsvorganges, also die gesuchte Höchst- 
geschwindigkeit. Aus dem Gleichungssystem 


500 = vtı — 0,254? und 0=v— 0,51 


folgt nach Elimination von tı die Geschwindigkeit v» = 10/5 m/s. Der D-Zug darf demnach 
die Geschwindigkeit v = 36/5 km/h x 80 km/h nicht überschreiten. 


Beispiel 7: Von einem Wasser- 





turm W soll zu den Hauptge- Haupteitung — — =) 

bäuden H eine Wasserleitung ge- entiastete Houptl. ___ | 
baut werden (Abb.). Durch eine Nebenleitung Zi 3 LA De 
Nebenleitung soll außerdem ein 4 22km HÖRT 
abseits der Hauptleitung gele- BEER 0. 22 72 
genes Gebäude Smit Wasser ver- xkm (4-x)km Zkm 

sorgt werden. Dieses hat von 

der Hauptleitung einen Abstand nn 1, ) 

von 1km. Der Fußpunkt des . u } 

von S auf die Hauptleitung Skizze zum Bau einer Wasserleitung 


gefällten Lotes hat von den 

Hauptgebäuden die Entfernung 2km. Die Entfernung der Hauptgebäude vom Wasserturm 
beträgt 6 km. Die Kosten für einen Meter Wasserleitung werden wie folgt veranschlagt: Haupt- 
leitung 30Mark, entlastete Hauptleitung 22 Mark, Nebenleitung 12 Mark. Alle Leitungen werden 
geradlinig verlegt. In welcher Entfernung vom Wasserturm muß die Nebenleitung von der 
Hauptleitung abgezweigt werden, damit die Baukosten möglichst niedrig werden? - Führt man 
für die Entfernung zwischen Wasserturm W und Abzweigstelle A die Variable x ein, so erhält man 
für die Länge AS der Nebenleitung AS=Y1+(4—- 2). 

Die Gesamtkosten K setzen sich dann folgendermaßen zusammen: K = 30x + 22(6 - x) 
+ 12/1 + (4 - x)?. Es ist eine Extremwertberechnung für die Funktion K = f(x) = 132 + 8x 

127 — 48 


+ 12/17 — 8x + x? durchzuführen: f(x) = 8 + ————————— ; die notwendige Bedingung 
Y17- 82 + z2 
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76 
f(&) = 0 führt auf die quadratische Gleichung x? — 82 + ze» mit den Lösungen zı,a 


—4 +=)5. Der Wert x2 = 4,89 ist keine Lösung der Wurzelgleichung (Probe). Die zweite Ab- 
12 


tun M)=-—  ———— 

Yı17 - 82 + 22)° 
an. Die Nebenleitung muß 3,11 km vom Wasserturm entfernt von der Hauptleitung abgezweigt 
werden. 


ist für &i = 3,11 größer als Null und zeigt damit ein Minimum 


EXTREMWERTE VON FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLER 


Die k Variablen &ı, &, ...,&5 »..„ & der Funktion h = f(&1, ..., &) können aufgsfaßt werden als 
geordnetes %-Tupel r = (£&ı, &2, ..., &x) reeller Zahlen in einem k-dimensionalen euklidischen 
Raum (vgl. Hauptabschnitt Funktionalanalysis),. Das Element r liegt in einer Umgebung des 
Elements tm = (&4®, ..., &®), wenn sich positive Zahlen h; so angeben lassen, daß jede der 
Variablen &4(@ = 1,2,...,k) in einem Intervall & m — h, <& <&m) + hı liegt. Faßt man die 
Elemente als verallgemeinerte Abszissen auf, zu denen jeweils eine Ordinate /(r) = h gehört, so 
kann ein relatives Maximum dieser Funktion an der Stelle tm nur vorliegen, wenn für alle von im 
verschiedenen Elemente einer Umgebung von tm die Ordinatenwerte /(r) kleiner sind als f(rm). In 
einer Umgebung eines relativen Minimums rm muß entsprechend gelten f(£) > f(£m). 


Notwendige Bedingung für das Auftreten von Extremwerten. Für Funktionen mit zwei Veränder- 
lichen setzt man &ı = z, & = y und f(z,y) = z. Das Bild der Funktion ist eine Fläche im drei- 
dimensionalen Raum, und die für die Existenz eines Extremwertes gefundenen Bedingungen 
haben eine anschauliche Bedeutung; f(r) < f(tm) bedeutet, daß in der Umgebung des Maximums 
Pmax E (max; Ymax; Zmax) alle anderen Flächenpunkte unter einer horizontalen Ebene in diesem 
Punkte liegen. Entsprechend bedeutet f(r) > (tm), daß im Punkte Pain = (& min ; Ymin; Zmin) alle 
Flächenpunkte einer Umgebung oberhalb einer Horizontalebene liegen. Diese Ebenen sind Tangen- 
al, Y) ee öflz, Y) 
0x Bu 77 
bestimmten Tangenten (vgl. partielle Ableitungen einer Funktion), die nur dann parallel zur 
x-y-Ebene verlaufen, wenn 2; = 0 und ,=(. 


tialebenen und werden aufgespannt zwischen den beiden durch 2, = 


_., Ofl&ms Ym)' 
0 und —— 2 y 


Of(xm; Ym) _ 





-0 


Extremwert für (m, Ym) nur dann, wenn 3% 
Diese Bedingung ist notwendig; ein Saitel- 
punkt (Abb.) zeigt aber, daß sie nicht hin- 
reichend ist. Obgleich dort beide Tangenten 
horizontal verlaufen, lassen sich stets min- 
destens zwei Flächenpunkte auf verschiedenen 
Seiten der zwischen ihnen aufgespannten Tan- 
gentialebene finden, wie klein auch die Um- 
gebung des Sattelpunktes gewählt ist. 

Die gefundene notwendige Bedingung läßt 
sich auf differenzierbare Funktionen von k 
Variablen verallgemeinern. 


Die Funktion y= fl&ı, & ..., &) = ft) 
kann an der Stelle r = tm nur dann einen 
Extremwert haben, wenn jede partielle Ablei- 
tung erster Ordnung für Im verschwindet. 


Hinreichende Bedingung für das Auftreten 
eines Extremwertes. Entwickelt man die Funk- 
j tion 2 = f(z,y) für die Umgebung zm — hı 
Sattelpunkt bei Punkt S <r < Im us hı, YUm — ha <Yy< Ym + ha der 
Stelle (m, Ym) eines Extremwertes nach dem 
Taylorschen Satz und bricht die Entwicklung nach dem Glied n = 1 ab, so erhält man wegen 
z=0 und ,=0: 2!4 = 2![f(&m + hı, ym + he) — fm, Ym)] = hı? fzz(&m + Bıhı, Ym + 8a he) 
+ 2hı ha fzy (Im +9 hı, Ym + 02) ha) + ha? fay (m + 9 hi, Ym + da he), 0 <98,%% <]. 
Sind die zweiten Ableitungen fzz, fzy und fy, stetige Funktionen, so haben sie an der Stelle (im, Ym) 
dasselbe Vorzeichen wie für (&m + hı, Ym + hs), wenn nur hı und ha genügend klein gewählt werden. 
Ist speziell fzx # 0, so darf für die Differenz 4 gesetzt werden: 





1 
2!4=hi fe + 2hı hafıy + ha? fi = 7 [(hı fzz + hafzy)® + ha? (fer fiv — Fru?)]- 
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In der eckigen Klammer tritt außer Quadraten nur der Ausdruck (fzz fyy — fzy?) auf. Ist er positiv, 
so ist die eckige Klammer positiv; 4 ist verschieden von Null und hat das Vorzeichen von fzz. Für 
fzxz < 0 ist deshalb in einer Umgebung der Stelle (xm, Ym) die Ordinatendifferenz 4 stets negativ, die 
Funktion hat ein Maximum, für frz > 0 aber ein Minimum. Aus (fzx fyu — fzu?) > 0 folgt zugleich, 
daß f„in der betrachteten Umgebung dasselbe Vorzeichen hat wie fzz- 


fix, y) hat einen Extremwert für (tm, Ym), wenn an dieser Stelle fz = 0, fy = 0 und (faz fyy — fm?) > 0; 
er ist für fzx < 0 Maximum, für fx > 0 Minimum. Er 


Es läßt sich zeigen, daß für (fzz fyy — fzy?) < 0 kein Extremwert vorliegen kann ; z.B. haben in einem 

Sattelpunkt fx. und fy, verschiedene Vorzeichen. Aus (fzz fyy — fzy?) = 0 kann dagegen nichts dar- 

über ausgesagt werden, ob ein Extremwert vorliegt oder nicht. 

Bezeichnet man in einer Funktion h) = f(r) die ersten und die zweiten partiellen Ableitungen mit 
2 


(„u =1,2,...,%), so hat die Pu Pı2. » » Pık 
Paı Pa2 . » - Pk 


0°) 
Ey dEu 
Funktion y = f(r) an der Stelle rm einen Extremwert, wenn alle Unterdeter- 
minanten geraden Grades der nebenstehenden Determinante positiv sind und 
wenn die Vorzeichen der Unterdeterminanten ungeraden Grades mit dem 
Vorzeichen von 9ıı übereinstimmen; für ?ıı < 0 ist der Extremwert ein 
Maximum, für 911 > 0 ein Minimum. 


ö 
ne held. Dad 
08 


Prı Pr2 » » »Prk 


Maximum und Minimum mit Nebenbedingungen. In vielen Anwendungsaufgaben sind Extremwerte 
von Funktionen mehrerer Veränderlicher zu bestimmen, wobei die Veränderlichen nicht von- 
einander unabhängig, sondern durch Nebenbe- 
dingungen miteinander verknüpft sind. Solche 
Aufgaben lassen sich oft dadurch lösen, daß man 
mit Hilfe dieser Nebenbedingungen durch Elimi- 
nation die Anzahl der Veränderlichen reduziert. 
Mit diesem Verfahren wurden im Vorangegan- 
genen die Extremwertaufgaben gelöst. Das be- 
deutet aber eine nicht immer gerechtfertigte 
Bevorzugung einer Veränderlichen gegenüber an- 
deren, Eine gleichberechtigte Behandlung aller 
Veränderlichen bietet die Multiplikatorenmethode 
von Lagrange, die im folgenden für Funktionen 
von zwei Veränderlichen anschaulich hergeleitet 
werden soll. 

Die zwei Veränderlichen x und y einer Funktion 
z= f(x,y) seien durch eine Nebenbedingung 
p(z, y) = 0 miteinander verknüpft. Die Funktion 
z= f(x,y) stellt eine Fläche im Raum dar, wäh- 
rend die Nebenbedingungsgleichung 9(z,y) = 0 
eine Kurve K’ in der x-y-Ebene beschreibt 
(Abb.). Für die Extremwertberechnung interes- 
sieren nur diejenigen Werte z,y der Funktion 2 
z=/(x,y), die der Nebenbedingung genügen, d.h. Extremwert mit Nebenbedingung 

die Punkte derjenigen Raumkurve K auf der 

Fläche z = f(x, y), deren Projektion auf die x-y-Ebene gerade die Kurve K’ ist. Die Aufgabe, 
Extremwerte der Funktion z = f(z,y) unter Berücksichtigung der Nebenbedingung p(z, y) = 0 
zu bestimmen, bedeutet also, die Extrempunkte der Raumkurve K zu ermitteln. 

Man betrachtet dazu die Schar der Kurven c = f(x, y) mit ce = const. Eine dieser Höhenlinien H 
wird die Raumkurve K in einem Punkt E berühren; E ist der gesuchte Extrempunkt. Die Projek- 
tion H’ dieser einen Höhenlinie auf die x-y-Ebene berührt die Kurve K’ im Punkt E’. Die Funktio- 
nen p(x,y) = 0 und f{x,y) —c= 0 müssen deshalb in E’ den gleichen Differentialquotienten 
haben. Nach impliziter Differentiation ergibt sich fz : fy = 9z : 9,. Daraus folgt die Proportionalität 
von /x und 9; einerseits und von /, und go, andererseits. Nach Einführung eines Proportionalitäts- 
faktors (—}) — des Lagrangeschen Multiplikators - erhält man die beiden Gleichungen fz = —A pr 
und fy = —Agy, oder fr + A gz = 0 und fy, + Ag, = 0. Die linken Seiten dieser Gleichungen stellen 
aber die partiellen Ableitungen der Funktion F(z,y) = f(x,y) + A p(z, y) dar. Aus allem folgt die 
Lagrangesche Multiplikatorregel: 





Zur Bestimmung der Extremwerte einer Funktion z = f(x, y) mit der Nebenbedingung p(z,y) = 0 
bildet man mit dem unbestimmten Multiplikator A eine Hilfsfunktion F(x,y) = fx, y) + A p(z, y) 
und die ersten partiellen Ableitungen dieser Hilfsfunktion. Aus dem Gleichungssystem Fz = fz 
+Age=0, FR, =h+ip = 0,go(2,y) = 0 werden die Koordinaten des möglichen Extremwertes 
und der Multiplikator A berechnet. 
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Diese Regel gibt lediglich eine elegante Möglichkeit der Berechnung solcher Stellen, an denen 
Extremwerte auftreten können. Die Untersuchung, ob dann wirklich ein Extremwert vorliegt und 
was für einer, ist im allgemeinen kompliziert. Im konkreten Fall wird häufig aus der Problem- 
stellung klar, ob mit Sicherheit ein Maximum oder ein Minimum zu erwarten ist. 


Beispiel: Unter allen rechtwinkligen Dreiecken mit gegebener Hypotenuse c ist das mit 
größtem Flächeninhalt zu finden. Bezeichnet man die Katheten des Dreiecks mit x und y, so soll 


ER = ein Maximum werden, Da es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handelt, 
lautet die Nebenbedingung ©? + y? = c? oder p(z,y) = x? + y? — c? = 0. Damit bildet man die 
Hilfsfunktion F (x, y) = Z + 4x? + y?® — c?). Aus dem Gleichungssystem 


A 2iz=0 ee 4 a ® 21 0—>r? 2 
a ET y 23T 05 ir; 
2 


Pay)=a+y-e=0—n=-, 


e 
ermittelt man = y= 3 Y2. Ein gleichschenkliges Dreieck hat demnach unter allen rechtwink- 
ligen den größten Flächeninhalt, 


Die Multiplikatorenregel kann für die Bestimmung der Extremwerte einer Funktion von n Ver- 
änderlichen mit Nebenbedingungen entsprechend erweitert werden. 


V. Anwendungen auf ebene Kurven 


Mit den Mitteln der Differentialrechnung können die für den Verlauf der Kurve einer Funktion 
wichtigen Punkte berechnet werden; insbesondere läßt sich entscheiden, wann singuläre Punkte 
vorliegen. Aus der Klärung des Begriffes Krümmung ergeben sich die Eigenschaften der Evolute 
und der Evolvente. 


KURVENDISKUSSION EXPLIZIT GEGEBENER FUNKTIONEN 


Ist eine Funktion y = f(x) gegeben, so muß zunächst ihr Definitionsbereich festgestellt werden; 


z.B. ist y= J16 — 22 nur für -4<x=< + 4 definiert (vgl. Hauptabschnitt Funktionen). Er- 
streckt sich der Definitionsbereich nach einer oder nach beiden Seiten ins Unendliche, so ist das 
Verhalten der Funktion im Unendlichen zu untersuchen. Die Mittel dazu bieten die Grenzwerte; 
speziell für rationale Funktionen werden sie im Hauptabschnitt Funktionen behandelt. Liegt damit 
' das Verhalten der gegebenen Funktion im Großen fest, so werden die Schnittpunkte mit den Koordi- 
natenachsen bestimmt. Für x = 0 erhält man die Schnittpunkte mit der y-Achse. Die Abszissen 
der Schnittpunkte mit der x-Achse sind die Nullstellen der Funktion. Sie werden aus der Gleichung 
f(x2)=0 bestimmt, die gegebenenfalls gelöst wird mit den Methoden der praktischen Mathe- 
matik. Für rationale Funktionen bietet der Sturmsche Satz Mittel, Intervalle anzugeben, in denen 
eine Nullstelle liegt. Die folgende Tabelle gibt einige Beispiele. 


Koordinaten der Schnittpunkte 








Funktion 
mit der y-Achse mit der x-Achse 
IL. 5 ö 
3c +4 Mn ne 
ae +1 1 
ae y=7 keine reelle Nullstelle 
a1 ; 
en kein Schnittpunkt keine reelle Nullstelle 
y=xJY16 — 22 y = 0 xoı = 0, 2a = 4, 7a = +4 


y-1In(5- 2) yo = In5 = - 23,20 = +2 
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44] 


Wie im Abschnitt über die Stetigkeit einer Funktion ausgeführt wird, sind Pole, Unbestimmtheits- 
stellen, Sprünge und ÖOszillationen die wichtigsten Unstetigkeiten. Die Pole gebrochenrationaler 
Funktionen werden im Hauptabschnitt Funktionen behandelt. Den Abschluß der Kurvendiskus- 
sion bildet die Untersuchung auf Extremwerte und auf Wendepunkte. 


Beispiele für Kurvendiskussionen. Im folgenden werden für typische Beispiele die Ergebnisse der 
Kurvendiskussion angegeben. Im einzelnen bedeuten: %0.Ordinaten der Schnittpunkte mit der 


y-Achse, zo: Nullstellen ; &mı bzw. zw: Ab- 
szisse eines Extremwertes bzw. eines 
Wendepunktes, M; Maximum, m; Mini- 
mum, W; Wendepunkt. 


Beispiel 1: Die Funktion y = f(x) 
= 305 (82 — 45) (a? — 10) ist für alle = 
definiert (Abb.). Ihre Ableitungen sind 


1 
(=. -30)@-3); 


y’ = /’@) = 2, 22: - 33); 
Fa & | 
m _ pn e. 3 
gr ig 


Verhalten im Unendlichen: f(x) > + », 
wenınz ++», 

Schnittpunkte mit den Achsen: 

y=0; zu = 0; 2a =-3)5 = -6,71; 
z0= +3V5 » +6,71; 
4a +Y10x 3,16; 25 = — 


‚Extremwerte: f(zm) = 0 > m = — 


10% — 3,16. 


Wendepunkte: f’(zu) = 0 > zuı = — 4,06; 
Twe = 0; Zus = + 4,06; 
Wı = (-4,06; 2,58); Wa 
W; = (4,06; — 2,58). 


= (0; 0); 


3 


a2 —1 
(Abb.) ist für alle x mit Ausnahme der 
Wertex= +1 definiert, für die der Nenner 
Null wird. Ihre Ableitungen sind 





Beispiel 2: Die Funktion y= (x) = 


2(22 — 3 
y= f(«) re 
R. E 2x(22 + 3) 
y” = f’«) = at — Il 
[773 7244 Se 6(x* = 602 + 1) 
y’=f"(@)= ee r 


Verhalten im Unendlichen;: 
3 
22 a 








wenn 2—>+%, Asymptote y=x (vgl. 

Hauptabschnitt Funktionen), 

Schnittpunkte mit den Achsen: % = 0; 

x = 0. 

Unstetigkeiten: Pole fürs =lund»= —1 

mit senkrechter Asymptote. 

Extremwerte: f(zm) = 0 > &mı = — V3; 
m = (1,73; 2,6). 


ma +13; im =0 = Zu. 
M = (-1,73; — 2,6); 
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Zur un der Funktion 


= 300 SE 


30; im = — 3; Tmı = +)3; Cm = 
M, = (-5,48; 5,48); Ma = (1,73; 1,7); mı = (- 1,73; — 1,7); ma 


+ i N i = 
vun ae ae PERBE ymaı 


7 
- 


Bee 
ERRSPE E 
SEE nr 


Zur Kurvendiskussion der Funktion 


.. HE oem 


(x? — 45) (x? — 10) 


+30; 


= (5,48; — 5,48). 
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Wendepunkte: ’(z,)=0 +x2=0, W =(0;0), wegen f’(zu) = 0 Horizontalwendepunkt. 
Beispiel 3: Die Funktion y = f(x) = x)9 — x? ist nur im Intervall -3<x=< +3 definiert 
(Abb.). Ihre Ableitungen sind 
; x(222 — 27 — 243 
ee a 


_m Tee ern 


Sehnittpunkte mit den Achsen: y = 0; 


HEHE Dan (an nnd, 
SEE: 3 
- Extremwerte: (m) = 0 > &mı = 5 V2; 
3 
zm=+zV2; m=(-2,12; -4,5); 


M = (2,12; 4,5). 
Wendepunkte: f’(zu) = 0 > Zuı = 0; 











TER RRRTE |vR 
EFFRE 


are 


Cu = +516; Zw = 5 6; ua und Zus 


außerhalb des Definitionsbereiches, 

Wı =(0;0). 

Das Spiegelbild dieser Kurve zur x-Achse 
ist die Kurve der Funktion y„=—x]9- 22. 
Beide Kurven können als zwei Äste der 
algebraischen Kurve #2 - 92? + y?=0 
(Abb.) aufgefaßt werden. P(0; 0) ist als 
Doppelpunkt singulärer Punkt. 
Beispiel £: Die Funktion = f(«) 
= sin?x + 2cosz ist für alle x defi- 
niert; wegen ihrer Periodizität wird die 
Untersuchung auf das Intervall O<sxs 2 
beschränkt (Abb.). 

Ihre Ableitungen sind 


y' = f(x) = 2 c082x — 2sinz; 

y'= f’(«2) = —4sin2r — 2 cosz; 

y’=f’(&) = —8cos2x + 2sinz. 
Sehnittpunkte mit den Achsen: yo = 2; 


ERuTE 7 
















# 





a ee € PuRTFTTDR 

& l 4 

2 23 js4l2:5 rs ii 

Jane = “ kaee = 
ER + 

5 s . .rr r1 
en Feess base eu” ıbuee nn #1 =* N E 
Ba Sa hEn PERS er SEIT ERBEN DRS HI EI EF SSEr ER IT} Sans dass Ser 2ue5s rede 


Zur Kurvendiskussion der Funktion % 31 
aa —- 92? - YP = 0 er 1,57; %a=n wär. 
’ 7 5 3 
Extremwerte: f(&n) = 0 img; ml Amy an Dun; 


M = (0,52; 2,6); m = (2,62; — 2,6). 


EeHBeN Sarzeoall riıznrtto- 
rt Pe—— SE ZuUWE TEEN 0 wine 
u PS En DoEzE Dur # 


Wendepunkte: (zu) = 0 > zu = 2 
wa & 3,39; zus = ZU Tun 6,03; 
Wı = (1,57; 0); Was = (3,39; — 1,45); 


W; = (4,71; 0) Horizontalwendepunkt 
wegen f’(&us) = 0; Wa = (6,03; 1,45). 


r? 
.- 
=; 
+# 
4 
FT 
= 
2: 


SINGULÄRE PUNKTE 


Eine Übersicht über die singulären Punkte 
gewinnt man aus der Untersuchung der in 
ihnen möglichen Tangentenrichtungen. Ist 
die Kurve durch f(xz,y) = 0 in impliziter 
Form gegeben und 9 der Winkel, den eine 
Tangente gegen die +x-Achse hat, so gilt 





} dy of öf 
y— tan ga gg leihe 
Zur Kurvendiskussion der Funktion Eine zur x-Achse parallele Tangente (p = 0) 


y = sin2x + 2 cosx ist dann gekennzeichnet durch f = 0, eine 
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zur x-Achse senkrechte Tangente (r = 5) durch f, = 0. Haben jedoch beide partiellen Ableitun- 
gen den Wert Null, so liegt ein singulärer Punkt vor. 


Singuläre Punkte einer algebraisehen Kurve. In einer Umgebung 3 -hı <x <x + hı,Ys — hı 
<y<Yys+ hs des singulären Punktes (2,;%:) nimmt die Entwicklung nach dem Taylorschen 
Satz mit dem Restglied Rs wegen f(xs, 4) = 0, fz(®s, y) = 0 und fy(Xs, Y%) = 0 die Form an: 


1 
fs + Rı, y + ha) = 3 (hı? fax + 2 hı ha fu + ha? fıv) + Rs. 


Gehen hı = Ax und hg = Ay gegen Null, so ist (Ra/kı?) ebenfalls eine Nullfolge, da Rz nur dritte 
und höhere Potenzen von hı und ha enthält. 

Der Wert y’= tanp kann dann aus der quadratischen Gleichung fzz + 2%’ fzu + Y? fuv = 0 be- 
stimmt werden, wenn nicht alle drei zweiten partiellen Ableitungen verschwinden. Ist fyy # 0, so 
hängt die Anzahl der Lösungen dieser 
quadratischen Gleichung vom Wert 


ra — fzy? — fix 1 ab: für A> 0 existie- J 
ren zwei verschiedene Tangenten; die 
Kurve hat einen Doppelpunkt, in dem S 


sich zwei Äste der Kurve schneiden; 
für A= 0 existieren zwei zusammen- 
fallende Tangenten, zwei Äste der Kurve 
berühren sich mit gemeinsamer Tan- x b 
gente, entweder in einem Berührungs- 
punkt oder in einem Rückkehrpunkt 
erster bzw. zweiter Art, je nachdem, 
ob die beiden Kurvenäste auf verschie- 


denen Seiten der Tangente (gewöhnliche y y y 

Spitze) oder auf derselben Seite ver- 

laufen (Schnabelspitze); für A<0O gibt 

es keine reellen Tangenten, die Kurve 5 s 5 

hat einen isolierten Punkt, der Ein- 

siedlerpunkt genannt wird (Abb.). Ist = " x 
1 

fi — 0, so ist neben y’ = Jr : Pay d e F 


auch. y =» eine Tangente, wie m . Singuläre Punkte algebraischer Kurven, a Doppelpunkt, 


sprechenden Überlegungen für — —— bBerührungspunkt, c Tripelpunkt, d gewöhnliche Spitze, 
dy y e Schnabelspitze, | Einsiedlerpunkt 

erkennen lassen. Auch dieser Punkt 

ist ein Doppelpunkt. Mitunter treten mehrere Singularitäten gemeinsam auf, Ein Tripelpunkt 

ist ein Punkt mit drei Tangenten. 





Beispiel für einen Doppelpunkt, Kartesisches Blatt: 


Die Funktion f(xz,y) = 2° + y?- 3axy= 0 hat die partiellen Ableitungen fz= 32? — 3a y, 
fu = 3y? — 3ax und frz = 6x, fry= — 3a, fyy = 6Y. Die Gleichungen fz = 0 und f, = O haben zwei 
Lösungen zı = 0, yı = Qund23 = a, ya = a; nur (1, yı) genügt der Gleichung f = 0. 

Für zı = 0, yı = 0 gilt: fax = 0, fv= —3a, fi = 0, also A = 9a? > 0. Der singuläre Punkt 
(z1; yı) ist Doppelpunkt. Wegen fyy = 0 sind die Tangentenrichtungen durch y’ = und y’ 


ee) zz: fzy = 0 bestimmt; die Tangenten fallen mit den Koordinatenachsen zusammen. 
Sr u 
Der Differentialquotient hat den Wert = = — rn = — GG. Für f& = 0 aber f, #£ 0 ergibt 
, 5 
sich eine zur x-Achse parallele Tangente t;, für f, = 0 aber fz # 0 eine Tangente i, parallel zur 
y-Achse, Die Rechnung ergibt: 


6 3 
hd ar = are ty - 3y® = 0 oder y® = 2y? a?; mit yZ0—y = aV2 x 1,260 
3 
und x: = a/4 x 1,59@ und entsprechend für fz = 0, fy, # 0 die Werte u = aV2 x 1,260 und 


3 
ya = aV4 * 1,59a. 
Setzt man y = mx in f(@,y) = 0 ein, so erhält man x?(l + m?) — 3am x? = 0 oder 1 -+ m? 
3am 
m 0. Für x — + » ergibt sich 1 + m?= 0 oder m = —1, Das Kartesische Blatt (Abb.) 
hat danach eine Asympiote mit dem Richtungsfaktor m = — 1. Ist y= —x + n ihre Gleichung, 
so ergibt sich durch Einsetzen in f(x, y) = 0 der Wert für n: 
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3 + (n - 2) - 3Bax(n—x) = 0 oder 3rx?(a +n) - 3x (n +tan + n?=(; 
für > +4 © wird also a+r = 0odern= -—a. Die Gleichung der Asymptote st y= —x — a. 


Beispiel für einen KLEE Die Kurve mit der Gleichung x° — 5x* + 16y? = 0 


hat den singulären Kurvenp enn seine Koordinaten erfüllen die Kurvengleichung 
und machen f; = 5x — 2023 und f, = 32y zu Null. Wegen (fz,)? = fzz fuy ist $ (0; 0) ein Berüh- 
rungspunkt. Die weitere Untersuchung der Kurve ergibt für (0; 0) sowohl ein Maximum als auch 
ein Minimum. In diesem Punkt berühren 
sich also zwei Äste der Kurve. Die x-Achse 
ist gemeinsame Tangente. 


! A | ER Ei it E EB il Ba: Beispiel für einen Tripelpunkt: Die 
Ei | x Funktion 
| 14 + 2y3 — 42? + 6y? — daty+6y+2=0 


hat die partiellen Ableitungen 
fa = 403 — 80 — Boy 
und fy = 6y? + 12y — 4a? + 6. 


Der Punkt $ (0; —1) ist ein singulärer 
Kurvenpunkt. Auch hier gilt (&,)? = far fw- 
Die weitere Untersuchung der Kurve zeigt, 
daß in diesem Punkt ein Maximum mit 
der Tangente y= —1 vorliegt und daß 
sich zwei weitere Äste der Kurve in die- 
NETmT sem Punkt schneiden. Es handelt sich um 
n— einen Tripelpunkt. Der Anstieg für die 
= EHE | beiden Tangenten der sich schneidenden 
| Äste ergibt sich aus dem Glied dritter Ord- 

| | | | | nung der Taylorentwicklung. Aus 


I a iaj2 U BEE az nJ lan zn DaS1 ac 2a zen 22 fe m? + 3fzzy m? + 2fıym + hy = 0 
folgt hier ma, 3 = +Y2. 

Beispiele für Rückkehrpunkte: Der Ursprung $ des Koordinatensystems ist ein singulärer 

Kurvenpunkt der Kurve x? — 4y? = 0 mit (fx)? = fzz fu. Aus der Ableitung yıa = + Ye 


in expliziter Form ergibt sich die x-Achse als gemeinsame Tangente für zwei Kurvenäste. Es 
handelt sich um einen Rückkehrpunkt erster Art, um eine gewöhnliche Spitze. 
Auch bei der Kurve der Funktion «5 — x — y? + 22? y = 0 ist der Punkt $ (0; 0) ein singulärer 


Punkt mit (fy)? = fz= fiv. Die erste Ableitung y’ı2a = =? + x2 x in expliziter Form ergibt eben- 

falls die x-Achse als gemeinsame Tangente für zwei Kurvenäste. Die weitere Untersuchung der 

Kurve zeigt jedoch, daß in unmittelbarer Umgebung des singulären Punktes beide Äste auf einer 

a der Tangente liegen. Es handelt sich um einen Rückkehrpunkt zweiter Art, um eine Schna- 
elspitze. 
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Beispiel für einen : Der Punkt $ (1; 0) ist ein singulärer Punkt der Kurve 
x3 — 422 + 52 — y? — 2 = O0 mit (fy)? < en fuy, also ein Einsiedlerpunkt. 


Singuläre Punkte transzendenter Kurven. Bei 
transzendenten Kurven können neben den 
bereits angeführten singulären Punkten noch 


andere Singularitäten auftreten: Ein Knick- 
\ 4 punkt (Abb. a) liegt an einer solchen Stelle & 
N / vor, an der die erste Ableitung der Funktion 
S einen endlichen Sprung erleidet. Im Gegen- 
S s satz zum Rückkehrpunkt existieren in einem 

a 6) E 


Knickpunkt zwei Tangenten mit den An- 
stiegen lim f’(«). 
z>E+0 


Singuläre Punkte transzendenter Kurven, 
a Knickpunkt, b Endpunkt, ce Asymptotenpunkt 


Von einem Endpunkt (Abb. b) spricht man, 
wenn die Kurve der Funktion abbricht. 
Um einen Asymptotenpunkt (Abb.c) windet 


sich die Kurve spiralförmig und kommt dabei dem Asymptotenpunkt beliebig nahe. Aus der 
Darstellung der Kurvengleichung in Polarkoordinaten r = f(p) ergibt sich der Pol des Koordi- 
natensystems als Asymptotenpunkt, wenn lim f(p) = 0 gilt. 


9>=00 


en we 
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KRÜMMUNG, EVOLUTE UND EVOLVENTE 


Krümmung. Bei der Diskussion des Wendepunktes wurde der Begriff Krümmung verwendet, um 
den vor und nach einem Wendepunkt unterschiedlichen Verlauf der Kurve einer Funktion y = f(x) 
zu kennzeichnen. Es wurde dabei festgestellt, daß dasselbe Verhalten der Kurve auch durch die 
Änderung des Richtungswinkels r zweier aufeinanderfolgender Tangenten an die Kurve charakte- 
risiert wird. Da offenbar die Krümmung k um so kleiner ist, ein je längeres Bogenstück As für 
eine bestimmte Änderung Ar des Richtungswinkels nötig ist, definiert man als Krümmung %k (Abb.) 


4 1 
die Änderung dieses Winkels als Funktion der Bogenlänge s; k = lim —- — L Der Winkel r ist 
Is—0 
aber bestimmt durch r = arctany’ ; nach der Kettenregel erhält man 


dr Ar da y” 1 y” 


ds dz' de 1 e'fıya 3 
+y 1+y? (1 + yara 








—=:'P. 





Krümmungen einer ebenen Kurve, links: klein, Linkskurve; rechts: groß, Rechtskurve 


Betrachtet man x und y als Funktionen eines Parameters und bezeichnet die Differentiation nach 
diesem durch einen Punkt, so erhält man = aretan 5, = Tr, 

(de + y2)2 

Auch durch Polarkoordinaten & = r cosg, y = r sing läßt sich die Krümmung ausdrücken. Man 
erhält & = cospf — rSinp$; Y= sinpf +r cospp und © =Fcosp — 27 sinpgp —r cospp? — r sinp$, 
ei : Lea " ar Hr ro - Tre Hrt Arm” Hr 
y= fsinp+2r7cospp —rsinpp®+rcosp$ und damit k= — 7 = Mg 

(#2 +r2 92) 2 (r’? + r?2) 2 


dr 7 dr de Fo-rö 

. [4 a ne a MT EEE, 

wobei 7 = = und f Br 5 

Aus der ersten dieser Formeln ergibt sich, daß die Krümmung dasselbe Vorzeichen wie y’” hat. 
Nimmt also der Differentialquotient beim Durchlaufen der Kurve im Sinne wachsender Abszissen 
zu, ist demnach die zweite Ableitung y’’ positiv, so ist auch k positiv; von einem Punkt P mit sehr 
großer Ordinate aus betrachtet, erscheint die Kurve konkav. Eine Straße, die ebenso gekrümmt ist, 
hat eine Linkskurve, Erscheint die Kurve von P aus konvex oder hat eine entsprechend gekrümmte 


Straße eine Rechtskurve, so nimmt der Differentialquotient dauernd ab, y’’ und k sind negativ. 
Krümmungskreis. Der Kreis ist eine Kurve mit konstanter Krümmung; aus der Parameterdar- 


1 
stellung x = o cost, y = esint erhält man k = 7 Dieses Ergebnis entspricht der Anschauung, 


daß die Krümmung eines Kreises um so größer ist, je kleiner der Krümmungsradius g ist (Abb.). 
Auch jedem Punkte (z;y) der Kurve der Funktion y = f(x) wird ein Krümmungskreis y = g(«) 
durch folgende Vorschriften zugeschrieben: beide gehen durch denselben Punkt, [(z) = g9(@), haben 
dort dieselbe Tangente, f(x) = g’(x), und dieselbe Krümmung, d.h. f”’(&) = g”’(&). 

Die Tangente t im Punkte (x; y) ist orientiert; schließt sie mit der + x-Achse den Winkel « und mit 


ne 2 
der + y-Achse den Winkel == — «ein, so sind ihre Richtungskosinusse cose = ——— und 
L 2 Vi: + 2 


Y 


Ye+% 


cosß = sin« = . Die positive Richtung der Normalen n soll aus der der Tangenten durch 


446 DIFFERENTIALRECHNUNG 


eine Drehung um + 5 hervorgehen (Abb.). Wegen @« = « 45 = sind ihre Richtungskosinusse c08« 


= Ze id — = ———, Diese Orientierung ist so en daß die positive Normale 





Krümmungskreis K, Krümmungsradius oe und Krümmungsmiütelpunkt M; gı > 0, ga <0 


bei positiver Krümmung nach dem Krümmungsmittelpunkt, nach innen, zeigt, bei negativem k 
aber nach außen, vom Krümmungsmittelpunkt weg. Der Krüm- 


1 
mungsradius og = j7 wird dann je nach seinem Vorzeichen auf der Krömmungenäiun | 0-2 
Normalen abgetragen. Die Koordinaten &, n des Krümmungs- 

mittelpunkts sind 

Ee= cz tocad-x ey n=y+tecoß=y+ Zu 
— o = — a —— r — — nr > 
Vz? + y® V“2 + 2 


Durch Einsetzen von ge = 1: %k ergeben sich die Gleichungen für & und n. 


r?+2r?—-rr 
Krümmung u, = By-uR ee 


GEERTGN (© + DE al a © 22 


(r? + r’2) (r cosp + r’ sing) 
7? + 2r2—_rr” 

(r? + r’2) (r sing — r’ cosp) 
r? + 2r?2?—rr” 





Kettenlinie. Ein vollkommen biegsamer, schwerer, an zwei Punkten aufgehängter Faden nimmt 

im Gleichgewicht die Form der Kettenlinie an. Sie ist die Evolute der Traktrix oder Schleppkurve 
ae: x 

und ist das Bild der Funktion y = 5 (ea+e a)=a cosh — mit den Ableitungeny’=sinh „ und 


1 x x x 
yY— = cosh a Wegen 1- sinh? ing cosh? = erhält man durch Einsetzen für den Krümmungs- 
x 2 x 
radius eg = a cosh? De n und für die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts € = x — asinh n 
& 
=x2-ay’ undn=2«a cosh im 2y (Abb.). 


Konstruktion der Tangente t und des Krümmungsmittelpunkts. Der Thaleskreis über der Ordinate 
PQ schneidet den Kreis um Q mit dem Radius a im Punkte R der Tangente, de denn für den Winkel, 
den die Gerade durch P und R mit der x-Achse bildet, gilt tanr = RP:RQ= | -a®: 
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= sinh - = y’. Die Senkrechte zu it in P ist die Normale n, die die &-Achse in S schneidet. Aus 

cost = = > folgt PS=y?:a= |o|. Je nach dem Vorzeichen der Krümmung wird |o| auf 
® 

der positiven oder negativen Seite der Normalen von P aus abgetragen. Da 72 (a: sinh =) 


% © 
= 6 cosh —, gibt F= a? sinh — die Fläche zwischen x-Achse und Kettenlinie an. Die Länge / des 


f A . x .. 
Bogens vom Scheitel (0; a) aus ist = asinh. Kettenlinie 












7 


N . 
Q S 


Traktrix 





Richtungskosinusse für Tangente t und Normale n Krümmungsmittelpunkt der Kettenlinie 


Evolute. Hat die Funktion y = f(x) stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung, so sind die 





Ser Se = 


Konstruktiv ergibt sich die Evolute auch als Einhül- 


lende der Normalen, d.h., die Normalen der Ausgangs- 
kurve sind Tangenten an die zugehörige Evolute (Abb.). 


Die Bvolu 


Da auf der 





a 


ee 


ae 


Ä - ap Evolute 
Evolute die Krümmungsmittelpunkte der 
Ausgangskurve liegen, hat man in den Formeln für die 
Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts gleichzeitig 


Ausgangskurve 





Evolute Evolute der Ellipse 


Parameterdarstellungen für die Evolute vorliegen. Man braucht nur £ und n als laufende Koordi- 
naten aufzufassen. 
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Aus der Parameterdarstellung der Ellipse x = a cost; y = b sint ergibt sich mit den Formeln für 
die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts für die Evolute die Parameterdarstellung £(t) 


b? a? 
— (a = m) c083 t; nt) = (b = 5) sin®i. Durch Elimination des Parameters ? erhält man die Glei- 


{ a F} 3 ee = 
chung einer Astroide (3 . :) 4 (2 . n) = 1, wobei e die lineare Exzentrizität der Ellipse ist, 
e? = a? — b? (Abb.). 


Evolvente. Die Evolvente ist eine Abwicklungskurve (lat. evolvere, hervorwälzen oder heraus- 
wickeln). Man denke sich eine gekrümmte Kurve 
mit einem nicht dehnbaren Faden belegt (Abb.). 
Der Faden sei in einem Punkt A auf der Kurve 
befestigt. Betrachtet man dann einen Punkt Bı 
des Fadens und wickelt den straff gehaltenen Faden 
von der Kurve ab, so beschreibt der Punkt Bı 
eine neue Kurve, eine Evolvente der Ausgangs- 
kurve. Da jeder Punkt B eine solche Evolvente 
beschreibt, gehört zu einer gegebenen Kurve eine 
ganze Schar von Evolventen. Da der Faden beim 
Abwickeln stets straff gehalten wird, ist der ab- 
gewickelte Teil jeweils Tangente an die Aus- 
gangskurve. Der Punkt B beschreibt um den 
jeweiligen Berührungspunkt der Tangente einen 
infinitesimalen Kreisbogen als Kurvenelement 
der Evolvente, d.h. aber, der abgewickelte Teil 
des Fadens ist jeweils Normale der Evolvente. Es 
schneiden also die Tangenten der Ausgangskurve 
die Evolventen unter einem rechten Winkel 
Daraus ergeben sich die folgenden Sätze: 


3 Die Evolventen einer ebenen Kurve sind die ortho- 
Ausgangskurve gonalen Trajektorien (reehtwinklig schneidende 
Kurven) der Tangenten an die Ausgangskurve. 


Jede Kurve ist die Evolute jeder ihrer Evolventen, 
Jede Kurve ist eine Evolvente ihrer Evolute. 


u Me I Me ME 


Zvolventen 





Evolventenschar einer ebenen Kurve Beispiel: Im Maschinenbau findet die Kreis- 
evolvente (Abb.) als Profilkurve der Zahnflanken 

bei der Evolventenverzahnung Verwendung. Für die Koordinaten eines Punktes P der Evolvente 
liest man aus der Zeichnung& = x + ssintundn=y-scostab. Aus der Parameterdarstellung 
des Kreises = r cost; y = r sint und mit s=rtfür den abgewickelten Kreisbogen erhält man 
für die Kreisevolvente die Para- 
meterdarstellung &=r(cost-tsint); | 
n=t(sint —tcosi). | 






Kreis- 
evo/venrte 





Kreisevolvente 


BEMERKENSWERTE KURVEN 
In den vorangehenden Abschnitten wurden schon die wichtigsten Eigenschaften des kartesischen 
Blattes und der Kettenlinie gelegentlich der Diskussion des Doppelpunkts und des Krümmungs- 
mittelpunktes angegeben. Es folgen Angaben über einige weitere Kurven. 
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Cassinische Kurven. Die Cassinischen Kurven werden definiert als geometrischer Ort aller Punkte P, 
für die das Produkt der Abstände rı = FıM und ra = F3M von zwei festen Punkten Fı und Fa 
einen konstanten Wert a? hat. Liegen die Punkte Fı und F3 auf der x-Achse eines kartesischen 
Koordinatensystems im Abstand +e und —e vom Ursprung, so gilt 

r?= (x - eo)? + y;r2 = (© + e)? + y2; rı? ra? = a4 oder (2? + y?)? — 2e2(2? — y?) = at — e bzw. 
ri — Ber? cos2p = at — eA,r? = e?cos2p + Vetcos?2p + at- e&, 

Je nach dem Verhältnis der beiden Konstanten a und e zueinander erhält man Cassinische Kurven 
verschiedener Gestalt (Abb.). In der folgenden Übersicht werden sie gekennzeichnet durch die 





Cassinische Kurven für e= 6,a = 10;7;6undd4;e= a = 6 ist die Lemniskate 
Schnittpunkte Sı, Sa, Ss, Sa mit der x- und Nı, N» mit der y-Achse, durch die Extremwerte Eı, Es, 
Es, Eı und durch die Wendepunkte Wı, Wa, W3, Wa: 

1. a > eY2, Kurve ähnelt einer Ellipse. 
S,S = (+ Va + 8;0),; N, =(0; + Va? — e2), 


Auch füra = e V2 ist die Kurvenform noch ellipsenähnlich, $;, Sa = (+e 3; 0); N1,N:=(0;+e) 
hat aber in N, und Na die Krümmung Null. 


2. e<a< ey\2, Oval mit Einbuchtung. 
Fi — 1 a? 
Sı, Sa — (+ Va? - e?; 0); Nı, Na = (0; + Va? u e2); Eı, Er, Es, Es —ı (# 2e V4e: ao as; zB: =); 


#5 WW, We; Wı= (+ Vze-w;+ 5 +»), wenn u= lat - en) undv = zw — et), 


3. a < e, zwei getrennte Ovale. Sı,Ss=(+ Va? + e;0); Ss, Sa =(+ Ve — a2; 0); 
2 


1 a 
Eı, E:, Es, EB, = (* de V4e: — at; + =). 
4. a — e, Lemniskate. Für die Gleichung der Lemniskate erhält man (x? + y?)? — 2a? (x? — y?) 


— 0 oder r? = 2a? cos2p, r = a\2cos 2p; in Parameterdarstellung also x = a cosp 2 cos29, 
y = asing [2 c0os2p. 


A gr 2 st, ad 2 er folgt y’ day t3o, d.h., Extremwerte 
us — = — 24 - —— und —- = 2a: ———— folgt y’ = >—- = — c0t3p, d.h,, remwe 
dp V2 cos2% do V2 cos2» dx 
n 3n 5n n n 5n j z a 
können auftreten für 39 = v 22 bzw.o = >» rs Die Extremwerte sind zı2 = + 3 V3, 


29 Mathematik 


450 DIFFERENTIALRECHNUNG 


ya=Ht >> rı,a = a. Die Stelle (0; 0) ist ein Doppelpunkt, die Werte der partiellen Ableitungen 

für (0; 0) sind k=4(@® +? — r2)=0; ,= 4 y+ty+aly)= 0; fr= 3a? + y? — ad= — a2, 
I Pr 27 Y = 0; ei x2 - 3y? + a? — a2; A +.u4, 

Aus — a? + ya? = Ofolgty=+l,d.h.y = +z als die Tangenten im Punkte (0; 0). Die Schnitt- 

punkte mit den Achsen sind $ı, Ss =(+.«a v2 ;0). Für die Fläche einer Schleife erhält man 


1 
fF= 5/r’(o) dp 


77 ” 
T7 a? Kg 
= a? [ cos2pdy= — sin2p „ma 
m > 
4 


Zykloiden. Mechanisch entsteht eine Zykloide 
als Bahn eines Punktes P, der mit einem Kreis 
vom Radius r im Abstand a vom Mittel- 
punkt M des Kreises fest verbunden ist, wenn 
dieser Kreis, ohne zu gleiten, auf einer Gera- 
den rollt. Bezeichnet man den Wälzwinkel mit 
p, läßt den Kreis auf der x-Achse eines kar- 





0 u x B tesischen Koordinatensystems rollen und be- 
ginnt die Zählung der Abszissen, wenn P 
Zur Ableitung der Gleichung der Zykloide seine tiefste Lage hat, so ist der abgerollte 


Bogen OB=rgy um asing länger als die z- 
Koordinate von P und r um @ cosp 
länger als seine Ordinate (Abb.): 
z=erp-asing; y=r-— acosp. 
Je nach dem Verhältnis «:r unter- 
scheidet man (Abb.) die verkürzte 
(a < r), die verlängerte («a >r) und 
die gemeine Zykloide (a = r). 

Die verkürzte Zykloide hat für 9=0, 
2n,4n...Minima mit m=r-a; 
die verlängerte hat an diesen Stellen 
zwei Punkte mit derselben Ab- 
szisse. Der eine ist das Minimum 
mit %m = r — a, der o-Wert des 
anderen ergibt sich aus der gonio- 
metrischen Gleichung re = a sing. 
Die gemeine Zykloide hat an diesen 
Stellen Spitzen. Ihr Bogenelement 


1 
2 
des vollen Zykloidenbogens also 
2r 
s= [ds= 8r. Die Fläche unter 
g= 2 
diesem vollen Bogen ist F= [ydx 
2x o=0 
= r? f (1 — 2c0sp + cos?p) dp 
0 


=2nr?+0+nr=3rr, d.h, 
gleich dem Dreifachen der Fläche 
des rollenden Kreises, 


Epizykloiden. Mechanisch entsteht 
eine Epizykloide als Bahn eines 
Punktes P, wenn ein Kreis & mit 
dem Radius r auf der Außenseite 
eines festen Kreises X mit dem 
Radius R abrollt (Abb.); je nach 
dem Abstand « des Punktes P 
vom Mittelpunkt M unterscheidet 
man verkürzte (a < r), verlängerte 
Verkürzte, verlängerte und gemeine Zykloide (a >r) und gemeine Epizykloide 


ist ds= 2rsin „ pdp, die Länge s 





N BE 
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(a=r). Dreht sich der Radius OM = R+r um den Winkel p, so dreht sich Kreis &k um den 


Winkel y; gR=yr. Das von M auf die x-Achse gefällte Lot MB schneidet von y den Winkel 


7 ; P . n R-+r 
(3 = 0) ab, der Restwinkel 9 hat die Größe 9=y+9 — ; = 


des Punktes P erhält man 





'9— = Für die Koordinaten 





2 r 2 





BE J 
r 


x =(R-+r)cosp — acos 


R-+r 





y=(R-+r)sing — asin P. 


Entsprechend den Kurven der Zykloide 
in bezug auf eine Gerade haben die der 
Epizykloide in bezug auf den Umfang des 
festen Kreises K Spitzen, Schleifen oder 
Minima ohne doppelte Punkte. Ist der 
Umfang 2rr vom Kreis k ein ganzzahliges 
Vielfaches des Umfangs 2x R von K, so 
hat die Kurve R :r Bögen. Ist R:r eine 


rationale Zahl = so wiederholen sich die 


Stellen wegen gR=pr nach g-maligem 
Umkreisen von K. 

Die Länge l eines Bogens der gewöhnlichen 
Epizykloide (Abb.) st 2=8r (R-+r):R; 
die Fläche F zwischen dem Umfang des 
Kreises K und dem Umfang eines Bogens 





ie z (3R + 2r). Zur Ableitung der Gleichung der Epizykloide 


Kardioide. Für r=R erhält man die Kardioide (Abb.) mit der Parameterdarstellung 
x = r(2 cosp — 0c0829);y = r(2 sing — sin29). Durch Eliminieren von 9 erhält man die algebraische 
Funktion (2? + y? — r?)? = 4r? [(x — r)? + 2]. 

Die Länge der Kurve ist ! = 8r, ihre Fläche £f = 6xr?, d.h, das Sechsfache der Fläche des festen 
Kreises K, 





Gemeine Epizykloide; R:ır = 3 Kardioide 


Im &-n-Koordinatensystem wird die Gleichung der Kardioide besonders einfach: = —r,n=y, 
€ =.2r cosp (l — cosp), n = 2r sing (l — cosp), e = 2r(l — cosp) mit cos$ = &; og = cosp und 
sing = n:0 = sing. Die Gleichung o = 2r (l — cosp) ist die Darstellung in Polarkoordinaten. 


Hypozykleiden. Im Unterschied zur Epizykloide entsteht eine Hypozykloide mechanisch durch 
gleitfreies Abrollen eines Kreises k im Innern eines Festkreises X. Man kann sich den beweglichen 
Kreis k um die Tangente umgeklappt denken; die Strecken r und a sowie der Wälzwinkel y ändern 


29* 
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ihr Vorzeichen. Die Parameterdarstellung lautet: 


R-r 





—-r 
9; y=(R-r)sing —asin 





== (R-—r)cosp + a cos 2. 
In einer verkürzten Hypozykloide ist a < r, in einer verlängerten (Abb.) ist a > r und in der gemeinen 
a = r. Die entsprechenden Kurven haben abgerundete Spitzen (Minima vom festen Kreis aus), 
Schleifen oder Spitzen. 

Die Gestalt der Hypozykloide hängt von dem Verhältnis R : r ab. Ist es ganzzahlig, so schließt sich 
die Kurve nach einmaligem Umlauf des abrollenden Kreises um den Festkreis. Ist es nicht ganz- 


R m 
zahlig, aber rational Fe (m und n teilerfremd), so schließt sich die Kurve erst nach n Umläufen. 
R 
Für irrationales Verhältnis ist die Kurve 


nicht geschlossen. Ist R:r eine ganze Zahl, so 
hat die gewöhnliche Hypozykloide die Länge 
i= 8(R-—r), und die Fläche F zwischen einem 
vollen Bogen und dem festen Kreis K ist 


am 
= — 2r). 





Verlängerte Hypozykloide Astroide 


Die Astroide oder Sternkurve ist eine gemeine Hypozykloide mit 4r = R. Ihre Parameter- 

darstellung ist danach xz = 4r cos®p = Rcos?pg, y= 4rsing = Rsin?gy, da sin3p = 3 sing 

— 4sin?p und cos3p= 4 cos? — 3 cosp. In kartesischen Koordinaten erhält man die Gleichung 
2 2 2 


23 + y® = R® (Abb.). 


Traktrix, Sehleppkurve. Ein schwerer Punkt P am Ende 
eines undehnbaren Fadens der Länge a beschreibt eine Trak- 
trix, wenn der Fadenanfangspunkt K sich längs der x-Achse 
bewegt (Abb.). 





Traktirix,a=5 Zissoide 
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Der Faden ist dabei in Richtung einer Tangente an die Kurve gespannt, d.h., es gilt 57 


er. Ki 
2 _ 2 
nn an ai F Va: - „2 = arcosh 


F Va? — y?. Der Punkt A ist ein Rückkehrpunkt. Die von A gezählte Länge ! des Bogens ist! = «a In m 


durch Integration erhält man die Gleichung x = aln 








Zissoide. Ein Kreis berühre zwei Parallele im Abstand a. Von einer Sekante durch den einen Be- 
rührungspunkt O schneiden der Kreis und die andere Parallele die Strecke QR ab. Die Zissoide ist 
dann der geometrische Ort der Endpunkte P aller von O aus auf jeder Sekante abgetragenen 
Strecken OP = Q@R (Abb.). Gegen die x-Achse des in der Abbildung eingetragenen kartesischen 
Koordinatensystems hat die Sekante den Win- 

"4 





kel 9; m=tang dient als Parameter. Der Punkt R 
hat die Koordinaten xı = a und yı = a m; für die 
von Q erhält man aus (x — u + m?x°=r? die 





a 
Werte za Fire AST TR ;, also für die des 
a m? 

re ar ı—- m= I+ m’ y Yun Ys 
BER a h : El 

Tunis Mit Hilfe von m z:(a—x) und 

l+-m?:=a:(a—x) kann der Parameter elimi- 

niert werden: y? = 2° : (a — x). In Polarkoordina- 

an Er 

en ergibt sich  =x?-+y Ime oderpo=qa nes 


Der Punkt O ist ein Rückkehrpunkt, die Parallele 
x = a die Asymptote der Zissoide. Die Fläche F 


3 
zwischen Kurve und Asymptote ist F = q” a®, 
also das Dreifache der Fläche des gegebenen 


[77 
Kreises mit dem Radius 3° 


Strophoide. In einem kartesischen Koordinaten- 
system ist der Punkt A (—a; 0) Träger eines Strah- 
lenbüschels. Schneidet eine Gerade des Büschels 
die y-Achse im Punkte B (0; b), so sind die Punkte 
P und P’ auf ihr, für die gilt BP=BP’=OB, 
Punkte der Strophoide (Abb.). Aus der Geraden- 


b 
gleichung y = =” +5 und der Abstandsbedin- 
gung (y — 5b)? + x? = 5b? wird 5b eliminiert; aus 


2 
b= er erhält man er 











. Es ergibt sich 


P=-@-n]ı+3 =, AP= rare 


und wegen OB_\ AOnach dem Sehnentangenten- 


satz AP- AP’= a2. Die Punkte der Strophoide ge- 
hen durch Transformation durch reziproke Radien 
ineinander über. Als Parameter dient m = tany 


-: ‚ wenn p der Winkel zwischen + xz-Achse und 
der Geraden OP ist. Aus der Strophoidenglei- 


Strophoide, gleichfarbigeFlächen sindflächengleich 








a+% m? — 1 m? — 1 j i 
7 7 2 -—, 1 a nd — 1 o. ee 
chung ergibt sich m an odrz=a er ya mal und daraus die Gleichung 
Te nn Ren De ER im fra u: 
in Polarkoordinaten: =?’ + y’=a ER .0=-a En 


Der Punkt (0;0) ist ein Doppelpunkt mit den Tangenten y = +2. Die Gerade x = «a ist Asymptote. 
2 
Der halbe Flächeninhalt der Schleife ist #’ = a? — nz T der halbe Inhalt der Fläche zwischen der 
2 
Kurve und der Asymptote st f=a?+ nr T- 
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Konehoiden der Geraden. Je zwei Punkte P und P’ einer Konchoide entstehen, wenn eine Gerade 
durch den Ursprung OÖ eines kartesischen Koordinatensystems geht und wenn man von ihrem 
Schnittpunkt Q mit der Parallelen x = a zur y-Achse aus auf ihr nach beiden Seiten eine konstante 
Strecke c abträgt. 

Die Gestalt der Konchoide hängt vom Verhältnis der Strecken a und c ab (Abb.). Für c = a ist 
O ein Rückkehrpunkt, für c> a ein Doppelpunkt. Die Parallele x = a ist stets Asymptote beider Äste, 





Konchndenza) @= 23,0 = 3; bad; ede>= 1,5 


Ist @ der Winkel zwischen der x-Achse 
und der Geraden, so hat der Schnitt- 
punkt @ auf der Parallelen den Abstand 


a 
0 = —.. von O; in Polarkoordinaten 


COS 
gilt also die Gleichung go = sr +c. 
Daraus folgt x = ocosp =a-+e cosp 
undy=oesing=atanp + ce sing. Elimi- 
niert man die trigonometrischen Funk- 
tionen, so erhält man eine algebraische 
Gleichung vierten Grades: aus (x — a)? 
—= c?cos?p und 


+. 49)= 
folgt 


(2 — a)? (2? + y?) = c?(a+ c Cc08p)? = c? 72. 





2ac 





+ 


cos? ” COS 


+e 


Spiralen. Als Spiralen bezeichnet man 
Kurven, deren Radiusvektor r eine ein- 
deutige Funktion des Winkels @ ist, 
r = f(p), wobei p von 0 oder von — 
bis © geht und r(g) verschieden von 
r(p + 2n) sein kann, z.B. r = ap oder 
r=aeck®, 

Archimedische Spirale. In Polar- 
koordinaten hat diese Spirale (Abb.) die 
Gleichung r = ag. Punkte Pı, Pa... 
auf demselben Strahl haben den kon- 
Archimedische Spirale, a = 2. stanten Abstand 2ra, darz =a(p+2n) 
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= a9 +2na=rı + 2na. Das Bogenelement ds hat den Wert ds = a 1 + 92 dp; die Bogen- 
länge ist danach 


Pı 
a 
s= «fr +0de = > (m V1 +92 + arsinhgı). 


0 


a 
Für große Werte von pı gilt angenähert s x 3 pı?. Die Fläche eines Sektors zwischen zwei Radius- 


a? 
vektorenr sam undn =amistf = 7 (932? — pP). 


Logarithmische Spirale. In Polarkoordinaten hat diese Spirale die Gleichung r = a e*P, 
k > 0. Für negative Werte von g schlingt sich die Kurve mit abnehmendem Radiusvektor immer 
enger um den Pol O; dieser ist asymptotischer Punkt. 

Dem Abschnitt über Differentia- 
tion von Funktionen in Polarko- 
ordinaten entnimmt man, daß jede 
Gerade durch den Pol O die log- 
arithmische Spirale unter demsel- 
ben Winkel ro = arceotk schneidet 
(Abb.), daß die Tangenten in die- 
sen Schnittpunkten einander par- 
allel sind. Außerdem ergab sich 


dr r r k 
do. Te2?- ana 
A: dr 
oder Pr 





Nach einer im Hauptabschnitt 
Integralrechnung hergeleiteten 
Beziehung läßt sich damit die 
Bogenlänge s berechnen: 


= Vorl) ar 
dp 


= Ye +rMdpe=r/1+Rdp 
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Logarithmische Spirale 





ı EEE u 
ode s= 75 VYı+ (rn). 
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Die Differentialrechnung gibt dem Physiker oder dem Techniker die Mittel in die Hand, z. B. aus 
einer gegebenen Bahnkurve für jeden Zeitpunkt die augenblickliche Gesehwindigkeit zu berechnen. 
Diese momentane Änderung einer physikalischen Größe wird in den Experimenten gemessen. 
Während die Differentialrechnung zur Analyse einer als richtige Beschreibung eines Naturvorgangs 
angenommenen Funktion unentbehrlich ist, taucht für den Experimentalphysiker die umgekehrte 
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Frage nach einer Funktion auf, deren Differentialquotient an den durch das Experiment gegebenen 
Stellen die gemessenen Werte hat. Man nennt diese Funktion Integral; dem Namen liegt die Vor- 
stellung des Schlusses von den Teilen auf das Ganze zugrunde (lat. integer, ganz). War die Differen- 
tialrechnung früher aus dem Tangentenproblem erwachsen, so entstand die Integralrechnung 
aus dem Quadraturproblem, d.h. aus dem Problem, den Inhalt einer durch eine Kurve begrenz- 
ten Fläche zu bestimmen. Die Bezeichnung Quadratur geht auf die Vorstellung der Griechen 
zurück, nur Inhalte solcher Flächen als berechenbar anzusehen, die sich in ein Quadrat verwandeln 
lassen. Die Möndchen des HıPPoKRATES zeigten, daß dieses Problem Lösungen haben kann. 
ARCHIMEDES (287—212v.u.Z.) konnte beweisen, daß die Fläche des Parabelsegments ASB das 


4 
3 fache der Fläche des Dreiecks ABC ist (Abb.). Seine Methode, die 


Exhaustionsmethode, bestand darin, die Fläche durch eine Folge von 
Flächen mit bekanntem Inhalt auszuschöpfen. Johannes KEPLER 
(1571-1630) kam durch Zerlegen von Flächen und Körpern in viele 
sehr kleine Teile zu brauchbaren Regeln, den Rauminhalt von 
Fässern zu bestimmen. Auch das Cavalierische Prinzip beruht auf 
ähnlichen Überlegungen. Alle führenden Mathematiker im 17. und 
18. Jh. befaßten sich mit diesem Problem und fanden für viele 
spezielle Fragestellungen spezielle Kunstgriffe zur Lösung. Es ist 
das Verdienst von Gottfried Wilhelm Leısnız (1646-1716) und 
Isaac Newron (1643-1727), genauer erkannt zu haben, daß Diffe- 
rentiation und Integration in gewisser Weise Umkehrungen vonein- 
ander sind. Die geniale symbolische Schreibweise von Leibniz 
spiegelt jene Tatsache sehr deutlich wider. In diesem Zusammenhang 
tritt das unbestimmte Integral auf, und damit waren ein allgemeiner 
Ausgangspunkt und eine Fülle von integrierbaren Funktionen gefun- 
den. In den folgenden Jahrzehnten und Jahrhunderten wurde ein 
exakter Begriff des Integrals erarbeitet und der Integralrechnung 
ein sicheres Fundament gegeben. Dabei zeigte sich, daß sie 
Quadratur des Parabelseg- nicht nur geeignete Verfahren liefert zur Berechnung von Flächen, 
ments sondern auch zur Lösung mannigfacher geometrischer Probleme, 
z. B. zur Berechnung der Bogenlänge eines Kurvenstücks oder des 
Rauminhalts und der Oberfläche eines krummflächig begrenzten Körpers, sowie zur mathe- 
matischen Erfassung vieler physikalischer Begriffe, z.B. Schwerpunkt, Trägheitsmoment, Arbeit, 
Potential. Die Integralrechnung führt sogar über die bekannten Funktionen hinaus; man fand 
durch Integrale dargestellte Funktionen, die sich nicht durch elementare Funktionen aus- 
drücken lassen. 





I. Das bestimmte Integral 


Entsprechend dem Quadraturproblem wird das bestimmte Integral anschaulich als die Fläche F 
festgelegt, die begrenzt wird von einem Stück der Abszissenachse, etwa vonx = a bisx = b, von 
den beiden Ordinaten f(a) und f(b) an diesen Stellen und von der 
Kurve einer Funktion y= f(x) zwischen diesen Ordinaten (Abb.). 
Dabei wird vorausgesetzt, daß die Kurve ohne Sprünge verläuft, 
daß sie das Bild einer stetigen Funktion ist und alle ihre Ordina- 
ten positive Werte haben. Die Fläche F,? denkt man sich als 
Summe vieler schmaler Streifen, die jeder von zwei „benach- 
barten‘‘ Ordinaten, einem Stück Ax der x-Achse und dem ent- 
sprechenden Stück der Kurve begrenzt werden. Das Zeichen 


b 
S f(x) dx (lies Integral von a bis b über f(x) dx) für den Inhalt der 





a 

Fläche F,® ist aus dem Zeichen $S für Summe entstanden. Das 

Fläche unter der Kurvey=f(x) Integral darf aber nicht als Summe unendlich vieler, unendlich 
zwischhne =aundz=b kleiner Teile aufgefaßt werden; vielmehr ist es ein Grenzwert. 


DAS BESTIMMTE INTEGRAL ALS GRENZWERT 


Grenzwert der Ober- und der Untersumme. Man teilt das Intervall von a bis b in n Teilintervalle 
Az, i=|1,...n, z.B. in n gleiche Teilintervalle Ax, so daß nAx = b — a. Die Ordinaten in 
je zwei aufeinanderfolgenden Teilpunkten begrenzen einen Streifen der Breite Ax. Wählt man als 
Höhe einmal die kleinste (m), zum anderen aber die größte (M;) Ordinate im betrachteten :-ten 
Teilintervall und ersetzt die Fläche des Streifens durch ein kleineres Rechteck von der Fläche 
Az m; oder ein größeres Ax M;, so ist die Summe S4Ax m; kleiner als die gesuchte Fläche, die 
Summe X Ax M; aber größer. Man nennt sie Untersumme und Obersumme (Abb.). 
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Verfeinert man die Teilung, z. B. durch Teilen der Teilintervalle, so werden die für die betrachtete 
Funktion in jedem neuen Teilintervall gewählten kleinsten Ordinaten in einer Reihe von Teil- 
intervallen im allgemeinen größer, nie aber kleiner als die bisherigen Ordinaten m; sein; auch die 
neuen größten Ordinaten können nie größer, werden aber im allgemeinen in einer Reihe von 
neuen Teilintervallen kleiner sein als die bisherigen Ordinaten M;. Die Untersumme wächst 
und bleibt kleiner als F.’, die Obersumme aber nimmt ab und bleibt größer als Fa°. Die Unter- 
summen bilden eine monoton wachsende, die Obersummen eine monoton fallende beschränkte 
Folge und haben deshalb jede einen Grenzwert. Haben beide sogar denselben Grenzwert, d.h. 
konvergiert die Folge ihrer Differen- 
zen W(M: — m.) Ax mit Ax > 0 und 
N — co gegen Null, dann, aber auch nur lim 5 m; Ax = lim 5 M,4x = Fu = f fx) dz 
n>oo i-1l n>co i=1 





b 
dann existiert das Integral [ f(z) d«. 


a 
Dieser Fall tritt bei stetigen Funktionen immer ein. 

Die ursprünglich gemachte Voraussetzung, daß die Kurve nur Punkte oberhalb der x-Achse oder 
die Funktion nur positive Ordinaten hat, ist nicht mehr notwendig. Für Teile der Kurve unterhalb 
der x-Achse hat der orientierte Flächeninhalt negative Werte, da in den entsprechenden Summanden 
ft&:) Axı die Ordinaten /(&;) negativ, die Teilintervalle Ax: aber positiv sind. Die Abbildung zeigt 
am Beispiel des Integrals der Sinusfunk- 
tion von 0 bis 2r, daß der Flächeninhalt 
den Wert Null haben kann. Von der im 
Sinne wachsender x-Werte durchlaufenen 
x-Achse aus liegt eine positive Fläche 
links, eine negative rechts - in Überein- 
stimmung mit der Festlegung des orien- 
tierten Flächeninhalts in der Planimetrie. 





Das Integral I = [ sinpdp = 0 als Flächen- 


Obersumme und Untersumme inhalt 


Analytische Definition des bestimmten Integrals. Von der geometrischen Bedeutung des Integrals 
als Fläche kann man sich frei machen. Sei f(x) eine im Intervall a <x< b beschränkte Funktion. 
Wieder zerlegt man dieses Intervall in n Teilintervalle Ax; und fordert, daß mit n > © das größte 
Teilintervall gegen Null geht. Da eine beschränkte Funktion nicht notwendig in jedem Teilintervall 
einen größten bzw. kleinsten Wert hat, benutzt man zur Bildung der Obersummen die obere 
Grenze @, der Funktion (das Supremum) im betrachteten Teilintervall, zur Bildung der Unter- 
summen die untere Grenze g: (das Infimum). Falls die Folge der Differenzen 5 (G: — g:) Azı 
mit 4A: > 0, {> gegen Null konvergiert, SANER Obersummenfolge und Untersummenfolge 


den gleichen Grenzwert. Auch jede Folge F„ = Bi f(&) Axı, wobei &; eine beliebige Stelle im Teil- 


intervall Ax; bedeutet, konvergiert dann gegen ea diesen Grenzwert. 


Wenn der Grenzwert Hm F„ = I der Summe F, = -& ! 1) 4Axı existiert En, unabhängig von 1 der 


Wahl der Teilpunkte ei und der Zulachenalsziisen: 5 in Teilintervall 4 x: ist, heißt die Funktion 
f(x) im Intervall [a, b] integrierbar und der Grenzwert I wird als das hestimmte Integral der 
Funktion f(x) zwischen den Grenzen = aunde=b bezeichnet. 


Dieser Integralbegriff geht auf den Mathematiker Bernhard RırmAann (1826-1866) zurück; eine 
Erweiterung stellt das Lebesguesche Integral dar. Die Funktion f(x) wird Integrand, die Größe x 
Integrationsvariable genannt. Der Wert I des Integrals ist beim selben Integranden f unabhängig 
von der Bezeichnung der Integrationsvariablen mit x, 2, &u.a. 


bestimmtes Integral von /(z) 
zwischen den Grenzen lim E. f&) Auı = f f(&) dx 


z=aundze=b n>o i-l 
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Ist der Integrand, die Funktion, die integriert wird, stetig, so ist das Integral stets vorhanden. 
Jede stetige Funktion ist integrierbar. 


Die Überlegungen bleiben auch richtig, wenn die Funktion im abgeschlossenen Intervall [«, 5] 
endlich viele Unstetigkeitsstellen hat, aber beschränkt ist. 


Jede im Intervall [a, b] beschränkte Funktion, die in 
[a, 6] nur endlich viele Unstetigkeitsstellen hat, ist 


+ dort integrierbar. 


Auf kompliziertere Funktionen, z.B. auf eine Funk- 
tion, die im Intervall O<x< 1 für rationale Abszis- 
sen den Wert 1, für irrationale aber den Wert 2 hat, 
wird in der Maßtheorie eingegangen. 


Beispiel: Um die Fläche der Parabel y = x? zwi- 
schen z= 0 und z =a zu berechnen, wird das 


Intervall [0, @] in n gleiche Teile der Länge A= — 


zerlegt (Abb.). Die rn linken Teilpunkte der Teil- 
intervalle sind vo = 0, ı =h,..„Zn-ı= (nr — 1)Ah, 





X * 
0 h 2 3 Inh xXsenh- die n rechten aber zı =h,22 = 2h,..„in=nh 
a ae = a. Da die Funktion y = 22 im Intervall [0, a] 
Fläche unter der Parabel y = x? monoton wächst, erhält man für die Untersumme Fr 


und für die Obersumme F,: 


Fn=0+12hr:h+22he-h++(n—1)ehe-h Fr 1ER + ht-h+*-- tn2htrh 


=-P[P +2 +32 +... 4m — 1)2] — [IE + 22 + 32 +... m] 
7 4 ddl 1) Den 2a en 1) 
as 1 1 — a? 1 1 
Fı= (1-5): (2-5) r=-5:1.(1+5)(2+,) 


3 
Für n > © haben beide Folgen den Grenzwert F = z. Die 


h 


Fläche unter der Parabel hat demnach zwischen z = 0 und 
3 
=a den Inhalt F —, für «= 6cm den Wert F= 72cm?, 


Die nebenstehende Tabelle zeigt die Änderung der Unter- 
und der Obersumme mit wachsendem n. 


EIGENSCHAFTEN DES BESTIMMTEN INTEGRALS 
Vertauscht man die Integrationsgrenzen, so ändert man die 
Integrationsrichtung; die Faktoren Ax; wechseln dann das 
Vorzeichen, da sie als orientierte Strecken aufzufassen sind. 
Folglich ändert sich das Vorzeichen jeder Summe 


Fa= 3 fl&) Am 


und das des Integrals, da die Ordinaten f(&:) ihr Vorzeichen beibehal- 
ten. 


|- ale Alm mim 


nd 
fer} 





a Dee a | 
ee Er EEE en .. | fe) de = - [ I@) de 
Durch Vertauschen der Integrationsgrenzen ändert das Integral sein a u 
Vorzeichen. 


Zerlegung eines Integrals in eine Summe. Ist die Funktion f(x) über dem Intervall von x = a bis 
x = b integrierbar und ist c eine Stelle aus diesem Intervall, so kannc zu einem Teilpunkt jeder 
Intervallteilung gemacht und jede Summe 5 f(&) Axı in 
zwei Summen zerlegt werden, die eine für das Intervall von 
a bis c und die andre für c bis b. Da der Grenzwert einer 
Summe gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden 
ist, kann das bestimmte Integral als Summe zweier Integrale dargestellt werden. 
Nach dem gleichen Satz über Grenzwerte gilt: 





er N 


/ af +10 da = F ie) a 





Das Integral einer Summe integrierbarer Funktio- | 5, y 
nen f(x) und. g(x) ist gleich der Summe der Integrale | [Ifix) + g(a)]dz = = [1@) denk: Fo de 
der einzelnen Funktionen. ee 
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Die Zerlegung eines Integrals nach dem Integrationsintervall kann verwendet werden, um positiv 
und negativ orientierte Flächeninhalte dadurch getrennt zu erhalten, daß man die Nullstellen des 
Integranden als Intervallpunkte ce wählt; z. B. ergibt die Berechnung 


27 n 27 
I = [singde = [singdep + [sinepdge = 2 —-2= (0. 

0 0 ” 
Auch für Integranden mit Sprungstellen endlicher Sprung- 
höhe empfiehlt es sich, das Integrationsintervall in zwei 
durch die Sprungstelle getrennte Intervalle zu teilen (Abb.). 
Es sei jedoch an dieser Stelle ausdrücklich davor gewarnt, 
über Stellen zu integrieren, an denen der Integrand Unend- 

PL 


d BES 33 e 
lichkeitsstellen hat; z.B. hat das Integral f = keinen Sinn, ? 5 BR 





—, Inteyral einer unstetigen Funktion; 
da das Integrationsintervall die Stelle x = 0, eine Unendlich- c b b 
keitsstelle des Integranden, enthält. Diese Fälle werden im S fa) dx + S fe) de = JS fe) de 
Abschnitt über uneigentliche Integrale genauer geschildert. ” _ a 


Integration einer Fuuktion mit konstantem Faktor. Ist der Integrand ein Produkt ce f(x) mit einem 


konstanten Faktor c, so kann dieser in jeder Summe ce /(&) Ax, ausgeklammert werden, erscheint 
mithin auch als Faktor vor dem Grenzwert, dem Integral. 


27 
Beispiel: Sau de = fa de= 4: _ 36. 





Mittelwertsatz der Meer, Jede stetige Funktion y = f(x) nimmt in einem Anesscklonlenen 
Intervall von a bis b einen größten Wert M und einen kleinsten m an. Hat sie dabei nur positive 
Werte, so gilt nach der Definition des bestimmten Integrals die Ungleichung 


m(b —a)s ie) des M(b -a); 
a 


die Fläche unter der Kurve liegt zwischen den Flächen 
der Rechtecke m(b — a) und M(b—a). Es muß demnach 
einen Wert 4 zwischen m und M geben, m <u<sM, für 
den das Rechteck u(b — a) die Fläche des Integrals hat 
(Abb.). Wegen der Stetigkeit der Funktion f(x) läßt 


b 
S fa) de = (b—a)/(£) mit &aus [a,b] 
[73 





a 


Mittelwertsatz der Integralrechnung 





Fiedler ae 
@ 


b 
sich stets eine Stelle x = & so aus [a, 5] finden, daß «= /(£); folglich gilt } f(x) dx = (b — a) f(£). 


Entsprechend wie im Mittelwertsatz der Differentialrechnung kann die "Stelle &£ auch durch 
a-+-®(b—a) bezeichnet werden, wobei ® ein geeigneter Wert zwischen 0 und 1 ist. 


Ist die Funktion I (&) im abgesehlossenen Intervall von x = a bis z = b stetig, so läßt sich das 
bestimmte Integral dieser Funktion von a bis b als Produkt aus der Sees und einem 
Zwischenwert der Funktion ausdrücken, 


Der Vollständigkeit halber sei ohne Beweis der Mittelwertsatz noch in folgender Form angegeben, 
die man als erweiterten Mittelwertsatz bezeichnet: 


Sind die Funktionen f(x) und g(x) im abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig und wechselt dort g(x) 
nirgends sein Vorzeichen, so gilt = ein geeignetes € aus = b] 


f /(&) g(z) de = fl£) F g(e) de. 


Integration als Umkehrung der Diiferentiation. Wird eine der Grenzen eines bestimmten Integrals, 
z. B. die obere, als Variable x aufgefaßt, so ist jedem Wert dieser Grenze ein anderer Wert ® des 


x 
Integrals zugeordnet. Das Integral ist eine Funktion ®(xz) dieser Grenze, ®(x) = [ f(£) d£. Einer- 
a 
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“+42 
seits ist nun D(x + Az) — O(x) = J ft&£)d&, andererseits gilt nach dem Mittelwertsatz der Integral- 
+42 
rechnung ! ft)de= Arflc +9 Aa): daraus folgt 


D(xz + Ax) — Dlx) 1 4x 
Zr u => a fd) ds= fe +9 AR). 


Der Ausdruck f(x + 8 Az) strebt aber für Ax > 0 wegen der Stetigkeit der Funktion f(x) gegen 
/(z). Somit gilt 
® Az) — 
42-0 4x 


Diese Beziehung stellt einen fundamentalen Zusammenhang zwischen Differential- und Integral- 
rechnung dar. 


Ist die Funktion f @ ur betrachteten Intervall stetig, so ist 
die Funktion © (x) = fto d£ dort differenzierbar und ihre Be) = fe) de 
Ableitung dem Ds des Integranden an der oberen Grenze 5 
Heu = a ee + a) de=f(@). 


d 2 
=, tade= ie) 





Diese Funktion Dar deren Differentialquotient der Inte- 
grand ist, wird Stammfunktion genannt. Zwei Stammfunk- 
&lb)F-----------4--f-- tionen ®(x) und Y(x) desselben Integranden f(x) haben für 
jedes x des Integrationsintervalls die gleiche Ableitung f(x). 
Die Ableitung von [9(z) — Y(x)] ist demnach identisch Null. 
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt aber, 
Sfx)dx= daß eine solche Funktion [®(x) — Y(x)] eine Konstante ist. 
Q Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich daher stets nur 
D/bl-Dlc0) um eine Konstante. 






Zu einer stetigen Funktion f(x) gehört eine ganze Schar von 
Stammfunktionen, die sich jeweils nur durch eine additive 
Zn a Konstante voneinander unterscheiden. Sind ©®(z) und (x) 
zwei Stammfunktionen derselben Funktion fi@), so gelt 
D(x) = Y(x) + const. 


In der graphischen Darstellung der Funktionen 8 (x) erhält 
Das bestimmte Integral als Ordina- man deshalb eine Schar paralleler Kurven (Abb. S. 461). Mit 
tendifferenz den Stammfunktionen sind alle Funktionen gefunden, deren 
Ableitung f(x) ist. Jede solche Funktion heißt unbestimm- 

tes Integral von f(x) und wird f f(x)dx geschrieben (lies Integral f von x dx). 


Beispiel 1: Das unbestimmte Integral ‘der Funktion f(«) = 32? ergibt sich zu 
D(x) = ! sedi=2? +0. 

Beispiel 2: Die Ableitung von sinx ist cosx, mithin ist das Integral von cosx wieder sinx. Als 
unbestimmtes Integral geschrieben erhält man [ cosz d« = sinz + C. 

Beispiel 3: Die Funktion f(x) = 2x? ist die Ableitung einer Funktion 2(z); soll diese für 
x = 1 den Wert 2(1) = 1 haben, so läßt sich im ee Integral [ 22? dr = < = + = 
die Integrationskonstante © bestimmen, denn #(l) = Si 3 +C=]1,dh C=1—- => 


9 1 335 
Danach gilt @(r) = 3” 4 3° 


Beispiel 4: Von der Funktion ®(x) sind die Ableitung 8°(«) = 3x und der Funktionswert 
3 | 
2(5) = 0 bekannt. Aus dem unbestimmten Integral [3x2 dx = 5 + © und der Anfangs- 
3 
bedingung 5 55 -+C=0 ergibt sich © = — 1875. Die Funktion ©(x) lautet demnach 2(x) 
5 x> — 1875. 
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Das bestimmte Integral als Ordinatendifferenz. Das unbestimmte Integral erleichtert die Berech- 
C 
nung von bestimmten Integralen. Da (x) = [ f(£)d& eine Stammfunktion von f(x) ist, läßt sich 
a © 
das unbestimmte Integral von f(x) schreiben als [ f(x) de= [ f{$JdE+ C= (x) + C. Läßt man in 


a 
diesem Integral die Variable x erst den Wert x = b und danach x = a annehmen, so erhält man 


b a 
f fie) de = ©(b) + C und bestimmt C aus [ f(ü)dE=0 = dla) + C (Abb. 8.460); also 
a a 


b b b Be 
Sa as= eb) - 2a [ee], = 2e)| = 2) |, _ 





> 2 
Beispiel 1: f[ z?dz 
ii 


y 8 dm) =Z x’+C 
1 ı=2 1 1 7 
= |- 2? -— - 3 --]3 = - mit c=3 
3=1,=32 3! 3° a 
el Ei 6 
Beispiel 2: [cosedr=sinz 5 BITTE 
mw H mit c=0 
> 8 4 
2 ” =fx? 
= sin - sin (-5) =1-(-) = 
2 
Uneigentliehes Intergral. Das als Grenzwert 
der Summe ) f(&) Axı definierte Integral 7 
wird eigentliches Integral genannt im Unter- 
schied zum uneigentlichen, in dem entweder 
der Integrand im Integrationsintervall eine II E BBe Eu Fr 
Unendlichkeitsstelle 9 hat oder mindestens = 
eine Integrationsgrenze unendlich ist. Das 
uneigentliche Integral wird definiert als Grenz- -2 
wert einer Folge von eigentlichen Integralen, 
Man schränkt das Integrationsintervall zu- 3 


nächst ein, integriert im ersten Falle nur bis 
zur Stelle p + e oder p — e, im zweiten Falle 
nur bis und untersucht dann die Werte /(e) ] ı 
oder I(®) der Integrale, wenn die Größe e Integralkurven zu | - 22dr = +0 
gegen Null konvergiert oder die Größe » rm 12 

bestimmt divergiert. Ergibt dieser zusätz- 

liche Grenzübergang einen Grenzwert, so spricht man von einem konvergenten uneigentlichen 
Integral, im andern Falle divergeert das uneigentliche Integral. 


Integrand mit Unendlichkeitsstelle. Der Integrand im folgenden Integral hat einen Pol für 
x = 0. Unter Ausschluß der Polstelle erhält man im Intervall von e > O bis 1 ein eigentliches Inte- 
ip (vgl. Grundintegrale) I ie und untersucht den Grenzwert von I(e) für e — 0: 


11 1 
i dz = lim Ik) = lim JS za 4% = lim ae]. 
e>0 e>0 € 0 (1% 

Die Existenz des Grenzwertes hängt von dem positiven Exponenten «# lab. Ist « > 1, so hat e!”* 
einen negativen Exponenten und divergiert bestimmt für e — 0. Ist dagegen « < 1, so geht e!”* 
für e> 0 ebenfalls gegen Null. Das uneigentliche Integral 











1 
konvergiert dann gegen ee; Die Abbildung auf S. 462 


2 
zeigt zwei Beispiele für « = 3 < lund für = 2>[|1. 


Allgemein gilt der Satz: 
Ist eine Funktion |(x) : im Intervall « 
TR na, als von der er 
[a, pl. - 
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Gibt es ein « < 1 und ein festes K, so daß f(x) < im Intervall [a, p] ausfällt, so gilt 








nach dem eben gefundenen Ergebnis IP-el® 
y D p—e 

a. (x da = lim | Han 
h al i 7 JS ) e>0 N I» a; zp @ 
BEN 3 a 

= 

Beispiel: Nach den Grundintegralen erhält man 
[E 4 1—e 
x d 
Fe 
ö 1-22 .:-0 ö Y1l-a: 


= lim arcsin (1-—e) = 5: 
X >00 
Unendliches Integrationsintervall. Der Unter- 
i „2 schied zum uneigentlichen Integral mit einer Unend- 
Verhalten der Funktionen [(x)=x °? und Jichkeitsstelle des Integranden wird am deutlich- 
f{&) = x”? in der Umgebung der Stellex = 0 sten, wenn von der gleichen Funktion ausgegangen 
wird: 





oo “ 





1 s d 1 
= dz= lim I(w) = lim se — lim | (wi — 1] E 
sc x* l—-« 

w>o ad> oO d—> 009 


Ist die positive Zahl « von 1 verschieden, so hängt das Verhalten von I(») von dem Gliede »1-% 
ab; ist sein Exponent positiv, d.h.« < 1, so wächst sein Wert für 
a — ©° über jeden endlichen Wert hinaus und das Integral divergiert; 


ist der Exponent negativ, 





x für © > gegen 





Null und das Integral konvergiert gegen den Wert De 


Ist f(x) über jedes endliche Teilintervall von © > a integrierbar und gibt es ein«>|1 ze daß die 


Funktion »% I) für alle Kasshinen x > a beschränkt ist, so ist das uneigentliche Integral f f(«) d& 
konvergent. 


Ist K eine obere Schranke der Funktion xz* f(x), so 
gilt wegen «> l nach dem eben gefundenen Ergebnis: 


u) 


K 
[re dein IE das im [Zas-" 


wW>o09 


Kal 


var 





Die monoton wachsende Folge I(w) ist ebenfalls be- 
schränkt und muß einen Grenzwert haben, 


Fläche unter der Kurve y= 


1-+.22 
Beispiel 1: Im folgenden uneigentlichen Integral 
verschwindet der Integrand für x > © von der zweiten Ordnung (Abb.). 


+ w 


dr i de j nz 
f TE» an Ira nr (aretano — arctan() = 3 
0 


Beispiel 2: 
[6 
[oda =lim f[ e®d«<=1Im [-e®?+1]=1. 


>00 >00 


Gammafunktion. Die Frage nach einer Funktion, die für positive ganzzahlige Argumente die 
Werte der Fakultäten 0!= 1, 1!=1, 2!=1-2=2, 3!=1:2-3=6, ..,„n!=1:':2-..-n 
annimmt, konnte Leonhard EvLe£r (1707-1783) durch ein uneigentliches Integral lösen. Adrien- 
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--00 
Marie LEGENDRE (1752-1833) bezeichnete sie als Eulersche Gammafunktion T(z) = f et midi. 
0 


Sie hat keine endlichen Nullstellen und ist stetig bis auf die Stellen 0, —1, —2,..., an denen sie 
Pole erster Ordnung (vgl. Hauptabschnitt Funktionen) hat. Die Polstellen erkennt man aus einer 
von Carl Friedrich GAuss (1777—1855) gegebenen Definition für T'(x) in Form eines unend- 


= -1 
lichen Produktes (2) = x! I ( - ) (1 ae =) | 
Seine Faktoren erhält man durch Einsetzen von n = 1,2, 3,...in der eckigen Klammer. Aus der 


Funktionalgleichung "(x + 1) =xT(x) und aus dem Werte T(1) = 1 folgt für ganzzahlige Argu- 
menten = 1,2,3,... die Beziehung "(rn +1) =n[T(n) = n! 


+00 
Eulersche Gammafunktion | I(z) = [ ett1di,=>0 
0 













n!nzı 
2a+D@+ N -@rn-177 





Gaußsche Definition f(<) = lim 


no 


wen lejteg) 


nel 


—1,—2, ... 













Funktionalgleichungen | T@e+l)=ar@); Ik)Il-2)= Et 
1 1 TI —ın 
rlata) 2 (a2) OT ne 





QUADRATUR 


Unter Quadratur versteht man die Berechnung des Flächeninhalts krummlinig begrenzter ebener 
Flächen. 


Flächen unter einer Kurve. Die Fläche F' oberhalb der x-Achse wird durch das Integral 
b 
F= /ff(«) dx gefunden, wenn die Funktionswerte f(x) für alle x im Intervall a <xz<s b positiv 


a 
sind. Wechselt das Vorzeichen der Funktion im Intervall [a, b] zwischen Nullstellen der Funktion; 
so wird durch Zerlegen des Intervalls das Integral in eine Summe positiver und negativer Teile 
zerlegt. Ihnen entsprechen positiv und negativ orien- 
tiert Flächeninhalte. Sieht man von der Orientierung 
ab, so wird als Gesamtfläche die Summe der absoluten 
Beträge dieser Summanden angegeben. 





Fläche unter dem positiven Ast der Neilschen Fläche unter der Exponentialkurve y = e* 
Parabel 


a” g 2% 2 
Beispiel 1: Quadratur der Neilschen Parabel y = a Vz: (Abb) F=a/[a?dıe = r7 aYg. Setzt 
45 2 1 0 
many= u Ve», so gilt f = 59 h, die Fläche F ist somit um 109 h kleiner als das rechtwinklige 
Dreieck mit der Grundlinie g und der Hypotenuse zwischen den Punkten (0; 0) und (g; h). 
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Beispiel 2: Quadratur der Exponentialkurve y= er vonz= -a bis x = b. Ist a endlich, so 
1 
gilt IF -ed-n. Für a ++ © ergibt sich #= eb, d.h. ein endlicher Wert; für b= 0 
—& b 
z.B. wird F = 1. Das uneigentliche Integral de e”dx (Abb. S. 463) konvergiert; diese ins Unend- 


liche sich erstreckende Fläche hat einen malen Flächeninhalt. 


k? ba 
Beispiel 3: Quadratur der gleichseitigen Hyperbel y = z vmaz=a BB 2 =b; RK f — 
b ü 
= k2(Ind - Ina); F= k?ln zZ Hier begrenzt eine „rationale“ Kurve einen Flächeninhalt, dessen 
Maßzahl durch eine transzendente Funktion geliefert wird (Abb.). = 


Beispiel £: Quadratur der Sinuskurve y= sine von z=0 bis @=n; [sinzdz = cos 
— cosrz; F = 2. Hier begrenzt eine „transzendente“ 0 

Kurve einen Flächeninhalt mit rationaler Maß- 
zahl, 





is 
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Fläche unter der Hyperbel Fläche unter der Kurve 
k? 2 5 3 
ze u a En 


Beispiel 5: Es ist die Fläche zu berechnen, die begrenzt wird von der Kurve der Funktion 
2 D 3 
EA — 7 _ eo” 78 + 3, der x-Achse und den Ordinaten zux = —3 und x = 4 (Abb.). 


3 
Die Funktion hat im Intervall -—3<x< 4 die Nullstellen xı = — 2; za = 5; 0 = 3. Läßt man 


die Orientierung der Flächeninhalte außer acht, so ist die Fläche die Summe der absoluten Beträge 
aller Teilintegrale. 


i inne ner arturdieflächer 
Man erhält wegen [ (5 - 2 = -52+3) de= Fe) = 5 18° gt x für di 
3 
-2 2 103 4 
F=| Sfe@)de|+| Sfe@)de + Ifa)dz E> ar 
-3 a 


2 
- ro + | re], +|r@ |, + |r@ |; 
2 


= | - 5,444 + 1,5] + | 3,297 + 5,444| + | 1,5 — 2,297 | + | 3,556 — 1,5] 
= | —3,944 | + | 7,741 | + | — 0,797 | + | 2,056 | = 14,538. 
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Mit Hilfe der Integralreehnung können die aus der Planimetrie bekannten Flächenformeln her- 
geleitet werden. Als Beispiele sollen hier die Formeln für Trapez, Kreis und Ellipse entwickelt 
werden. 

Beispiel 1: Flächeninhalt des T’rapezes: Die Fläche unter der Geraden y = mx + a über der 


Rh 


x-Achse zwischen den Grenzen x = 0 und x = histzu berechnen: /(m= + a)d«e = “ h?-+-ah 
ö 


h h 
=3 (mh + 2a); mit mh + a = b (Abb,) ergibt sich die bekannte Trapezformel A = 3 (a + b). 





h 


Zur Flächenformel für das Trapez Zur Flächenformel für Kreis und Ellipse 


Q 


Beispiel 2: Flächeninhalt des Kreises. Ein Viertel der Kreisfläche A (Abb.) liegt unter dem 


Bogen y= Yr? — x? zwischen den Grenzen <= (0 und © =r. Substituiert man x = rsing, 
f 7 Hr 


1 N 2 y? Eu 

dz =rcospdp, so erhält man 74 = /Vr: - xade=/[rcospdp = 5 sine cosp + o 2 

r? n nr? 0 0 0 
ee ee —- 2 
2'2 7 oder A ar? 


Beispiel 3: Flächeninhalt der Ellipse: Ein Viertel der Ellipsenfläche F (Abb.) liegt unter dem 


b 
Bogen y = z Va? — x? zwischen den Grenzen x = O0 und x = a. Aus der Parameterdarstellung der 


Ellipse x = a sing, y = b cosg erhält man d«e = a cosp dp und damit den vierten Teil der Fläche 
der Ellipse: 


7 
1 2 7 
-F=/[aboosode=-.ab, d.h, F=nab. 
4 { 4 


Flächen zwischen zwei Kurven. Wird ein Flächenstück von zwei sich schneidenden Kurven ein- 
geschlossen, so berechnet man seinen Flächeninhalt als Betrag der Differenz der Flächeninhalte 
unter beiden Kurven. Die Integrationsgrenzen sind dabei die Abszissen xı, &2 zweier benachbarter 
Schnittpunkte beider Kurven (Abb. 8. 466); die Orientierung des Flächenstücks läßt man dabei 
außer acht. 


© « 
Das Integral f (x) dx liefert den Flächeninhalt unter der Kurve g(x), das Integral f he) dz den 
x x 
Flächeninhalt unter der Kurve h(z). Der Flächeninhalt F der von beiden Kurven eingeschlossenen 
x x 
Fläche ist die Differenz beider Integrale F = [ I(x) de — /f h(x) dx. Da beide Integrale gleiche 
Tı x 


Grenzen haben, lassen sie sich zu 
einem Integral zusammenfassen. 
Liegen zwischen den Schnitt- 
punktabszissen xı und x2 Kurven- 
teile und damit Flächenteile unter- 
halb der x-Achse, so denkt man sich beide Kurven in Richtung der y-Achse verschoben, bis das 
eingeschlossene Flächenstück vollkommen oberhalb der x-Achse liegt. Beide Funktionen ändern 
sich dabei um die gleiche additive Konstante, und diese fällt bei der Subtraktion weg. 


Beispiel 1: Die Kurven der Funktionen y? = 9x und y= 2? — 4x + 6 (Abb. 8.466) schneiden 
sich in den Punkten (1; 3) und (4; 6). Für g(z) — h(z) erhält man g(x) — h(x) = (3 Vx - 22+4x —6), 
4 


Ce 
Fläche zwischen zwei Kurven | F=| [[g(z) — h(z)] dx 
X 





1 
= = 4 
d.h, für die Fläche f = a. ee, 2 [2212-3 2° + 222 — 6x em d. 
1 
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Beispiel 2: Ein Sichelträger (Abb.) ist aus 10 mm diekem Stahlblech hergestellt. Wie schwer 
ist dieser Träger, wenn die obere Begrenzungslinie ein Kreisbogen, die untere eine Parabel ist 
(y = 7,8 pem-®) ? — Die Maße sind der beigefügten Zeichnung zu entnehmen. 

Das Gewicht @ ergibt sich als Produkt aus der 
Querschnittsfläche F, der Dicke s des Stahl- 
blechs und der Wichtey zu@= F-s.y. Die 
Querschnittsfläche F wird mit Hilfe der Integral- 
rechnung berechnet. Aus den für das gewählte 
Koordinatensystem gültigen allgemeinen Glei- 
chungen «? + (y — d)? = r? für den Kreis und 
y=«ax?-+ cfür die Parabel erhält man mit den 
gegebenen Maßen die speziellen Gleichungen 


2 
x2+(y+8)®= 100 für den Kreis und y= — 56 +1 


gx) 





X%=7 





X7 X2 


Fläche zwischen zwei Kurven Fläche zwischen den Kurven y? = 9x und 
y=a°—-4r +6 


2 
für die Parabel. Mit g(x) — h(z) = Y100 — 2 — 8 + SE — 1 ergibt sich für die Querschnittsfläche 


6 
ei nal 2 1 © u 3 6 
= — x? — _ _ in — = eh „e) 
F 2 [(v1o0 ae 0) az 2]; (100 aresin 45 + # /100 =) oe v2]. 
0 


1 
=2 B (100 - 0,6435 + 48) — s2] = 8,36. 








Kreisbogen J 


N 3 — 


12m 











Sichelträger 


Nach den gegebenen Maßen hat der Sichelträger daher die Fläche 836 dm?, und sein Gewicht 
k 
beträgt @ = 836 dm? + 0,1 dm - 7,8 = 652 kp. 


dm3 
Graphische Integration. Wie man zu einer gegebenen Kurve graphisch die Ableitungskurve er- 
mitteln kann, läßt sich auch umgekehrt aus der gegebenen Ableitungskurve eine zugehörige Inte- 
gralkurve konstruieren. Aus der Schar der Integralkurven wird zunächst durch Angabe einer 
Anfangsbedingung eine Kurve ausgesondert, etwa die Integralkurve durch den Punkt P, mit den 
Koordinaten zo = 1; %0 = 0. Jede Ordinate der Ableitungskurve f(x) stellt den Anstieg der zu 
konstruierenden Integralkurve im zugehörigen Punkt dar. Lotet man daher die Ordinate f(xo) 
= /(l) auf die y-Achse und verbindet den dabei gewonnenen Punkt B, mit dem Punkt A(—1;0), 


BoO 
so gibt wegen tano = —_ = /(l) die Gerade durch A und Bo die Richtung der Integralkurve im 


"@ 4 % WEEEEEEEGE GENE 
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Punkt Po an (Abb.). Eine Parallele zu dieser Richtung durch den Punkt P, ist Tangente der Inte- 
gralkurve und stellt in einer kleinen Umgebung von P, angenähert die Integralkurve dar. Da 
weitere Punkte von ihr nicht bekannt sind, halbiert man durch eine Parallele zur y-Achse das 
Intervall von x, bis zı und verschiebt die Tangentenrichtung für den zu konstfuierenden Punkt 
Pı so, daß sie die zu P, gehörende 
Tangente auf der Halbierungslinie des 
Intervalls schneidet. Man erhält einen 
Polygonzug, der angenähert die Inte- 
gralkurve darstellt (Abb.). 

Die Aufzeichnung einer Integralkurve 
nach vorgegebener Ableitungskurve 
kann auch mechanisch mit Hilfe eines 
Integraphen vorgenommen werden, 


Planimeter. Als Planimeter bezeichnet 

man Geräte, mit denen der Flächen- 
inhalt ebener Flächen durch Umfahren 

der geschlossenen Begrenzungskurve 

der Fläche bestimmt wird. Sie werden 
zum Auswerten von Arbeitsdiagram- 
men und zum Ermitteln des Flächen- 
inhalts von Flächen nach maßstäb- 
lichen Zeichnungen verwendet, für 
deren Begrenzungskurven keine Funk- 
tionsgleichungen vorliegen. Die Fahr- 
stangel mit dem Fahrstift S kann sich 
um den Punkt A gelenkartig bewegen. 
In Linearplanimetern wird A auf einer 
Geraden geführt, in den häufigeren Graphische Integration 
Polarplanimetern (Abb.) dadurch auf 

einem Kreis, daß A über einen Polarm der Länge R mit einem festen Pol O verbunden ist. Auf 
einer Achse parallel zum Fahrarm ist ein Meßrädchen M mit dem Durchmesser d angebracht, 
dessen Umdrehungen n an einem Zählwerk abgelesen werden können. 

Für ein Polarplanimeter zeigt die Abbildung die Bewegungsverhältnisse, Zwischen dem Polararm 


R, der Länge = A$ und dem 


Radiusvektor r= O8 gilt nach 
dem Kosinussatz r?= R? +1! 
+ 2Rlcos«= R?+1?+21(e +49). 
Geht die Ebene des Meßrädchens M 
durch den Pol, so issto= 0 und 
g= R®+1l?-+21g; die Strecke y 
wird als Radius des Grundkreises 
und seine Fläche mit G@ = xg? be- 
zeichnet. Danach ist 2lo=r? — q?. 
Die Bewegung von S$ nach dem 
benachbarten Punkt $; kann in 
eine tangentiale Komponente r dp 
und in eineradiale Komponente dr 
zerlegt werden. Für eine volle Um- 
fahrung der zu messenden Fläche F 
ist die Summe aller radialen Kom- 
ponenten dr Null und dement- 
sprechend auch die durch sie 
verursachten Drehungen des Meß- Polarplanimeter 
rädchens. 


Bei einer reinen Drehung um dp ändert sich das Dreieck OSA nicht, und das Meßrädchen bewegt 
sich senkrecht zum Abstand OM =a um adpg, rollt mithin um die Strecke du = a dp cosß 






1 
—Nepeeftix) dx mit F(1J)=0 





I 74 1 
= acosßde = edp= 7 (5 rde — p} g? do) senkrecht zu seiner Achse. 


Ir Polarkoordinaten r, p erhält man für den Teil der Fläche F zwischen g = gı und g = oa den 
1 1 

Wert 3 $ rdpo=1lu+ 3 g°(92 — Yı). Durch das Abrollen um die Strecke u hat das Meßrädchen 

u 

nd 

=innd= kn, wenn für! rd eine neue Konstante k eingeführt wird. In manchen Planimetern hat 


n= Umdrehungen gemacht. Nach dem Umfahren von F ist gı = ga, und es ergibt sich F 


30* 
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man k den Wert k = 100 cm? gegeben. Liegt der Pol O im Innern der Fläche F,so gilt !=G+kn. 
Die Planimeterkonstanite G = n g? wird vor der Messung experimentell bestimmt. 

Weitere Verfahren zur näherungsweisen Berechnung eines Integrals finden sich im Hauptabschnitt 
Praktische Mathematik. 


II. Das unbestimmte Integral 


Nach den Beziehungen insbesondere über das bestimmte Integral als Ordinatendifferenz ist es 
wünschenswert, für möglichst viele Funktionen ihre Stammfunktionen zur Verfügung zu haben. 
Zur Ableitung dieser Stammfunktionen wird. benutzt, daß die Integration die Umkehrung der 
Differentiation ist. 


GRUNDINTEGRALE 


Die Grundintegrale ergeben sich bis auf die Integrationskonstante unmittelbar aus den in der Diffe- 
rentialrechnung abgeleiteten Formeln. Ist von dort bekannt, daß die Ableitung einer Funktion 
D(x) die gegebene Funktion (x) ist, so ist umgekehrt @(z) +C = [ f(x) dz das Integral der Funk- 
tion f(x). Die danach erhaltenen Formeln gelten allerdings nur für z-Werte, für die sowohl der Inte- 


d 
grand /(x) als auch das Integral © (x) definiert sind, z. B. ist das Integral f = = In(cx) =1In]x]| + C 


zunächst nur für positive von Null verschiedene Werte von x definiert, kann aber auf negative 
Werte erweitert werden, wenn die Konstante c dasselbe Vorzeichen wie x hat bzw. wenn man setzt 
In(ex) = In(je||x|) = In|xz| + In]e| = In|x| + C. Wie schon betont, darf aber die Stelle «= = 0 
nie zum Integrationsintervall gehören. 


Tabelle der Grundintegrale. 
Sdae=x+C [erde = 


gon+l 


n+l 
dx 
[= me) = mizi + 0 [ede=e+C 


+(C, wenn n#-I1l 


z 
[ade= +0 =arlogıe + C mit O0<az£l 


feosed«e = sine + Ü [snzde = — cose + C 
de de 
SEez - tanz + C N —cotxr + C 
Sf coshxz de = sinhxz + © f[ sinhxz dx = coshr + © 
ud ud 
J Sache tanhr + C J sche — cothz + C 
de 


——— = aresinz + CO = —arceosz + 0’, wenn |z| <1 
Yı- a (nur Hauptwerte) 


dx , 
ji Ira = arctanz + Ü = -—arccotxr + Ü 


dx u 
— asinhe + C=inlze+Yı+z|+c 
V1+x2 


/ vr -=arcosh|2|+ 0=Inla+ ee -1|+ 0, van, [242 
+la2? — 


1 
= artanhr + C = In ee C’, wenn |xz| <1 


dx 1l—-x 
ie +1 . 
=arcothx + Cı = In z_ı + ©, wenn |z2|>1 





n+i 
Die Potenzregel [xzrd« = 7 + C gilt für beliebige reelle Exponenten n #£ —1. 
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a dx 2 1 
POS s Eu zei -3 BE Sehen N ru 
Beispiele: 1. [de = ri IE, . |@=fe ar ya En 928 + 


dx art x-(r-1) 1 
. [2 = [atrde= Fe (r 1): 


„3 x°® go 3 
4. Vadem dr Tab: +C= 7 Vet + C=7ele +0. 
3 











1 +1 1+m 
m m m Mm 
er zM — SU Pi x & Mm per = m Vz 





7. a er Be ne 
5 3 
=qu1+rz Sat 204 0. 
Dabei ist © als Summe der Integrationskonstanten der vier Einzelintegrale aufzufassen. 
8 le an )« - 2° +In Laer c 
r ax a, er le] +, raretanz + ö 


2. 3 
. Fr a = [ (#4 22-142) = 42-04 80 xz| -+ ©. 


x 


+nr/4 
—nl4 





cos?x 


rd 
4 
10, ij} (cos: — sinz + ) ds = sin + ecosx + tanz 
r 
4 


- (VE + 312 4 1) - (54312 -1)=2+ 1. 


PARTIELLE INTEGRATION 


Unter partieller Integration versteht man eine Methode der Zurückführung eines Integrals auf 

ein anderes, im allgemeinen einfacheres Integral. Als Integrand wird eine Funktion vorausgesetzt, 

die als Produkt zweier Funktionen dargestellt werden kann, von denen eine leicht integrierbar ist. 

Die Regel für die partielle Integration oder Produktintegration ergibt sich aus der Produktregel 
d(uv du dv 

der Differentialrechnung = =v +u 7: Integriert man beide Seiten, so erhält man 








uv du 
f = as = uv= f IT dz + fe u 2 de und daraus die als partielle Integration bezeichnete 
Regel für das Integrieren. Der Ausdruck partiell bedeutet: Man findet das Integral teilweise, 


partielle Integration | fudv = uv— [vdu | [uv’ de=uv- [uvde 


indem man den Integranden so in ein Produkt u » v’ zweier Faktoren zerlegt, daß von einem Faktor 
v’ das Integral bekannt ist und daß das neu auftretende Integral mit dem Integranden u’ - v 
einfacher bestimmt werden kann. 


Beispiel: Um das Integral [xe”dx zu berechnen, setzt man v=x und v’ = e?. Daraus 
ergibt sich u’ = 1 und v = ef, Die Regel für die partielle Integration liefert demnach 


Seede=re- [ede=sre - +0 =ee— 1)+0. 


Rekursionsformeln. Das Integral [x° e* dx läßt sich nicht durch einmalige partielle Integration 
lösen. In solchen und ähnlichen Fällen kann man jedoch oft eine Faktorenzerlegung finden, durch 
die das Integral bei partieller Integration gesetzmäßig schrittweise vereinfacht wird, so daß man 
nach endlich vielen partiellen Integrationen schließlich auf ein Grundintegral stößt. 
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Man hat dann eine Rekursionsformel gewonnen. 


Van ede=aner— n [arterde | 





Da die Exponentialfunktion e* ihrem Differentialguotienten gleich ist, empfiehlt sich die Faktoren- 
zerlegung u = x", v’= er für den Integranden zr ez; man erhält: v = er, uv = xt ez und wv 
= nzr-le* und damit die angegebene Rekursionsformel. 
Beispiel: [2edıe= He -2/[rede= Me —-2[re — [eed2]= rer — 2[zer—er+C] 
= a?2er — 2re? + 2er — 20 = (2? — 27 + 2)e” + C\,, wenn Ci = —2C. 


9 [ x" sinz de = —xr cosz +n [ar lcoszdzx | ganz, 





[ x" cosx de = tz" sine —n [x"-!sinz dx | positiv 


Auch hier fällt die Zerlegung des Integranden in Faktoren leicht, da die Integrale von sinxz bzw. 
cosz bekannt sind. 


Beispiele: 1. [x?sinzdz = —x? cosz — [(-2x cosz) de = —r?cose +2 [x eosr de 

= — 2? cost + 2 [re sine — [sinzdx] = —x?cosz + 2 [rsinz + cos + C] 

= —2°? cos& + 2r sine + 2 cose + 2C. 

2. [ 2? cos de = x? sinz — 3 [ x? sine dx = z? sine — 3 [—-x? cosz + 2rsinz + 2cosz + 20] 
= 2?sinze + 3x2 cosz — br sine — 6 cosz — 6CÜ. 





Als Faktorenzerlegung für den Integranden wählt man hier 1- (Inz)”, d.h., man setzt ’ = |, 
(Inxz)* = u; damit erhält man 9» = x und w’ = n(Inz)r-- m und das Produkt vw = n (Inz)r-1, 


Nur wenn der Exponentn eine natürliche Zahl ist, tritt bei der (n — 1)-ten partiellen Integration nach 
dieser Rekursionsformel das Integral [ Inx dx auf, dessen Integrand wieder als Produkt 1- Inz 


dx 
aufgefaßt wird: Man erhält [/ 1-Inedze = zinz — [x- er In —- = +0. 
Für n= — 1 erhält man den Integrallogarithmus (vgl. Hauptabschnitt Funktionenreihen). 


nt zn 
4. farlaz dı = is + —— (e-5 


n+tl . 





Wählt man entsprechend dem vorangehenden Beispiel u = Inz, so enthält der Integrand v - w’ 
an+l 1 en 


— m —— — 


= = — -_ des neu auftretenden Integrals die Funktion Inxz nicht mehr, ist mithin 
n+1l x n-+ 1 


integrierbar; eine Rekursionsformel ist hier nicht erforderlich. 











coszsinz n-—1 

n 
sinzcosIx n—|1 
n 





[snzde = — f sin«2z2 dx 





f eostx dz = 





f cosr22 dx 


Der gegebene Integrand, z. B. sin*x, wird in das Produkt sinz - sinr-1x zerlegt; d.h., man setzt 


u= sing, v”=sinz und findet ®= —-cosz, W = (n — l)sin*-2z cosxz, mithin wWv= 
— (rn — 1) sinr-?2z cos?z = — (n — 1) sinr-2x (1 — sin?z) = —(n — 1) sinn-?2z + (n — 1)sinz oder 
J snrzde = — cos sin"-12 + (n — 1) [ sinn2z de — (n — 1) [sinrzdz, 

(1+n— 1) [sinade = —cosz sin"-12 + (n — 1) [ sin"-2r de. 


Dividiert man beide Seiten durch den Koeffizienten n, so ergibt sich die erste Rekursionsformel. 
Entsprechend läßt sich die zweite ableiten. 


Ist n negativ ganzzahlig, so liest man die Rekursionsformeln von rechts nach links. 


COST sinz 





1 ® 
Beispiele: 1. fainindym SE 1 a Erg 
2 2 2 2 

2x Lie. 2” 
2, [ coszde = 3 sinz cosx +x ai 

0 

1 

3. [ cosrde = z sinz cos?x + 3 [ eosz de = 3 sinzcos’z + zsinc+ (ei 7 sinz (cos®2 + 2) +0. 


27 


. 1 27 
4. [sinizde = — |eos2(sinsz + 2) ==, 
0 3 0 
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Das Wallissche Produkt. Aus den letzten Rekursionsformeln ergibt sich eine Darstellung für >» 
die schon dem englischen Mathematiker John WaAurıs (1616—1703) bekannt war. Da im Intervall 
0sr< 5 jeder Wert sinx kleiner als 1 ist, gilt für natürliche Zahlen k > 1 die Ungleichung 


sin?*+lx < sin?*x < sin?k-1x, Nach den Rekursionsformeln erhält man aber: 


“ rt 2 — — ... 
ehnsz de = az Mine oe (2k — 1)(2k — 3) ln 








5 2k 9 2k(2k—2)--2 2 
en 23km d 2k_ #2 2k-In d ah ER) 2 
= ® ai RB SELDRR-I- +3 
und damit folgende Ungleichung: 
N a m 24-2) 5 
3-5.--@k+l) Behr 2k 2 bee) 
2k—- Der 2cH+ 1 1 
PORRRERITEN FB 3% =1157: 
Wegen lim [1 7) =! ne ei.) 
ogon Tim 72) 8 is: TH ET 





Für k = 10 erhält man den Näherungswert 5 » 1,5339 oder z x 3,0678 


SUBSTITUTIONSMETHODE 


Ein Integral kann übersichtlicher oder leichter integrierbar werden, wenn man einen Teil p(2) des 
Integranden als neue Variable z einführt oder wenn man für die Variable x durch eine passend 
gewählte Funktion x = e(z) eine neue Variable z substituiert. In jedem Falle muß dabei die Bezie- 
hung zwischen den Differentialen dz und dz der gegebenen Variablen x und der neuen 2 berück- 
sichtigt werden. 


Integrand als Funktion f[e (x)] einer linearen Funktion g(&) = mx -+ n. Man substituiert (x) 


dz 
=mxe+n=z und erhält für die Differentiale m de = dz oder de = —.. Die Substitution führt 
zum Ziel, wenn /(z) integriert werden kann. 
d 
Beispiele: 1. Ist der Integrand (ax + 5b)’, so substituiert man ac +b=z, de = — und 
erhält 


1 4 # 
Sur +byd=  Sek=-,,.*7+C0=; a 





= d 
2. Der Integrand V3x — 4 geht durch 32 — 4 =2,dr = = über in Vz; für das Integral ergibt sich 


2 2 2 Sr 
VER =442 = 3 J Verde 33.224 C=52l:+ C=s(e-M/32-4+C. 
d 
3. Durch die Substitution ot + s = 2.0 - vereinfacht sich das Integral 


- n 1 h 1 1 n 
[sn (e1+3)& = 27 sinza: = -.82+C0= 0 (a:4+5) + er 


dz 
4. Im Integranden e"3= substituiert man -3r = 2,de = — CE und es ergibt sich 


1 1 1 
jede = -3/#d2 = Fe rrenne 32 + (, 
Integrand von der Form 9’(&)/9(x). Steht im Zähler die Ableitung 9’(x) der Nennerfunktion (x), 
d 


so substituiert man g(x) =z mit (x) de =dz oder de = 


z 
dz e’() 
und erhält das Integral [= = In(2)=iIn|z| +C. 
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Die Nennerfunktion 22 + a = p(x) z.B. hat die Ableitung 9 (x) = n xr-1. Lautet der Zähler aber 


N gn-l 


wu! — -„so wird durch Erweitern mit n erreicht, daß der Zähler die Ableitung des Nenners 





1 
wird, da der konstante Faktor „ vor 





das Integral tritt. 
4 
Beispiele: 1. [Fa « = In[c(z? — 42 + 7)]= In]? —-4dz2 +7] +C. 


a3 1 4x 1 1 
2 [ei | 5 dr = Zinleet - = Ami -514 0. 








24 
3— 5x dr 5 2% 5 
= wur Ba rim = a: 8 
a | mas  [a%- 3aretane - „m(1+ 29) +C. 
1 
Der Integrand ———— = — geht durch Erweitern mit (£ + N) über in eine Form 
Vz +a: N 
cz + N x I. ı 
l @+M) ELLE. "arte 


N Ne +N) z+N z+N ler 
in der der Zähler die Ableitung des Nenners ist, die somit integrierbar ist. 


Integrale der Funktionen 
tanz, cotx, tanhz und cothz. T 

Jeder dieser Integranden läßt sich BrET- 2 3 

als Quotient darstellen, dessen er: dz =In E L Vx? +0? | +0 
Zähler die Ableitung des Nenners Ber + @ Jx +V22+.a2 

ist, und läßt sich deshalb nach 
dem hier behandelten Verfahren integrieren, z. B. 








. Stenzdz =-In|cosz|-+C 
[tanzde = -[ Se dz = —-In[e(eosz)] = —In | cosz]| + ©. Jeotzdze =In|sinz| + C 
FRRR fteanhz de = In | coshe | + € 


Integrale der Funktionen arctanz, arccotz, artanhx und | [ cothxzdx = In |sinhx | + C 
arcothx. Bei diesen Integranden gewinnt man durch partielle 





Integration erst ein Integral der Form ew) dx; z.B. wird arctanz als Produkt l- arctanz auf- 
gefaßt, d.h., man setzt u= aretanz v(z) 
und v” =1 und erhält v=xz, 
= und v- W=2- — [ aretanz da = waretanz - n|Y1ı+=|+cC 
Danach ergibt die Integration f arceotx de = xareeotx + In | VI +2: | Id 
Crane aR > 2x f artanhe de = zartanhz + n | Yı-2|+0C,|2|<1 
= varctanz — 1 dl 
ze [ arcothe dz = zareothz + In | Ye -ı1|+0C,|2|>1 





eh: + 22 | +6. 
Entsprechend sind die drei anderen Funktionen zu integrieren. 


Integrand von der Form f[g(&)]’9’(x&), falls '(&) 7 0. Auch wenn der Integrand als ein Produkt 
aus einer Funktion p(x) und ihrer Ableitung (x) aufgefaßt werden kann, führt die Substitution 
p(x) = z, p’ (x) dx = dz auf eine integrierbare Funktion in z, 


1 1 
auf das Integral f A P} z2+6. de f (x) o (x) de = F} [p(z)]? +c 
Durch das Auftreten des Faktors (x), der mit de = — 


9 (x) 
multipliziert dz ergibt, läßt sich allgemein ein Integrand /[p(x)] (x) durch diese Substitution 
in den Integranden /(z) überführen und 
integrieren, wenn diese Funktion /(z) inte- 
grierbar ist, z. B. wenn /(z) = z". 





S 9"(z) » pa) de= f[zrdz = E 2 ; pr+l(2) + C 


Beispiele: 1. [sin® cosz dz = [sinz u 20 = sa +C0= 5 sintz +cC. 


2. [| a2 = Sinz ana) - f2d2 = Snap + c. 
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3 plan; ud - 28 1 - 
. TER x = [ arctan’r d(arctanz) = [z dze=, +0 = gareeanie + C 
6 
4. [5 + 009 Tartda = S6+ m) -dE+ m) = [ide +C= + + C. 
1 
9. [(L- ade = fl — xt)” (-42? de) = en —- 22) d(1- xt) = -4/2"dz 
I-: 1 
Seminar C, 
} x de -; x dx re 22.dr ai d(x? + 1) 
Je+nVe+1 JVe+W 2/Vae+ı3 2) Var+ 1 
if age: 1 
5 z ?d=-- 2 ?+0=-— +dC. 
2 22 +1 


Integrale der Funktionen arcsinz, arccosz, arsinhz und arcoshx. Bei diesen Integranden 
gewinnt man durch partielle Integration ein Integral der Form f p(x) 9’(x) dx, dessen Lösung 3 9? 


ist; z. B. wird aresinx als Produkt 1 aresinx aufgefaßt; man setzt u = aresinz und v”’ = 1 und 





— 27 
erhätv=z, uw = under = ———=— a Danach ergibt die Integration 


1 
1-22 V1- 22 2 1-2? 


— xde 
aresinz de = zvarcsinz + 
f Es f aresinz de=vareinze +J1-2+C 


1 dz j — : 
+ 3 f Vz — x aresine + )z + C = x aresin« f arceosz dx = z arccosz — J)1- a2 +C 


+1 -o+6, [ arsinhe de = xarsinhxe - J1 +22 + C 


Entsprechend sind die anderen drei Funktionen f arcoshz de = x arcoshxz — x — 1 + C 
zu integrieren. 


Einführung einer neuen Variablen dureh & = $ (#). Der Integrand f(x) erscheint durch diese Sub- 
stitution zunächst als Funktion f[e(z)] von einer Funktion e(z), die Beziehung zwischen den 
Differentialen Jautet dx = g’(z) dz und das Integral [ f(x) dx = f[e(z)] 2’(z) dz. Treten in einem 
bestimmten Integral feste x-Werte als Integrationsgrenzen auf, so müssen die ihnen zugeordneten 
z-Werte aus der zur Funktion x = e(2) inversen Funktion z = y(x) berechnet werden; die Funk- 
tion p(z) muß allerdings im betrachteten Intervall eindeutig umkehrbar sein. Mittels der Sub- 
a 
stitutionen x = az, de = adz bzw. x =;2 de = 5 





= varcesinz 





dz ergeben sich die folgenden Integrale. 












ER ef SE Pe 
a ae 





de 1 ‚b Ci: dx Bere : b ce 
a 3 PET Sy a Kae Lane 





Beispiele: 1. Um im folgenden Integral die Wurzel Vz zu beseitigen, substituiert man x = p(z) 
= z2, de=2zdz. Durch partielle Integration läßt sich das erhaltene Integral bestimmen, durch 


die zux = g(z) inverse Funktion z = y(xz) = Vz erhält man die Lösung 

felkax- [#-22d2e=2 [zed= 2er(z- ) 0 = 2olz (Ya - 1) +C. 
Bel, eVz dr = 2[e (2 — pl; = 2e?; die neuen Integrationsgrenzen ergeben sich aus z=+ Vz 
ira = lud =4 


” 1 2 1 2r dz 
3. [sin2rde=— /[sind=-— 3 [eosz| Substitution: 22 = 2, de = 





—.n/2 A —n7 2 
1 n 
= il. A) =); 41=-25 = -n2= 123m 
V3 1d 5 1 
4. = de=— s f ine Substitution: 4— = z, -2rde =dz; 
ö 4— 2 24 2 2 4 
5 5 ir. 
=-;(nl-Ind)=„In4. a=0>+z1=4 a =V)3>-2=4-3=1. 
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e de 1 dz 
d. S m ———— — S Substitution: z = Ing, de=xz dz; 
Ve ? Yinz(1 -Inz) 1ı Y: (1 —z) 
2 
zı =YVe >zı = m=ern=-l. 
x/]2 9 si x]/2 
= en du=2 f da z = sin?u, dz = 2sinu cosu du; 
z]4 SINnU COSU n/4 
9 r|2 o[?_® n 1 m 77 BE; 
=: [%] = > 4 — a: a re Ta TEN 


KLASSEN INTEGRIERBARER FUNKTIONEN 


Rationale Funktionen R (x), Partialbruchzerlegung. Jede rationale Funktion ist integrierbar: Da 
jede ganzzahlige Potenz einer Variablen integriert werden kann, gilt der Satz für ganze 
rationale Funktionen. Gebrochene rationale Funktionen lassen sich, wie im Hauptabschnitt Funk- 
tionen gezeigt wird, in eine Summe von Partialbrüchen zerlegen und integrieren, da für natür- 
liche Zahlen k > 1 jeder der folgenden Partialbrüche integriert werden kann 
A A Ax+B Axz+B 
z—- 20’ ( - a)’ 2 +pr +g’ (tpx + g)% 


Die Integrale der beiden ersten Ausdrücke sind Grundintegrale; die Zähler der letzten beiden lassen 


A A 
sich stetsineineSumme Ar +B = 5 2% +p) + (8 u 3) zerlegen. Aus dem ersten Summanden 


mit p<4qgund AO, 


Adx A 


A | | | 
[= Zi =Amia-mlt | en a FED 





ergibt sich ein Integral der Form f r an 


die vor das Integral tritt. Es ist danach noch zu zeigen, daß das Integral Iererer LEE ee 


dx, das integrierbar ist; der zweite ist = : 


k=1,2,... integrierbar ist. 
Für k = 1läßt sich der Nenner (z? + px + g) des Integranden durch die quadratische Ergänzung 


2 2 2 2 
zerlegen in e + 2) + “ _ Tai Durch die Substitution x + z = ) g4-— T “u, de -Ve-Zau 


tanu. 
— la u z gs ne ai 
l I- r m 





erhält man 


f de Be ee ne + 
+p2+g Y4g-p en 


ER - m] 29x -+ et, ee 
tr patg BE 


Für k > l gewinnt man aus dem Ansatz 





x =) CGı® + ca f dx 
pet etpatgate) arpetge 


eine Rekursionsformel, indem man die zunächst unbestimmten Konstanten cı, ce, ca durch Koeffi- 
zientenvergleich bestimmt, nachdem auf beiden Seiten differenziert und mit (x + px + g)* durch- 
multipliziert wurde: 


= -(k-1)(ar +a)22 +p)+at+te)@® +pr + g). 


Koeffizienten von x?: —2c(k- 1) +co + =0 
Koeffizienten vonxz: — 2ca(k — 1) - ıp(k—- 1) +(ı +o)p=0 
Absolutglieder: -aplk—- 1) +(la +o)g=1 


or u FF FE 4 Fu 
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2 2 2(2k—3) 
= Dig - Er (k-1)(g- Pi?) — m) 


[ de 22 +9 IE U) > de 


Man findet cı = 


(0? + px a FL % - 1)(49 - pP) +pz+ it (k — 1) (dg — Pr) (ba og En ut 





Oft werden diese Ergebnisse auch für einen Nenner (a x? + bx + c)* angegeben. 


Axs+B 4 | dx 
ee rer) (.x2+bx + c)* 
2ax + b 2(2k — 3) a de 
ee (k-1)(da c-B)(a@® +ba+ejeiT (k-1)(dac—b2)) (aa +bx + o)* 


2 
4 = N ng wenn b® — dac<oO$ 


Ja®®+bz+0 ]4ac-b "Vaac- 


[ de 1 1 2ax+b—-])b2 -Aac 
— [08 o is |n | — 
ax +bz+c Yp-Aac 2ax+b+Yb? —-Aac 


eh A. N ‚ee c, be 4 0 
ax +br te DE Feen ME ee 


+ C, wenn b? — 4ac >o0 





Beispiele: (die Zerlegung in Partialbrüche gilt als gegeben) 


1 422 — TIx + 25 au dx dx 5 
Sn Sms z+1l "Fr u 2-5 








2 Fe 5 
=2ln|z+1|-3n|2-2|+45n|@e-5|+0=ih ai 
322 — 20x + 20 3 3 de 
es nr: Het a - u 
3 6 2 3 2(5— 3x) 
Edi a yes aa en 3) Ma Ta a I ae 7 ee an tal, 





3 ER Le Me = dz ed Er dx = In 3 InI22-2 5 
DE ee a re re A eh u 2 


—1 ;; z—|1 
E +0=-h|@-9)@—-22+5)| + Zaretan 3 +0, 








7 x 
3 arctan 


-32 +0 —4 87 +1 
le Deine str rent tree 








u c+1 2 +1 
-=-2n]e+tl|+ln]j@®+z+1|l-z en v3 7 - Suse 

4 = 2 1 u 22 -+c+1 _ 27 +1 27+5 
- 31/3 arctan —+C=h BEN 43 arctan v3 are eh DE C, 








ö 8 T/axz+b 
Integrale von Funktionen R(x, Vax=+ b) oder R (= 5) Die Integranden sind rationale 


l: 1/a b 
Funktionen von x und Test + b bzw. — 7’ d. h., sie sind durch endliche viele ASSBIOHEN, 
Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen aus der Variablen x und der Wurzelgröße fact z+b 


bzw. z = + d aufgebaut. Durch die Substitutionen z = Vaart ie N en Nee 3 
: =. e cc +d 

- — dzr 
mit = BEE erhält man rationale Funktionen in z, die stets integrierbar sind. Für spezielle 


Funktionen R können sich aus den Besonderheiten dieser Funktion auch einfachere Wege zur 
Integration ergeben. 
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Integrale von Funktionen R(x, lax+bx-+ e). Je nach den Werten der Koeffizienten a, b 
und c führen verschiedene Substitutionen zu einer rationalen Funktion in einer neuen Variablen z. 
1. Sind aund (ax?-+bx-+c) positiv und verschwindet b? — 4ac nicht, so substituiert man 


Va tbz +c= x Ya + z. 
2. Ist c nicht negativ, so setzt man Va ı -bie+c=rz 1Ye. 
3. Ist a negativ und hat die Gleichung «a2? +bz-+c= 0 zwei verschiedene reelle Wurzeln zı 


und x», so führt die Substitution Ja +bz2+c= z(x2 — xı) zum Ziel. 
In Tabellen findet man Integrale spezieller Funktionen R zusammengestellt. 


= = 3 
ı-  ——-un Far ae + (fürs >0,b?-4dacz0O 
 VYaz2e+bz+c Ya 2 Va 


1 
= -ln(2ax +b)+C 
a 


füra <0,b®—-4ac>0 für a>0, 5b —-4ac<0 rt 





Ein anderer Weg bei diesen Integralen besteht darin, durch die quadratische Ergänzung 


N 4dac— b2 
ae +bs+rc=a | (2 + 2) ns Fi) Integrand Substitution 


den Integranden auf eine in der Tabelle angegebene Form R (x, Y& — 22) x = esinz 
zu bringen, die durch die ebenfalls angegebenen Substi- R(x, Y@ + 2:) eier 
tutionen in rationale Funktionen der trigonometrischen 3,10. ner 
oder hyperbolischen Funktionen übergehen. R (x, Vx2 — «&) x = « coshz 





Beispiele: 1. Durch die Substitution = = sinz, dx = coszdz, z = aresinz erhält man 


a Dem -E3 1 
ryı - de = fVı — sin?z - coszdz = [ cos?z dz = 3 (z + sinz cosz) + © 
=; (aresin x en zV1 — 22) + 0. 
2. Durchx = rsinz, de = r cosz dz ergibt sich entsprechend 


or Ber 1 Zeh 
J Vr2 — adı = 3 (r aresin Bez x Vr? = =) +0. 


Substitution 


fm +22dx larsinhz + = /1 Fe] +6 sinhz j 


a? + x? dx 
N 


de 
a? u b2 2 


Integrale von Funktionen R (sin &, cos&, tanz, cotx). Die Überführung in eine rationale Funktion 


le: arsinh — +zxYa? + | +0 a sinhz 


Q 
ur wie wi 


b b 


bx a a 
artanh —- + 0 für 21<[}| = - tanhz 





x 
in z gelingt durch die Substitution z = tan =: 














2 
94 7 „® „® 2 
Fer ® an cos > 9% cos zen 3 _a 
Ir 2 —r a ar id ’ —H er m a —— ee ee 7 
sinz sin. C08 5 Br: ® ir» cosz ‚®  ® Irz 
sın 5 tr cos 5 cos „ rain 3 
i nn %z „_i® 4 1 Ii4 de 2 
ui se je MWST, de 3 > a 1i+z 
l — tan? — 2 cos? — 






















2dz 
1+ 22 


2z l — 2? 2z 1-22 
1+z22’ 1+22' 1-22’ 2z 
[4 


) 


fr (sinz, cosz, tanz, cotz) dz - (r( 
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1 ® 
Beispiele: 1. =: Sure, an. dz - [= te) = In (o-tan). 


inz 22(1+22) 
1-sinz (1- wrleri epestt,, 
ar ne 22 ( _—— a 22 
1+2\, 1+2 
1 l 2 2 1 1 1 = 
=; /(- ats „)de=5 1214255] + 0=5 [in tan > + 20065 - -zeonz] +0. 








Integrale von Funktionen R (sinhx, eoshx, tanhx, eothx). Nach den Definitionen der Hyperbel- 


1 1 
funktionen leistet die Substitution e®=t die Rationalisierung, z.B. sinhr = Fi ( za 


In Analogie zu den trigonometrischen Funktionen führt aber auch die Substitution 2 = tan 5 = 
zum Ziel: 





x x x 
ki Tea 5 
m 2 tanh, cosh 2 a sinh -+- cosh? sı Lg 
sinhz = 2 sinh - cosh == ——————————— — —, nA en ——, 
2 2 ne N. 1-22 och’ ET. 1 — 22 
cos 5 sinh 2 72 sinh 3 
2t nh = hei inh2 
— 2 2z 1l-+2? dz 1 208 u 2 1— 2? 
tanhr = = ——, eothr = ——, — = ———— = ————._ F 
x 1I+22 22 "ds 2 
1-+ tanh? 2 cosh? — 2 cosh? — 
dz 2 
dz 1-2? 


Binomische Integrale [ er(a + bzxr)”’dx. Dabei sind die Koeffizienten a und 5 reelle Zahlen und 
die Exponenten m, n und p rationale Zahlen. Nach einem Satze von Pafnuti Lwowitsch TscHEBY- 
scHow (1821-1894) lassen sich diese Integrale durch elementare Funktionen ausdrücken, wenn 
a oder - 








wenigstens eine der Zahlen p, + p ganz ist. Ist p ganz, so liegt eine Summe 





von Potenzen mit rationalen Exponenten vor, die integriert werden kann. Ist ganz und 


n 
r 
i : a+ bar 
+ p ganz ist, setzt manz= a 


INTEGRALE, DIE SICH NICHT DURCH ELEMENTARE FUNKTIONEN 
AUSDRUCKEN LASSEN 


3 r m 
P=— 80 substituiert man z = y@ +bx”; wenn aber z 





Bei der Längenbestimmung des Ellipsenbogens, bei Pendelschwingungen und anderen Problemen 
treten ellöptische Integrale auf. Diessind Integrale, deren Integrand eine Quadratwurzelauseinem Poly- 
nom dritten oder vierten Grades ohne mehrfache Wurzeln enthält. Joseph LiouvILLz (1809— 1882) 


elliptische Normalintegrale x: dx 


<k:<l 


3 
erster und zweiter Gattung / Yı - 22) (1— k2 22) N Ya - 22)(1- R2 = 


zeigte, daß sie und andere Integrale nicht in geschlossener Form dargestellt werden können, Zu diesen 





1 sinz 
oder 


1 

——_— ea, 2 
Veos& — cosx yı 1 ru 
Das heißt aber nicht, daß diese Integrale keinen Sinn haben; als Integrale ee Funktionen 
sind sie stetige Funktionen der oberen Grenze des Integrals, wie gezeigt wurde. Man führt vielmehr 
solche Integrale, die sich nicht durch elementare Funktionen ausdrücken lassen, als neue, höhere, 
nicht elementare Funktionen in die Analysis ein. Meist wird zu diesem Zweck der Integrand in 
eine Reihe entwickelt, die gliedweise integriert wird. 


Integranden gehören verhältnismäßig einfache Funktionen wie 





Ist die unendliche Reihe 5 nase im Intervalla <x < b gleichmäßig ei und jedes ihrer 
n=0 

Glieder integrierbar, dann konvergiert auch die durch gliedweise Integration über [a, b] entstehende 

Reihe, re 
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Im Hauptabschnitt Funktionenreihen sind die Reihenent- 
wicklungen für das Gaußsche Fehlerintegral, für den Inte- 
gralsinus, den Integralkosinus und den Integrallogarithmus 
angegeben. 





III. Integrale von Funktionen mehrerer Variabler 


Funktionen einer Veränderlichen werden über ein Intervall [a, b] der Abszissenachse integriert; 
eine Funktion mehrerer Veränderlicher hingegen kann über mehrdimensionale Bereiche integriert 
werden. Man erhält ein @ebietsintegral, das für zweidimensionale Integrationsbereiche ein Doppel- 
integral, für dreidimensionale ein dreifaches Integral usw. ist. Andererseits kann man sich in 
einem zweidimensionalen Gebiet auch eine Kurve als eindimensionalen Bereich eingebettet vor- 
stellen, im dreidimensionalen Gebiet Raumkurven als eindimensionale und gekrümmte Flächen 
als zweidimensionale Unterbereiche annehmen, Auch für solche Bereiche sind Funktionen und 
Integrale dieser Funktionen definiert. Die Integration längs einer ebenen oder räumlichen Kurve 
führt auf ein Kurvenintegral und die Integration über beliebige ebene oder krumme Flächen auf 
. Ober flächenintegrale. 


GEBIETSINTEGRALE 


Doppelintegral. Das bestimmte Integral ist definiert als Grenzwert einer Summe aus Produkten, 
deren einer Faktor die Größe Ax; des T'eilintervalls und deren anderer ein Ordinatenwert f(&:) aus 
diesem Teilintervall ist, falls die Anzahl n der Teilintervalle über jede endliche Zahl wächst und 
falls dabei die Größe des größten Teilintervalls gegen Null strebt. An Stelle des Intervalls [a, b] 
der Abszissenachse wird jetzt das @ebiet @ im x-y-Definitionsbereich der Funktion z = f(x, y) 
betrachtet und in n @ebietselemente AG,i = 1, 2,...,n zerlegt. 
Die Funktion soll im betrachteten Gebiet beschränkt sein. Dann läßt sich mit dem Infimum y; in 
AG; die Untersumme und mit dem Supremum T}; in AG; die Obersumme bilden. Verfeinert man 
die Unterteilung von G@, so ist für die meisten praktisch vorkommenden, z. B. für stetige Funktionen, 
für n > oo der Grenzwert der Folge der Untersummen gleich dem Grenzwert der Folge der Ober- 
n 
summen, Dernselben Grenzwert strebt auch jede Folge von Zwischensummen 5 f(&, ) AG, un- 
i=1 
abhängig von der Wahl der Zwischenstelle (&, 7:) in AG; zu. Diesen gemeinsamen Grenzwert definiert 
man als ein Gebietsintegral der Funktion z = f(x, y), erstreckt über das Gebiet @, und zwar als 
Doppelintegral, da zwei Integrationsveränderliche vorliegen. 


n 
a a Diaunde= lım #7 4A = lim 2 74% 
n>o i-=l 





Die Existenz eines solchen Doppelintegrals ist 
gesichert, wenn die Funktion z= f(z,y) in @ 
beschränkt und stück weise stetig ist. Die Funk- 
tion ist dann über @ integrierbar. 


Geometrische Deutung des Doppelinte- 
grals. Das einfache bestimmte Integral kann 
als Inhalt der Fläche unter einer Kurve auf- 
gefaßt werden. Entsprechend kann das Dop- 
pelintegral einer stetigen Funktion zweier 
Veränderlicher als Volumen unter einer Fläche 
z = f(x, y) gedeutet werden (Abb.), wenn 
z = f(x, y) in @ nur positive Werte annimmt. 
Die AGı sind Flächenelemente in der x-y- 
Ebene; aufgefaßt als Produkt der Differen- 
tiale haben sie in kartesischen Koordinaten 
die Größe dz dy, in Polarkoordinaten r dr dg. 
In jedem von ihnen nimmt die stetige Funk- 
tion einen kleinsten Wert y; = m; und einen 
größten Wert T; = M; wirklich an. 
Jedes Produkt m; 4@,; drückt das Volumen 
eines Zylinders mit AG, als Grund- und 
Deckfläche und der Höhe m; aus. Ent- 
sprechend bedeutet jedes Produkt M:4G; 
X das Volumen eines Zylinders mit gleicher 
Grund- und Deckfläche, aber der Höhe M.. 
Volumen unter der Fläche z = [(x, y) über @ Für das Volumen YV unter der Fläche 
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z = /(z, y) gilt dann 2 m AH<SV<=s 5 M; AG; es wird von stufenförmig abgegrenzten Zylinder- 
=1 i=1 

summen Airigsschlgaien, Bei weiterer Unterteilung wächst für n > die Folge der Unter- 

summen monoton und die der Obersummen nimmt monoton ab. Beide haben einen Grenz- 

wert, der denselben Wert haben muß, weil die Folge der Differenzen je einer Ober- und einer 

Untersumme eine Nullfolge ist. 


Bereehnung des Doppelintegrals. Ein Doppelintegral kann durch zwei nacheinander auszuführende 
Integrationen über je eine Integrationsveränderliche berechnet werden. Das Integrationsgebiet @ 
sei einfach berandet und habe mit dem achsenpar- 
allelen Rechteck a <x <as, bı <y<sbs die Punkte b Yıl&;j) (&,) b, 
Aı, Aa, Bı, Ba gemeinsam (Abb.). 

Die Punkte Aı, As zerlegen die Randkurve von @ 
in einen Teil AıBı As, der das Bild der Funktion 
y=yılz) ist, und in einen Teil AıB2A> als Bild 
der Funktion y = ya(®). Entsprechend zerlegen die 
Punkte Bı, Ba die Randkurve in die Teile BıAı Br 
mit @=xı(y) und BıAsBa mit = = @s(y). Bei 
festgehaltenem x = & sind yı(&:) und ys(&:) Anfangs- 
und Endwert eines Intervalls yı(&) <y< yaldı), 
über das die Funktion f(&,y) der einen Veränder- 
lichen y a werden kann. Der Wert von 





o(£ı) = 7 "I y) dy ist für feste Werte x = &; eine 
Yı(E 

‚ze, erh für verschiedene Werte dı Sx< as eine 

Funktion e(x) von x, die bei geeigneter Voraus- 

setzung über die Randkurve vom Bereich @ stetig 

ist. Sie ist deshalb über dem Intervall [aı, a2] integrierbar. Bei festgehaltenem y = n: ist analog 


Zerlegung der Berandung des Integrations- 
gebietes G 


72 i) 
das Integral y(n:) = ' i [(x,nı) dx eine Konstante, für verschiedene y-Werte aber eine stetige 
7, (m) 
Funktion y(y) von y 2% Intervall bı < y= ba und ist über diesem Intervall integrierbar. Es läßt 
sich zeigen, daß sich auf beiden Wegen, über die Funktionen (x) oder y(y), derselbe Wert für 
das Doppelintegral ergibt, Das entspricht der Anschauung, daß e(x) die Flächeninhalte von 
Schnitten parallel zur «-z-Ebene und y(y) die von Schnitten parallel zur y-z-Ebene desselben 
Körpers unter der Fläche /(x,y) = z darstellen, 


Sflenaa "(few au) a0 fe naz) au 


e=a, \yılz) y= 





Für eine in Polarkoordinaten x = r cosp, y = r sing gegebene Funktion #(r, 9) nimmt das Gebiets- 
element d@ dieFormd@=rdr dyan, wie sich aus der Funktionaldeterminante (vgl. Raumelement) 
ergibt, ® 





x öy 
ör Or c0Sp sing u 
öx öy —-rsing + rcosp 


IS or, * d@ = RL AL I e)rdrdp 
p r.(p) 





Beispiel 1: Für das Doppelintegral [ [(«+y)d@ sei @ das 
@ 


Gebiet zwischen den Geraden 2<=0; y=1 und cz +y=3 
(Abb.). 

In y-Riehtung bei jeweils festgehaltenem xz-Wert ist von der 
konstanten Grenze yı(&) = 1 bis zur variablen Grenze ya(x) = 3— x 
zu integrieren. 


Integrationsgebiet G@ zwi- 
schen den Geraden x =(, 
y=lund cs +y=3 


3= 213 E 1 1 
ve) = Set ylay=laytl], "=28-2)+58--(r+3)=4-2-32. 
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Diese Funktion p(x) wird nun in x-Richtung integriert. Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus 
x=3-—y für yı = 3 und ys = 1 zu aı = xı = 0 und as = x = 2. Der Wert des Integrals ist 


: 1 2 312 4 14 Er 14 
a 
[(e-2-32)a = 1-5 -5,-°-2-3-3: | [e+va@-3- 
0 Or; 


Beispiel 2: Das Integrationsgebiet @ für das Doppelintegral [ [xy d@ wird von den Kurven 
G 
(x — 1)? = 2y und y = 2 eingeschlossen, die sich in den Punkten Pı(—-1;2) und P;(3; 2) schnei- 
1 
den (Abb.). Der Rand von @ wird somit durch die Funktionen yı = 2 und ya = 3 (x — 1)? bzw. 


a En V2y beschrieben. 
Die Rechnung wird einfacher, wenn man zuerst in «-Richtung integriert. 


2 — 
— 2 2.932 °0 2 14V20 32 
2/2 [Yyray = 272 Bun Fr a aydedyarn 
0 0 5, 
0 1-V2Y 
Bei geänderter Reihenfolge lautet die Rechnung 


2 y?]2 
f aydy= 2) 





1 
Z(@-D8 zen? 
Integrationsgebiet @ Re Fa ee, SE a ee 
zwischen den Kurven 32 Fe = gu trzei=7®8 er bg + 57 v(%), 
(—- 1? = ri und ä ©5 324 28 152213 32 
fin [rt dr - "ur Be Al g! 


Beispiel 3: Über der durch die Gleichung —, ne Br 1 gegebenen Ellipse der x-y-Ebene steht 


ein gerader Zylinder. Er wird durch die Ebene z= flx,y) =mxz-+ ny + c schief abgeschnitten; 
c soll so groß sein, daß die Ebene z = f(x, y) die x-y-Ebene außerhalb der Ellipse schneidet. 

Das Volumen dieses Zylinders ergibt sich als 
Wert des Gebietsintegrals [ [(m&+ny-+c)dd@, 


wobei das Gebiet @ durch die Ellipse 
y-+ > ara 
gegeben ist. Es gilt dann: 
7° [+2 Vor-at 


‚= n S (ms+ny-+e)dy|dzx 
-(4d - Vai-2 
+a b 
> + he 
= mey+ —— +cy im = 
a - Yar=ai 


-[: 2” (ma +) =aide 
at [near + hy — 22de|. 


Das erste Integral mit dem Faktor m hat den 
Wert 0; z.B. kann die unbestimmte Integration 
mit Hilfe der Substitution @ — #?=z, —2rdz 
— dz ausgeführt werden, entsprechend führt 
x=asinz, de=acoszdz beim zweiten Integral 





1 
zu dem Wert 5 a?c rn. Für das Volumen V er- 


Schief abgeschnittener elliptischer Zylinder hält man danach V=aben. 


+V2y+1 a2 +V2v+1 1 2) 1 
ei ayda=|y| _ 3,24 +’ -5,(1-V2y)’= 212%; 
-V2y+1 -V2y+1 


a 
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Mehrfaehe Integrale. Entsprechend der Einführung des zweifachen Gebietsintegrals einer Funktion 
von zwei Veränderlichen gelangt man bei Funktionen von drei oder mehr Veränderlichen zu drei- 
faehen oder mehrfachen Gebietsintegralen. Betrachtet man im dreidimensionalen Definitionsbereieh 
einer Funktion von drei Veränderlichen ein Teilgebiet R wur denkt es sich in Bebimsalamiente AR 


zerlegt, so kann en auch hier wieder Untersummen £ 9 AR:;:, Obersummen 3 @G: AR, und 
Zwischensummen ei fl&i, n, &) ARı bilden. Dabei sind dr das Infimum, G@; das ren der 


Funktion und / (&u ü &;) irgendein Zwischenwert in ARı. Beschränktheit der Funktion wird wieder 
vorausgesetzt. Falls die Folge der Untersummen und die Folge der Obersummen für n > © und 
AR; — 0 gegen den gleichen Limes konvergieren, hat auch jede Zwischensumme diesen gemein- 
samen Grenzwert, den man als das über das Gebiet R erstreckte dreifache Integral der Funktion 
f(z, y, z) definiert. 


dreifaches Integral I f@,y,2)dR = rt 77 AR; Sn. ä Gi AR, 


Während das Integrationsgebiet noch geometrisch als Raumteil gedeutet werden kann, ist eine 
geometrische Veranschaulichung des dreifachen Integrals selbst nicht mehr möglich. Mechanisch 
ließe es sich deuten als Masse, wenn f(x, y, z) die Verteilung der Dichte im Raumteil R angibt. Für 
analog definierte mehrfache Integrale von Funktionen von mehr als drei Veränderlichen kann schon 
das Integrationsgebiet nicht mehr geometrisch veranschaulicht werden. Auch die mehrfachen Inte- 
gralekönnen durch eine entsprechende 
Anzahl nacheinander auszuführender 
Integrationen über jeeine Integrations- 
veränderliche berechnet werden. 

Die Integrationsgrenzen hängen von der Gestalt der Randfläche von R ab. 








Transformation mehrfacher Integrale. In vielen Fällen ist es zweckmäßiger, den Raum R nicht 
auf rechtwinklige kartesische Koordinaten zu beziehen, sondern auf ein anderes Koordinaten- 
system. Am gebräuchlichsten sind Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten, am allgemeinsten 
krummlinige Koordinaten. 


Raumelement 
a in Zylinder-, 
b in Kugelkoordinaten Q 





Anschaulich zeigt die Abbildung das Raumelement AR für Zylinder- und für Kugelkoordinaten. 
Zur Herleitung seiner Größe wird auf einen Satz zurückgegriffen, 


der davon ausgeht, daß die alten Veränderlichen z, y, z mit neuen oz öy © 
Koordinaten u, v, w durch eineindeutige, differenzierbare Funk- ou su u 
tionen verknüpft sind, X =x(u, v,w), y=y(u,v,w), z=z(u,v, w), = öx 0y 0 
die stetige partielle Ableitungen haben. Wenn nebenstehende Diu,v,w)=| — — — 
Funktionaldeterminante D(uw, v, w) nicht identisch verschwindet, a a 
geht die Funktion /(z, Yı 2) in eine Funktion F(w,v, w) überund ; 00 0 02 
das Raumelement dRin |D|jdudvdw. | w dw ow 


Für Zylinderkoordinaten <= rcosp, y=rsing, z=2z und für 
Kugelkoordinaten x = rsin® cosp, y= rsin® sing, z=r cos# erhält man danach die Determinanten 
27, und De: 








COS sing 0 sin® cos sind sing cos® 
D:.= | -rsing +rcosp 0 |; D«= | r cosd cosp rcos®sing -—rsin® 
0 0 1 —-rsin®sine rsind cosp 0 


d.h,D,=r und D; = r?sin®, also geht dR über inrdrdedz bzw. in r?sin®drddde. 
31 Mathematik 
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KUBATUR 
Das Volumen V eines Körpers läßt sich mit Hilfe der Integralrechnung auf verschiedene Weise 
berechnen ; z.B. durch ein dreifaches Integral über das Raumelement [[ffdAR=V, indem angenommen 


wird, daß die Funktion f(x, y,z), die man sich physikalisch als Diehtefunktion veranschaulichen 
kann, in jedem Raumpunkt den Wert 1 hat. Die Umrandung des Volumens drückt sich in den 
Integrationsgrenzen aus. Durch das Doppelintegral ff f{x,y) dxdy wird der Raum unter der 


Fläche z = f(x, y) berechnet. Die Funktion z = f(z, y) gibt für jeden Punkt (x; y) der x-y-Ebene 
die Größe der Koordinate für die dritte Dimension an. Entsprechend dem unter Quadratur an- 
gewendeten Verfahren läßt sich auch das Volumen eines Körpers mit eiförmig oder ähnlich ge- 
krümmter Oberfläche als Differenz zweier Doppelintegrale mit geeigneten Funktionen g(x, y) und 
h(z,y) berechnen. Rechnerisch am einfachsten und besonders für Rotationskörper geeignet ist die 
Berechnung aus der Querschnittsfläche g (x). 

Volumenbereehnung aus der Quersehnittsfläehe. Der Körper möge auf ein kartesisches x-y-z-Koordi- 
natensystem bezogen sein und zwischen zwei zur x-Achse senkrechten Ebenen z=eaunde=b 
liegen. Alle Ebenen senkrecht zur x-Achse 
mögen ihn in Schnittfiguren schneiden, 
deren Fläche g(x) eine bekannte, stetige 
Funktion der x-Werte ist. Dann kann 
man sich den Körper aus Scheiben der 
Dicken Ax,;, zusammengesetzt denken 
(Abb.). In jeder Schicht gibt es eine 
kleinste Querschnittsfläche g;: und eine 
größte Q;, und das Volumen V; der ö-ten 
Schicht liegt zwischen dem eines Zylin- 
ders der Grundflächeg; und der Höhe Az: 
und dem eines Zylinders der Grund- 
fläche Q;. Analog zur Berechnung des 
Flächeninhalts ergeben sich für das Ge- 
samtvolumen V eine Untersumme v(n) 
und eine Obersumme FV (n) 


n N 
v(n)= I mAmSVS LT Aus =V(n), 
i=1 i=1 


die bei wachsendem n gegen denselben 
Grenzwert konvergieren. Danach läßt 
sich das Volumen V als bestimmtes 
Integral darstellen. 


a — 


Das Cavalierische Prinzip. Existiert eine zweite Querschnittsfunktion 9 (x) im Intervall [a, b], die 
für jeden Abszissenwert x denselben Wert hat wie g(x), g(&) =g (x), so sind die Volumina V und 
V einander gleich. Das ist der Inhalt des Prinzips, das Francesco Bonaventura CAVALIERI(1598 bis 
1647) schon formulierte, ehe die Methoden der Integralrechnung entwickelt waren. 





Zur Kubatur eines Körpers 


Zwei Körper haben gleiches Volumen, wenn sie in gleichen Abständen von einer festen Ebene flächen- 
gleiche Querschnitte haben. Ä 


Volumen eines Rotationskörpers. Die Oberfläche eines Rotationskörpers entsteht, wenn die Kurve 
einer Funktion y = /(x) bzw. ihrer inversen Funktion x = y(y) um die x-Achse bzw. um die 
y-Achse rotiert. Die Kugel entsteht durch Rotation eines Kreises um eine der beiden Achsen; 


rotiert dagegen eine Ellipse, so 
Rotationsachse | Querschnittsfläche Volumen 


hängt die Form des entstehen- 
den Rotationsellipsoids von der | 
x 
a) = ala? | Ve= a Strada 
2ı 
Ya 
y-Achso a) = ale) „= r/ [ey dy 
Yı 









Rotationsachse ab. Im allgemei- 
nen begrenztman den Rotations- 
körper durch zwei Schnitte senk- 
recht zur Rotationsachse. 

Wird ein Körper durch Rotation 
einer Fläche beschrieben, die von 
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Stücken verschiedener Kurven begrenzt ist, so berechnet man am besten die Einzelvolumina und 
summiert dann. Gegebenenfalls kann man aber auch entsprechend der Berechnung einer Fläche 
zwischen zwei Kurven die Differenz der Quadrate zweier geeigneter Funktionen integrieren 


2 [wer _ [ha)le} de. 


Beispiel 1: Die Kurve der Funktion y = f(x) = = rotiert zwischen den Grenzen zı = 0 und 
x = 12 a) um die x-Achse, b) um 
die y-Achse. Für das Volumen der 
beschriebenen Rotationskörper er- 
hält man (Abb.): Ss 


a) Vz= "Ser d2= al 1o96 1 


0 
192 
_ 102 120,6. 
b) Wegen z=o(y) = 6 Yy und 
yı = f(0) = 0, ya = f(12) = 4 ergibt 
Sich 


= af Try) dy = nf 36, dy 


= 288 x » 904,8. 


Beispiel 2: Ein Faß wird durch eine zwischen zwei Grenzen um die x-Achse rotierende Parabel 
= ax? + c beschrieben. Die Länge des Fasses beträgt 1m. Die Durchmesser beider Boden- 
flächen betragen je 60 cm, der größte Durchmesser 80 cm (Abb.). 
Die Konstanten der Parabelgleichung und die Integrationsgrenzen ergeben sich aus den Maßen 
der Zeichnung: 
92 


Ber 4; = —5, x = 5. Dann gilt für den Rauminhalt 


5 5 
+ 80° x4 8x? 
V: = (5-5 — + 16) de = 2 | (5 - 25 En 16) dx» 425,2. 
-5 1) 


Das Faß kann 425,2 I! aufnehmen. 





Rotation um die x-Achse und um die y-Achse 





Faß als Rotationsparaboloid Parabolischer Kugelring 


Beispiel 3: Die Parabel y® = 2px schneide den Kreis y?2 = r? — (x — c)? in den Punkten mit 
den Abszissen xı und zz (Abb.). 

Bei Rotation um die x-Achse beschreibt die in der Abbildung blaue Fläche einen parabolischen 
Kugelring mit der Höhe h = x — zı. 

Zur Berechnung seines Volumens macht man den Ansatz 


V, = x %pade nf Ir —- (7 — c)?]de = er —- r? + (2 — c)?] de. 
Da der Integrand den Stellen = und &s verschwindet Eee den Koeffizienten 1 hat, kann man 
2px -r? + (x — ce)? = (x — zı) (© — 2a) setzen. Damit wird V.=n Pl — xı) (© — za) de, und 
die Substitution z — zı = t liefert , = a [th-ti)di= She. z 
Das Ergebnis ist das gleiche wie für den zylindrischen Kugelring. 


31* 
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Beispiel 4: Der Hohlraum eines Zylinders aus Stahl wird durch Rotation der Kurve Y — 2-1 
U 
um die y-Achse beschrieben. Sein Volumen ergibt sich mit Hilfe der Formel V, = nr fx dy. Die 
Y 
Integrationsgrenzen ergeben sich aus den in der Abbildung eingetragenen Maßen zu yı = lund 
Yy2 = 10. 


Die Funktionsgleichung wird nach x aufgelöst und 
quadriert. Es ergibt sich 


1 
=, (n2y+2lny +1). 
Damit erhält man das gesuchte Volumen 


10 n 10 
ar a u lv Inty + „|. 
ı 48,73. 


REKTIFIKATION UND KOMPLANATION 


Unter Rektifikation versteht man die Berechnung der 
Länge eines Kurvenstücks, unter Komplanation die 
von Oberflächen, z.B. die Berechnung der Mantel- 
fläche eines Rotationskörpers. 


Bogenlänge. Jedem Wanderer, Radfahrer oder Kraft- 
fahrer ist es selbstverständlich, daß sich sein Weg 
zwischen zwei Orten auch auf noch so kurven- 
reicher Straße als Länge in Metern oder Kilometern 





Rotation um die y-Achse Bogenlänge einer ebenen Kurve 


angeben läßt. Auch längs jeder ebenen oder räumlichen Kurve kann man sich einen dünnen, 
nicht dehnbaren Faden gelegt denken, dessen Länge ein Maß für die Länge des Kurvenstücks ist. 
Zur Präzisierung dieser Vorstellungen denkt man sich das Bogenstück durch (n + 1) Pünkte P%, 
... Pa in n Stücke geteilt, ersetzt also das Kurvenstück durch einen Polygonzug, der sich der 
Kurve um so besser anpaßt, je größer n ist. Sind (z:; y:) die Koordinaten der Teilpunkte P,;,i = 0, 


1, 2,...,n, so wird die Sehne s: = P:_ı Pı nach dem pythagoreischen Lehrsatz bestimmt durch 


A 2 
3 = (42)? + (Ay)? = Ass l/ 1 + (3) ‚» und als Länge des Polygonzugs ergibt sich 


n A 2 

=), ) 1+ (*) Ax;. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es im Intervall 
i=1 5 A 

%ı-ı Sz S xı eine Stelle &,, für die der Differentialquotient f’(&) dem Differenzenquotienten gr 


gleich ist, so daß gilt s = Axı /1 + [/’(&)]?. Zu jeder Teilung des Gesamtintervalls von x = a 


in rechtwinkligen Koordinaten 


Bogenlänge | in Parameterdarstellung 


in Polarkoordinaten 
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bis &n = b erhält man einen Polygonzug der Länge s„. Verfeinert man die Teilung so, daß die An- 
zahl n der Teilintervalle über jede endliche Zahl wächst und zugleich das größte Teilintervall Az; 
gegen Null geht, so kann die Folge der Polygonzuglängen s„ einen Grenzwert haben, den man dann 
als Bogenlänge s des Kurvenstücks bezeichnet. Die Kurve heißt in diesem Intervall rektifizierbar. 
Die Bogenlänge ist danach als Integral definiert. 

Unter der Wurzel steht das Quadrat der Ableitung der Funktion y = f(x). Daraus folgt für die 
Rektifizierbarkeit der Kurve die Forderung nach wenigstens stückweise stetiger Ableitung der 
Funktion. Von der Kurve sagt man dann auch, sie sei stückweise glatt. 


Bogenelement. Bei fester unterer Grenze und variabler oberer Grenze ist die Bogenlänge eine 
T 

Funktion der oberen Grenze, s(x«) = [1 + y’?®dx. Das Diffe- 
a 


rential ds dieser Funktion wird auch als Bogendifferential oder 
Bogenelement der Kurve bezeichnet. Die Bogenlänge läßt sich 
danach als bestimmtes Integral des Bogenelements auffassen. 





Bogenelement | ds = 


Beispiel 1: Für den Kreisumfang ergibt sich 
R% 
— Vr2 — 22; '—_ ee 
Y Y Ina 


2 r 1 
EA ER | 
0 0 


dz 


= 











Bogenelement 


= 4r [aresinz] | — 


Beispiel 2: Aus der Parameterdarstellung der gespitzten Zykloide = a(t - sint), 
y= a(l — cost) ergeben sich die Ableitungen & = a(l — cost), y = a sint und das Bogenelement 


ds = V#2 + y?: dt = Ya!(l — cost)? +a?sintidt= a V1 — 2cost + cos?t + sin?i di 
z 


3 )/ t 
— ay2- 1—- costdt=aY2 2sin—dt=2asin, 


di. Daraus erhält man die Bogenlänge 


2n 2n 2 12® 
s=/[ VYa?+ 2 dt= 2a [ sinn di=—4a [eos3 |, = 8a. Ein voller Bogen der gespitzten Zykloide 
0 0 


hat die vierfache Länge vom Durchmesser des abrollenden Kreises. 


Komplanation. Sind Pı und P„ zwei zu xı = a und z„ = b gehörende Punkte der Kurve y = f(x), 
so beschreibt das zwischen den beiden Punkten liegende Kurvenstück bei Rotation um die z-Achse 
den Mantel eines Rotationskörpers. Denkt man sich wie bei der Herleitung der Bogenlänge das 
Kurvenstück durch einen Polygonzug von (rn — 1) Sehnen ersetzt, so beschreibt dieser Polygonzug 
bei der Rotation eine Summe von Kegelstumpfmänteln. Aus der Formel für die Mantelfläche eines 
Kegelstumpfes [x s(rı + ra)] ergibt sich 


Mix, = # er) + Ian] MaRR FA = allen) +ler)]42, 1 + (=) 


Axy 





Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es einen Zwischenwert £&, im Intervall 
4yy 
Ax, 





(2,_1, %,), für den der Differentialquotient f’(€£,) dem Differenzenquotienten gleich ist. Für die 


Summe der Kegelstumpfmäntel erhält man dann 


n-1l 
Mk=n 2 Ua) + f(arı)] VL + I’ (&,)PAz,. 


Eine Verfeinerung der Einteilung des Intervalls « < x s b hat eine bessere Annäherung der Summe 
der Kegelstumpfmäntel an den Mantel des Rotationskörpers zur Folge. Der Grenzübergang 
n > ©, max Ar, > 0 führt schließlich bei Rektifizierbarkeit der Kurve auch zu einem eindeutigen 
Grenzwert für die Folge der Summen der Kegelstumpfmäntel und damit zu einem bestimmten 
Integral. 

Der Faktor 2 ergibt sich daraus, b 
daß beim Grenzübergang sowohl | Mantel eines Rotationskörpess | M=2r/f yYı-+y?de 
f(z,) als auch /(x,;ı) zu f(x) wer- a 

den. Unter Verwendung des Bogen- 





8 
elements erhält man auch M = 2 [ y ds, 
8, 
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Beispiel: Es sollen die Formeln für die Kugeloberfläche, die Kugelkappe und die Kugelzone 
hergeleitet werden! — 


y-l\r-2;1+y2- 


er r .. 
Kugeloberfläche 0 = Aus Vr? — x? Ira dr = ai ar = [4rr #1, = 4ar, 


y2 


2 _ 22’ 





r 
KugelkappeM = 2 nr [de = [2rra], = 2rr(r—-—&)=2rarhmith=er-!. 
& 


€ 
. Kugelzone Mz = Iar [de = [Zar], = 2rnr(& —-$)=2rrhmtih=&- 8. 
1 


1 


KURVENINTEGRAL UND OBERFLÄCHENINTEGRAL 


Kurven- oder Linienintegrale. Um physikalische und technische Begriffe, wie Arbeit, Potential 
u. a., mathematisch zu erfassen, ist es zweckmäßig, den ursprünglichen Integralbegriff in folgender 
Weise zu verallgemeinern: Betrachtet man Grenzwerte von Summen, deren Summanden noch in 
gewisser Weise von einer Kurve, von einem Integrationsweg abhängen, so gelangt man zum Begriff 
des Kurven- oder Linienintegrals. 

Im dreidimensionalen Raum sei eine glatte Kurve C in Parameterdarstellung gegeben durch die 
Funktionen x = x(s),y = y(s) und z = z(s), die dann stetige erste Ableitungen haben. Als Para- 
meter kann man etwa die Bogenlänge s wählen. Weiter sei auf dem Bogenstück AB der Kurve, 
das zu den Parameterwerten des Intervalls oı < s< os gehöre, eine stetige Ortsfunktion f(x, y, z) 
definiert, die jedem Punkt P;(x:; y:;2:) der Kurve C', der zu einem Parameterwert s: aus dem 
Intervall [oı, og] gehört, einen Wert f(z:, Y:, 2:) zuordnet und wegen /(z,y,2) = f[x(s), 4(s), z(8)] 
ebenfalls eine Funktion des Parameters ist. 

Teilt man nun das Bogenstück AB durch (n — 1) beliebige Teilpunkte in n Teilbogenstücke oder, 
was auf dasselbe hinausläuft, das Intervall [oı, 02] in n Teilintervalle As: @ = 1, 2,..., n) und bildet 


N 
die Summen 5 fl[xz(s:), y(s:), z(s:)] As:, wobei s; irgendeinen Parameterwert aus dem :-ten Teil- 
‘el 


intervall As; bedeutet, so erhält man eine Folge von Summen. Existiert der Grenzwert dieser Folge 
für den Fall, daß die Länge des größten Teilintervalls gegen Null, die Anzahl n der Teilintervalle 
gegen unendlich konvergiert, und ist er unabhängig von der Art der Zerlegung und von der Wahl 
der s;, so bezeichnet man ihn als das über die Kurve C von A bis B erstreckte Kurvenintegral der 
Funktion f(x, %, 2). 


rt 






Ess ee az _ } > y 
ven? oral ' } rt; 


\ N, . TR y7 pr 
IT. >.) VA . | 18; 
Kal si Y\ Si), AlSı)) Ai 


u 


Die Berechnung des Kurvenintegrals wird auf die Berechnung eines bestimmten Integrals zurück- 
geführt. Ist nämlich x = x{t), y = y(t), z = z(t) eine beliebige Parameterdarstellung der Kurve C 
(dem Bogenstück AB entspreche das Intervall o sis tı), so gilt wegen 


ds 75 : ; 
4 RW’ ryW’r+ 2W®: 


u 


Sind P(z,y,2), Q(x,y,z) und R(x,y,z) längs © Ortsfunktionen, so kann man in analoger Weise 
die Kurvenintegrale 
Du Yy,2) de; je y,2) dy; Ed y,z) dz 


n 

definieren; z.B. das erstgenannte als Grenzwert der Folge der Summen % Pf[«:(s), yı(8), z:(s)] Ax:, 
i=1 

wobei 4x; die Projektion des i-ten Teilbogenstückes der Kurve auf die x-Achse ist. 

Faßt man diese drei Integrale zusammen, so erhält man das Kurvenintegral allgemeiner Art 


S IP(&, y,2) de + Q(&,y,2)dy+ R(®,y, 2) dz]. 


Besonders einfach gestaltet sich die Berechnung eines solchen Integrals im zweidimensionalen 
Fall. Es gilt dafür der Satz: 
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Ist P (x, y) de+ Q (x, ») dy das vollständige Differential dF (x, y) einer Funktion F (x, oh © 
era atlons- 


ist der Wert des Kurvenintegrals ; IP@ 9» ee , . (e 223 SB = abi 


wege und hängt nur noch von den en, ah. in 





Denn es ist jre y)dz + Q(z,y) dy]= Jar, Y) = Arlzt), y(t)]= F[e(tı), y(tı)] - FIx(to), 4(to)] 


= flgi, En — F[xo, yo] nur von den Senass ehhängie. 
Gleichbedeutend damit ist, daß das Kurvenintegral Ä (P dx + Q dy)übereinegeschlossene Kurve © 


eines einfach zusammenhängenden Bereiches Null ist. 
Der folgende, hier ohne Beweis angegebene Satz gibt Aufschluß darüber, wie man erkennt, ob Pdx 
+ Q dy ein vollständiges Differential ist oder nicht. 


Notwendig und unter gewissen Bedingungen auch hinreiehend dafür, daß der Ausdruck 

P(x,y) de + Q@ (x,y)dy das vollständige Diiferential einer HENEN: F 6er Yy) An, ist Bi: 
OP | => 

Integrabilitätsbedingung — Er : 2. . a = = = a ® 3 en 


Im Hauptabschnitt Gewöhnliche Differentialgleichungen nu 
wird gezeigt, daß man, wenn Pdxz+Qdy kein voll- Integrabilitätsbed Ingung: 
ständiges Differential ist, stets einen integrierenden A = 
Faktor «(z, y) so finden kann, daß das Produkt ’ 
ul, y) (Pdz + Qdy) = dF(z, y) zu einem vollständigen Differential wird. 


Beispiel: Um das Integral [(edx-+ ydy) längs der Parabel y = x? zwischen den Punkten 
C 





A(0; 0) und B(2; 4) zu berechnen, nimmt man x selbst als Parameter. Dann ist dy= 2x dx, und 
man erhält 


2 2 2 2412 
S(edz+ydy) = [(ede +22: 2xde) = [ («+ 22°) de = 5+5 ie (15 
C 0 2 0 0 
ö ö 
Da die Integrabilitätsbedingung ae . erfüllt ist, ist das Integral unabhängig vom Integra- 
tionsweg. Integriert man etwa längs der Kurve y = 4sin — zwischen A(0;0) und B(2; 4), so 


+ 
erhält man dasselbe Ergebnis. 


Oberflächenintegral. Zu diesem Integral führt im dreidimensionalen x-y-z-Raum eine Verallgemeine- 
rung des Gebietsintegrals über einem ebenen z-y- -Bereich. Man denkt sich an Stelle des ebenen 
Gebietes @ eine beliebige gekrümmte Fläche F im Raum und in den Punkten dieser Fläche eine 
glatte Funktion F(z, y, 2) definiert. Kann man die Fläche F in n Teile A F, zerlegen, so ergibt sich 


wiederum eine Summe & F(x:, yi,2:) AF;, deren Grenzwert [falls er existiert und von der Wahl 


der Zwischenstelle (x:;, or ) unabhängig ist] als das über die Fläche F erstreckte Oberflächen- 
integral definiert wird. 





Auch die Oberflächenintegrale werden wie die Kurvenintegrale zweckmäßiger in vektorieller 
Darstellung behandelt. 


ANWENDUNGEN AUS DER MECHANIK 


Überall dort, wo der Grenzwert einer Folge von Summen zu bilden ist, wird man auf den Begriff 
des bestimmten Integrals geführt, z. B. bei der Behandlung des Flächeninhaltsproblems. In ana- 
loger Weise erfaßt man zahlreiche Begriffe physikalischen Inhalts mit Hilfe des bestimmten Integrals. 
Der mit dem Differential multiplizierte Integrand hat dabei oft eine unmittelbare physikalische 
Bedeutung; sieht man jede auftretende Funktion als Parameterdarstellung und die Zeit it als Para- 
meter an, so bedeutet dieses Produkt den augenblicklichen Zuwachs der zu bestimmenden Größe, 
ihr Differential. Gerade in physikalischen Problemen wird häufig der Differentialansatz unmittel- 
bar aus den physikalischen Gegebenheiten entwickelt und dann das Integral als Umkehrung der 
Differentiation gewonnen. 


Arbeit. Eine Kraft vom konstanten Betrag F leistet längs eines geraden Weges s die Arbeit W 
= Fs cos«, wenn die Kraft unter dem konstanten Winkel « gegen die Wegrichtung wirkt. Ist die 
Kraft F eine Funktion des Weges s, d.h. nach Betrag f(s) und Winkel «(s) veränderlich, so gilt 
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für die Kraftkomponente in Wegrichtung F = fcos«. Ihre Richtung ist die der Tangente an die 
den Weg darstellende Kurve. Um die von der Kraft F(s) längs des Weges von sı bis sa verrichtete 
Arbeit zu berechnen, wird der betrachtete Weg in kleine Wegelemente As zerlegt. Für ein Weg- 
element As ergibt sich dann die Arbeit AW = F(s) As. Nimmt man für F(s) einmal die jeweils 


kleinste tangentiale Kraftkomponente F(s), zum andern die größte F(s) längs jedes Wegelements 


S2 
und summiert über alle Wegelemente von sı bis sa, so erhält man eine Untersumme W = % F(s) As 





N s=8 
und eine Obersumme W = z F(s) As für die Arbeit. Der Grenzübergang liefert dann - Integrier- 
s=8 
barkeit der Funktion !=F (s) vorausgesetzt — die Gesamtarbeit von sı bis s2 als gemeinsamen 
Grenzwert der Folgen der Unter- und 
Obersummen und damit als bestimmtes 
Integral. Arbeitsintegral | W = lim B F(s) As = F F(s) ds 
Die Maßzahl des Flächeninhalis der ds>0 s=5ı 
Fläche unter der Kurve F = F(s) ergibt 
sich damit gleichzeitig als Maß für die Arbeit. In der Praxis ermittelt man so die von einer 
Kraftmaschine verrichtete Arbeit durch Aufzeichnung eines Indikatordiagramms (Abb.). 
In Anlehnung an den Begriff des Differentials kann man für die 
längs eines Wegelements ds verrichtete Arbeit auch den Diffe- 
rentialsatz dW = F(s) ds bilden. Für die Gesamtarbeit ergibt 
die Integration W= [dW = [F(s)ds. Im konkreten Falle sind 
noch die Integrationsgrenzen einzusetzen. 


Die Arbeit ist das Wegintegral der Kraft. 


In vektorieller Schreibweise gilt W = [ %  d3; hierbei ist % die 
gesamte wirkende Kraft nach Richtung und Betrag und d3 das 
vektorielle Bogenelement. 





Arbeits- bzw. Indikatordiagramm Beispiel 1: Welche Arbeit muß zur Dehnung einer Spiralfeder 
einer Dampfmaschine um 2 Längeneinheiten verrichtet werden, wenn die Kraft in 
Richtung der Spiralfeder wirkt ?— u Dals En gilt 


F = De. Für die aufgewendete Arbeit ergibt sichW = /Fdx =D J zde= =D 12. 


Beispiel 2: Um einen Körper der Masse m von der Geschwindigkeit v, auf die ee 
dv 


di 





v3 zu beschleunigen, muß die Arbeit W aufgewendet werden ; wenn man setzt = m-b=m- 
mit b als en ergibt sich 


W= Sras- mg; gie = m fvdu= (u - 912). 


Die BeschleunrunRusbet stellt I Zuwachs an Kinstischer Energie dar. 


Statisches Moment. Unter dem statischen Moment M eines Massepunktes bezüglich einer Achse 
versteht man das Produkt aus dem Abstand / des Massepunktes von der Achse und aus der Masse m. 


statisches Moment einer kontinuierlich verteilten Masse | M = Sidm=e/[!dV 
m % 


Für das statische Moment dM eines Masseelements dm einer 
kontinuierlich verteilten Masse erhält man den Differential- 
ansatz dM = I: dm. Die Integration liefert dann das stati- 
sche Moment für die Gesamtmasse. Ist o die konstante Dichte 
und d YV das Volumen eines Masseelements, so gilt Am =odV. 
Um die statischen Momente der Fläche unter einer Kurve 
—= f(x) bezüglich der Achsen des Koordinatensystems zu 
berechnen, geht man vom statischen Moment einer konti- 
nuierlich verteilten Masse aus und erteilt der Dichte oe und 
der Dicked der flächenhaft verteilten Masse den Wert 1(Abb.). 
Zur Bestimmung des statischen Moments der Fläche unter 
einer Kurve y= f(x) bezüglich der y-Achse zerlegt man die 
Fläche in Streifen der Breite Ax = dr. Nach dem Mittel- 
Ax=dx wertsatz der Integralrechnung stellt f(#) dx bei geeignetem 
Zum statischen Moment einer Fläche Zwischenwert & die Streifenfläche dar. Mit den Festsetzun- 
gen o&£ 1 und dZ21 ist dann das statische Moment eines 

jeden Streifens gleich AM = £E /(&) dx. Die Integration liefert das statische Moment der Fläche. 
Um das statische Moment der betrachteten Fläche in bezug auf die x-Achse zu bestimmen, denkt 
man sich jeden der oben betrachteten Streifen noch in Streifenelemente von der Breite Ay = dy 
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zerlegt. Für ein solches Streifenelement ist dann das statische Moment durch dM = ndydx 
angegeben. Integration in y-Richtung liefert für jeden ganzen Streifen das statische Moment dM 





statisches Moment der Fläche unter der Kurve y = f(x) 
zwischen a und b bezüglich der y-Achse 


statisches Moment einer Fläche unter der Kurve y = /(x) 
zwischen a und 5 bezüglich der x-Achse 





In entsprechender Weise kann man aus dem statischen Moment einer kontinuierlich verteilten 
Masse das statische Moment eines homogenen ebenen Kurvenstücks (oe <> 1) herleiten; man erhält 


b b 
auf die x-Achse bezogen M; = fyV1l + y’®dx und auf die y-Achse bezogen M, = [zJ1+ y’ da. 
a 


a 
Als statisches Moment M eines um die x-Achse rotierenden homogenen 
Rotationskörpers (ge Z> 1), bezogen auf die zur x-Achse senkrechte Ebene b 
b = n[zy? de 
durch den Ursprung des Koordinatensystems, ergibt sichM = rn [x y? da. a 
a 


Sehwerpunkt.JederKörper kannals 
ein System von Massepunkten auf- Koordinaten (&.; y:) des Schwerpunkts 
gefaßt werden. Dabei gibt es stets a) eines ag ebenen er 

einen Punkt, in dem man sich die 
Gesamtmasse des Körpers vereinigt zyı rdze yı 2 da 
denken kann — den Massemittel- My _ S . 5 : *Y 
punkt bzw. den Schwerpunkt. Das 3 ei = er 
statische Moment einer kontinuier- en V l+y?dx 
lich verteilten Masse ist gleich dem [77 

statischen Moment des Schwer- 
punkts, bezogen auf die gleiche b) einer homogenen Fläche unter der Kurve y = f(x): 


Achse, M= [fIldr = lm. b 
m Szydzx 
Daraus ergeben sich unter Ver- vy a4 


X = 


wendung der entsprechenden sta- ey 
tischen Momente die Koordinaten 
des Schwerpunkts für ein homoge- 
nes ebenes Kurvenstück sowie für x 2 ; 
eine homogene Fläche unter der c) eines homogenen Rotationskörpers mit der x-Achse als 
Kurve y=f(z) und für einen Rotationsachse: 


homogenen Rotationskörper: 


Mean Men _ Me 
= E und y = - BW— 


M; M 
und % = m bzw.s;, = Tv’ 


Für den homogenen Rotationskörper wird die x-Achse als Rotationsachse angenommen; auf ihr 
liegt dann auch der Schwerpunkt, d.h. 4, = 3 = 0. 





Beispiel: Es sollen die Koordinaten des Schwerpunkts der Fläche unter der Kurve y = /(«) 


= cost zwischen 0 und < & berechnet werden! — \ 
r/2 


Für die SE gilt F= [cosedz = 1. Das Integral 7. x cosz dx ergibt den Wert — 1; das 


Integral sn eat dx den Wort % ‚beide nach partieller rgiakien, Mit den Formeln für die Ko- 
ordinaten des Schwerpunkts einer Fläche erhält man schließlich x; = 5 — lundy, = ei 
Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die @uldinschen Regeln herleiten. Die m Fläche eines 
Rotationskörpers bei Rotation um die x-Achse hat das statische Moment M; = 5/ y®: dx und die 
We nnle ve En Daraus folgt für das Volumen des Een die Beziehung 
V, = [vide - 2n- an 2nM; = 2nyF. 
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_ Quldinsche Regel für das Volumen eines Rotationskörpers: Das Volumen eines Fee 
ist gleich dem Produkt aus der erzeugenden Fläche und dem Weg ihres Schwerpunkts. 


Das erzeugende Kurvenstück der Mantelfläche eines Rotationskörpers bei Rotation um die x-Achse 
b 
hat das statische Moment M; = [ yYl-+ y’? dx und die Schwerpunktsordinate y; = Si . Daraus 
a b gi 
folgt für dieMantelfläche des Rotationskörpers die Beziehung O,=2n[ yYl-+y’?dz= 27 M;= 2nyss. 
a 


Guldinsche Regel für die Mantelfläche eines Rotationskörpers: Die Mantelfläche eines Rotations- 
körpers ist gleich dem Produkt aus der Pange des erzeugenden Kurvenstücks und dem Weg seines 
Schwerpunkts. 


Trägheitsmoment. Die kinetische Energie W eines Körpers der Masse M und der Geschwindigkeit v 


92 
beträgt W = 2 M. Dreht sich ein starrer Körper um eine feste Achse A, so haben seine verschie- 


denen Masseteilchen verschiedene Geschwindigkeiten. Bezeichnet ® die konstante Winkelgeschwin- 
digkeit des Körpers, x den Abstand des Masseteilchens dm von der Drehachse, so hat dieses Teilchen 


1 
die Geschwindigkeit v = x», und die kinetische Energie ist dW = 3 x? w® dm. Die kinetische 
2 
Energie des gesamten Körpers ergibt sich dann durch Integration zuW = 5 f x? dm, wobei über 





alle Masseteilchen zu integrieren ist. Vergleicht man die 
beiden für die kinetische Energie aufgestellten Formeln 
miteinander, so bemerkt man, daß an die Stelle der Masse M 
das Integral f x? dm getreten ist. Es heißt das axiale T'räg- 


Mm 

heitsmoment Lı des Körpers bezüglich der Drehachse A. Bezieht 
man das Trägheitsmoment nicht auf eine Bezugsgerade, die 
Drehachse, sondern auf einen Bezugspunkt P, dann erhält 
man das polare Trägheitsmoment Ip- 

Eine wichtige Relation zwischen dem polaren Trägheitsmo- 
ment /» bezüglich des Ursprungs O eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und den auf die Koordinatenachsen 
bezogenen axialen Trägheitsmomenten Iz, I, erhält man, 
wenn man die Beziehung r?= x? + y? berücksichtigt, wobei 
x, y die Abstände eines Masseteilchens von den Achsen und r 
seinen Abstand vom Ursprung bedeuten. Damit wird 


I, = [dm = [(&®+y)dm= [®dm+[yYdm=L+N]. 
m m m m 


pP O larem un d. Pe 


q ee 
r ze = 5-2 I 





Beispiel 1: Es ist das een eines en 
gen, dünnen, prismatischen, homogenen Stabes der Länge 
und der Dichte o bezüglich einer durch den Endpunkt ge- 
henden, zum Stabe senkrechten Achse zu bestimmen 
(Abb.). - 

Bezeichnet man den Querschnitt des Stabes mit g, so hat 
das Masseteilchen = Masse dm = e qdz. Damit erhält 

3 .MIi* 

Zum Trägheitsmoment man Ja = as dm = [are gqdz=egqg ! z2de=gez 375. 


daM=o Er die Gesamtmasse des Statik ist. 





Beispiel 2: Es sind die Trägheitsmomente einer Kreisscheibe vom Durchmesser d bezüglich 
des Kreismittelpunktes und bezüglich der durch diesen gehenden Koordinatenachsen zu berech- 
nen (Abb.). Diehte und Dicke der Scheibe werden der Einfachheit halber gleich 1 gesetzt. 
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’ 


Zuerst wird das polare Trägheitsmoment I, berechnet. Die Masse dm des in der Abbildung: 
dunklen Kreisringes ist dm = 2re de. Demzufolge ergibt sich 
nr nd“ 


Tr T 
= 2 Br 2. u = 
je dm fe 2rode 2 35° 


1 
Nun ist aus Symmetriegründen I; = I, und deshalb , =. +1,=21,L= 3 I,, also die 


rd“ 
64 


Steinerscher Satz. Seil = / x: dm das Trägheitsmoment eines Körpers bezüglich einer durch 


axialen Trägheitsmomente = I, = 


seinen Schwerpunkt gehenden "Achse S. Sein Trägheitsmoment I/ı bezüglich einer Achse A, die 
parallel zu $ ist und von dieser den Abstand a hat, ist dann offenbar Iı = [ (x + a)? dm. Nun ist 


=T@-+a)dm= [art dar tar)dm= [adm+ [ardmt 2a fsdäm- L Laim Ialrdm. 


Mm m m Mm m Mm 
Da aber mit x die Abstände der Masseteilchen zur Schwerachse S bezeichnet sind, ist das letzte 
Integral [ x dm, das statische Moment des Körpers bezüglich seiner Schwerachse, gleich Null. 


Steinerscher Satz. Das Trägheitsmoment I, eines Körpers bezüglich einer beliebigen Achse A ist 
gleich seinem Trägheltsmoment I, bezüglich der zu A parallelen Schwerachse S, vermehrt um das 
Produkt aus seiner Masse und dem Quadrat. des Abstandes beider Achsen. 
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Theorie und Anwendungen der Funktionenreihen sind aus der modernen Mathematik nieht mehr 
wegzudenken. Ihnen kommt für den Aufbau der Analysis und der Funktionentheorie größte Be- 
deutung zu. Wie im Hauptabschnitt Integralrechnung angegeben ist, können manche Funktionen 
nur in Form ihrer Reihenentwicklung untersucht werden. Daneben sind die Funktionenreihen in 
vielen Fällen ein leistungsfähiges Hilfsmittel bei praktischen Anwendungen. Mit ihrer Hilfe 
lassen sich oft Aussagen über Eigenschaften einer Funktion machen, von der nur einige wenige 
Werte bekannt sind, lassen sich Näherungswerte für Funktionen angeben und die Genauigkeit 
eines Rechenverfahrens abschätzen. 

Im Hauptabschnitt Folgen - Reihen - Grenzwerte sind die Eigenschaften von Reihen mit konstan- 
ten Gliedern geschildert worden. Hier dagegen handelt es sich um Reihen, deren Glieder Funk- 
tionen einer Variablen sind. Zwei Sonderfälle dieser als Reihenglieder auftretenden Funktionen 
haben selbständige Bedeutung erlangt, die Potenzreihen, deren n-tes Glied die Form an x" hat, 
und die Fourierschen Reihen mit dem n-ten Glied (a„ cosnxz + ba sinnz). 


I. Reihen von Funktionen 


Schon zur Herleitung der Eigenschaften einer Reihe mit konstanten Gliedern wurden Folgen, und 
zwar von Zahlen, benutzt. In Verallgemeinerung der Überlegungen dort soll der Ausdruck 


Fix) = z Ia(®) 
n=0 
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die folgende Bedeutung haben; 
1. Für jede natürliche Zahl n = 0, 1,2... ist eine Funktion fn(x) der Funktionenfolge 


Jo(z), fı(), ..n. fa(z), sechs 
gegeben. Dabei ist jede Funktion /„(z) in einem Intervall / der Variablen = definiert, d.h., sie 
nimmt für jedes x aus diesem Definitionsbereich eindeutig einen Wert ihres Wertebereichs an. 
2. Es wird eine Folge F„(x) von Approximationsfunktionen (Partialsummen) durch 


Fa(z) — /o(z) + fı(®) m + fn(@), nr = 0, % 2, ... 


festgelegt, die für endliche n im Intervall I definiert sind. 


3. Für jedes x aus I konvergiert die Folge F„(x) gegen einen Grenzwert. Diese Grenzwerte stellen 
den Wertebereich einer Funktion F(xz) dar, d.h., es existiert imF,(z) = F(x). Diese Funktion 


N>00 
heißt Grenzfunktion, und das Intervall ] wird Konwergenzintervall genannt. 
Die Differenz F(x) — F„(x) zwischen der Grenzfunktion und einer Approximationsfunktion wird 
als Rest mit R„(x) bezeichnet und muß gegen Null gehen, wenn Konvergenz vorliegen soll. 


Gleiehmäßige Konvergenz. In der Funktionenreihe F(z) = 2? + 22(1— 22) + 22(1—- 22)? +... 
oo 
= N x?(1 — z22)" sind die Funktionen f(x) = x?(1 — x?)" stetig. Mit Ausnahme der Stelle x = 0 
n=0 

konvergiert die Folge der Approximationsfunktionen Folz) = 2, Fı(x) = x? + z22(1— x2), ... im 
Intervall -1<xz=s +1, weil in der Reihe F(x) = xz?[1 + (1-22) + (1-22)? +---] für jedes 
x #0 der Ausdruck (1 — x?) kleiner als eine Zahl q < 1 ist, die Reihe deshalb als konvergente 
geometrische Reihe aufgefaßt werden kann. Man erhält F(x) = x?» re ee =I. Frz=0) 
dagegen ergibt sich F(0) = 0. Zum Unterschied von den Funktionen fn(z) ist F(x) an der Stelle 
x = 0 nicht stetig. 


Fox) 





-7 -08 -06 -04 -02 0 02 04 0,6 0,8 7 
Approximationskurven Fn(x) der Funktion F(x) = Z x2(1 — x?) fürn = 0, 1, 5, 10, 20, 100 
n=(0 


Es erhebt sich die Frage, unter welehen Bedingungen sich Eigenschaften wie Stetigkeit oder Diffe- 
renzierbarkeit von den Gliedern /n(x) der Reihe auf die Grenzfunktion F(x) übertragen. Die Ab- 
bildung der Approximationskurven der Funktion F(xz) = I xz2(1 — x?) gibt einen Hinweis. 
Während sich für » > 10 die Kurven kaum voneinander trennen lassen, sobald x > 0,6, weichen 
sie z. B. für = 0,2 stark voneinander ab, d. h., der Index N, von dem ab der Betrag des Restes 
Rn(x) kleiner als eine vorgegebene positive Zahl e wird, hängt im allgemeinen noch von der 
Wahl des x im Intervall ab. Diese Indizes N (e,x) wachsen hier bei gegebenem e< 1 unbeschränkt 
für 2> 0. Läßt sich aber für eine Funktionenreihe F (x) ein N finden, das unabhängig von der 
Stelle x ist, so spricht man von gleichmäßiger Konvergenz. Das ist stets der Fall, wenn die 
Zahlenmenge N (s, x) eine obere Schranke hat. Im folgenden wird gezeigt, daß dann F (x) stetig 
sowie gliedweise differenzierbar und integrierbar ist. Die Reihe Y x? (1 — x?) dagegen ist zwar 
konvergent, aber nicht gleichmäßig konvergent. 
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Eine Funktionenreihe F (x) = } Ef (2) heißt gleiehmäßig konvergent in einem Intervall I, wenn 
2n=0 

es zu jedem vorgegebenen & > 0 ein nur von es, nieht aber von x abhängiges N = N (e) gibt, so daß 

für jedes beliebige & aus I der Betrag des Restes |Ra(&)| = |fra+ı(@) + frız(®) +... | <e 

bleibt, wenn n > N ist. 


Den Begriff der gleichmäßigen Konvergenz führte Karl WEIErsTraAss (1815—1897) ein. Sie läßt 
sich ebenso wie das folgende Konvergenzkriterium auf das Komplexe übertragen. 


Das Weierstraßsche Majorantenkriterium. 


Wenn jede Funktion f„ (x) einer Funktionenreihe F(z2) = 5 fr w) im Intervall Z beschränkt ist, 








n= 
d. nz einer Ungleichung |fn (&) | < y„ genügt, und wenn die Reihe z Yn konvergent Ist, so ist F (x) 
on=0 

— 5 In m im Intervall I gleichmäßig konvergent. Die Reihe 5) y„ heißt dann konvergente Majo- 

n=0— n=0 
rante von 5 Ir (2). 

N = 

Beispiel 1: 

SINN 1 i - ii 

5 | = „.,und die Majorante 9 — ist konvergent. 
n N a=1i n 








Beispiel 2: Die geometrische Reihe x + x? + 2° + +» hat das Konvergenzintervall -—1 <x 
< +1, Für ein bestimmtes x, mit 0 < xo < 1 läßt sich zu einem vorgegebenen e > Ofürn > Ne) 
stets erreichen, daß 





n+1 
| Rn(zo) | = | wort! + wort? + +++ [= more + 20° +) = = u SIE 
Läßt man aber xo gegen + 1 wachsen, so wird | R„ | bei festem n > N (e) jeden endlichen Wert 


2 n+1 


überschreiten, ——— re ER +, Damit ist gezeigt, daß die geometrische Reihe in jedem abgeschlos- 


x 
senen Teil des Konvergenzintervalls —1- +» + 1 gleichmäßig konvergiert, nicht aber im gesamten 
‚offenen Konvergenzintervall. 


Es läßt sich beweisen, daß an Stelle des Restes R„(x) auch ein beliebiger Ausschnitt Fa+xr(x) 
— F,„(x) der Funktionenreihe mit %k > 1 betrachtet werden kann; die Bedingung für die gleich- 
mäßige Konvergenz der Reihe lautet dann 

| Fr+z(&) — Falz)| = | fnsıl®) + fnsel) ++ fa) | <e 
für alle x im Intervall I, für allen > N(e) und fürallek 21. 


Grenzwerte einer Funktionenreihe. Ist die Reihe F(z) = F f(x) im Intervall a <xz< x gleich- 
n=0 

mäßig konvergent, so läßt sich zu einem vorgegebenen e > 0 ein Index nı passend so bestimmen, 

daß für alle x im Intervall, für allen > nı und für k 21 gilt 


I/n+ı(2) + Ina) + "+ fnırl@)| <e. 
Wird zusätzlich angenommen, daß jede Funktion fn(z) für x > xo — 0 einen linksseitigen Grenz- 
wert a„ hat, so darf dieser in die Ungleichung eingesetzt werden 
lanıı + anıa + *** + Qnır| <e, 
d.h. aber, daß die Reihe 5) a„ dieser Grenzwerte konvergiert. Ist s ihre Summe und sind 8, ihre 
Partialsummen, so läßt sich ein Index na so wählen, daß | sm —s| < 5 für alle m > ns und zugleich 


| Zm(z) | < 5 für alle x gilt. Damit kann bewiesen werden, daß auch die Grenzfunktion F(x) für 


x >20 -0 den Grenzwert s hat. Für das gewählte, feste m gilt nämlich für alle zaus a <xz <xo 
€ € 
I F@) — s| = | (Pml@) — 5m) — (8 — 8m) + Ama) | < | Fmle) - m l+3 try: 


Hierin hat aber F„(x) als Summe einer festen Anzahl von Funktionen fz(z) für x > xo — 0 den 
Grenzwert sm, d.h., es läßt sich für ein positives öd < (zo — a) ein Teilintervall &0 — 6 <x < x0 so 


bestimmen, daß für jedes x aus ihm | Fn(z) — sm(z) | < _ 


3 und damit | F(x) —s| < e. Die Summe s 
ist danach tatsächlich der Grenzwert von F(x). 


494 FUNKTIONENREIHEN 


Das Ergebnis kann in der folgenden Form zusammengefaßt werden 


lim 


z It = 5 | lim te) 


zo 0 |n= 


0 n=0 | 2-2, —0 


und besagt, daß bei gleichmäßig konvergenten Funktionenreihen Grenzübergänge gliedweise vor- 


genommen werden dürfen. 


Für rechtsseitige Grenzwerte gelten entsprechende Schlüsse. Sind die Funktionen f(x) stetig bei 
xo, so sind ihre linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerte den Funktionswerten fr(xo) gleich, d.h. 
auch die Grenzfunktion F(x) ist bei xo stetig. 


Ist die Funktionenreihe F (a). - 2 In(x) in einem Intervall I ‚gleichmäßig konvergent u as ze 
ihre Glieder Ir (©) für = x an so ist aueh F (©) an dieser Stelle stetig. 
Gliedweise Differentiation und Integration. Sind die in einem Intervan I definierten Funktionen 


fn(z) dort differenzierbar und ist die aus ug: Differentialquotienten gebildete Reihe f(z) = 2 n(z) 


in I gleichmäßig konvergent, die wen z In(x) aber wenigstens an einer Stelle zo aus I 


so konvergiert diese Reihe 5) /r(x) sogar gleichmäßig in I und ger Differentialquotient der durch 


sie dargestellten Funktion F(x) = £ ie (x) ist die Reihe F’(x) = 5 f n(x). Auf die Herleitung dieser 
n= 


Beziehungen im einzelnen wird ker Be; man spricht sie oftin ne folgenden, weniger genauen 


Form aus. 


Eine Funktionenreihe darf gliedweise differenziert werden, wenn 
die sich ergebende Reihe gleichmäßig konvergent Ist. 












= E E nt] =, = Ef) 


Dafür, daß erst die gleichmäßige Konvergenz der durch gliedweise Differentiation gewonnenen 
Reihe die Gewähr gibt, eine Funktion erhalten zu haben, die der Differentialquotient der gegebenen 
Reihe ist, gab Niels Benrie ABEL (1802-1829) folgende Beispiele: 


sinn® 
N 1. Die Funktionenreihe x = konvergiert für jedes reelle x, die durch gliedweise Differentiation 
oo n=1 





gewonnene Reihe F cosnz ee divergiert für jedes x. 


= ne Dr 


2. Die > 2, ale) = en — * konvergiert gleichmäßig für alle x, die Reihe 5 In(a)= 5 





Parameterdarstellung der Ellipse 


© cosnz 





ist dagegen für x = 0 divergent. "=1 a 

Faßt man die Glieder f„(x) einer gleichmäßig konvergen- 
ten Funktionenreihe als Differentialguotienten ihrer Inte- 
grale auf und ist die durch gliedweise Integration ent- 
stehende Reihe wenigstens für eine Stelle xo dieses 
Konvergenzintervalls konvergent, so ist sie in I auch 
gleichmäßig konvergent Bunde stellt das Integral [ F(x) dx 


der Grenzfunktion F(x) = 2 /na(x) dar. 


Eine gleichmäßig get Funktionenreihe darf 
gliedweise integriert werden, 


Ellipsenbogen. Durch gliedweise Integration kann der 
Umfang einer Ellipse berechnet werden. Für das Bogen- 
stück S einer Ellipse mit der Parameterdarstellung 
x = a8ing, y = b cosp (Abb.) erhält man wegen 


dz = a cospdp, dy= —bsinp dp 
1 


S = f Vda? + dy? 
0 


p 


p 
= [ Va? cos?p + b?sin?p dp = a/Vı1- e&sinpdp; 
0 0 


2 
dabei wird die numerische Exzettrizität e = y l- = durch die Umrechnung eingeführt 
a 


a? — b? 





a? (1 — sin?p) + b?sin?p = a? — (a? — b?) sin?p = a? : ET sin?p|. 
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Mit Hilfe der binomischen Reihe läßt sich die Wurzel in eine wegen e < 1 gleichmäßig konvergente 
Reihe entwickeln 


a N nk 3 ER 
ee 
aus der sich für $ der Ausdruck ergibt 
ee 9. ei 9 
s=a(v-5 / sintpde- 5°, [sintpdp-:.), 


der die Berechnung der Bogenlänge $S für jeden Winkel » möglich macht. Für den Parameter 
(7) 
= 5 vereinfacht sich die Auswertung der dabei auftretenden Integrale [ sin*p dp; nach den im 
0 


Hauptabschnitt Integralrechnung zur Herleitung des Wallisschens Produkts angegebenen Bezie- 
hungen gilt 


1:3..-(2k—]) nz 


Ze Er er 


” 
g 
[ sin*®odep = 
0 
Durch Einsetzen dieser Werte ist eine Reihenentwicklung für den Viertelbogen und damit aueh 
für den Umfang der Ellipse gefunden worden. Für die zugleich angegebene Näherungsformel ist 


der Fehler von der Größenordnung e®, wie sich durch Vergleich der beiden Reihenentwick- 


16000 
lungen für die Näherungsformel und für den Genauwert ermitteln läßt. 


er 112 1- 31266 (1-3- 5120 
Eee Te a) ee ee 
ö nal (5) ii 5) 3 (5) 5 


Nähorıngeformei Usa 5 (a Vo») 





II. Potenzreihen 


Potenzreihen sind spezielle Funktionenreihen, in denen die Funktionen mit einem Koeffizienten 
multiplizierte Potenzen der Variablen sind, fn(2) = an x". Die Approximationsfunktionen Fu(x) 
=@ + qaı®= + '*' + anx" sind Polynome, d.h. ganze rationale Funktionen, die für jedes x 
definiert sind. Das Konvergenzintervall der Potenzreihe 


F(<x) = imFıle) = I! mr = +taıc + mr? +.» 
n>co n=0 

muß in jedem Falle untersucht werden. Potenzreihen, die für jeden Wert der Variablen konvergieren, 

werden beständig konvergent genannt, solche, die nur für x = 0 konvergieren, nirgends konvergent. 


Beispiele: 1. Die Reihe F(x) = Y n" x" = x + 4x2? + 272° + 2562°% +» - ist nirgends kon- 
. n=1 

oO en 2 3 4 
vergent. 2. Die Reihe F(x) = 5 — LE NER: 
1 . 


- 2 5 E Er + "+ ist beständig konvergent. 


KONVERGENZ DER POTENZREIHEN 


Für jeden festen Wert x = x können die Glieder der 
Potenzreihe als Konstante angesehen werden, mithin gel- 
ten die im Hauptabschnitt Folgen - Reihen - Grenzwerte 
gefundenen Sätze. Insbesondere wird der Begriff der 
absoluten Konvergenz, d.h. der Konvergenz der Reihe 
der absoluten Beträge, auf Potenzreihen angewendet. Konvergenzintervall einer Potenzreihe 
Wie im einzelnen hier nicht ausgeführt wird, läßt sich 

beweisen, daß die Potenzreihe 5 a„ x” für jedes |x | < |xı | absolut konvergiert, wenn die Reihe 
& an zı" konvergiert. 





divergent divergent 





-f 0 +7 


Der Konvergenzradius von Potenzreihen. Die positive Zahl r wird Konvergenzradius einer Potenz- 
reihegenannt, wenn diesefür jedes|x| <rkonvergiert, für |x | > r aber divergiert ;dasIntervall von —r 
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bis +r entsprechend Konvergenzintervall (Abb.). Für eine beständigkonvergente Reihekannr =, 
für eine nirgends konvergente r = 0 gesetzt werden. 


Satz von Abel. Für jede Potenzreihe, die weder beständig noeh nirgends konvergent ist, gibt es 
einen Wert r > 0, so daß die Reihe für | | < r konvergiert und für | = | > r diverglert. 


Formelvon Cauchy-Hadamard. Zur Bestimmung des Konvergenzradius r hat Augustin-Louis 
Caucay (1789-1857) schon 1821 eine Formel angegeben, die jedoch unbeachtet blieb. Erst 
70 Jahre später entdeckte sie Jacques-Salomon HADAMARD (1865— 1963) erneut. Man betrachtet use 


n 
obere Häufungsgrenze « = lim } |a. | der positiven Zahlenfolge 


3 N 
laı |, Ylaal, Vlasl, -- .‚Vlar|, -. „d.h. 


eine Zahl « der Eigenschaft, daß unendlich viele Glieder der Folge größer sind als x — e, aber höch- 
stens endlich viele größer als x + e, wenn e eine beliebig kleine, positive Zahl ist, 


Hat die Zahl « einen endlichen Wert, 0 < „ < + ©, so ist auch er endlich, und es lassen sich zwei 
1 
Zahlen xı und o so finden, daß | x, | <e <— bzw. = > u ist. Das bedeutet, daß für alle n > Nı 
N 1 N 
gilt Ylan| < 5 oder Y| an zır | = 1. Die Potenzreihe konvergiert danach für xı absolut. Für 


1 
Werte |x2| > 7 gilt dagegen für unendlich viele n: 


Konvergenzradius 





” 1 
Vlana| > — oder Janzer| >1, 
xa 1 
d.h., für 3 divergiert die Reihe. Die Zahlr = 5 kann in diesem Sinne als Konvergenzradius auf- 


gefaßt werden. 
Nach dem folgenden, ohne Herleitung angegebenen Satze kann manchmal an Stelle der Folge 


Ya) die Folge | 





Un+i 
a ) benutzt werden. 
n 








On+l 
a 





beide kon- 


n 
Wenn die aus den Koeffizienten an einer Reihe gebildeten Folgen (y On ) und ( 
vergieren, haben sie den gleichen Grenzwert. 


Beispiel: Die Potenzreihen 


= cr u” zn” | 
= N "= a ne.) map = Ben 


haben den gleichen Konvergenzradius r = 1. Es genügt, den folgenden Grenzwert zu be- 














stimmen 
In+i nP 1 ? 
lim - Yin | | 1m (1-4) =1 
n>oo | @n (er BER n+l 
für jedes» =.0, 1,2... 
Über das Verhalten einer Potenzreihe in den Randpunkten x = +rundz = -r des Konvergenz- 


intervalls lassen sich keine allgemeinen Aussagen machen. Für jeden Randpunkt muß das Konver- 
genzverhalten gesondert untersucht werden. Für die ersten drei der im letzten Beispiel angegebenen 
Reihen erhält man z.B. 


oo 
l. die Reihe 5 =* divergiert für = -lund fürr = +1; 
n=1 
oo en 
2. die Reihe 5% = konvergiert für x = —1 und divergiert als harmonische Reihe für = +1; 
n=1 
pn 
3. die Reihe 5 er konvergiert für = -lundfürz = +1. 
n=1 
oo 


Hat eine Potenzreihe I a, x" den Konvergenzradiusr, so ist sie für jedes & mit |@]<r absolut 
konvergent. n=0 


Gleiehmäßige Konvergenz von Potenzreihen. Nach einem Satz von ABEL läßt sich beweisen: 


Eine Potenzreihe konvergiert gleiehmäßig in jedem abgeschlossenen Intervall, das ganz im Innern 
des Konvergenzintervalls liegt. 
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Nach diesem Satz gelten alle für Funktionenreihen unter der Voraussetzung der gleichmäßigen 
Konvergenz gewonnenen Ergebnisse auch für Potenzreihen. Sie sind danach in jedem abgeschlos- 


senen Intervall im Innern des Konvergenzintervalls stetige Funktionen f(x) = & ar x", deren 
n=0 

Integral durch gliedweise Integration gewonnen werden kann. Ihr Differentialquotient kann 

durch gliedweise Differentiation gewonnen werden, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird. 


Potenzreihen im Komplexen. Für Potenzreihen einer komplexen Variablen mit komplexen 
Koeffizienten tritt an Stelle des Konvergenzintervalls als Konvergenzgebiet ein Kreis auf, dessen 
Radius als Konvergenzradius bezeichnet wird (vgl. Hauptabschnitt Funktionentheorie). 


WICHTIGE EIGENSCHAFTEN DER POTENZREIHEN 
Identitätssatz für Potenzreihen. Im Innern ihres Konvergenzbereichs |z| <r und insbesondere 


für die Stelle x = 0 stellt die Fatenareihe f(x) = FE an x" eine stetige Funktion dar. Im selben 


n=0 
Intervall |x | <r möge auch fı(z) = £ b„ x” eine stetige Funktion darstellen. Gibt es dann un- 
n=0 
endliche viele von Null verschiedene Stellen x; mit k = 0, 1,2,..., deren Häufungspunkt x = 0 


ist, und haben beide Reihen für diese Stellen x = x; dieselbe Summe f(x) = fı(zx), so gilt 


lım flzx) = Go sowie lim fı(z) — bo; 
k> oo > oo 


infolgedessen muß sein a = bo. Wegen x; # 0 können zwei neue Funktionen g(x) und gi(x) gebildet 
werden, die für x = x; ebenfalls dieselben Werte annehmen: 


f{xe) — @o 


a)=—  -utaatamt "und 
-b 
ne  nramtlmte 


Durch den Grenzübergang k > » erhält man aı = bı. Auf diese Weise läßt sich durch vollständige 
Induktion zeigen, daß alle Koeffizienten beider Reihen einander gleich, die Potenzreihen mithin 
Baenyisch sind. 


Konvergieren die Potenzreihen 5 Gn 2" und iz er ser für |2| < r und haben sie für eine Nullfolge 
n=0 

von Punkten x; #£ 0 aus dem ne die gleiehen Summen, so sind die beiden Reihen 

identisch, d. h. für alle rn gilt a, = br. 


Das Schlußverfahren kann auch für Potenzreihen der Form J an(z — zo)" angewendet werden. 
Wenn sich mithin eine Funktion f(x) für die Umgebung eines Punktes xo durch eine Potenzreihe 
darstellen läßt, kann dies nur auf eine einzige Art geschehen. Sollten sich auf verschiedenen Wegen 
zwei Potenzreihenentwieklungen für dieselbe Funktion ergeben, so müssen die Koeffizienten ent- 
sprechender Potenzen einander gleich sein. Die im Hauptabschnitt Funktionen für Polynome 
gefundene Methode des Koeffizientenvergleichs kann deshalb auf Potenzreihen übertragen werden. 


Beispiel: Für beliebige reelle Zahlen a und bgilt (1 + z)e (1 + x)? = (1 + x)«*, Im Konvergenz- 
bereich |x | < 1 kann jeder Faktor als Binomialreihe dargestellt werden 


DB B. % Ns Es b N« a u: lee n 
(+2) - 2. (n)® ut z („Jar (142) v-r( a )er- 


Benutzt man weiter die über das Produkt zweier Potenzreihen gültigen Sätze, so ergibt sich 


EEE +06) + GO)" 


Hieraus erhält man durch Koeffizientenvergleich das Additionstheorem für Binomialkoeffizienten 
auf überraschend einfache Weise. 


Additionstheorem für Binomialkoeffizienten 


DREH NEE RT HE HINEIN E ETF 
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Transformation auf einen neuen Mittelpunkt. Alle über Potenzreihen gefundenen Beziehungen 
gelten auch, wenn die Variable (x — zo) anstatt x betrachtet wird. Innerhalb des Intervalls | x — xo | 


<r stellt f(x) = & an(z — x)” eine stetige Funktion dar. Anstatt des Mittelpunkts x, kann aber 
n=0 
jeder andere Punkt xı, der im Innern des Intervalls |x — xo | < r liegt, ebenfalls als Mittelpunkt 


einer Darstellung derselben Funktion als Reihe f(x) = & bz(& — xı)* dienen. Ihr Konvergenzradius 
k=0 


rı hat mindestens die Größe r — |xı — zo |. Aus 
der Abbildung erkennt man, daß für jeden 
Punkt x im Intervall |x — aı | <rı gilt 


laı-»o|l+|le-aıl<r. 


Setzt man deshalb x — zo = (zı — x) + [x — xı) 
in die Reihe mit dem Mittelpunkt xo ein, so ist 
nicht nur diese Reihe 





u | | ı as co 
u SEP. at A. > Xotl =XyH17 f®) — 2 0n Lzı — 20) + (= — zı)]" 


Transformation einer Potenzreihe auf einen &bsolut konvergent, sondern auch die Reihe 
neuen Mittelpunkt = 

2 Ian|(aı -zo| + le - aı |)" 
n=0 


konvergiert. Unter diesen Voraussetzungen gilt ein hier nicht bewiesener Umordnungssatz: Ent- 
wickelt man die Klammerausdrücke [(zı — x) + (x — zı)]® nach dem binomischen Lehrsatz für 
n=0,1,2,... und setzt gleiche Potenzen von (x — xı) untereinander 
fix) = ao(tı — ©0)® 
+ aılzı — x)! + aı (zı — 20)? (x — xı) 
2 
+ azlcı — x)? + a2 5 (dı -wo)!(e m) +0 (X — 20) (x — x)? 


“on 8/00 9.90 2 a0 4 ar u oe “eo oe 9,7 E eo oc a wies aa ua ae 6 ae a ee dreier ai, 


nr N 


+ an(zı — zo)" + An ) (zı — zo)" (2 — xı) + Gn (2) (zı — 2o)r"? (x — zı)? + +» 


sie 8 9,8: Biden % Wa 2 9. BO a U BED ou u 9. 9 RB 89 0 9 ee ur 9 Dad Sr 9 9 SB are Si 


Ko== (SJantn—amdr +2 ("7 ann aran)+2 (") Jana a n+ 
n=0\0 n=0 n=0 
=b, +b,.(«—2,) +b. (2 )+ +++ 


so sind jede Spaltenreihe sowie die Summe der Spaltenreihen absolut konvergent, und für jedes x 
im Intervall |x — zı | < rı gibt 3 bx (x — xı)® den Funktionswert von f(x) an. Es gilt demnach 


fi) 7 Ka — ı)* mit 5, = z, R x ") An+k (%ı — Xo)*. 
— n= 


Gliedweise Differentiation einer Potenzreihe. Mit Hilfe der eben geschilderten Transformation 
kann jeder Punkt xı im Innern des Konvergenzintervalls einer Potenzreihe als Mittelpunkt einer 
Potenzreihendarstellung derselben Funktion dienen. 


Die durch f(x) = % br(x — zı)* bestimmte Funktion ist sogar differenzierbar, denn wegen f(xzı) = bo 


erhält man 
fix) — fl&ı) 


=bı + be —zı) + **», 
dieser Ausdruck geht aber für x > zı über in f’(&ı) = bı. Wie jedoch bei der Transformation einer 


2 1 
Potenzreihe gezeigt wurde, ist bı = F (" 3; )anıı (2 — 20)” eine absolut konvergente Reihe. Sie 
n=0 oo 
geht durch gliedweise Differentiation aus der Reihe f(x) = F a„(x — xo)* hervor, hat denselben 
n=0 
Konvergenzradius wie diese und stellt den Differentialquotienten der Funktion f(x) dar. 
Dieser Schluß kann wiederholt angewendet werden. Nach gliedweiser Differentiation der Reihe 
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mit dem Mittelpunkt zı erhält man 


’ _p - 
nn 2!b2 + 3!bs(z — zı) + *** oder T a ba, 


oo 2 
wobei ba = "5 ) anıı (x — zo)” wieder absolut konvergiert. Durch vollständige Induktion 
n=0 
erhält man den Satz: 
Eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion ist in jedem inneren Punkte ihres Konvergenz- 
intervalls beliebig oft differenzierbar. Ihre Ablelemagen können durch umher Differenzieren 


gewonnen werden. 
Summe, Differenz und Produkt veeler Potenzreihen. Für jeden Punkt x = 2 det im nern nen 


Konvergenzintervalle zweier Potenzreihen f(x) = 27 Anzr und g(x) = z b„ x* liegt, ist jede 
Reihe absolut konvergent. =0 n=0 
Nach den im Hauptabschnitt Folgen - Reihen- en angeführten Sätzen können die Summe, 
die Differenz und das Produkt der Funktionen f(x) und g(x) durch eine Potenzreihe mit geeigneten 


Gliedern dargestellt werden. 


Für jedes x, das beiden Konvergenzbereichen der Reihen f(x) = z, a, x” undg (x) = >; br er 
 N=0 nd 
SRUPDEEN: konvergieren die dureh gliedweises Addieren oder Subtrahieren hervorgegangenen 


Reihen = Az + b,) 2” bzw. 5 (a, — b.) x" absolut und stellen die Funktionen Ik) + 9 @ 
n=0 
hzw. f Be 9 (x) dar. i 
Für jedes x, Rus beiden BEOBvergenzboplehee der Reihen f(x) = 5 an 2” und g (x) = 2 b„ zen 
N=O =0 
angehört, Konvorgiert die Produktreihe 5 (ab, +aı bn1ı+'''+a, bo) er absolut und 1 stellt die 
Funktion f(x) » g (x) dar. ER 


Die Koeffizienten können dabei nach Schrägreihen aus einem Schema der Teilprodukte oder 
nach einer Schiebezettelmethode berechnet werden. 





Beispiel: Für || < 1 konvergiert die geometrische Reihe —— = l+2 ++ +m!+:.: 


Wie aus der Stellung des Schiebezettels für das dritte bzw. das vierte Glied des Produkts zu er- 
sehen ist, erhält man durch Multiplikation der Reihe mit sich selbst der Reihe nach 


1 
(1 — 2) 


= 1422 4322 +42 4° - und -1+32 +622+102° 4°.» 


1 
(1x) 





RISSE Er | Bei 





Weitere Beispiele über Potenzen von Sinus- und Kosinusreihen werden im Anschluß an die Her- 
leitung dieser Reihen gebracht. 


Einsetzen einer Potenzreihe in eine andere. Im Hauptabschnitt Differentialrechnung werden Funk- 
tionen von einer Funktion betrachtet, z.B. y = f[e(z)]. Wenn die innere Funktion z = (x) 


oo 
= 5 an x" durch eine Potenzreihe dargestellt ist und für x-Werte aus dem Konvergenzbereich 


n=0 
dieser Buteniraihe Funktionswerte z annimmt, die zum Konvergenzbereich einer Potenzreihe 


H2) = 5 ge z" gehören, die die Funktion y = /(z) darstellt, so ist damit mittelbar y=F(x) als Funk- 


n= 
tion von x elnark: Es erhebt sich dann die Frage, ob diese Funktion F (x) sich ebenfalls als Potenz- 


oO 


reihe F(x) = X cn x" darstellen läßt und auf welche Weise dann ihre Koeffizienten c„ aus den 


Koeffizienten a„ und b„ bestimmt werden können. Für die gesuchte Potenzreihe muß gelten 
Fa) =b + bio + +) +blao Fair +")? +. 


Nach einem Verfahren, das dem zur Transformation einer Potenzreihe verwendeten entspricht, 
werden die Potenzen 2* von z = $' a„ x” durch Multiplikation von Potenzreihen berechnet 


= + ++ nat 


32* 
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und nach gleichen Potenzen von x umgeordnet. Wie sich im einzelnen beweisen läßt, erhält man 


dabei absolut konvergente Spaltenreihen cn = 5 br @xn,; die Potenzreihe 3 c„n x" konvergiert 
k=0 n=0 
absolut und stellt für die angegebenen x-Werte die Funktion F(x) = f[p(x)] dar. 


Division dureh eine Potenzreihe. Die Aufgabe, eine Potenzreihe $ b„ x” durch eine Potenzreihe 
& Anx" zu teilen, kann auf eine Produktbildung zurückgeführt werden, wenn es gelingt, den 





1 
Ser des Divisors als Potenzreihe darzustellen. Setzt man vom Divisor }) a, x" 
n 
= a+ (ax +aex? ++) = a + z voraus, daß ereinen Konvergenzradiusr > 0 hat und daß ao 
von Null verschieden ist, so läßt sich ein Teil seines Konvergenzintervalls angeben, in dem gilt 


reziproken Wert 


lz2]=]ue+a222 +: |<]|a]|. Dann kann aber der reziproke Wert des Divisors in eine 
geometrische Reihe entwickelt werden 
| 1 1 2 2? 2? 





Emar m a0 0° @o 
die für x-Werte eines Intervalls konvergiert, für die auch z = aı © + a3 2? +: konvergiert, z eine 
konvergente Potenzreihe darstellt. Durch Einsetzen der Reihe für z in die geometrische ergibt sich, 
wie im vorangehenden Abschnitt geschildert wurde, eine Potenzreihe J c„ x", die absolut kon- 


1 
Fon darstellt. 


Nachdem feststeht, unter welchen Bedingungen die Potenzreihe JS c„ x" existiert, können ihre 
Koeffizienten c„ nach dem Identitätssatz einfacher durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden. 
Aus dem Produkt F anx"- Ycnxzr = 1 ergibt sich ‘ein System von Gleichungen, in dem die cn, 
n=0(,1,2,... Unbekannte sind und schrittweise berechnet werden können, 


oaoo=1,@cCı +ao =(0,..,@WCa +aı onN1 +" +0 =(,... 


Ist eine Potenzreihe 5 b„ «= durch J) an x" zu teilen, so lautet der Ansatz für den Koeffizienten- 
vergleich 5 bn 27 = F an xt IV cnz". 


vergiert und die Funktion 





3 Er 
Beispiel: Aus den später hergeleiteten Reihenentwicklungen sinz = x — = nz A u it 
ae 3.2 At: 21 


und csz=1-— 31 + re + *'* kann durch Division sin»/cosz = tanz eine Potenzreihe 
für tanz gefunden werden. Aus den Bedingungen für die Existenz der Potenzreihe JS c„ x” er- 


f _ 5 7. ve, u 
I tr, Y + 120 vY°? tt. Ye + | v7 
a Ca a 02 X 


J 
Ba ——ji, 









4 
+0x3 + -_ +0:X9 - ... 





gibt sich, daß die Division nur in dem Teil des Konvergenzintervalls r = © der Kosinusfunktion 
möglich ist, in dem cosz #£ 0, d.h. im Intervall || < 5 ‚ Der Ansatz für den Koeffizientenver- 


gleich lautet sinz = cosz* 5 c„ x". Für den fünften Produktkoeffizienten ist obenstehend die Stel- 
lung eines Schiebezettels angegeben. Man erhält 


co 1 cı ca [) , : N 

0 =o1=1,0=a-,,- 1-77 =“ PTR, ..„.und gewinnt daraus schrittweise 

: 1 1 1 
o=V),aüa=]l, e=-0,3=- 24-3735: 

1 1 1 2 1 1 1 2 17 
Ne nF a9r 1 s=-do = nt 3.HtrIs.ar a“ 

n 2 225 1970 

d.h. die für |x] <, gültige Entwicklung tne=2+ +5 tt 


© a2 
Bernoullische Zahlen. Verwendet man die später hergeleitete Entwicklung e = 1+ I + 51 


+ "++ der Exponentialfunktion, so erfüllt die Funktion 
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die Bedingungen für die Division durch eine Potenzreihe, läßt sich mithin in eine Potenzreihe ent- 
wickeln. Wie in der letzten Gleichung bereits angegeben, werden ihre Koeffizienten in der Form 


B 
mi angesetzt. Die Zahlen B„ werden Bernoullische Zahlen genannt. Sie können aus dem Produkt 


x x2 Bı B: 
1 2 +35 31 +++ .) (20 + 7)? E= 3) z2 + .) berechnet werden. An der folgenden 
| EB an abgelesen werden, daß sich durch Koeffizientenvergleich die Beziehungen ergeben 





Bo Bo Bo Bı Ba Bs 
ar m ug ne -atpmataaı tar 
die nach Multiplizieren mit den ee die Form annehmen 


Bo = 1,2Bı + Bo = 0,3Ba + 3Bı + B = 0,4B +6B +4B + Bo = 0, 
5B,+10B +10 +5B + Bo =0,.... 


Aus ihnen erhält man schrittweise 








=(,.. 





_ 30 5 Sure 
Vom Index 3 ab haben alle B„ mit ungeradem Index n den Wert Null. 


Umkehrsatz für Potenzreihen. Wie im Hauptabschnitt Funktionen gezeigt wird, existiert unter 
den dort angeführten Monotoniebedingungen zu einer Funktion y = f(x) eine Umkehrfunktion 
x = p(y). Auch für Potenzreihen läßt sich durch hier im einzelnen nicht angeführte Überlegungen 
ein entsprechender Satz herleiten. 


Zu einer Potenzreihe y = f(x) = mE + a2? + a3@° + *-- mit dem Konvergenzradius r und 
a: #0 gibt es genau eine in einer Umgebung von y=0 nn Potenzreihe = 2 Zu 
=by+by+by+,lüdey=/leWl- 


Ist von der Potenzreihe x = bı y + bay? +» - einmal bewiesen, daß sie einen von \ Null RER 
denen Konvergenzradius rı hat, so lassen oh durch Koeffizientenvergleich die Koeffizienten bı, 
ba, ba, ».. Aadurch bestimmen, daß in diese Reihe die gegebene Potenzreihe y = aıx + as x? 
+ 432° + + eingesetzt wird. Diese Bestimmung ist eindeutig, d.h., es gibt nur eine einzige 
Polenzreihenantwioktung für z = el(y). 


a? 
Beispiel: Aus der Potenzreihenentwicklung y = sine =rx— 31 + la + +++ können für x 


= arcsiny = bı y + bzy? + bsy? + * + die Koeffizienten b„ durch Einsetzen gewonnen werden. 





Man erhält 
y=by+by?+bsy® + bay‘ +'b; y® Te 
1 
“El bi? y3 + 3ba bi? y4 + 351 ba? y> + 3b,?b,y° +++] 
1 
+ Tot b1d y® + +. >»] 
+ +++, d.h. die Gleichungen r 
bı° ba bı? bıbt bb, bi 
1,0 een eg ih 2 a tip’ 
1 3 
Schrittweise ergibt sich > b=1,b=-0,b5= ro u=0,b5= 70°’ oder 
y 0 


s=aeresiny=y+tog In +. 


TAYLORSCHE REIHEN 


Es ist gefunden worden, daß durch eine Potenzreihe $% a. x” mit einem positiven Konvergenz- 
radius |e|<r eine Funktion f(x) = Na„x” definiert wird, die neben anderen Eigenschaften stetig 
ist, und daß man durch wiederholtes gliedweises Differenzieren Ableitungen beliebiger Ordnung 
von dieser Funktion erhält. Ist dagegen eine Funktion f(x) vorgegeben, z.B. sinz, 1 + =? oder 
arctanz, so ist noch zu zeigen, ob sie sich in eine konvergente Potenzreihe entwickeln läßt und durch 
welche Funktionswerte die Koeffizienten dieser Reihe bestimmt werden können. Dieses Problem 
haben Brook Tayıor (1685—1731) und Colin Mac Lavriın (1698-1746) gelöst. 
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Nimmt man für einen Augenblick an, die gegebene Funktion f(x) ließe sich in eine Potenzreihe 
entwickeln 


fa) = tar +2? +" +amnXr +, 
so muß auch die Funktion f(x) beliebig oft differenzierbar sein und durch gliedweises Differenzieren 
und den Grenzübergang x > 0 erhält man der Reihe nach: 
f(®) 


= 2 ——— (0) Ei, 
(a) = 2a + 3220, + +nln - I) ma 4 —1"(0) = 20, 
f’@) =3-2-1la + +nn - 1)(n - 2) nam +1 — (0) = 3!a;, 
fo()= nlan + {n + 1): 2anız + mmm———— — 0 (0) = lan. 


Die Potenzreihe hat dann, falls sie konvergiert, die nach Mac LAvRrINn benannte Form 


0 (0 
Hana a a 


+ 
Die gleichen Überlegungen gelten für eine um den ER. xo angenommene Potenzreihe 
FE an(&— xo)", aus der sich durch den Grenzübergang x > xo die nach TayYLor benannte Form 
der Reihenentwicklung ergibt 

F(xo) = 45 en 0) 


f{&) = flo) + FT x) + —— ( -)2 ++. 








22 +: 


die man häufig durch x = &0 + h in der Variablen h darstellt 


ren, „Fe COPrrag 





f{zo + h) = f(xo) + 


Der Satz von Taylor. Zur Untersuchung der Konvergenz dieser Reihen führt man nach dem Vor- 
gehen im Abschnitt Reihen von Funktionen Approximationskurven und einen Rest R„ der Reihe 
ein, z. B. in Taylorscher Form 

fi = I gg pe _ 


(zo + h) = h-+* 


Das Restglied R„ stellt die Differenz AR. der ic mes der Approximationsfunktion 
dar und läßt sich mittels der (n + 1)-ten Ableitung von f(x) abschätzen. Aus der Form des Rest- 
glieds erkennt man meist sofort, daß es fürn > © den Grenzwert Null annimmt, die Reihe mithin 
konvergiert. 








hr + Rn. 


Satz von Taylor. Hat die Funktion f(x) in dem beiderseits Ehicsäblbssinen Intervall von xo bis 
2 +h eine stetige n-te Ableitung f® (x) und ist ihre (n + 1)-te Anreltunie f"+D (x) wenigstens 
im Innern dieses Intervalls vorhanden, so gilt für das Restglied R. in 


at A Ar. A arm 
a) die Restform von Lagrange: es gibt stets en eine Zahl 9 lea Null und Eins, 0<9d< 1, 
hr+i 
für die 2: ii "men. (0 +Bh), oder 


» die Restiorm yon Cauehy: es gibt stets wenigstens eine Zahl 9° zaischkn Null und EB: 0<#<1, 
het 
für die R,= (1 - er (oo +#h). 


Zur Herleitung der Restformen wird eine Erweiterung des Mittelwertsatzes der Differentialrech- 
nung benutzt, nach der für zwei stetige Funktionen F(x) und (x), die im Innern des Intervalls 
[&0, &o + Ah] einmal stetig differenzierbar sind, für mindestens eine Zahl 8 mit 0 <#<1ogilt 


F(xo+h)— Fi) _ F’(xo + #h) 
p(xo + h) —- plz) P’lmo + #h) 


Als Funktion p(x) wählt man a(x) = (xo + h — x)r+!. Dann gilt für sie g(x0) = hr+tl, o(xo + h) = 0 
und (2) = - (n +1) (x +h-— x)". 
Die Funktion F(x) gewinnt man aus dem Rest R„ der Reihe 


hr 
Ra = flo + k) — f(xo) If (20) —'*'— To)» 


indem man setzt: zı für (xo + h) und (zı — xo) für A und indem man danach x, zur Variablen x 
macht. Diese Funktion 
m-2),, -n (m — a)" 
1! PIE 


F(x) = f(zı) — f(i®) — Ft ee 
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ist im Intervall [xo, &o + Ah] stetig, in seinem Innern differenzierbar und nimmt folgende Werte an 


F (zı — x)" 
F(z) = BR, Fo +h)=0undF(e) = — ie“ jerd(x). 
Infolgedessen gilt nach dem Mittelwertsatz 
An 1- 
u ( Br fe+D(zo+#h) yes 
a SET Eee em er oder Rn = GFDI fr+D (zo + #h), d.h. die Restform von 
Lagrange. 


Für andere Hilfsfunktionen p(x) ergeben sich andere Formen des Restglieds. Die Restform von 
Cauchy erhält man, wenn g(&) = xo + h — x gesetzt wird. 


Restglied in der Mac Laurinschen Form. Auch für diese Form gilt der Taylorsche Satz. Das 


Restglied nimmt folgende Form an R. = 


n+l 
"r nn y f"+D (9x) nach Lagrange, nach Cauchy Ra 
gent+l 


Dem (1- 9 )r fin+) (9%). 


Trigonometrisehe Funktionen. Die Ableitungen der Funktionen Sinus und Kosinus für x = 0 sind 


0) = j@(0) = sin0=0 fi) = fa) = co0=1 
f()) = fee#n(0)= co0=1 f(0) = fan(0) = -sin0 = 0 
f'(0) = fes2(0) = -sin0 = 0 (= era) = on = 1 


f”’(0) = fa9(0) = -cos0 = -1 | (0) = fa»(0)=- sin0=0 


Danach gilt, wenn n eine gerade Zahl 2» ist, für jeden Wert der Variablen und für 0 <#8 <1 bzw. 
0<9’<l 


23 25 gr aev-1 aar+ı 
sine =x-— sta mt" «+ (— 1)9- '» ET a 1}? [Er Fe 
02 4 26 2vy—2 


-l- tt + ee te cos(#’x). 


en] »)! 
Beide Restglieder bilden für » > © und beliebiges x Nullfolgen, d.h., beide Reihen konvergieren 
beständig. 

Durch Multiplikation dieser Reihen mit sich selbst entstehen Reihen für die Potenzen der Sinus- 
bzw. der Kosinusfunktion. Auch die rer lassen sich dazu verwenden, z. B. gilt 


sin? = sa — c0827)=5 a .. + en fr |. 








Durch die Division sinz/cosz ist die Reihe für tanz hergeleitet worden. Auch die Reihen für 


1 x 


— —- und x cotx können durch Division gewonnen werden. 
cosz’ sin® 








Exponentialfunktion und Hyperbelfunktionen. Da alle Ableitungen der Funktion e? den Wert e® 
2 n 
und dieser für <= 0 den Wert 1 hat, erhält man (mittr=»)J«=1 +++ ... + 


an+l 
+ N edz mit 0<#<1l. Für die allgemeine Exponentialfunktion erhält man wegen 


a? = e*lna eine entsprechende, für alle x (d.h. beständig) konvergente Reihe. 
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Aus der Taylorschen Reihe kann das Additionstheorem der Exponentialfunktion gewonnen werden, 
denn aus 
h h3 


zo +h x 7 x R z x h h? 
ero+r — e* FAT TAT ER TS Ltr 
erhält man e?+% — e% +» eh, 
1 
Nach der Definition der Hyperbelfunktionen lassen sich die Reihen für sinhz = 3 (e? — e-?) und 


sinh x 


1 
eoshz = 3 (e? + e”?2) aus der der Exponentialfunktion herleiten, die für tanhr = sh 





und 


cos k 
cothr = ST, etwa durch Division entsprechender Potenzreihen. 


Ben en N ne 
> et Dre ‚r 


zina (zIna)? 
a a E 1 21 +..,r=9,40>0 


gen+l 


„ 3 5 
sinhe=a+ ++ 


Er ne Aa 
a ai zen 
Te he re 


nn a3 225 1727 
a a a 
x? 4 


2 
— a ——yb _ =—— _ 





Logarithmus. Für die Logarithmusfunktion gilt /(1) = 0, er 
<= 1)r-1 


- (1) = Z Danach erhält man nach Taylor mitt 0 <23<1l 
n 





d* Inz (n — 1) 


= (— 1)#-1 ——— _oder 


x? «3  =4 


... nee 7, a 
Bieter en tel 


n+1 (1 -+9z)r' 


Das Restglied geht für O<x< 1 mit n > gegen Null. Dieselbe Reihe im Intervall |x| < 1 
hätte man durch gliedweise Integration der geometrischen Reihe 


1 
1l+x 





=1-ce +? - a? ai ++. > 
erhalten können. 


Diese Reihe ist für eine Berechnung der natürlichen Logarithmen nur sehr bedingt geeignet. Sie 
konvergiert zu langsam, wenn x nicht sehr klein ist. 

a 9 ars e i 1+x 
Au Iin(l-r)= Zee ggg gewinnt man mit In DZ =In(1+2)-In(l1-e): 














x° 


a at 
ae 








Die Vielfalt der mathematischen Möglichkeiten bei der Berechnung der Logarithmen war es wohl 
auch, die Carl Friedrich Gavss (1777-1855) zu der Bemerkung veranlaßte: „Esliegt eine Art von 
Poesie im Berechnen von Logarithmentafeln.‘ 
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a N EP T it ach ad a = 
us 2 = Sn. gia. 55 = 97. Du Ergibt sieh In g zn, rPiz 
10 8l 
und entsprechend In 3 = 111n — g 7 3In > + 5ln — 30 
: 10 2 8l 
sowie n5= 16 In -4ln57 = ln 59° 


Jeder dieser rechtsstehenden si läßt sich durch eine Reihenentwicklung berechnen. 
Schon die am langsamsten konvergierende Reihe hat folgende Entwicklung 
10 1 1 1 1 


ng = -Inli-n = 70 + 2.100 + 371000 + °°° 


Binomisehe Reihe. Für ganzzahliges, positives m gilt wegen f(x) = (1 + x)” die Beziehung 


fe@)=1+ (7) = (3) +4 (M)ar- 


Ist m keine positive ganze Zahl, so kann man die Funktion f(x) = (1 + x)” für |x| < 1 in eine 
konvergente MacLaurinsche Reihe entwickeln. Es ist 


m 
f0)=1, f(O))=m, f(0)=mlm-1), ..., fm(0)= (7) .n! 


Binomische Reihe 


Diese Reihe wurde von Newton 1676 entdeckt, konnte jedoch erst fast 100 Jahre später von 
EVLER exakt hergeleitet werden. Sie ist für die näherungsweise Berechnung von Wurzeln und 


ı 1 1 


1 
Potenzen mit beliebigen Exponenten geeignet. Für m = 9’3°77 und 3 erhält man für| x | < 1: 





Dada 0 a 3 (7)=+ (3)= + (7)= + get, 





1.3 
2 


+ hei 
1:2-5-8:-(In-4) | 

EEE NETTE Fra al 
— 
et 

= an 

9... B3n 


+. + (— 1er 
„13 
2 
A en 
3 + 


6 

5 
4» 
: 
6 





Die Potenzen der geometrischen Reihe lassen sich sehr einfach durch Differentiation der geometri- 
schen Reihe herleiten. Man erhält für |x | < 1: 


=1+r +22 +2? +21+°..+zr ++: 


Tee ae ee Dar = 


1 
arte NET l)(n +2)ar + 





Arkus- und Areafunktionen. Da die ersten Ableitungen dieser Funktionen algebraische Funktionen 
sind, die sich in eine binomische Reihe entwickeln lassen, können die Reihenentwicklungen der 
Funktionen selbst durch gliedweise Integration der Reihen ihrer Ableitungen gewonnen werden. 








d(arctanz) l 2 k ; 
Aus 14 u er et z.B. ergibt sich 
dx a3 25 2° 
Ir 4 ae er ee und für die Integrationskonstante ce = arctanO = 0. 


7 
Wegen arccotz = 57 arctanz ist damit auch eine Darstellung der Funktion arccotx gewonnen. 


1 
F- V1ı - a: 
Beziehung arccosz = ar arcsin © auch für diese Arkusfunktion. 


Entsprechendes gilt für die Areafunktionen, wobei nicht alle Funktionenreihen Potenzreihen sind. 





Durch Integration der Reihe für erhält man eine Potenzreihe für aresinz und wegen der 
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1-3. ++(2n — 3) a®n-ı 


einen ee 


1 
aresine =x + y 


nz 
arccosT = — 
2 


x3 5 x? 22 n+1 


arten = 2-7 +57 Fr auch 2 +1 


x3 5 


7 
arcot? =, - 24775 —— +,,,„r=1L,auhfüre =1 


ae ai Be a 1 
eis ANSTTeHEIRn ST 
2-4: 42% 

zen+l 


ee Fa 


1 
tat lel>ı 





REIHEN SPEZIELLER FUNKTIONEN 


Als Beispiele für Integrale, die sich nur durch eine Reihenentwicklung auswerten lassen, werden 
das Gaußsche Fehlerintegral sowie die Funktionen Integralsinus, Integralkosinus und Integral- 
logarithmus angegeben. 


Beispiel: Für den Integralsinus erhält man durch gliedweises Integrieren der aus der Reihen- 
entwicklung des Integranden gewonnenen, gleichmäßig konvergenten Reihe: 
© = 
a5 a 


’ [) 
sing eo m. = 












































Gaußsches Fehlerintegral p) 4 a Fe x5 x? 
PA —t2 Eee |, a, SE —— — 
r=o,lim oß)=1 = [ra-,-( 113 7205 37 F ) 
>00 —00 
R £ 3 5 7 
Integralsinus ea En a 
enge Ben 
= 0 
© 
Integralcosinus : cost BL 
en Ci(z) = —z4u=-hyHia- 55 tg 
z gt 1 
Eulersche Konstante Iny = lim (i DE he nie Ian) 
a 2.',3 n 
(Mascheronische Konstante) Iny = 0,57722... 
© 
Integrallogarithmus Liz) = f = ‚t=eu 
: u? u? ut 


Li(e)=1Iny+In]u]l-u% + 33 387 Tr a 


NÄHERUNGSWERTE UND NÄHERUNGSFORMELN 


Beispiele zur Anwendung des Taylorschen Satzes. Der Taylorsche Satz wird vielfach zur Berechnung 
von Funktionswerten einer Funktion f(x) angewendet. Mit Hilfe des Restglieds kann sowohl 
entschieden werden, wie viele Glieder der Entwicklung genommen werden müssen, um eine vor- 
geschriebene Genauigkeit zu erreichen, als auch, welcher Fehler bei fester Gliederzahl für einen 
bestimmten Bereich der Variablen nicht überschritten wird. 


Potenzreihen 507 


Die Berechnung der Zahle. Aus dem Taylorschen Satz für e® kann man für x = 1 den folgenden 
Ansatz zur Berechnung von e gewinnen 
1+1 - = = 0<#<1l 

re are 
Soll e auf 7 Dezimalen genau berechnet werden, so läßt sich mit Hilfe des Restgliedes sofort an- 
geben, welches n gewählt werden muß, damit die geforderte Genauigkeit erreicht wird. Für das 
Restglied gilt die Ungleichung 

1 3 
nme DEN 
denn es ist e = 1 <ed <el <3. Um Rundungsfehler zu vermeiden, wird zweckmäßigerweise 
3 

gefordert, daß R„ < 10-8 ist. Für n ergibt sich dann die Beziehung Ge DR < 10-3 oder 


(n + 1)! > 3+ 10%. Da 12! x 4,8 - 108, genügt es, n = 11 zu wählen. Man erhält dann 


1 1 
1+1+3,+°°° +17 = 2718281826... 


1 3 
Für die Abschätzung des Restgliedes gilt 131 ° 2. 10-9 und 121 7 6 - 10-9; deshalb ergibt sich für e 
die Ungleichung j \ 

2,718281828... <e < 2,718281832... 


Die Zahl e ist danach auf 7 Dezimalstellen genau e = 2,7182818... Führt man diese Berechnung 
tatsächlich aus, so erkennt man: der Aufwand dafür, daß die Genauigkeit der Bestimmung von e 





Die Zahl e, Basis der natürlichen Logarithmen 


erhöht wird, ist nicht sehr groß. Allerdings wird man hierbei auch einem Problem begegnen, das 
beim praktischen Rechnen häufig auftritt, dem Problem der Rundungsfehler. Für die einzelnen 
Glieder der Funktionenreihe treten bei der numerischen Rechnung fast ausnahmslos periodische 
Dezimalbrüche auf, die nach einer gewissen Anzahl von Stellen abgebrochen und gerundet werden 
müssen. Durch dieses Runden läßt sich unter Umständen die erreichbare Genauigkeit nicht mit 
voller Sicherheit voraussagen. In der Praxis hat es sich bewährt, je nach Umfang der Rechnung 
eine oder zwei Dezimalstellen mehr mitzunehmen, als für das Endergebnis notwendig ist, und 
außerdem jeden auf- oder abgerundeten Wert als solchen zu kennzeichnen, damit vor dem Runden 
des Endergebnisses der größtmögliche Rundungsfehler festgestellt werden kann. 

Als Beispiel für eine solche Zahlenrechnung soll e-%:! mit Hilfe des Taylorschen Satzes bestimmt 
werden: 

e-s1 = 1 — 0,1 + 0,005 — "+ + En 


O,Ir+l 
Dabei ist Rn = mE e-d%1 mit0 <9 < 1. Für e-#%1 gilt die Ungleichung 0,905 < e-1# < ], 
Unter Berücksichtigung der ersten vier Glieder der Reihe ergibt sich 1.000000000 
dann die nebenstehende Rechnung. Für R; gilt die Ungleichung = 0.100 000000 
0,000004167 > Rs > 0,000003 770. Für e-%! gilt somit die Ungleichung + 0.005 000000 


0,904837 103 < e”%1 < 0,904837 500. 2 
Damit ist e-%1 = 0,904837 ... auf sechs Stellen genau bestimmt. BRERTTR 
Bei einer Verwendung von vier Gliedern der Reihe durfte billigerweise er- 0,904833333 
wartet werden, daß das Ergebnis unter Benutzung des Restgliedes den ge- 

suchten Wert auf vier, höchstens auf fünf Dezimalstellen liefert. Die Leistungsfähigkeit des An- 
satzes überrascht deshalb, denn erst in der siebenten Dezimale tritt ein Fehler von vier Einheiten 
auf. Besonders günstige Abschätzungen mit dem Satz von Taylor ergeben sich immer dann, wenn 
die Werte fir+D (zo) und fir+D (zo + k) nur wenig voneinander verschieden sind und wenn die Funk- 
tion f(*+D (x) im Intervall von zo bis zo + h monoton ist. 


Die Berechnung der Zahl rn. Die Arkustangensreihe kann zur Berechnung von rn herangezogen 
werden. Sie lautet 

x3 29 x? 

arten = 0 —- + ron 


Bei dieser Reihe ist eine Angabe des Restgliedes R„. nach dem Taylorschen Satz nicht ohne weiteres 
möglich. Es ist zwar bekannt, daß die Funktion f(x) = aretanxz Ableitungen beliebig hoher Ordnung 
hat; das Bildungsgesetz für die höheren Ableitungen ist aber sehr kompliziert und kaum in einer 
allgemeinen Formel angebbar. Es bleibt deshalb nur der Weg, das Restglied aus einem allgemeinen 


+ — 
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Ansatz mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialreehnung zu gewinnen. Man erhält 








23 3 z2k-1 aek+l 1 
ern = - tg tr" +(— 13 27 re 1)* SET Tre I<R<i: 
Für x = lerhält man dann 
Be re 
4 3 B..07 2k—1 2k+1 1-+9’ x 


Diese Gleichung wurde von dem englischen Mathematiker J. GREGORY (1638-1675) und von 
G. W. LEIBNIZ gefunden und wird deshalb EN von Gregory und Leibniz genannt. Das Rest- 


1 
glied liegt in diesem Falle zwischen — Daraus ersieht man, daß diese Formel 


WIE 457 +1' 
für eine tatsächliche Berechnung von z nicht gut geeignet ist. Man müßte 100000 Glieder berück- 
sichtigen, um die Zahl x auf fünf Dezimalstellen genau zu errechnen. Dieser Rechenaufwand ist für 
die Praxis viel zu hoch. Man wählt deshalb bei der aretan-Reihe günstiger liegende Werte der un- 
abhängigen Veränderlichen. Mit aretan (1//3) = z/6. ergibt sich 

nn 1 1 1 1 (— 1)* 1 


en retrnanetre  Fomene its 


Durch Kombination mehrerer Arkustangensreihen für verschiedene Argumente gelangt man 
schließlich zu besonders bequemen Formeln, von denen einige angeführt werden, die zur Berech- 
nung von x mit elektronischen Rechenautomaten verwendet wurden: 


1 
John Macuimn (1706) z = 16 arctan = — 4arctan —— 


|,o<o<ı 


1 
239° 


1 
C, F. Gavuss (1777—1855) m = 48 arctan — rn + 32 arctan 577 20 arctan — 335 ; 


1 
C. STÖRMER (1896) zn = 24 ra Sr 8 aretan — — + 4 arcetan 339° 


Die letzten beiden Formeln ee 1961 der Berechnung von r auf 100625 Dezimalstellen zugrunde 
gelegt. Zwei Maschinen rechneten im Dualsystem, zur Kontrolle jede nach einer anderen Formel, 
Nach der Gaußschen Formel wurden 4 Stunden 22 Minuten gebraucht, nach der von Ü. Störmer 
8 Stunden und 43 Minuten. Die Übertragung ins Dezimalsystem dauerte 42 Minuten; der Text 
umfaßt 20 Druckseiten. 

Für die Praxis haben diese „‚Genauigkeiten‘‘ keine Bedeutung. Es genügt doch schon die Kenntnis 
des Zahlwertes für z auf 14 Stellen genau, um bei einem Kreis mit dem Radius 6400 km (dem Erd- 
radius!) den Umfang mit einem Fehler von weniger als 0,001 mm zu berechnen. Damit eine solche 
Fehlergrenze sinnvoll ist, muß auch der Radius mit der gleichen Fehlergrenze bestimmt werden; 
das ist jedoch selbst beim gegenwärtigen Stand der Meßtechnik noch lange nicht erreichbar. 


Die Anwendung der binomischen Reihe. Die binomische Reihe wird häufig zur näherungsweisen 
Bestimmung von Wurzeln verwendet. Der Ansatz nach Taylor lautet 


(+2%=1+ (1)=+ MERZE + (Az + („ z ı) aut (1 + Ha) 


mit0O<#<lund|z|<I1. 
3 


1 
Will man zum Beispiel /999 auf 12 Stellen genau berechnen, so ist in obiger Formel x = — 1000 


unde = z zu setzen, denn 


8 1.14 
999 = 10 (1- 000)? 


Zum Erreichen der geforderten Genauigkeit genügt es, die Glieder bis n = 2 zu benutzen, da die 
Funktionswerte für die (n + 1)-te Ableitung an den Stellen zo = 0 und x» + h = 0,001 nur sehr 
wenig voneinander abweichen. Es ist 

1 1,003 


1,62 - 101° < Rı < T,62- 100 und man erhält 


3 3 
9,996 665556173 < Y999 < 9,996 665556 175, oder Y999 = 9,996 66555617... 


Diese Genauigkeit läßt sich auch mit vielstelligen Tafelwerken nur schwer erreichen, und zeigt 
sehr deutlich die Leistungsfähigkeit des Verfahrens. Eine höhere Genauigkeit erfordert nur einen 
geringen zusätzlichen Aufwand. 

Soll die binomische Reihe zur näherungsweisen Bestimmung von Wurzeln verwendet werden, so 
ist es erforderlich, durch entsprechende Umformungen den Radikanden auf die Form 1 +6 zu 
bringen. Als Anhalt darf gesagt werden, daß ö im allgemeinen nicht größer sein sollte als 0,1. Um 




















Funktion | !- Näherung 
. 1 
l+x == 
> {3 
(1 +2) u; 
2 1-3 
(1 +2% Mi 
Yi+z= | ı+7 
3 x 
V1-+x I+z 
& x 
l+g 

x 
I-+x 9 
1 x 
3 Ii27 
VY1+x 
1 
—_: 1+ 2x 
1 2 
(>) l+ 4x 
l1+x 
Ber 1l+x 


5 x 
sing  narras (2°) 


sin? 0 
cosz® 1 
cos?x 1 
tanz x 
arcsinz x 
ATCCOST 5 -& 
arctanz x 
arccotz 5 - x 
e? l+x 
nl1-+z)| x 
lg(1 + x) | 0,43429x 
sinhx en) 
coshx 1 
tanhz x 
arsinhx % 
artanhxz | x 


Fehler < 10-3 


für |x| s 
0,032 
0,018 


0,013 


0,089 
0,095 
0,10 

0,052 


0,067 


0,022 


0,011 


0,045 


0,18 2 10,4° 


0,031 & 1,8° 
0,45 Zi 2,6° 
0,031 & 1,8° 
0,14 8,2° 


> 


0,18 


I» 


10,4° 


0,18 


II? 


10,4° 


0,14 


II} 


8,2° 


I} 


0,14 


0,045 
0,045 


8,2° 


0,069 


0,18 
0,045 
0,14 
0,18 
0,14 


Häufig verwendete Näherungsformeln 


2. Näherung 


l1—- x +22 
1 — 2r + 3x2 
1 — 3x + 622 
1 x «0 
ns Ya 
1 2 a8 
Try 
1 x 3x2 
T22 
x 3x2 
Eng 
x 2x2 
Irsty 
l1+ 2x + 22? 
1-+ 4x + 82? 
22 
l1+x+ z 
23 
% 
0,01745 (x) 
— 0,0000009 (z°)3 
x2 
x2 
img 
1—- x? 
«3 
z + 3 
23 
7 x3 
23 
a 
n x3 
gar 
l+x-+ 22/2 
x — «2/2 
0,43429x — 
0,21715x2 
x + 23/6 
1 + x2/2 
x — 23/3 
x — x2/6 


x + x2]3 
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Fehler < 10-3 
für |x| s 


0,10 
0,063 
0,046 
0,25 
0,25 
0,26 
0,15 


0,18 


0,080 


0,044 


0,13 


0,63 2 36° 


0,23 & 13,2° 
0,394 I 22,6° 
0,23 & 13,2° 
0,38 & 21,6° 


0,42 I 24° 
0,42 I 24° 
0,35 2 20° 
0,35 2 20° 


0,18 
0,14 


0,21 


0,63 
0,39 
0,37 
0,42 
0,37 
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diese Umformungen zu erreichen, muß man sich unter Umständen einer Reihe von Kunstgriffen 
n 


bedienen, die am besten an Beispielen erläutert werden. Ist Ya zu bestimmen und gibt es eine ganze 


n n n = 
Zahl b, so daß br za ist, so wird man nichts weiter tun als Ya —= l/ br er — bs V 1+ er = 


zu setzen; z.B. 
5 5 \ 
Y33=2-Yı+z- 


Läßt sich auf diese Weise keine geeignete Form für eine Reihenentwicklung finden, so kommt man 
stets durch eine geeignete Erweiterung des Radikanden zum Ziel. Ist die gesuchte Wurzel annähernd 





n 
durch den Bruch p/g gegeben, so genügt die Erweiterung mit — schon der gestellten Bedingung. 
7 
Das klassische Beispiel ist die Bestimmung von V2. Es ist Yr 14 = 5 folglich 


ya Vr-:V5-;/! 1 
Yo 5/9 5 er 
9 


3 sm 
Ganz analog wird /92 bestimmt. Es ist 92 z 4,5 = 5°’ d.h., man kann setzen 


V53 | [292 9 | 136 9 % 7 

u BE 1 Te 1 FT) 

Diese Beispiele zeigen, daß zur Bestimmung beliebiger Wurzeln mit hoher Genauigkeit die bino- 
mische Reihe benutzt werden kann. Darüber hinaus ist diese Reihe aber auch für alle anderen 
gebrochenen Exponenten geeignet. Sie hilft Rechenarbeit einzusparen und ist vor allem dann zu 


empfehlen, wenn mit 4-, 5- oder siebenstelligen Tafelwerken eine ausreichende Genauigkeit nicht 
mehr erzielt werden kann. 





Näherungsformeln. Für überschlägige Rechnungen hat es sich als zweckmäßig erwiesen, von 
konvergenten Potenzreihen einige Anfangsglieder zur näherungsweisen Berechnung von Funktions- 
werten zu verwenden. Anwendungsbeispiele sind aus der Physik und aus der Technik bekannt; 
die Vernachlässigung der 2. und höherer Potenzen kleiner Größen ist allgemein üblich, z. B. in der 
Wärmelehre, wenn man den kubischen Ausdehnungskoeffizienten gleich dem Dreifachen des 
iinearen Ausdehnungskoeffizienten setzt. Häufig wird auch sinz für kleine Winkel x durch z ersetzt. 
Die vorstehende Tafel enthält eine Übersicht über häufig verwendete Näherungsformeln und ihren 
Anwendungsbereich. Die angegebenen Werte für | x | dürfen nicht überschritten werden, wenn der 
Fehler bei Benutzung der Näherungsformel nicht größer werden soll als 0,001. Man erkennt, daß 
es in vielen Fällen für Bedürfnisse der Praxis gar nicht erforderlich ist, mit tabellierten Funktionen 
zu arbeiten. Vor allem in der Technik genügt häufig ein Näherungswert, wenn der Fehler kleiner 
bleibt als 0,1%. Dann kann man aber im Bereich bis 10° ohne weiteres z. B. arcsinx durch x ersetzen. 
Der Rechenaufwand, der dadurch eingespart wird, ist beachtlich. Auch das Suchen nach geeigneten 
Tafeln selten tabellierter Funktionen (z. B. der Hyperbelfunktionen und ihrer Umkehrungen) läßt 
sich häufig vermeiden, wenn man geeignete Näherungsformeln aus den Reihenentwicklungen für 
diese Funktionen ableitet. Auch die näherungsweise Berechnung bestimmter Integrale kann häufig 
mit den angegebenen Näherungsformeln rasch und mit ausreichender Genauigkeit vorgenommen 


werden. 


Be . ja: 1. ..23,3\1 2,3 
Beispiele: 1. | V258,3 = 4- IT Won 4» (i Eu 26) = 4 (i Bz Tess! = 4,009. 


Der Genauwert auf fünf Stellen ist 4,00895. 





SeiR Rn er .. 
2. ea 10,1 45 = 0,905, 3. e-0.02 & 1 - 0,023 = 0,977, 
Genauwert: 0,90484. | Genauwert: 0,977 226. 


GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN DES TAYLORSCHEN SATZES 


Sehmiegungsparabel. In einem Koordinatensystem sei dargestellt das Bild der Funktion 
f@)=@-aı® + a2x? + ... Führt man ein neues Koordinatensystem ein, dessen x-Achse die Tan- 
gente an die Kurve im Punkt P ist und dessen y-Achse die Normale im gleichen Punkt ist, so hat, 
bezogen auf das neue Koordinatensystem, die Kurve für den Punkt P folgende Werte: x = 0, 
iz) = 0, f(x) = 0. Für die Krümmung & gilt allgemein 
I ” 
k= (1 + fapr> und daraus folgt f’(0) = k. 
Es ist mithin (0) = =0, f()=uı=0, f/(()=2a=k. 





Potenzreihen 5ll 


1 
Die Gleichung der Kurve im neuen Koordinatensystem ergibt sich dann zu f(x) = 5 k22+... 


An der Stelle P kann man deshalb die Kurve durch die Parabel g(x) = 5 k x, die Schmiegungs- 
parabel, annähern. Es handelt sich dabei um eine Näherung 2. Ordnung (Abb.). 





Die Schmiegungsparabel für die Funktion Zur Bestimmung der Bogenlänge eines 
y=1- cost Kreisbogens 


Bestimmung der Bogenlänge eines Kreisbogens. Zur Bestimmung der Bogenlänge s eines Kreis- 
8b —-a 
3 


a die Sehne des Kreisbogens, b die des halben Bogens ist. Genau ists=r« Daa= 2r sinz, 





bogens mit dem Zentriwinkel « (Abb.) verwendet man die Näherungsformel s x ‚in der 


b= 2rsin 2 ergibt sich mit Hilfe der Reihenentwicklung für sinz 


8b-a 2r .& RR 2r “© (a/ld4)? (a/4)® ad 
— [sn%-n5]-% 187 - 31 + 51 0087 _ 


ad 
2r |3« «5 «d RT 
Er ZT ee er" 


Die innere Klammer nimmt ihren Größtwert für 
a = 0 an; dann ist 








2 9 si A 








en en 





8b-a ro r od 
3 Biss = Si TaRor 
Bei Benutzung der Näherungsformel ergibt sich 





ein Fehler von höchstens Beir= lm und 


r «> 

7680 
«= 30° beträgt der Fehler weniger als 0,005 mm. 
Durehbiegung eines Balkens. Das Biegemoment 
eines Balkens M (x) ist gegeben durch M(x)=EJk. 
Dabei ist E der Elastizitätsmodul, .J das Trägheits- 
moment des Querschnitts und k die Krümmung 
der Mittellinie des Balkens an der Stelle x (Abb.). 
In den für die Praxis wichtigen Fällen ist der 
Winkel «& sehr klein, und man kann in der Glei- 


chung k= den Nenner nach Potenzen 





By, 
(1 + ya 
von y’? = tan?« entwickeln. Man erhält 


4 3, 18 , 
k=y(a)l)l-zy@trgy@ir...|. 


Bei schwach gekrümmten Balken kann man in 1. Näherung k = y”’ (x) setzen und erhält die übliche 
d2? M 
Form der Differentialgleichung der elastischen Linie ia = En 


DER SATZ VON TAYLOR BEI MEHREREN VERÄNDERLICHEN 


Auch für Funktionen von mehreren Veränderlichen kann man den Satz von Taylor aufstellen. Für 
eine Funktion von zwei Veränderlichen /(x, y) ergibt sich, wenn man n = 0 wählt: 


f{zo + h, yo + k) = f(&0, yo) + hfz(xo + ®h, yo + 9k) + kfuleo +®h,yo +9k,0 <Pd<I1. 


Durchbiegung eines Balkens 
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Das ist gerade der Mittelwertsatz der Differentialrechnung für zwei Veränderliche. Wählt man bei 
der Taylorentwicklung n = 1, so ergibt sich entsprechend mit O0 <® <1 
{zo + Rh, yo + k) = f(xo, Yo) + hfz(x0, Yo) + k fu(Xo; Yo) 


1 
+ 31 [R? fzz(zo + Oh, yo + Bk) + 2hk frulzo + Oh, yo +9k) + Kefunlzo + Bh, yo + #k)]. 
Die Schreibarbeit nimmt beträchtlich zu, wenn man n größer wählt. Schon fürn = 5 sind 28 Glieder 


anzuschreiben, und jede der höchsten vorkommenden Ableitungen ist durch 6 Indizes bezeichnet. 
Man führt deshalb zweckmäßig eine symbolische ein, indem man setzt 


h fz(x0, yo) + k fu(zo, Yo) = (Rz rk 5) f(x, Yo). 


ö Ö 
Dann kann man durch symbolisches Potenzieren des rechtsstehenden Operators (5 +%k =) die 
Glieder höherer Ordnung angeben. U oy 












zo + Yo + k)= f(z0, Yo) + (»2 Fr = kan —) Has Yo) 






Satz von Taylor 
für Funktionen 


Sn (R- =p ie 2) Hz, Yo)+** 2 > [#2 — +k 3)" f(zo, Yo) 
zweier Veränderlieher 21\ 'ö= on" 0y 


1 


n+ 
+ mrDi (2 + ke.) Re + #h,yo + #k, O<d<I1 





Die Größe # hat in allen Summanden des Restgliedes und für beide Veränderliche k und k den 
gleichen Wert; sie ist eine Funktion von n, %, Yo, h und k. Um diese Abhängigkeit deutlich zu 
machen, schreibt man häufig $ = #(n, xo, Yo, h, k). Die gleiche Symbolik kann man auch für Funk- 
tionen von drei und mehr Veränderlichen verwenden. Für drei Veränderliche erhält man 


n ] 
f{zo + h,yo + k, 20 + I) = f(Xo, Yo, 20) + 2 x (R:; a ++ b;, +3 —) (zo, Yo, 20) 
ya,’ 


- (Rz m ) Oh, yo+ Ok, 20 + 90), 0<9<1 
Eine Erweiterung des Newtonschen Näherungsverfahrens. Sind zwei Gleichungen f(x, y) = 0 und 
g9(z,y) = 0 rechnerisch zu lösen und sind die Näherungswerte x, und % bekannt, so setzt man 


fo +Rhy+k=0, 9(z0o + h,yo + k) = 0 
und entwickelt nach dem Taylorschen Satz. Für n = 0 erhält man 


f(z0, yo) +hflzo +9h,yo +9k) + kl +dh,yo + Pk) = 0, 
9(Xo, Yo) + hgelxo + Oh, yo + 9k) + kgulxo + dh,yo + dk) = 0. 


Setzt man in diesen Gleichungen # = 0, so begeht man einen Fehler und kann statt der Genauwerte 
h und k nur Näherungswerte hı und kı bestimmen, mit denen neue Näherungswerte zı = zo + hı 
und yı = yo + kı berechnet werden können und mit denen das Verfahren erforderlichenfalls 
wiederholt wird. Für hı und kı errechnet man 


{w-9h 


= [#92 - If 
A Er: A a = x | 


En | = % 
= Y 


Beispiel: Es ist das EN is y)=2+y-2=90, 9gwy) =2y-2=0 zu 
lösen. — 
Näherungswerte sind 0 = — 1,8 und yp = —1l. 
Mit diesen Werten ergeben sich kı = 0,031, kı = — 0,030, und als neue Näherungswerte 
= - 1,769, Yı =. 1,130, 


III. Trigonometrische Reihen und harmonische Analyse 


Am Anfang der Entwicklung der Theorie der trigonometrischen Reihen steht das 1822 erschienene 
Buch „Theorie analytique de la chaleur‘‘ des französischen Mathematikers Joseph DE FOURIER 
(1768-1830). Er hatte sich einige Jahre mit Funktionenreihen beschäftigt, die heute seinen Namen 
tragen. Seine Untersuchungen leiteten eine Entwicklung der Theorie dieser Reihen ein, die für 
Mathematik, Physik und Technik in gleichem Maße an Bedeutung gewannen. Der Grundgedanke 
war, periodische Funktionen durch Reihen von periodischen Funktionen darzustellen, 
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Zur Untersuchung periodischer Bewegungen verwendet man Fourierreihen in der Akustik, der 
Elektrodynamik, der Optik, der Wärmelehre u. a. In der Elektrotechnik lassen sich Probleme, wie 
das Frequenzverhalten von Schaltelementen oder die Übertragung von Impulsen, mit Hilfe von 
Fourierreihen lösen. Für die Schiffahrt ist die Gezeitenvoraussage wichtig; da es sich um periodische 
Vorgänge handelt, werden Fourierreihen herangezogen und mechanische Vorrichtungen, die 
Gezeitenrechenmaschinen, konstruiert, mit denen mechanische Fourieranalysen durchgeführt und 
Wasserstandsvoraussagen für alle wichtigen Häfen errechnet werden. Es gibt heute kaum ein Teil- 
gebiet der Physik, der Mathematik oder der Technik, in dem nicht mit Fourierreihen gearbeitet 
wird. 
DIE FOURIERSCHEN REIHEN 


Die Fourierschen Reihen stellen einen Sonderfall der Funktionenreihen dar. Die Funktionen fr (x) 
haben die allgemeine Form 
In(2) = an cosn x + b„ sinn x. 


Die an und b„(n = 1,2,3,...) sind Konstante. Sie werden als Fourierkonstanten oder Fourier- 
koeffizienten bezeichnet. Unter einer trigonomeirischen Reihe oder Fourierreihe versteht man eine 
Reihe von der Form 


ao + E (ancosnx + b„sinnz). 
n=1 


Die Koeffizienten a„ und b,„ einer trigonometrischen Reihe können so gewählt werden, daß die 
Reihe gleichmäßig konvergiert, z. B. wenn die Reihe 3 (| an | + | br |) konvergiert. Ist nun f(x) 
=1 


n= 

für alle x die Summe der Fourier-Reihe, so heißt diese die zu f(x) gehörige Reihe, und f(x) ist stetig 
und integrierbar. Für die Koeffizienten der Reihe gelten die Euler-Fourierschen Formeln. 

Bildet man umgekehrt mit einer integrierbaren Funktion f(x) Zahlen a. und b„ nach den Eulerschen 
Formeln, so hat die mit diesen Koeffizienten formal gebildete trigonometrische Reihe auch f(x) 
zur Summe, wenn sieinO < x s 2 r gleichmäßig konvergiert. 

Eine wichtige Eigenschaft der Fourierkoeffizienten erhält man aus einem Vergleich der durch die 
Fouriersche Reihe dargestellten Funktion f(x) mit dem trigonometrischen Polynom n-ter Ordnung 
Dn(x) = a + ar’ cose +" +an’cosnz + bı’sinz +... + bn’sinnz. Wählt man in Analogie 


Eulersche oder Euler- 
Fouriersche Formeln 





2 
fie) eosnzdz, bn = - [he sinn x de 


zur Methode der kleinsten Quadrate als Maß für den Unterschied von f(x) und ®„ (x) den Ausdruck 
2n 


1 
di Lf(2) — On(x)]? dx, so hat dieser ein Minimum für die Fourierkoeffizienten, d.h. für 
0 


m 2n 
a —= %, a’ = a,b’ = bi. 

Ähnlich wie bei der Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe kann auch hier von einer 
gegebenen Funktion f(x) ausgegangen und untersucht werden, unter welchen Bedingungen sich 
eine konvergente Fouriersche Reihe angeben läßt, die die Funktion f(x) darstellt. Diese Frage wird 
im folgenden untersucht. 


ENTWICKELBARKEIT EINER FUNKTION IN EINE FOURIERREIHE 


Welche Arten von Funktionen lassen sich in eine Fourierreihe entwickeln ? - Für welche Arten 
von Funktionen ist es überhaupt sinnvoll, eine Fourierreihe aufzustellen ? — Bei der Beantwortung 
dieser Fragen geht man von einer Eigenschaft der Reihe 


oo 
ao + 3 (an cosnz + b„sinnz) 
n=1 
aus. Diese Reihe ist als „Summe“ von periodischen Funktionen selbst eine periodische Funktion 
mit der Periode 2r. Wird durch die Fourierreihe die Funktion f(x) dargestellt, so ist 
fi + 2r) = f(&). 
Sinnvoll ist deshalb die Aufstellung einer Fourierreihe für periodische Funktionen mit der Periode 
2x. Ist nun eine Funktion periodisch, aber mit der Periode 2/, so hilft man sich, indem man die 


Veränderliche x durch die Veränderliche .— ersetzt. Die entstehende Funktion hat dann die Periode 
2n. 

Häufig kommt es auch vor, daß man eine Fouriersche Entwicklung für eine Funktion braucht, 
die in einem abgeschlossenen Intervall der Länge 21 definiert, aber nicht periodisch ist. Denkt 
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man sich formal die Funktion links und rechts des abgeschlossenen Intervalls periodisch fortgesetzt, 
dann kann man sie ebenfalls in eine Fourierreihe entwickeln. Die Fourierreihe gibt dann zwar auch 
für Werte der Veränderlichen außerhalb des Definitionsintervalls Funktionswerte an, aber es 
interessiert nur die Funktion im Inneren des Definitionsintervalls. 


Diriehletsche Bedingung. Wie muß eine periodische Funktion aussehen, damit sie in eine Fourier- 
sche Reihe entwickelt werden kann? — Die genauen Bedingungen dafür sind noch nicht völlig 
bekannt. Man kennt z.B. stetige Funktionen, die sich nicht durch eine Fourierreihe darstellen 
lassen. Es gibt aber auch eine überall stetige und nirgends differenzierbare Funktion, die durch 
eine gleichmäßig konvergente Fourierreihe dargestellt 
werden kann, nämlich die von WEIERSTRASS entdeckte 


Funktion w(ie)= % arcos(brne), O<a<l, b>0 
n=1 


B 37 
ganzzahlig, ab >1-+ = 





0<xz<2x in endlieh viele Tellintervalle zerlegen und 
ist /(&) in jedem dieser Teilintervalle stetig und mon 
ton, so ist ?(@) in eine Fourierre 
| h den Euler-Fourier- 
Beispiel einer Funktion, die durch eine schen Formeln eindeutig bestimmt werden. . 0 
Fourierreihe dargestellt werden kann Diese Bedingung läßt für die Funktion f(x) einen sehr 

weiten Spielraum und genügt für die Praxis. Auch bei 
Funktionen wie der im Bild dargestellten ist danach eine Fourierentwicklung möglich (Abb.). 
Eine Festsetzung wird zweckmäßig noch getroffen: Weichen für einen Punkt des Definitionsinter- 
valles rechtsseitiger Grenzwert und linksseitiger Grenzwert voneinander ab, d. h., gilt 


lim f(xo + t) # lim f(xo - t), 
t>0 t>0 






so wird für diese Flickstelle gesetzt 
1 
a) =5 (lim If +3) + Io — 2) \ 


Wenn man diese Festsetzung trifft, stimmt der Wert, den die Fourierreihe liefert, mit dem Funk- 
tionswert in allen Punkten des Definitionsintervalles überein. 
Beispiel: Die Funktion f(x) sei gegeben durch 

I) Warzen 

fa) = -lfürz <e <2n 

fa + 2ka) = f&),k= +1,43, +43,... 

Für die Flickstellen setzt man (0) = f({k r)= 0. Die Dirich- 
letsche Bedingung ist offenbar erfüllt. Nebenstehendes Bild 
zeigt die Funktion, 
Die Ausführung der Integration nach den Euler-Fourierschen 
Formeln liefert , 


an = 0 für alle n, br = O(n= 1,2,...), 


4 
bantı = or er = 0,3,2; 05% 


is ergibt sich die folgende Fouriersche Reihe 


Rechteckkurve 4|. sin3z _sindz 











Die Abbildungen auf Seite 515 geben weitere Beispiele von Fourierentwicklungen. Zu jeder ist die 
Fourierreihe angegeben. 


HARMONISCHE ANALYSE UND HARMONISCHE SYNTHESE 


Harmonische Analyse. Unter harmonischer Analyse versteht man die Bestimmung der Fourier- 
Koeffizienten ao, aı, ae, . . ., b1, da, . ... Sie wird in der Technik häufig zum Analysieren periodischer 
Vorgänge verwendet. Eine Schwingung wird durch die harmonische Analyse in eine Summe von 
reinen Sinusschwingungen (harmonischen Schwingungen) und einen konstanten Anteil zerlegt. 
Außer der Grundschwingung treten Oberschwingungen auf, deren Frequenz gleich dem Doppelten, 
Dreifachen usw. der Grundfrequenz ist. Die einzelnen Oberschwingungen sind im Regelfall gegen- 
über der Grundschwingung phasenverschoben. Allgemein kann man an cosnx + b„ sinn x 


l 


a 
or 
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2 
ale >: 


























j 4u |cosb . cos3b _ 085 2 
1 Rechteckimpuls 1. Art; f(x) = — [77 sinz En ; "sin 3% eh sinöc +... 
. 2a |c sine sin2c in3c 
2 Rechteckimpuls 2. Art; f(x) = Talg Bu =; -cost + 2 cos2x + a5 cos3r +... 
4a coS3T _COS5X% 
3 Rechteckkurve; f(x) = — |eosx — +———- +... 
7 3 5 
2a|. sin2z sin3z 
4 Süägezahnkurve; |(z) = — — [sine +75 a 
5 Dreieckk 8a [sinz sin3xz sind 
reieckkurve ; fa) = n2| Teer + app +... 
ac 2a|l— cose 1 — cos2c 1 — cos3c 
6 Dreieckimpuls; f(x) = 5 + El cos? + 7 rt cos2r + or: on co83c +... 


7 Gleichgerichteter Wechselstrom, Einweggleichrichtung, Halbwellen einer Kosinuskurve ; 





a 1 0 2 0 2 4 2 6 
=: +5. 8247,35 cos2% — 2,75‘ c08 +57 cos6r — +... 


8 Gleichgerichteter Wechselstrom, Zweiweggleichrichtung ; 








2 
‚oosAa + se +... 


2a 2 2 9 2 
Te a a 
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= (n COS(R X — X&n) Setzen; wegen qAnCosnz + bnsinnz = Cn COSNX COSXn + Cn Sinn © Sinn 
ergibt sich an = Cn 608%, dba = Cr Sinz, und daraus 
bn 


Can = Van? — bn?, tanzn = . 


An 


Die Aufstellung der Fourierkoeffizienten für die Rechteckkurve ist ein Beispiel für eine harmonische 
Analyse. 

Bei der harmonischen Analyse kann man sich viel Rechenarbeit sparen, wenn man gewisse Symme- 
trieeigenschaften der zu analysierenden Funktion f(x) beachtet: 








Harmonische Synthese der Rechteckkurve 


Harmonische Synthese. Die harmonische Synthese ist die Umkehrung der harmonischen Analyse. 
Die einzelnen reinen Schwingungen werden addiert, und es ergibt sich eine Resultierende. In bei- 
gefügter Zeichnung ist für die ersten Glieder der im Beispiel angegebenen Fourierzerlegung die 
harmonische Synthese durchgeführt (Abb.). 


Angenäherte Berechnung der Fourierkoeffizienten. Zur Entwicklung in eine Fourierreihe liegen in 
der Praxis häufig nicht analytisch gegebene Funktionen vor. In der Regel sind es Kurven, die von 
einem schreibenden Meßgerät aufge- 
zeichnet worden sind, z.B. das Tan- 
gentialkraftdiagramm einer Kolben- 
kraftmaschine, das Diagramm des 
Druckverlaufes in einer Pumpe, Auf- 
zeichnungen von mechanischen oder 
elektrischen Schwingungen u.a. Auch 
in diesen Fällen ist die Fourierzer- 
legung möglich. Die Integrale in den 
Euler-Fourierschen Formeln werden 
dann näherungsweise berechnet (Abb.). 
Zur näherungsweisen Berechnung der 
Integrale wird das Intervall in eine 
große Anzahl 2m gleicher Teile geteilt. 
Zweckmäßig ist es, die Anzahl der Teile 
Fourierzerlegung empirisch gegebener Kurven gleich einem Vielfachen von 4 zu wäh- 

len und die Werte 12, 24, 36, 72, .... 

zu benutzen, denn durch eine solche Einteilung lassen sich die Symmetrieeigenschaften der Funk- 
tionen Sinus und Kosinus günstig ausnutzen; es kann auf diese Weise Rechenarbeit eingespart 
werden. Von den Kurven werden nach Einzeichnung eines Koordinatensystems die Funktions- 
werte an den Teilpunkten xo, xı, &2, &2m-ı abgemessen. Man bezeichnet sie mit Yo, Yı, %2, ++ +» Yam-1. 
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Dann ist 
ı 2m-1 
Ge Ni 
2m io 
1 2m-1 ni 
ME e S fürn = 1,2,..,m, 
1 2m-1 ni 
a a Zi 


Wählt man 2m = 24, so ergeben sich die 24 Koeffizienten ao, Qı, @a, . . ., dia, dı, da, ». .„, diı. Die 
IT 


resultierende Funktion ao + & (an cosn x + b„ sinnz) + aıa cosl2x = f(x) hat für die Teil- 
n=1 

punkte z;(? = 0, 1,... 23) die Werte f(x.) = yıl@ = 0, 1,..., 23). 

Der Rechenaufwand für die harmonische Analyse ist beträchtlich. Ein geübter Rechner braucht 
bei Benutzung einer elektrischen Rechenmaschine und unter Verwendung spezieller Rechen- 
schemata zur Durchführung dieser harmonischen Analyse mit 12 Punkten etwa !/s Stunde, mit 
24 Punkten etwa 2 Stunden, mit 36 Punkten etwa 6 Stunden und mit 72 Punkten etwa 16 Stunden. 
Ohne die Verwendung von Rechenschemata sind bei 72 Punkten etwa 5000 Produkte zu bilden, 
die in 72 Summen zusammenzufassen sind. Eine mittelschnelle elektronische Rechenmaschine 
bewältigt die Rechnung für 36 Punkte in etwa 2 Minuten. Die Zeit, die erforderlich ist, um das 
Ergebnis auszudrucken, ist meist länger als die Rechenzeit. 


Harmonische Analysatoren. Der für die Fourieranalyse von Kurven erforderliche große Zeitauf- 
wand führte zur Entwicklung mechanischer Geräte und Vorrichtungen. Man arbeitet mit ihnen 
wie mit einem Planimeter. Die gegebene Kurve wird mit einem Fahrstift umfahren, und an einem 
Rechenwerk kann man den Wert eines Fourierkoeffizienten oder einen diesem proportionalen 
Wert ablesen. Geräte dieser Art werden als harmonische Analysatoren bezeichnet. 

Für die speziellen Zwecke der Gezeitenvorausberechnung wurden in den einzelnen Ländern @e- 
zeitenrechenmaschinen entwickelt, mit denen die harmonische Synthese durchgeführt werden kann. 
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Ein weites Feld der Anwendungen wird durch die Differentialgleichungen erschlossen. Pendel- 
schwingungen und Satellitenbahnen, Tragflügelkonstruktionen und Talsperrenbau, Elektrotechnik 
und Schiffsbau, Membranschwingungen von Lautsprechern, Erdbebenwellen, Wärmeausbreitung 
in Verbrennungsmotoren, Reaktionsgeschwindigkeiten bei chemischen Umsetzungen und radio- 
aktiver Zerfall - das alles ist im Anwendungsbereich der Differentialgleichungen inbegriffen. Hier 
kann nur ein ganz bescheidener Einblick in die umfangreiche und oft schwierige Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen geboten werden. In diesem Abschnitt werden nur gewöhnliche Differential- 
gleichungen betrachtet, für partielle Differentialgleichungen sei auf den Hauptabschnitt Potential- 
theorie und partielle Differentialgleichungen verwiesen. Auch werden hier die Differentialgleichun- 
gen nur für reelle Veränderliche und reellwertige Funktionen untersucht. Unter Verzicht auf volle 
mathematische Schärfe wird eine Reihe solcher Lösungsverfahren dargestellt, die in der Praxis 
häufig auftreten. Darüber hinaus soll ein Einblick in typische Fragestellungen dieses mathematischen 
Gebietes gegeben werden. 


I. Erste Orientierung 


GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 


Differentialgleichung. Besteht zwischen einer Funktion einer oder mehrerer Veränderlicher und 
einigen ihrer Ableitungen eine Beziehung in der Gestalt einer Gleichung, in der auch die unab- 
hängigen Veränderlichen noch vorkommen können, so spricht man voneiner Differentialgleichung. 
Jede Lösungsfunktion der Differentialgleichung wird Lösung oder Integral genannt, z. B. hat die 


5l8 GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


dy\2 
Differentialgleichung (2) + y? = 1 das Integral y = sinz, denn durch Einsetzen ergibt sich 


die für alle x richtige Identität cos®xz + sin®z = 1. Umgekehrt kann man für die Funktion z 
= f(x, y) der beiden unabhängigen Veränderlichen x und y eine Differentialgleichung aufstellen, die 


ö öz 
z.B.z= xy zur Lösung hat. Da dann 3 —E ee iz x, genügt z=xy der Differentialgleichung 
02 02 
3 Be | 2 
827 * oy DEI L 


Wenn die in der Differentialgleichung auftretenden Funktionen nur von einer unabhängigen Ver- 
änderlichen abhängen, also auch nur Ableitungen nach einer Veränderlichen auftreten, so spricht 
man von einer gewöhnlichen Differentialgleichung. Hierhin gehören z.B. 


SV gi 7, 2? = 3% 2 -yYzy=0 
dz ’ dz? u = Y Y %Y Y'Ye 


Wenn dagegen die gesuchten Funktionen von mehreren unabhängigen Veränderlichen abhängen 
und demgemäß partielle Ableitungen auftreten, spricht man von partiellen Differentialgleichungen. 

Ba Ö 022 ö2 022 022 
Beispiele sind S2dy +z he 0 und pr + FI 
von x und y. — Im folgenden werden nur gewöhnliche Differentialgleichungen behandelt. 


02 
=4ıy 2 gesucht sind Funktionen 2 = f(x, y) 


Ordnung und Grad einer Differentialgleiehung. Die höchste Ordnung der Differentialquotienten 
in einer Differentialgleichung bestimmt ihre Ordnung. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung 
kann in der Form F(x2,y,y’,y”,...„ym) = ‚0 dargestellt werden, wenn F eine Funktion der an- 
geführten Argumente bedeutet. Speziell ist y’ = f(x, y) die allgemeine explizite und F(x,y,y’) = 0 
die allgemeine implizite Differentialgleichung der 1. Ordnung. Ist F eine ganzrationale Funktion der 
Argumente 9, y’, ..., y(®, so ist ihr Grad zugleich der der Differentialgleichung;; die Abhängigkeit 
von x spielt keine Rolle. Dagegen kann man bei der Differentialgleichung y’ = x + siny’ nicht 
von einem Grade sprechen. 

Besonders wichtig für die Anwendungen sind 
die Differentialgleichungen vom Grade 1,dieline- 
aren Differentialgleichungen ; in ihnen treten die 








Ditferentialgleichung 






e £ x + siny’ = 

unbekannte Funktion und ihreAbleitungen nur y2— zsinz 9 
in der 1. Potenz und auch nicht miteinander man 22 1 
multipliziert auf. Demnach hat die allgemeine u 3 y’ + ycosz = sinz 1 
2 


lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung 


dieFormf+fy+ fıy +fey” ++ fnym il 
= 0, wo f, fo, fis =» » «, fa gegebene Funktionen von ® on 


Integral einer Differentialgleiehung. Wird die Gleichung F(x,y,Y’, ..., y®) = 0 nach Einsetzen 
der Funktion y = (x) und ihrer Ableitungen y’, y”, .. .. y(® zu einer für alle x aus einem Intervall 
gültigen identischen Gleichung in x, so heißt y = p(x) Lösung oder Integral, seine Ermittlung 
Integration und das Bild von y = p(x) in der x-y-Ebene Integralkurve. Die Lösungen sind oft keine 
elementaren Funktionen oder wenigstens geschlossene Ausdrücke in diesen Funktionen. Im Gegen- 
teil, gewisse für Anwendungen wichtige, nicht elementare Funktionen sind geradezu als Lösungen 
spezieller Typen von Differentialgleichungen definiert; z. B. stieß 1785 der französische Mathema- 
tiker Adrien-Marie LEGENDRE (1752-1833) bei der Untersuchung der Anziehungskraft eines Ellip- 
soids auf einen außerhalb gelegenen Punkt auf eine heute nach ihm benannte Differentialgleichung, 
deren Lösung die Legendreschen Polynome darstellen. Oft genügt es, unter Verzicht auf die voll- 
ständige Lösung, die analytischen Eigenschaften des Integrals in der Umgebung einer Stelle xo 
festzustellen und den Verlauf der Integralkurven, die Eindeutigkeit der Lösung oder andere 
Fragen zu untersuchen. Zum Inhalt der Existenzsätze gehört schließlich die Angabe von Eigenschaften 
einer Differentialgleichung, aus denen mit Sicherheit gefolgert werden darf, daß überhaupt Lösun- 
gen existieren. 


Vorläufiger Überblick über die Beschaffenheit der Integrale von Differentialgleiehungen. Man 
unterscheidet das allgemeine Integral, partikuläre und singuläre Integrale. Die Lösungsverhältnisse 
kann man grob und etwas ungenau so zusammenfassen: 


egral einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthält genau n willkürliche 
+, Cns d. h., es ist nur bis auf diese Konstanten bestimmt, 


ER re N ER 








Entsprechend erhält man in der Integralreehnung als Lösung der Differentialgleichung y’ = f(x) 
dasIntegraly = f f(x) de + (©. Legt man den Cı, .. ., On irgendwelche festen, bestimmten Zahlen- 
werte bei, dann erhält man ein partikuläres Integral. Mithin ist die Gesamtheit der partikulären 
Integrale sozusagen im allgemeinen Integral enthalten. 
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Beispi Es Die Differentialgleichung y’? + y? = 1 hat y = sin(& + C) als allgemeines Integral. 


Für O= s erhält man das partikuläre Integral y = sin (2+ 5) = cosr. Durch Einsetzen in die 
Differentialgleichung zeigt man leicht, daß es sich tatsächlich um Lösungen handelt. 


Neben allgemeinem Integral und partikulären Integralen kann eine Differentialgleichung noch 
singuläre Integrale haben, die meist gewissen Unstetigkeiten der gegebenen Gleichung entsprechen. 
Singuläre Integrale können durch keine Wahl der Konstanten aus dem allgemeinen Integral 
erhalten werden; z. B. hat die bereits erwähnte Differentialgleichung y’? + y? = 1 die singulären 
Integrale y = +1, wie man durch Differenzieren und Einsetzen einsieht. 


Beis piel: Die Differentialgleichung 2. Ordnung y’”-+y= 0 hat das allgemeine Integral 
y= Cısinz + C2 cosx; durch passende Wahl der Konstanten Cı und (3 erhält man die partiku- 
lären Integrale y = 0, y= cosz, y= 2cosz, y = sinz, y —= nsinr. Singuläre Integrale sind 
nicht vorhanden. 


DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND GEOMETRIE 


Das Riehtungsfeld der Differentialgleichung 1. Ordnung. In der impliziten Form F(x,y,y’) = 0 
und erst recht in der expliziten Form y’ = f(x, y) ordnet die Differentialgleichung den Punkten der 
x-y-Ebene, für welche f(x, y) definiert ist, einen Wert p = y’ = f(x, y) der Ableitung der gesuchten 
Funktion y(x) zu, welche die Richtung der Tangente an das Schaubild der Funktion y(x) angibt. 
Auf diese Weise entsteht das Richtungsfeld der Differentialgleichung 1. Ordnung. Das Zahlentripel 
x, %, p heißt das Linienelement, dessen Träger der Punkt (x; y) ist. 

Mit Hilfe des Richtungsfeldes kann eine wenigstens angenäherte Vorstellung vom Verlauf der Inte- 
gralkurven einer Differentialgleichung 1. Ordnung gewonnen werden, indem man durch kurze 
Striche im Punkte (x; y) die jeweilige Tangentenrichtung markiert (Abb.). 





Richtungsfeld der Differentialgleichung y’ = — = 


Richtungsfeld der Differentialgleichung y’ = y 


J 
& 


Geometrisch gesprochen besteht die Aufgabe der Integration der Differentialgleichung 1. Ordnung 
darin, alle Kurven aufzufinden, die-auf das Richtungsfeld passen, d.h., die in jedem Punkte eine 
Tangente haben und nur solche Linienelemente enthalten, die mit den durch y’ = f(x, y) gelieferten 
Werten übereinstimmen, 


Ditferentialgleichung und Kurvenschar. Das oben ausgesprochene Ergebnis, daß die Lösung einer 
Differentialgleichung 1. Ordnung eine unbestimmte Konstante erhält, läßt sich geometrisch dahin 
deuten, daß ihre Lösung aus einer einparametrigen Kurvenschar besteht. Aber auch die Umkehrung 
ist richtig: Eine einparametrige Kurvenschar y = (x, €) wird analytisch durch eine Differential- 
gleichung 1. Ordnung repräsentiert. Diese erhält man durch Eliminieren von C aus dem Gleichungs- 


d 
system y = p(z, C); I = (x, 0). 
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Beispiel: Die Schar sämtlicher Geraden durch den Ursprung hat die Gleichung y = C x. Dann 
ist y’ = C', Daraus ergibt sich die Differentialgleichung y = y’x bzw. y’ = X (Abb. Richtungs- 
feld der Differentialgleichung y’= 2) > 
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Richtungsfeld der Differentialgleichung 
y=x 


rechts: Richtungsfeld der Differentialgleichung 
yasry 





Drake kriasenn. Umekabet zahlr ‚ht d 
Ordnung einer n-parametrigen Even 


Der zweite Teil dieses Satzes folgt ersichtlich unmittelbar aus der Beschaffenheit des a 
Integrals einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. Aus der Gleichung einer Kurvenschar, die 
n Parameter enthält, läßt sich andererseits die entsprechende Differentialgleichung finden: Man 
differenziert die Gleichung der Kurvenschar hinreichend oft, bis es gelingt, aus der Ausgangs- 
gleichung und den durch Differentiation entstandenen Gleichungen die Parameter zu eliminieren 
und die von Parametern freie Differentialgleichung aufzustellen. 


Beispiel l1:y= Cıx + Cs ist die zweiparametrige Gleichung der aus sämtlichen der y-Achse 
nicht parallelen Geraden in der Ebene bestehenden Kurvenschar, Durch zweimaliges Differenzieren 
erhält man y’”’ = 0; eine Elimination ist nicht notwendig. Die Differentialgleichung besagt in 
der Tat, daß es sich um sämtliche Kurven handelt, deren Krümmung überall Null ist; dies sind 
genau die geraden Linien. 

Beispiel 2: Die Schar aller Kreise mit festem Radius a hat die Gleichung (x — Ch)? + (y — Cs)? 
— a?, Durch Differenzieren erhält man x — Cı + (y — Ca) y’ = 0, durch nochmaliges Differen- 


1 
zierenl+ y?+(y- w y" = 0. Daraus ergibt sich durch Eliminieren 0, = yr (1+y?+yy”) 
und Ct =z—-(1+ 3 yr durch Einsetzen daraus die Differentialgleichung y’””? a® = (1 + y’®)?. 


Alle Kurven der een sind unter den Lösungen der zugehörigen Differentialgleichung ent- 
halten. 

Es kann aber sehr wohl der Fall sein, daß unter den Lösungen der Differentialgleichung noch weitere 
Kurven enthalten sind, die nicht zu der ursprünglichen Kurvenschar gehörten; z. B. führt die 
Kurvenschar y = Cıx + Os, Cı > 0 aller steigenden Geraden auf die Gleichung y’’ = 0; unter 
ihren Lösungen treten aber neben den steigenden auch sämtliche fallenden Geraden auf. 


— 
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Singuläre Lösungen, Einhüllende von Kurvenseharen. Die Kurvenschar aller Kreise mit dem Radiusl, 
deren Mittelpunkte auf der x-Achse variieren, y? + (x — C)? = 1, genügt der Differentialgleichung 
2y?+yp—-1=0,dayy +z-0=0,C=x+ yy (Abb.). 


4 ' 4 
1 N } 1 $ 1 
a nn nn nn nn nn nn rn ee — nen 
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Kurvenschar aller Kreise mit 


Se 





dem Radius 1, deren Miütel- | | 1 Se y-1 | 
punkte auf der x-Achse liegen et Se KARTE SEN NEn! 
Ihr genügen aber auch die Funktionen y= lund y= -—I1, die nicht im allgemeinen Integral 


(2 — C)?+y?= lenthalten sind, mithin singuläre Lösungen darstellen. Geometrisch sind sie die 
Tangenten an die Kreisschar und passen, obwohl sie nicht in der Kreisschar enthalten sind, auf das 
von der Differentialgleichung gelieferte 
Richtungsfeld. Aus dessen Linienelemen- 
ten lassen sich ferner weitere Lösungs- 
kurven zusammensetzen, die ebenfalls 
Lösungen darstellen. Eine dieser unendlich 
vielen Kurven ist in die Abbildung, rot 
ausgezogen, eingetragen. 

Schar der Tangenten an die Parabel y= x? 
(Abb.). Die Gleichung der Tangente an 
die Parabel y= x? im Punkte (zo, %o) 
lautet = 2rx0. Da y = x%° und 
xo als nn fe) en ist, "erhält, Zusammengesetzte Lösungskurve, die auf das Rich- 
man die Gleichung der Kurvenschar tungsfeld der ee 7 a m 

’ pa 
y=2Cx-— 0% Aus y„=2(, 0=5 eT- 
2 
gibt sich als Differentialgleichung der Kurvenschar y=ry’-— e— ‚. Die Einhüllende dieser 
Kurvenschar, die jede Kurve der Schar berührt, « 
ist offenbar die Parabel y = x? selbst. Sie ist nicht 
in der allgemeinen Lösung y=2C0x-— 0? der 
‚2 

Differentialgleichung y= xy’ — rn enthalten, be- 





friedigt diese aber und ist die singuläre Lösung der 








Peer = RER Minh 


Aus diesem Sachverhalt folgt auch die hier ohne 
Beweis mitgeteilte Methode, die Einhüllende einer 
einparametrigen Kurvenschar zu gewinnen, falls 


ME \ 
eine solche existiert. Kennt man die allgemeine N 


Lösung 2(z,y, C) = 0 der der Kurvenschar ent- N u. 

sprechenden Differentialgleichung, so eliminiere \\ ‚if Ehe 

man aus @(z, y, C)= 0 und der partiellen Ableitung ii Q\ N ; 1 
PELIER: 


ss 







am yo); _ 0 den Parameter (. 3 We 


sc H 
Dieses Verfahren liefert gelegentlich neben der oder Ei 
den Einhüllenden auch noch andere Kurven, die Er ga PU gu zre: BEER IE 
für die Kurvenschar von geometrischer Bedeutung = RAN an in —T 


Tangentenschar an die Parabel y = x? 
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sind, z. B. den Ort der Spitzen für die Schar der Zykloiden (Abb.) oder den Ort der Knotenpunkte 
für den Fall, daß die einzelne Kurve der Schar sich selbst durchkreuzt. 
Auch in der Physik tritt das Problem auf, Einhüllende einer Kurvenschar zu bestimmen. Fällt 


y 
2r 





z.B. auf einen Kugelspiegel 
achsenparalleles Licht, so hül- 
len die reflektierten Licht- 
strahlen eine Brennfläche ein, 
deren Querschnitt Katakaustik 
heißt (Abb.). 


Zykloidenschar. Die Gerade 
y = VD ist nicht die Einhüllende 





Isoklinen, orthogonale Trajekto- 
rien. Die Verbindungslinie von 
Punkten der gleichen Feldrichtung 
nennt man eine Isokline des Rich- 
tungsfeldes einer Differentialglei- 
chung 1. Ordnung. Man erhält die 
Gleichung einer Isoklinen, indem 
many’ = const = ainy’ = f(x, y) 
einsetzt. Aus den Isoklinen läßt 
sich mitunter eine Übersicht über 
das Richtungsfeld und damit über 
die Lösungskurven einer Differen- 
tialgleiehung gewinnen; z.B. ge- 
nügen die Isoklinen auf y’= «a 
der Differentialgleichung 
«+y)yY+xz-y=0 für a=0 
der Gleichung y=z, für a=]1 
der Gleichung z=0, für =» 
bzw. @= —1 den Gleichungen 
y= —x bzw. y = 0: die Lösungs- 
kurven bilden einen sog. Strudel- 
punkt (Abb.). 


Lösungskurven der Differentialglei- 
chung < + y)y +2 -y=), ge 
wonnen mit der Isoklinenmeihode 
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In der Geometrie und vor allem auch in der Physik taucht oft das Problem auf, zu einer Kurven- 
schar die Schar der orthogonalen Trajektorien aufzufinden, das sind die Kurven, die jede Kurve der 
ersten Schar senkrecht schneiden. Die Kraftlinien eines magnetischen oder elektrischen Dipols 


bilden die Schar der Feldlinien, die von den Linien gleichen Potentials senkrecht geschnitten werden 
(Abb.). 





Kraftlinien eines Magnetstabs 


Analytisch gewinnt man die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien aus der zur 


Kurvenschar ©(z, y, ©) zugehörigen Differentialgleichung y’ = f(x, y), indem man y’ durch — zZ 
ersetzt. Diese Methode folgt daraus, daß die Rich- Y 
tungsfaktoren orthogonaler Kurven zueinander nega- 
tiv reziprok sein müssen. 


Beispiel: Die orthogonalen Trajektorien der Parabel- 
schar „= —2(x + C), deren Differentialgleichung 
yy' = —1 lautet, genügen demnach der Gleichung 
y' = y mit der allgemeinen Lösung y = (C ez. Die 
Schar der Exponentialkurven bildet somit die Schar 
der orthogonalen Trajektorien zur Parabelschar 
und umgekehrt. e a, 


“rs 


EI INOSZ 
AT 


II. Elementar integrierbare Typen 





Eine Differentialgleichung heißt elementar integrier- 
bar, wenn sich ihre allgemeine Lösung durch Kom- Die Kraftlinien eines Dipols durchdringen 
bination einer endlichen Anzahl von elementaren die Äquipotentiallinien senkrecht. Die eine 
Funktionen und durch gewöhnliche Integrationen Kurvenschar besteht jeweils aus den ortho- 
(Quadraturen) gewinnen läßt. Dies ist nur bei einigen gonalen Trajektorien der anderen 
Typen von Differentialgleichungen möglich, die in- 

dessen in den Anwendungen häufig auftreten. Bei den im folgenden behandelten Lösungsver- 


fahren wird die Frage nach der Existenz der Lösungen durch Angabe der Integrale positiv ent- 
schieden. 


SPEZIELLE TYPEN ELEMENTAR INTEGRIERBARER 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG 


Die allgemeine implizite Differentialgleichung 1. Ordnung F(xz,y, y’) = 0 läßt sich nach dem Satz 
über die Auflösbarkeit impliziter Funktionen eindeutig in der Umgebung einer Stelle zo, %0, Yo’ 


or 
nach y’ auflösen, wenn dort iy #0 ist; man erhält die explizite Form y’ = f(x, y). 


Diiferentialgleiehung vom Typ 4’ = g (x). In diesem Typ einer Differentialgleichung hängt die rechte 
Seite nur von x ab. Ist g(x) im offenen Intervall (a, b) integrierbar, z. B. stetig, so erfüllen für ein 
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beliebiges, aber festes & aus dem Innern des Intervalls (a, b) die Funktionen 
x 
BE glt)die +0, a<sz<b 


mit beliebigen Werten der Konstanten C die Differentialgleichung y’ = 9(x). Die Integralrechnung 
lehrt, daß dies sämtliche Funktionen sind, die ihr genügen; y stellt somit das allgemeine Integral dar. 


Ditferentialgleiehung vom Typ y’ = h (y). Ist die nur von y abhängige Funktion h(y) fürce<y<d 
stetig und in diesem offenen Intervall nirgends gleich Null, so kann diese Differentialgleichung auf 
den eben behandelten Typ zurückgeführt werden. Ist nämlich y = y(x) eine Lösung der Diffe- 
rentialgleichung y’ = h(y), dann genügt die inverse Funktion x = y(y) der Differentialgleichung 


= 


1 
= = ig: . Also liefert x = un) dy in einem dem Intervall (c,d) entsprechenden Intervallder 
Unkehktonkein die zur Lösung y= y(x) inverse Funktion = y(y). 


Beispiel: Die Differentialgleichung y’=- 
ist im Intervall 0 <c<y<.d lösbar, weil 


1 
alle Voraussetzungen über h(y) =, erfüllt 


sind. Ihre Isoklinen sind Parallele zur 
x-Achse. Die durch den Punkt (£;n) mit 
n>0imStreifen (-o <z <+to;c<y<d} 


d 
führende Lösungskurve von u” =y erhält 
man aus x = &+ fydy= + 5 (v2 - m) 


für y> 0 durch Alte nach y. Es er- 
gibt sich 


1 
y- Im + 3@-Bfürz>e- gm. 


Wie schon nach dem Richtungsfeld zu 








Richtungsfeld der Differentialgleichung y’ = — erwarten war, stellen die Integralkurven 
Y Halbparabeln dar (Abb.). 
a mit getrennten Variablen. In den Differentialgleichungen 4’ = e*siny, 
a — y = z Sn j hängt zwar die rechte Seite von beiden Veränderlichen x und y ab, aber doch 


in der darin Weise, daß eine nur von x abhängige Funktion g(z) mit einer nur von y abhängigen 
Funktion k(y) multipliziert wird. Gegenbeispiele lägen etwa bei y’ = sin(z y) oder y’ =x + y vor. 
Wenn sich die rechte Seite der Differentialgleichung y’ = f(x, y) als Produkt g(x) - h(y) schreiben 
läßt, so sagt man, die Variablen lassen sich trennen. In diesem Falle läßt sich die Differential- 
gleichung y’ = g(x) h(y) leicht lösen, wenn g(x) und h(y) stetige Funktionen sind und Ah(y) in einem 


d 
ganzen Intervall (c,d) von Null verschieden ist. Aus Fr =g(x) h(y) erhält man . 
und nach beidseitiger Integration « (y) 


d 
platm] Si; Fin an + ©: 


='9(7)U2 





5. nach dem Auflösen nach y ergibt sich die 
allgemeine Lösung ine <y<.d. 
Beispiell:Y=-!tür2>0,y>0. 
Bali... u 
2 
Hier ist g(&) = —-, h(y) = y. Man er- 
- en en hält = 
mm dy de 
4 er. u u 
5, 110 16,5 220 hikm] Iny+lmnz= (6, 
Inz y =, 
Druckabfall in der Atmosphäre bei konstanter Tempe- ay=e =ü. 


ratur als Funktion des Abstandes vom Erdboden Die Lösungskurven sind Hyperbeln. 
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Beispiel 2: Der Luftdruck p ändert sich mit der Höhe h über dem Erdboden (Abb.). Beim 
Anstieg um dh nimmt p um dp = —ogdhÄA zu, wenn o die Dichte der Atmosphäre und ig die 


Erdbeschleunigung bedeuten. Nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz ist das Verhältnis 2 
= a konstant, mithin ist pP m 


d 
dp=-pagdh, [E=-savan+ o, Inp=-agh+t. 


Für k = 0 ist der Luftdruck p,» der Druck am Erdboden; d.h. C = In 20; man erhält In, 





_@ gh 
= -agh ode p= meh = me PM. 
Der Druck fällt mit zunehmender Höhe ex- 


ponentiell ab; etwa alle 5,54 km nimmt er - 
gleiche Temperatur der Atmosphäre vorausgesetzt — jeweils um die Hälfte ab. 


besandieb Höhenformel | p= pe Pr 


Homogene Differentialgleichung. Eine Differentialgleichung y’ = f(x,y) heißt homogen, wenn 


y er — 1]: 22 

f(z,y) eine Funktion p (2) des Quotienten 2 ist; z.B. y’ = sin n, = or und y=-— a 

Zur Lösung führt man in y’ = (2) durch die Substitution = t eine neue Variable ein. Dann ist 

d di 

yalıa,y= Er =tz+t. Man erhält die Differentialgleichung x -+t=pf(t) oder IE 
ei) 


a in der sich die Variablen trennen lassen; ihr allgemeines Integral ist 


di 
[= + ©. 


Durch Auflösen stellt man hieraus t = t(z) her und gewinnt dann die gesuchte Funktion y = y(«). 
Das Verfahren versagt, wenn der Nenner (p(t) — t) des Integranden verschwindet, wenn g(f) = t ist, 


d.h. die vorgegebene Gleichung y’ -_ lautet. Dann aber hat es sich von vornherein um eine 
Differentialgleichung mit getrennten Variablen gehandelt. 
Beispiel: Um alle Kurven y(x) zu finden, die sämtliche Radiusvektoren unter demselben 


Winkel « schneiden, greift man eine ünter dem Winkel # gegen die x-Achse geneigte Gerade her- 
aus. In ihrem Schnittpunkt mit der gesuchten Kurve y(z) hat diese die Tangentenrichtung 


Y 
nl —e + tan x Br 
y. tenle tn) = 
—t 
ang tana Ei Y 
x 
a+ - 

Setzt man tan«=a, so gilt die Differentialgleichung y’= et. die 
homogen ist und die Lösung hat yem © 


2 
— aretan + C = In(e? + 22). 





In Polarkoordinaten e = Vz? + y: undgp = aretan = lautet die Lösung 


= ?,.8ko Zur Herleitung der 
ge=alne- ='COoderoe=et 2 Differentialgleichung 

x der logarithmischen 
Die gesuchten Kurven sind logarithmische Spiralen (Abb.). Spirale 


Lineare Differentialgleiehung 4’ + p(x) y + a(xz) = 0. In dieser Gleichung sind p(x) und g(x) 
gegebene Funktionen von x, die als stetig vorausgesetzt seien. Sie heißt lineare homogene Differen- 
tialgleichung, wenn g(z) = 0, d.h., wenn ein von y und y’ freier Term gar nicht auftritt. Sie läßt 
sich integrieren, indem man sie als Differentialgleichung mit getrennten Variablen behandelt. Aus 


[ ui z 
et p(x) y = 0 erhält man Iny = — [ px) dz+cı oder y= Oo JS?” 


Um daraus eine Lösung der ursprünglichen, inhomogenen Differentialgleichung 4’ +.p(x) y 
+ q(z) = 0 zu gewinnen, benutzt man das von dem französischen Mathematiker Joseph-Louis 
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LAaGrAnNGE (1736—1813) angegebene Verfahren der Variation der Konstanten. Man faßt C nicht als 


Konstante, sondern als Funktion C = ((xz) auf. Aus y = C(«) ni Bre— C(z)y(x) erhält man 
y’ = O’(&) y(z) + Oz) y’(x) und durch Einsetzen in die inhomogene Gleichung 


Oy+gq+CW+pvVl=0d. 


Der Inhalt der eckigen Klammer ist Null, da y die homogene Differentialgleichung befriedigt. Es 
ergibt sich die Differentialgleichung C’(xz) y(z) + qg(&) = 0 zur Bestimmung von C(z). Aus ihr 
erhält man 


) KRSMER 2. 


oa) = Cı + [ae 


allgemeine Lösung der linearen Dillernsunlelnetend | 





Yytrkytaa=0 


Man merke sich nicht die Schlußformel, sondern das Verfahren: Homogene Gleichung herstellen, 
Variablen trennen, Variation der Konstanten. 


Beispiel: zy’— y= x? cosz, d.h. yY-, I _xcosı = 0; © #0; die | homogene Gleiehung 
1 Hi 
Y-S 7429 hat die Lösung y= C x; nach Variation der Konstanten y’ = C’(«) x + C(x) wird 


eingenetizt O’(2) x + C(x) — Clx) — x cosz = 0, 
C’ (2) — cosz = 0, | | 
C(&) = sinz + O1; demnach ist die allgemeine Lösung 
y= zsinz + Cız, wie man durch Einsetzen bestätigt. 


Bernoullisehe Differentialgleiehung 4’ + p(xz)y + a(&) y" = 0. Diese Gleichung ist nach dem 
Schweizer Mathematiker Jakob BERNovLLI (1654— 1705) benannt worden, der sich 1695 und 1697 
im Wettstreit mit Gottfried Wilhelm Lxısnız (1646—1716) und seinem Bruder Johann BERNOULLI 
(1667 — 1748) mit ihr befaßt hat. Für n = 0 wird diese Differentialgleichung zu einer linearen; für 
n = 1 lassen sich die Variablen trennen. Es soll deshalb gelten n # 0, n # 1 und außerdem y # 0, 
2.B. y > 0; die Funktionen p(xz) und g(x) schließlich seien in einem Intervall « <x <b stetig; 
von dieser Art sind z.B. die Differentialgleichungen 








yY—-(@@+1)y-y=0mitn=2, pl) = -a®-]1, g(x) = —loder 
‚ i 1 logx 
zy —y’legety=0mitn=3, Pe > q(&) = -— Frei 
2 
Zur Integration führt man mittels y = z 1=? eine neue Funktion z = z(x) ein. Man erhält 
N 
Ale: N ut (1099 
l-n r () 


und durch Einsetzen in die gegebene für z(x) eine lineare Differentialgleichung 
+(l-n)pk@)z+(l-n)ge) =, 
aus deren allgemeinem Integral z(x) sich die Lösung y = y(xz) der vorgelegten Gleichung ergibt. 


4 = 
Beispiel:Iny’— — - x Yy — NiSENn— E25 0, y>Vd». Min nacht den Ansatz y - — Fahne, 
2 
Daraus ergibt se wegen y’ = 2 zz’ die is Differentialgleichung 2’ — =5 am 0 mit der 


1 
allgemeinen Lösung z = x? IB Inz +0 E Das Integral der gegebenen Gleichung ist dann y = 2° 
2 


1 
- als» +0 5 , 


INTEGRATION EINER BELIEBIGEN DIFFERENTIALGLEICHUNG 1.ORDNUNG 


Jede Differentialgleichung 1. Ordnung läßt sich integrieren, wenn die in ihr enthaltenen Funktionen 


gewissen in den Existenzsätzen genauer angegebenen Bedingungen, z.B. über die Stetigkeit, 
genügen. Zunächst soll angenommen werden, daß alle im folgenden vorgenommenen Operationen, 
wie Auflösen implizit gegebener Funktionen, Differentiation und Integration, Bilden der Umkehr- 
funktion u. a., möglich sind. 


Elementar integrierbare Typen 527 


Exakte Differentialgleiehung. Die explizite Differentialgleichung 1. Ordnung y’ = f(z,y) kann 
h (x, y) 
9 (8, Y) 
y’ g(@,y) + hia,y) = 0. 

Falls die linke Seite das vollständige Differential einer Funktion F(x, y) darstellt, d.h., wenn 





dargestellt werden in der Form y’= — oder, um Brüche zu vermeiden, in der Gestalt 


= 
y’ g(z,y) + h(z,yY) = ——- „Fr y), heißt die Differentialgleichung exakt und F(x, y) Stammfunktion. 
Dann ist die Herne der Differentialgleichung leicht möglich. Aus FE F(x,y) = 0 ergibt sich 


F(x,y) = C und durch Auflösen nach y das allgemeine Integral y = y(x, C). 
or@,y) | 3 Fa y) y’ 
0% öy 


ein vollständiges Differential sein 


d 
Wenn h(a,y) + 9& „)y’ = 7, Fi y) = 
soll, muß gelten: 
n d oF 
dx = h(z, y) un oy = 9, Yy). 


car 2 F | | Ran 
Aus ——— FEEIT = re ergibt sich die Integrabilitätsbedingung, die gen und hinreichende 
Bedingung dafür, daß die Differentialgleichung y’ g(z,y) + h(z, y) = 0 exakt ist. 


Beispiel: Vorgelegt sei y(6xy + =° + 3) +3y? +22 y+2x=0. 
ög oh 
Hier ist g(&, yJ)=6zy+x2 +3; == 6y + 22, h(z,y) = 3y? + 22 y-+ 27; ayT 6y + 22. 
ö ah 
Wegen =; 2Y — ist die en exakt. 





Lösungsanweisung: Ist eine Differentialgleichung y’ g(z,y) + h(z, y) = 0 gegeben, so prüft man 
zunächst mit Hilfe der Integrabilitätsbedingung, ob sie exakt ist. Wenn dies der Fall ist, existiert 
eine Stammfunktion F(x, y). Durch Auflösen von F(z,y) = C nach y erhält man das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung. Im folgenden wird gezeigt, wie die Stammfunktion zu finden ist. 


allgemein Beispiel 
y'g(z,y) + h(z,y) = 0 en 3) +3y: +22 y+ 2x = 0 
ö 
35 = ha, y) a yP +r2ey+ 28 
F=f[h(a,y) de + 9(y) F=3yp%2+22y+22+ poly) 


Das Ergebnis der Integration nach x bleibt nämlich bis auf eine zunächst noch unbekannte Funk- 
tion g unbestimmt, die von y allein abhängt. 


oF ö 
a ’ 2 
EN ur), 
or öF 
——g(s,%) sbesiauchk see 62y+a2 +3 
°y 3 GE7 
g’(y) = gl, y) — je y) de d.h.62y +22 +3 = 6ry + z2 + p(y) 
Dies ist eine Differentialgleichung für @(y) 
Man kann, gerade wegen der Integrabilitäts- Tatsächlich hängt 
bedingung, beweisen, daß die rechte Seite eo (y) = 
nicht von z abhängt; dann ist nicht von x ab, 
ö 
y(y) = f E = |» az] dy p(y) = 34 + Konstante 
F(&,y) = S ha, y) de + P(y) Fa,y)=3yaratyta2+3y 
Damit lautet das allgemeine Integral 
Shiz,y)dz + oly) = 0 3a + xy +3y= Cl 


Methode des integrierenden Faktors. Falls eine Differentialgleichung der Form y’ g(x,y) + h(xz, y) 
= 0 nicht exakt ist, so multipliziert man sie nach Vorschlag des Schweizer Mathematikers Leon- 
hard EuLer (1707—1783) mit einer solchen Funktion #(x, y), daß eine exakte Differentialgleichung 
entsteht, d. h., daß die linke Seite von 


y 9%, Y) u(z, Y) 2 h(x, Y) u(z, Y) — 


ein vollständiges Differential wird. Eine solche Funktion «(z, y) heißt Eulerscher Multiplikator 
oder integrierender Faktor. 
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Beispiel: Die Differentialgleichung y’(z y — x?) + y? — 3x y — 2x? = 0 ist nicht exakt, da 


R) öh 
= — 2r und in 2y — 32. Aber schon die einfache Funktion u(z, y) = 2x ist für sie 


integrierender Faktor, denn nach Multiplikation mit 2x erhält man 
yY(cy-— x) 22 + (yE — 3x y — 222) 2x = 0, und es ist 


Ö ö 
3, ®y-) 2x2 = 4ry— 6x? und ha 4x y — 6x2. 


Die Integration dieser exakten Differentialgleichung ergibt nach dem obigen Verfahren das voll- 
ständige Integral „x? — 2? y—-— "=. 


Die Bedingung dafür, daß y’gu + hu ein vollständiges Differential sein soll, lautet offenbar 


0 

ge = un oder na -g =u 4 _ =). Dies ist eine partielle Differentialgleichung zur 
Bestimmung von u(z,y). Scheinbar ist dadurch das Problem der Integration nur schwieriger 
geworden. Da man aber nur ein einziges partikuläres Integral dieser partiellen Differentialgleichung 
braucht, ist doch ein wesentlicher Vorteil erreicht worden. Es läßt sich sogar beweisen, daß sie 


stets ein Integral hat, d. h., daß stets mindestens ein integrierender Faktorzuy’g + k = 0 existiert. 


LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HÖHERER ORDNUNG 


Lineare Differentialgleichungen höherer Ordnung treten in den Anwendungen häufig auf. In der 
allgemeinen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung bo (2) y + bı (2) y’ + balz) y’ +... 
+ bn(2)y® = g(x) sollen die Koeffizienten bı(x) und die Störfunktion g(x) als reelle, stetige und be- 
schränkte Funktionen von x angenommen werden und b„(x) außerdem im betrachteten Intervall 
nie Null sein. Dann erhält man nach Division durch 5, (x) die Form a (2)y + aı (2) y’ + aa(z)y’’ 
.+ y® — f(x),in der die a;(z) und f(x) ebenfalls stetig und beschränkt sind. 

Wenn /(xz) identisch Null ist, heißt die Differentialgleichung homogen, andernfalls ienhomogen. Bei 
der Integration beginnt man mit der homogenen Differentialgleichung; sie gelingt am leichtesten, 
wenn die Koeffizienten a:(x) konstante Zahlen sind. Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 
möge als Muster für die lineare Differentialgleichung beliebiger Ordnung dienen. 


Lineare homogene Diiterentialgleiehung 2. Ordnung ao(x)y + aıula)y’ + y’’ = 0. Von der trivialen 
Lösung y = 0 soll abgesehen werden. 

Da diese Differentialgleichung linear und homogen in y und deren Ableitungen ist, sind mit zwei 
partikulären Integralen yı(z) und ys(xz) auch Cı yı(z) und Cs ys(xz) sowie jede Linearkombination 
Cıyı(z) + O2 y2(x) Lösungen, wenn CO, und Cs beliebige Konstanten bedeuten. 

Damit eine Linearkombination Cı yı + Ca ya zweier Partikulärlösungen der Differentialgleichung 
das allgemeine Integral darstellt, müssen yı und ya linear unabhängig sein. Wären sie nämlich linear 
abhängig, so ließen sich zwei Konstante «ı und «> finden, die nicht beide Null sind und für die 


&ıYyı + ae ye = 0 gilt. Aus &ı £0 würde folgen yı = — — "ya=&ıya, und aus a 5 0 würde 
a1 


folgen ya = — — "yı = &ayı; die beiden Funktionen yı “r Y. würden also nur dasselbe parti- 


kuläre Integral Gursteilen; da sie nur Vielfache voneinander sind. 


1 
Beispiel: Linear abhängig sind yı = cos? x — cos?2x und ya = 3 sin?z, da yı — 2ya = 0 für 
alle x. Linear unabhängig sind yı = x und ys = x? oder yı = sinz und ya = cosz. 


Wenn die beiden Partikulärlösungen yı(z) und ys(x) linear unabhängig sind, so bilden sie ein 
Fundamentalsystem der Differentialgleichung. 


mithin nicht 


Dann ist der Quotient - nicht konstant, seine Ableitung u 2 
identisch Null. Nach Ben polnischen Mathematiker Josef Maria WroNnskı (1778-1853) nennt man 


d (2) - Yyı’ ya — ya’ yı 
2 


yı' Yı 
Ya’ Ya 
Wronskische Determinante. Es gilt der Satz: 


4d= 


= yı' [Fin ya’ Yı 
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Beispiel: Die lineare Differentialgleichung = y’’ + 2y’ + axy = 0, in der a eine beliebige Zahl 
bedeutet, geht durch den Ansatz u = x y in eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien- 
ten über. Durch Differenzieren erhält man aus v= xy der Reihe nach: W" = y-+ xy’ oder 
U, „ Wz-W wz-—-2u : ” =! . n 
a —, und daraus y a ae eh Setzt man die Ausdrücke für y, y’ und y 

in die gegebene Gleichung ein, so ergibt sich in der Tat u”’ + au = 0, Wie im folgenden gezeigt 


e* 
wird, erhält man füra = —1l etwa u, = ez und us — e”= als Lösungen, folglich stellen yı = Er 


-L 
und % = z ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung xy” + 2y’ — xy = O.dar. 


Bei beliebigen Koeffizienten ao(z) und aı(z) gibt es kein allgemeines Verfahren, um für die 
Differentialgleichung 

ar) y+alk)y +y”=0 
ein Fundamentalsystem zu gewinnen. Es gibt aber Nachschlagewerke, aus denen man die Lösungen 
oder geeignete Lösungsmethoden entnehmen kann. Sind die Koeffizienten jedoch konstante Zahlen, 
so existiert ein stets zum Ziele führendes Verfahren, ein Fundamentalsystem aufzustellen. 


Lineare homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die Differential- 
gleichung hat die Form y’”’ + cıy’ + cay = 0. Durch den Ansatz y(x) = e, d.h. y’ = rer, y’” 
= r2 erz, geht sie über in (r? +cı r + ca) e®= 0. Da die Exponentialfunktion nirgends verschwindet, 
kann die Größe r aus der quadratischen Gleichung bestimmt werden, 


Sind deren Wurzelnr, und r3, sosindyı = er, 
und %3 = erz* Partikulärlösungen der Differen- 
tialgleichung;; das allgemeine Integral ergibt sich nach einem der folgenden Fälle. 





1. Die Wurzeln rı und ra sind verschieden und reell; dann ist Mn erı-"9= nicht konstant, yı und 
2 

Ya sind linear unabhängig und y = Cı er,= + Oser;” mit den beliebigen Konstanten C, und Cs 

stellt das allgemeine Integral dar. 


—c 
2. Die charakteristische Gleichung hat die Doppelwurzel rı = ra = Er 0 





dann sind yı und ya linear abhängig. Durch Einsetzen findet man, daß 
auch ya = x er,“ die Differentialgleichung 4” + cı y’ + cay = 0 befrie- 


digt. Da der Quotient y x nicht konstant ist, bilden die Partikulär- 
1 


lösungen yı und ys ein Fundamentalsystem, und y= Cierı? + Cax erız 
mit den beliebigen Konstanten Cı und Cs ist das allgemeine Integral. 
3. Die Wurzeln rı und r3 sind komplex. Da nach Voraussetzung cı und ca 
reell sind, treten rı und ra konjugiert komplex auf: ı =«+iß,r =a«—iß. 
Die beiden Partikulärlösungen yı = e@+1P)z = e%2 (cosßx + isinßx) und 
ya = ela-ip)z — eX2 (cosßx — isinßx) bilden ein Fundamentalsystem, 
das allgemeine Integral lautet y* = yı Cı + Ya Cs oder, wenn gesetzt 
wird C, *= Cı+ Ca und Os *= i(Cı — Ca), y*= er (Ch *cosßxr+ Os*sinßr). 
Differentialgleichungen dieser Art treten bei Schwingungsproblemen 
auf, 


Beispiel: Die Differentialgleichung y” — 3y’ +2y=0 hat die 
charakteristische Gleichung r? — 3r + 2= 0 mit den Wurzeln n=1 
und ra = 2. Folglich lautet ihr allgemeines Integral y= Ci e=+ Oz e®*, == 
Beispiel: Mathematisches Pendel. Ein Pendel, dessen gesamte Masse m 
man sich im Punkte A (Abb.) konzentriert zu denken hat, sei in O an 
einem Faden der Länge! = 0A aufgehängt. Es vollführt unter dem 
Einfluß der Schwerkraft Schwingungen - dabei soll von der Reibung 
und weiteren Einflüssen abgesehen werden. Ist zur Zeit 2 die Aus- 
lenkung 9, so wirkt auf die Masse m die Kraft mg senkrecht nach Zum mathematischen 
unten, d.h. in Richtung der Tangente die Kraft mgsing; dabei Pendel 
bedeutet g die Erdbeschleunigung. Nach dem 2. Newtonschen Axiom 


ist diese Kraft dem Produkt aus der Masse m und der Beschleunigung /- 





\ 
mg‘ 


d2g 
x gleich; man erhält 


mithin für die Auslenkung g(t) die Differentialgleichung ur 
d? d? 
ml: = — mgsing, oder + 7 sing = Pi; 


Sie ist nicht linear und führt durch Trennung der Variablen auf ein elliptisches Integral, das durch 
Reihenentwicklung bzw. berechnete Tabellen ausgewertet wird, Durch die vor allem in der 


34 Mathematik 
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Physik oft angewendete Linearisierung gewinnt man eine lineare Differentialgleichung, die weit 
einfacher zu lösen ist; man beschränkt sich auf kleinere Auslenkungen 9, kann dann sing = p 
setzen und erhält = = + 7 -@ = 0 mit der Lösung 


p= «coslwt + Ö), 


1 
wobei » = 1% physikalisch die Kreisfrequenz, also r= 2n z die Schwingungsdauer und « und ö 


die Integrationskonstanten bedeuten. In dieser Lösungsformel drückt sich die schon von Galileo 
GALILEI (1564— 1642) bemerkte Tatsache aus, daß die Schwingungsdauer von der Auslenkung 
unabhängig ist. Dies gilt freilich nur näherungsweise, für größere Schwingungsweiten ist die 
Schwingungsdauer 


2 1 
«= 2 Ylı4 (2 5) sin © 4 (55) sine > + ee 


wenn go die maximale Auslenkung, die Amplitude der Schwingung, bedeutet. Gemessen an dieser 
genauen Formel, die man durch Lösen der nicht linearisierten Differentialgleichung erhält, beträgt 
der Fehler für 99 = 1° nur 0,002% und für @ = 5° erst 0,05%. 

Eine statt des Kreises zu wählende Kurve, auf der ein schwingender Körper eine stets von der 
Auslenkung unabhängige Schwingungsdauer hat, heißt Tautochrone; Christian HuyYsGEns (1629 
bis 1695) fand 1673, daß die Zykloide diese Eigenschaft hat und konnte auf Grund dieser Einsicht 
eine Pendeluhr konstruieren. Der Faden des von ihm konstruierten Zykloidenpendels schmiegt 
sich beim Schwingen zwei zykloidenförmigen Backen an. Der Pendelkörper beschreibt dann eine 
Zykloide, weil die Evolute einer Zykloide ebenfalls eine Zykloide ist. Das Pendel schwingt 
tautochron. 


Die lineare inhomogene Diiferentialgleiehung 2. Ordnung &(&)y + aula)y’ + y’’ = fa). 


Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialgleiehung. 2. Ordnung ist gleich der 
Summe aus der allgemeinen Lösung der entsprechenden homogenen en Kun 
irgendeiner partikulären Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. = 






Ist danach Cı yı(z) + O2 y2(x) die allgemeine Lösung der homogenen Difrentihiläidheng und 
p(x) ein partikuläres Integral der inhomogenen, so stellt y = Cı yı(z) + Ca ys(x) + p(x) das all- 
gemeine Integral der inhomogenen Differentialgleichung dar. Ein partikuläres Integral p(x) der 
inhomogenen Differentialgleichung läßt sich aus dem allgemeinen Integral der homogenen nach der 
von J. L. LAGRANGE stammenden Methode der Variation der Konstanten gewinnen. In dem Ansatz 


p(x) = Cı(®) yılz) + Ca(®) yslz) 
betrachtet man die Koeffizienten C, und Cs als Funktionen von x. Da dann zwei Funktionen 
Cı(z) und Cs(x) bestimmt werden müssen, ist noch eine Nebenbedingung zwischen ihnen verfügbar; 
man wählt Ch’ yı + Ca’ ya = 0. Durch Einsetzen von p(x), p’(x) und p’”(x) in die inhomogene 
Differentialgleichung erhält man unter Berücksichtigung der Voraussetzung, daß yı und ya Lösun- 
gen der homogenen darstellen, die Gleichung 
Cr yı + O2’ yı’ = Me). 
Zusammen mit der Nebenbedingung erhält man das nebenstehende Gleichungssystem, das sich 
stets nach Cı’ und Cs’ auflösen läßt, da seine Koeffizientendeter- 
minante, die Wronskische Determinante, wegen der linearen Unab- C’yı +CY’y =0 
hängigkeit von yı und yz nicht verschwindet Durch Integration erhält Cr’ yı? + Or ya’ = f(&) 
man Cı(x) und C.(x) und damit das allgemeine Integral der inho- 
mogenen Differentialgleichung. Allerdings ist es meist rechnerisch recht umständlich, die Variation 
der Konstanten durchzuführen, und zwar vor allem deshalb, weil man im allgemeinen auf Integrale 
geführt wird, die nicht geschlossen ausgewertet werden können. 
e? 
Beispiel: Für die Differentialgleichung = y’’ + 2y’ — xy = e* bilden die Funktionen yı = 
-x 
und ya = er ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Die Variation der Konstanten 


erfordert einige Rechenarbeit und liefert als partikuläres Integral der inhomogenen Gleichung 


p(2) = zer Damit erhält man die allgemeine Lösung 


- 


a 0° N 
y(z2) = I ar 


Partikulärlösungen der inhomogenen linearen Differentialgleiehung 2. Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten bei speziellen Störfunktionen. Sind die Koeffizienten cı und ca Konstante, so läßt 
sich für bestimmte Typen von Störfunktionen f(x) ein partikuläres Integral der Differential- 
gleichung y”’ + cı y’ + cay = f(x) ohne Variation der Konstanten finden. 
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Typ 1: Ist die Störfunktion ein Polynom, fe) = mw + +a2? +" +an2R%, anZ#I0, so 
setzt man p(xz) = bo + bı@ + *** + ba_ı zur! + b„ 2”, wenn ca # 0; wenn aber ca = (0, füge man 
im Ansatz noch b„+1%”+! hinzu. Die gesuchten Koeffizienten bo, bı,..., erhält man durch Koeffi- 
zientenvergleich. 


Beispiel:y”’ +y = »2,d.h.o = 0,aı = 0,a: = 1,ca = 1. Setzt man p(x) = bo + bı © + bax%, 
so ist p’ = bı + 2b2x, p”’ = 2b2. Nach Einsetzen erhält man (bb + 2b.) + bı x + bsa? = 2? 
und daraus durch Koeffizientenvergleich bb = —2, bı = (0, bz = 1. Somit ist p(x) = —2 + x? 
eine partikuläre, y = Cı cosz + C2sinz + x? — 2 die allgemeine Lösung der Differentialgleichung. 


Typ 2: Ist die Störfunktion eine Exponentialfunktion, f(z2) = ae*-, so macht man den Ansatz 
p(x) = be*, der nur diejenige Exponentialfunktion enthält, die in der Störfunktion auftritt; der 
Wert von b ist zu bestimmen, 


Beispiel: y’”’ + y = 2e%,d.h.a = 2,k = 3. Ansatz p(x) = b e?-., Durch Einsetzen erhält man 
1 
die Bestimmungsgleichung 95 +b = 2 für 5b, d.h. das partikuläre Integral p(x) = 3 e3“, und 


1 
damit das allgemeine Integral y = 7 e!z + O1 cosz + Cr sine. 


Typ 3: Ist die Störfunktion eine Sinusfunktion f(x) = acosmxr +bsinmxz, so müssen in den 
Ansatz p(x) = a* cosmx + b*sinmx sowohl die Kosinus- als auch die Sinusfunktion eingehen, 
auch wenn in der Störfunktion nur eine dieser Funktionen auftritt, d. h., falls « oder 5 Null ist. 
Durch Koeffizientenvergleich werden a* und b* bestimmt. 


Beispiel: y” +y = 2sin3z,d.h.a=(0,b= 2, m = 3. Ansatz p(x) = a* e0os3x + b* sin3z. 
1 
Nach Einsetzen erhält man durch Koeffizientenvergleich a* = 0,b* = — 7° Folglich lautet das 


allgemeine Integral y= — sin3« + Cı c0os2 + Crsinz. 
Typ 4: Wenn die Störfunktion eine Linearkombination der Funktionen ist, die in den Typen 1, 
2 und 3 auftreten, so ist die partikuläre Lösung eine Linearkombination der entsprechenden einzelnen 
Partikulärlösungen. Anders ausgedrückt: Auf die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung 
lagern sich die partikulären Lösungen der Reihe nach auf, ohne von den den anderen Termen der 
Störfunktion entsprechenden Partikulärlösungen beeinflußt zu werden. 


Beispiel: y’ + y= x? + 2e?= + 2sin3x. Wie aus den vorigen Beispielen hervorgeht, lautet 


1 1 
dann das allgemeine Integral y = Cı cosz + Oasinz +2? — 2 + er art sin3x. 
Alle diese Verfahren, Partikulärlösungen der inhomogenen Differentialgleichung zu bestimmen, 
versagen im Resonanzfall, d.h. dann, wenn die Störfunktion oder einer ihrer Terme gleichzeitig 
Integral der homogenen Differentialgleichung ist; z.B. liegt bei den Differentialgleichungen 
y’ +y = cosz und y’” — y’ = e* der Resonanzfall vor. 


III. Weiterführende Betrachtungen 


INTEGRATIONSVERFAHREN DER PRAXIS 


Wie schon betont wurde, gehört es zu den Ausnahmen, wenn sich eine Differentialgleichung elemen- 
tar integrieren läßt. Es gibt aber Methoden, auch in den schwierigen Fällen die Integrale — wenig- 
stens näherungsweise — zu gewinnen, indem man z.B. die Differentialgleichung durch eine Diffe- 
renzengleichung annähert und diese mit den Methoden der Differenzenrechnung behandelt. Über 
einige andere wichtige Verfahren wird im folgenden berichtet. 


Integration durch Potenzreihen. Die gesuchte Lösung y = y(x) der Differentialgleichung y’ = f(x, y) 
setzt man in Form einer Potenzreihe y = + aı 2 + qa22°2 +... mit zunächst unbestimmten 
Koeffizienten a; an und setzt y sowie deren Ableitung in die Differentialgleichung ein. Dann 
lassen sich unter gewissen Bedingungen durch Koeffizientenvergleich die Koeffizienten a; der Reihe 
nach berechnen. 


Beispiel: Y=a?+y; 
Ansstz:y= m tur ta? +? +ur+..„Y=a+2ax+ 3a2? +4ur +... 


folglich ist aı + 2a 2 +3 2 +4u 2 +...=- m tus + a +1) + +mur +... 


Qo a + 2 _%+ 2 


Der Koeffizientenvergleich liefert aı = a, as = Due) UST HG Demnach 
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| | 2 2 
erhält man als Integral y = ao + ax + Sa + Dt x + 2 x* + ... und daraus durch 


6 24 
“+2 +2 a + 2 a -+ 2 


= + 11 + 31 a2 + 31 22...— 2-22 — x? oder 
y-=(|w+2)e—-2-2r-a 


Durch die letzte Umformung hat man - für dieses Beispiel! — eine geschlossene Darstellung für 
das Integral gewonnen. Durch Differentiation zeigt man, daß diese Funktion in der Tat der Diffe- 
rentialgleichung genügt. Läßt sich keine geschlossene Darstellung gewinnen, dann wird die Reihe 
an der durch die verlangte Genauigkeit erforderlichen Stelle abgebrochen. Die Konvergenz der 
gewonnenen Reihe ergibt sich nach dem folgenden, ohne Beweis mitgeteilten Satze, da die rechte 
Seite der Differentialgleichung ganzrational in x und % ist. 














Umformung y= 





Die Methode des Potenzreihenansatzes kann auch auf Differentialgleichungen höherer Ordnung 
angewendet werden, wie die folgenden beiden wichtigen Differentialgleichungen zeigen. 


Gaußsehe Differentialgleichung, hypergeometrisehe Reihe. Carl Friedrich Gauss (1777—1855) hat 
1812 eine besondere Differentialgleichung, die er khypergeometrisch nannte, gründlich studiert; sie 
enthält mehrere frei verfügbare Parameter und kann deshalb speziellen Anwendungsbedingungen 
gut angepaßt werden; sie lautet 


ze -1)y’+la HB +l)e-ylyV teßy=), 


«&,ß,y sind die Parameter. Siehat füry #0, —1,— 2,...eine Potenzreihe als Lösung, die man durch den 


Ansatz y= 5 a, x” gewinnt. Wie hier ohne Beweis mitgeteilt sei, erhält man die Rekursionsformel 
y 
+1)» -+y)arıı = (+ «)(® + ß)a» und damit schließlich die Reihe 
« B «(@ +1) B@+1) , 
y= 0 l+7 a 31 EEE is +..1=mF(e, ß,y, x) 

mit dem Konvergenzradius 1. Die in der Klammer stehende Reihe F(«, ß, y, x), die von den 3 Para- 
metern und der Variablen x abhängt, heißt hypergeometrische Reihe. Sie enthält viele bekannte 
Funktionen der Analysis, die durch spezielle Wahl der Parameter auftreten, z. B. erhält man 


1 
PI,BB% = ES die geometrische Reihe; 
F(-n,8,ß,-z2)=(1+2); = F(1,1,2,-2)=Inl+2); 
: 3 x? i 
im F(1,8,1,x2)=e; lm zF|oß, Ta )- sinz. 


> aß oo 

Jedoch kann F(«, ß,y, x) im allgemeinen Fall nicht durch elementare Funktionen in endlicher 
Anzahl dargestellt werden. 

Besselsehe Differentialgleiehung, Zylinderfunktionen. Der deutsche Astronom und Mathematiker 
Friedrich Wilhelm Bxsset (1784—1846) hat im Anschluß an Studien von Daniel BERNOULLI 
(1700-1782) und Leonhard Ever (1707—1783) eine spezielle Differentialgleichung 2. Ordnung 
untersucht, die auch in vielen Problemen der Physik und Technik, insbesondere in Schwingungs- 
aufgaben, auftritt, und zwar die Differentialgleichung 


zy’ +(1l+n)y’—y=0,n konstant. 


Der Potenzreihenansatzy= $% a, x’ liefert hier 
v0 
av 
MmMTe+Hne+I+n’ 
22 


T . 
y- a (14 an + re +) Tele 


Die in der Klammer stehenden, von n abhängigen Reihen j„(x) sind fürn #-1,# —2,...bestän- 
dig konvergent. Sie heißen Besselsche oder Zylinderfunktionen erster Art. 


d.h, 


Graphisehe Integrationsverfahren. Es sind zur zeichnerischen Lösung von Differentialgleichungen 
vielfältige, den speziellen Typen angepaßte und auf den geforderten Genauigkeitsgrad zugeschnit- 
tene graphische Integrationsverfahren entwickelt worden. Hier ist nur Raum für grundsätzliche 
Betrachtungen und auch da nur zu Differentialgleichungen 1. Ordnung. 


u 
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Methode der Polygonzüge: Will man eine Integralkurve der Differentialgleichung y’ = f(z, y) 
zeichnen, die durch einen festen Punkt Po(xo; Y0) hindurchgeht, mithin einer Anfangsbedingung 
genügt, so gibt y0° = f(zo, yo) die Richtung der Tangente an die gesuchte Integralkurve in diesem 
Punkte. In einem Abstand vom 
Punkt P,, der um so kleiner 
gewählt wird, je genauer die 
Lösungskurve sein soll, wird 
Punkt Pı(zı;yı) auf der Tan- 
gente angenommen und das 
Verfahren wiederholt. Man ge- 
langt so zu einer Näherung für 
die Integralkurve. In der Ab- 
bildung ist das Verfahren für 
die Differentialgleichung 


Sur: 
mit den Anfangsbedingungen 
x = 2, Y = 6 durchgeführt. 
Gleichzeitig sind in die Abbil- 
dung mit kleinen Kreisen mar- 
kierte Punkte eingetragen, die 
auf der wirklichen Integral- 





kurve liegen. Die Abweichung ’ : Y. 
ist beträchtlich. Wesentlich Graphische Integration der Differentialgleichung y = — = mit der 
genauer ist das Verfahren Methode der Polygonzüge 


der eingeschalteten Halb- 
schritte (Abb.). In ihm wird die für den Punkt Po(xo; yo) berechnete Richtung %0 = (zo, Yo) 
nur benutzt, um für einen Zwischenpunkt IIı (&;nı) die Richtung nı’ = f(&ı,nı) zu berechnen 
(Halbschritt). In dieser Richtung nı? geht man im ersten G@anzschritt von Po zum ersten Punkt 
Pı(@ı; yı) des Polygons. Der nächste Halbschritt 
führt von Pı mit yı’ = f(z1,yı) nach Ia(£2; ne), | es Tre Teiler ' ' 
der nächste Ganzschritt aber mit n,’ = f(&; ne) . Irmenn ; J Berichten 
von Pı nach Pz(xs; Ya). N Ag | at Bi 
Wie man durch Vergleich der beiden Polygonzüge 

erkennt, ist die Annäherung an die durch kleine 
Kreise markierte wirkliche Integralkurve beim 
zweiten Verfahren bedeutend besser, Sie ließe sich 
durch Verkleinerung der Schritte weiter verbes- 
sern, vor allem in jenen Bereichen, in denen sich 
die Kurve schnell ändert. 


EINBLICKE IN DIE THEORIE 


Anfangswertproblem, Randwertproblem. Das Bild 
des allgemeinen Integrals einer Differentialglei- 
chung 2.OrdnungisteinezweiparametrigeKurven- 
schar. Aus ihr ist im Anwendungsfalle die Iniegral- 
kurve einer speziellen Lösung, nämlich des partiku- _ \ — nn —— 
lären Integrals, auszusondern, das die speziellen _ ERE. Mpr | veIy AREA ER 
Begleitumstände wiedergibt. Wenn z.B. g die N 1 | | | 





d 
Erdbeschleunigung bedeutet, so ist ET = gdie Graphische Lösung der Differentialgleichung 


Differentialgleichung des freien Falles. Durch y= -. nach der Meihode der eingeschalte- 


d 

ihre Integration erhält man er = gt + Cı, ten Halbschritte und der Anfangsbedingung 

1 =2, y=6. Die I Ik ist rot ein- 
y=5' gi? + Cıt+ Cs. Man will aber wissen, nr 2 Perg a ee ig 
wo sich der fallende Körper nach einer Zeit i 
befindet, wenn er sich zu Anfang des Falles, also zur Zeit io = 0, auf der Höhe yo befand und wenn 
er die Anfangsgeschwindigkeit v9 besaß. Nach diesen Anfangsbedingungen sind die Integrations- 
konstanten Cı und C, zu bestimmen. Für # = % = 0 ergibt sich aus y’ = gt + Cı die Gleichung 


1 
v= (,ausy= 5 94? + Cıt + Cs die Gleichung yo = O2. Daher lautet das gesuchte partikuläre 
1 
Integral y = 3 98° + vol + Yo. 
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Eine Differentialgleichung 1. Ordnung y’ = f(x, y) hat das allgemeine Integral y = p(x, C), dessen 
Bild eine einparametrige Kurvenschar ist. Wenn als Anfangsbedingung Yo = p(xo, C) vorgeschrie- 
ben ist, läßt sich aus dieser Gleichung die Konstante C bestimmen, © = y(xo, yo). Das gesuchte 
partikuläre Integral y = p[x; y(xo, yo)] = D(z; 0, yo) hängt von den Anfangsbedingungen ab 
(Abb.). Für physikalische und technische Unter- 
suchungen ist es wichtig, daß 2(x; x0,yo) eine stetige 
Funktion der Anfangswerte ist, die praktisch nur 
näherungsweise bekannt sind. In der Theorie der 
Differentialgleichungen ist darum die Frage unter- 
sucht worden, welche Anforderungen an die rechte 
Seite der Gleichung y’ = f(x, y) gestellt werden 
müssen, damit y = ©(x; zo, yo) eine stetige Funktion 
der Anfangsbedingungen ist. In Verbindung mit der 
Stetigkeit der Funktion f(x, y) erweist sich hierfür 
die -— auch für den Existenz- und Eindeutigkeitssatz 
ausschlaggebende - Bedingung des Erfülltseins einer 
Lipschitzbedingung als hinreichend. 
Bei einer Differentialgleichung 2. Ordnung sind die 
Anfangsbedingungen y(xo) = yo und y’(xo) = yo’ Vor- 
geschrieben; es wird mithin verlangt, daß die Inte- 
gralkurve durch den Punkt (x; Yo) hindurchgeht und 
’ TRITT dort die vorgeschriebene Tangentenrichtung yo’ hat. 
Die durch Berücksichtigung der Anfangs- Allgemein wird in den Anfangsbedingungen einer 
bedingung yY(xo) = yo ausgesonderte spezielle Differentialgleichung n-ter Ordnung verlangt, daß die 
Integralkurve Integralkurve durch einen Punkt (20; yo) hindurch- 
geht und daß in diesem Punkt die erste bis zur 
(rn — 1)-ten Ableitung vorgegebene Werte annehmen. Auch bei Differentialgleichungen höherer 
Ordnung muß die stetige Abhängigkeit der Lösungen von den Anfangsbedingungen untersucht 
werden. 
Für Differentialgleichungen höherer als 1. Ordnung können neben Anfangswerten noch Randwerte 
vorgeschrieben werden; dann treten ganz neuartige Problemstellungen auf. Sei z. B. die Lösung 
y(z) der Differentialgleichung y’”’ + y = 0 im IntervallO <x = r gesucht. Es handelt sich um eine 
Schwingungsaufgabe, man denke etwa an eine an den Stellen 0 und x eingespannte Saite. Dort 
kann die Saite nicht aus dem Ruhezustand ausgelenkt werden; man hat die Randbedingungen 


(erster Art) y(0) = 0, y(r) = 0 zu stellen. Aus der Lösung y(z) = Cı sin(x Yi + 65) ergibt sich das 
Gleichungssystem 





’ 


y(0) = Cı sin@a = 0, y(r) = Ch sin(2 YA + O2) = 0. 


Wenn YA keine ganze Zahl ist, folgt daraus Cı = Ca = 0, d.h. die Lösung y = 0. Die Saite würde 


keine Schwingungen ausführen, sondern in Ruhe bleiben. Wenn dagegen Y» ganzzahlig ist, A folglich 
eine Quadratzahl A = 1,4,9,... ist, wird das Gleichungssystem ebenfalls befriedigt, und man er- 


hält die unendlich vielen Lösungen y(x) = Cı sin (x V»). Die Saite bewegt sich zwischen den Be- 
grenzungen in den Sinusschwingungen y = Cısinz, y = Cısin2z, y= Cısin3z, ...; das sind die 
für die Saite möglichen Grund- und Oberschwingungen, in denen sie ohne Beeinflussung von außen 
selbständig schwingt, wenn sie einmal angeregt ist. Diese Schwingungen, die sich gegenseitig 
überlagern und durch die harmonische Analyse wieder getrennt werden können, heißen darum 
Eigenschwingungen, und die Zahlen y = 1, aA=4, s=9,..,An=n, ... heißen Eigenwerte 
dieses Problems. 

Im Randwertproblem zweiter Art werden an den Randpunkten zı und x2 die Werte der Ableitungen 
y’(zı) = a, y’(xe) = b vorgeschrieben; Theorie und Praxis erfordern die Bestimmung von Eigen- 
funktionen und Eigenwerten. Es ist charakteristisch für diese Probleme, daß nichttriviale Lösungen 
y # O0 nur für bestimmte diskrete Werte eines Parameters, für die Eigenwerte, existieren. 


Existenzsatz, Eindeutigkeitssatz. Die geometrische Veranschaulichung einer Differentialgleichung 
1. Ordnung y’ = f(x, y) durch das Richtungsfeld legt die Gültigkeit des Existenzsatzes nahe: 


Wennf(z,y) ‚eine stetige Funktion ihrer beiden Veränderlichen ist, dann geht dureh jeden Punkt 
(&o, Yo) ihres Stetigkeitsgebietes G@ eine Integralkurve hindureh. 


Dieser Satz ist in der Tat durch Guiseppe PEAno (1858-1932) bewiesen worden. Die Frage nach 
der Existenz eines Integrals war in den Jahren 1820 bis 1830 erstmals von dem französischen 
Mathematiker Augustin-Louis CAucHY (1789-1857) allgemein aufgeworfen worden und unter den 
Voraussetzungen, daß f(x, y) stetig ist und eine stetige partielle Ableitung f(x, y) hat, auch bewiesen 
worden. Man erkennt, daß der Existenzsatz von Peano gegenüber dem von Cauchy insofern eine 
wesentliche Verschärfung bedeutet, als schon aus schwächeren Voraussetzungen auf die Existenz 
des Integrals geschlossen wird. 
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Es ist eine für Theorie und Praxis gleichermaßen wichtige Frage, unter welchen Voraussetzungen 
über die rechte Seite der Differentialgleichung y’ = f(x, y) auch auf die Eindeutigkeit der Lösung 
geschlossen werden kann. Geometrisch gesprochen würde die Eindeutigkeit z. B. verletzt, wenn sich 
die Integralkurve in einem Punkte (20; yo) verzweigt. Dem würde physikalisch unter Verletzung 
des Kausalitätsprinzips der Sachverhalt entsprechen, daß trotz gleicher Anfangsbedingung der Vor- 
gang in verschiedener Weise abläuft. Als entscheidend sowohl für die Existenz als auch für die Ein- 
deutigkeit der Lösung erweist sich die Gültigkeit der 1876 von dem deutschen Mathematiker 
Rudolf LıpscHıtTz (1832—1903) angegebenen Lipschitzbedingung, die eine in einem Gebiet @ der 
x-y-Ebene stetige Funktion f(x, y) voraussetzt sowie die Existenz einer Konstanten L für alle Werte 
%, Yyı und ya. 





Dies besagt geometrisch, daß f(x, y) auf jeder Ordinate beschränkte Differenzenquotienten in bezug 
auf y hat. Die Lipschitzbedingung ist demnach sicher erfüllt, wenn die partielle Ableitung fy(x, y) 
beschränkt ist. Mit diesem ae lautet Hex Existenz: und A a ts 





Y: = 0). = ee —. =: r ei = 
Der Beweis beruht auf der Methode der Ta, duch die eine Holye von sukzessiven Approxima- 


tionen Yn(x) entsteht, wenn man von der Funktion @o(xo) = yo ausgeht und die Näherungen 
definiert: 


® 
Pn+1(2) = Yo + S f(&, en(&)) dz,n = 0,1,2,... 
x 
Es läßt sich, unter wesentlicher Benutzung der Lipschitzbedingung, zeigen, daß die Näherungen 
P®n(x) gleichmäßig gegen die Lösung y = p(z) konvergieren: lim (2) = (x). 
Nn>09 

Dieser Beweis ist sogar konstruktiv, d. h., er gestattet es, die Lösung auch tatsächlich zu gewinnen. 
Soll z. B. die natürlich auf andere Weise bequemer lösbare Differentialgleichung y’ = y x mit den 
Anfangsbedingungen x = 0, yo = 1 integriert werden, dann erhält man der Reihe nach 


=], 
x x? 
aa@)=1+/ade=1+475, 
0 


z4 


” 203 x? 
na =ı+ (+5) 14545 
0 


x2 4 gen 
mei F TS LH tag « (2) 
_ı 1 m2\2 1 x2\r 
4 re) re 
oo 1 /zM\v =“ 
oder e(z) = lim 9,(2) = ZI (2) = e?2 
RE sogr!\2 


Die Frage nach Bedingungen einer Differentialgleichung, d.h. dafür, daß Existenz und 
Eindeutigkeit des Integrals gesichert sind, wird schon schwieriger für die implizite Differential- 
gleichung 1. Ordnung F(x,y, y’) 


= (0; sie wird noch schwieriger, 
wenn siefür Differentialgleichun. N 
gen höherer Ordnung allgemein an « 
beantwortet werden soll. o 

a b c d 


Wenn die Bedingungen der Exi- 

stenz- und Eindeutigkeitssätze 

in einem Punkte (zo; Yo) verletzt 

sind, gibt es mehrere, eventuell Zum Verlauf der Integralkurven in der Nähe singulärer Punkte. 
unendlich viele oder auch gar a Knotenpunkte, b Wirbelpunkt, c Strudelpunkt, d Sattelpunkt 
keine Integralkurven, die durch 

(205 %0) hindurchgehen. Ein solcher Punkt heißt singulärer (oder stationärer) Punkt der Differential- 
gleichung (Abb.). Er ist von theoretischem Interesse, da die Integralkurven in seiner Nähe ganz 
außergewöhnliches Verhalten zeigen können. Aber auch für den Physiker oder den Techniker ist ein 
singulärer Punkt wichtig; er markiert mathematisch die Umschlagpunkte des physikalischen 
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Geschehens und die kritischen technischen Daten: den Bruch eines auf Biegung beanspruchten 
Balkens, das Reißen eines auf Dehnung belasteten Seiles, die Änderung des Aggregatzustandes u. a. 


Differentialgleichungen höherer Ordnung und Systeme von Differentialgleiehungen. Die Differen- 
tialgleichung n-ter Ordnung 


Fix, Y, y, eg yRD, yen) = 0 


läßt sich immer als System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung schreiben, indem man neue 
Funktionen yı = y’, ya = y”, . . », Yn-ı = y(rD einführt. Man erhält das System yı = y’, ya = yı’, 
yı=yYs--, Flo, % Yu: Yn-1 Ya-ı)) = 0. 
Entsprechend läßt sich auch ein System von Differentialgleichungen höherer Ordnung stets als 
System von Differentialgleichungen 1. Ordnung schreiben. Damit wird auch der Beweis der 
Existenz und der Eindeutigkeit der Integrale von Differentialgleichungen höherer Ordnung auf die 
der Integrale von Systemen von Differentialgleichungen 1. Ordnung zurückgeführt und auf diese 
Weise beträchtlich erleichtert. 
Anwendung in der Mechanik. Dieser Gedanke gewinnt in der Mechanik eine außerordentliche 
Bedeutung. Der fundamentale Begriff der Beschleunigung wird mathematisch durch die zweiten 
Ableitungen der Ortskoordinaten x(t), y(t), z(t) des materiellen Punktes nach der Zeit 3 ausgedrückt. 
Folglich hat man zur Bestimmung der Bewegung eines Punktes der Masse m das System 
d2x d?y d?z 

M di2 Tu P(&, Y,2), Mir E (2, Y, 2), mM dt? 7 R(«, Y, z) 
zu integrieren, wobei P, @ und R die vom Raumpunkt (x; y;z) abhängigen Komponenten der auf 
den materiellen Punkt wirkenden Kraft bedeuten. Wenn man dieses System auf ein System von 
Differentialgleichungen 1. Ordnung reduziert, erhält man ein System von 6 Differentialgleichungen 


v=-,0=y,uw=2,mü = P(s,9 2), mv = Qi, y2, mW = R(a,y,2); 


in dem die neuen Funktionen u, v, w die Geschwindigkeiten bedeuten. Am häufigsten treten Systeme 
von Differentialgleichungen auf, in denen die Anzahl der gesuchten Funktionen mit der der Diffe- 
rentialgleichungen übereinstimmt. Allgemein hat ein System von n Differentialgleichungen für n 
Funktionen der Variablen it, in dem die Gleichungen nach den Ableitungen aufgelöst sind, die Form 


dr R 
FT au re L, 3% 


Als Lösung oder Integral dieses Systems bezeichnet man ein System zı (ft), z2(8), . . ., 2n(£), das, in das 
System eingesetzt, sämtliche einzelnen Gleichungen in Identitäten in ? überführt. Die eigentliche 
Schwierigkeit der Integration besteht, wie man erkennt, darin, daß man nicht eine Differential- 
gleichung nach der anderen integrieren kann, weil eben die eine gesuchte Funktion x; in den rechten 
Seiten der anderen Differentialgleichung auch enthalten ist. Physikalisch gesprochen beeinflussen 
sich die einzelnen durch die x;(t) ausgedrückten Bewegungsabläufe gegen- 
en seitig: der Physiker spricht darum von Kopplung. Man denke etwa an zwei 
schwingende Pendel, die nicht unabhängig voneinander schwingen, bei denen 
vielmehr die Kopplung durch eine von Pendelstange zu Pendelstange ange- 

brachte Spiralfeder vermittelt wird (Abb.). 
Zur Erleichterung der Ausdrucksweise und zur Unterstützung des Vorstellungs- 
vermögens verwendet man in der Theorie der Differentialgleichungen vorzugs- 
weise die Begriffe der mehrdimensionalen Geometrie. War das Integral einer 
Kopplung zweier Differentialgleichung 1. Ordnung geometrisch repräsentiert durch eine Inte- 


Pendelschwingun- ; i » dıı 
gen führt auf ein gralkurve in der x-y-Ebene, so lassen sich die Integrale des Systems FU: fi, 


System von Diffe- i—= 1,2,...,n als Integralkurven im n-dimensionalen Raume deuten, in dem 
rentialgleichungen die zilt),®= 1,..,.n die Koordinaten der Bewegung eines Punktes be- 
schreiben. 


Theorie der ersten Integrale. Mit Hilfe dieser Sprechweise läßt sich auch die für die Physik 
außerordentlich wichtige T’heorie der ersten Integrale skizzieren. Eine Gleichung F(zi,.. „2n) = (C, 
© konstant, definiert im n-dimensionalen Koordinatenraum der z; eine (n — 1)-dimensionale 
Hyperfläche und bei veränderlichem C eine einparametrige Schar von Hyperflächen. Wenn n — 1 
Scharen von Hyperflächen 


Pildis...ya) > O;i= 1,2,..,n— 1 


gegeben sind und jedesmal aus jeder Schar je eine Hyperfläche ausgewählt wird, so werden sich 
diese im allgemeinen in einer Kurve des n-dimensionalen Raumes schneiden. Insgesamt entsteht 
so eine Kurvenschar, die von den n — 1 Parametern C,i= 1,2,...,n — 1 abhängt. Wann stellt 


d 
sie die Schar der Integralkurven des Systems 47 = f,i=]1,...,n dar? — Dazu muß jede Inte- 


gralkurve der Schar vollständig in je einer bestimmten Hyperfläche jeder Hyperflächenschar 
liegen; daher muß jedesmal F;(zı, ... ., ©) konstant sein. 
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Jede Funktion F(zı, . . -, 2), die längs aller Integralkurven des Systems konstant ist, heißt erstes 
Integral dieses Systems. Soll eine Funktion F(zı, . . ., &n) erstes Integral sein, dann ist, falls F ein 
oF oF öF 
totales Differential hat, dafür notwendig und hinreichend, daß rs fi + ar fe ++ za EEE!) 
1 2 n 
Dieser Bedingung müssen alle Funktionen F,,i= 1l,...,n — 1 genügen;demnach hat man das 
Gleichungssystem 


IE, 1 
ET he ‚r=1,2,.,.,,N—o1, 


d 
zu lösen; die fr = Sr sind bekannt. Danach ist es (im allgemeinen) bei Kenntnis der n — 1 ersten 


Integrale möglich, das System zu integrieren. 
Sind nicht alle n — 1 ersten Integrale bekannt, sondern nur m <n — 1 von ihnen, so ergibt sich 
bei festgehaltenen 

F;(xı, X, .. . Xn) = O;; = RB: 2, u... M, 


eine (n — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die in dieser Mannigfaltigkeit liegenden Integral- 
kurven sind zu bestimmen. Dann hat man ein System von n — 1— m Differentialgleichungen 
1. Ordnung zu reduzieren; durch die Kenntnis von m ersten Integralen wird die Anzahl der Glei- 
chungen des Systems um m Gleichungen vermindert. 

Diese Möglichkeit ist von großer Bedeutung in der Mechanik, z. B. in der Himmelsmechanik. Das 
berühmte Dreikörperproblem untersucht die Bewegung dreier sich gegenseitig anziehender Massen, 
man denke an die Sonne und zwei Planeten. Es führt auf 18 Differentialgleichungen mit 18 gesuch- 
ten Funktionen, nämlich 9 Koordinatenfunktionen und 9 Geschwindigkeitskomponenten. Mit 
Hilfe von 12 bekannten ersten Integralen wird dieses Problem auf die Integration von 6 Differential- 
gleichungen 1. Ordnung zurückgeführt. 
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Die Vektorrechnung wurde im wesentlichen in den Jahren um 1844 etwa gleichzeitig und un- 
abhängig voneinander von Hermann GrASSMANN (1809-1877) und William Rowan HAMILTON 
(1805-1865) — von dem auch der Name Vektor stammt — begründet. Da sich eine Reihe geometri- 
scher und physikalischer Zusammenhänge durch Vektoren beschreiben lassen, ist sie besonders in 
der Geometrie durch die Mathematiker Wilhelm BLAScHkE (1885 —1962) und BIEBERBACH und in 
der mathematischen Physik seit James Clerk Maxweıı (1831—1879) zu einem vielverwendeten 
Hilfsmittel geworden. Größen, die allein durch Angabe eines Zahlenwerts charakterisiert sind, 
heißen Skalare; z.B. Masse, Temperatur, Energie, Wellenlänge. Vektoren dagegen sind Größen, 
zu deren vollständiger Beschreibung neben dem zahlenmäßigen Wert, dem Betrag, noch die Angabe 
ihrer Richtung erforderlich ist, z. B. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Drehmoment. 


I. Vektoralgebra 


BEGRIFF DES VEKTORS 


Ein Vektor läßt sich geometrisch anschaulich durch eine gerichtete 
Strecke von passend gewählter Länge darstellen (Abb.). 

Vektoren werden mit kleinen oder großen deutschen Buchstaben, 
z.B. a,b,c(,..,WU,8,€,..., oder auch durch einen übergesetzten 


— 
Pfeil bezeichnet; z.B. bedeutet PQ den Vektor, der durch die vom Punkt P zum Punkte ® 
führende Strecke veranschaulicht wird. Für Skalare, d.h. für Zahlen, benutzt man lateinische oder 
griechische Buchstaben. Die Länge « der Strecke heißt Betrag des Vektors a; man schreibt a= Ja]. 
Der Betrag ist eine nicht negative reelle Zahl, |a| > 0. 





Bild eines Vektors 
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Alle gleich langen und gleichgerichteten Strecken sind gleichberechtigte Darstellungen desselben Vektors. 


Meist ist es bequem, eine dieser Darstellungen mit dem Vektor selbst zu identifizieren. 

Diese Vektoren nennt man /reie Vektoren; der sie darstellende Pfeil darf im Raum beliebig parallel 

verschoben werden (Abb.). 

Bei gebundenen Vektoren hingegen sind 

die Angriffspunkte nicht frei wählbar. 

Darf der Angriffspunkt nur auf einer 

Geraden verschoben werden, wie bei 

Kräften, die an einem starren Körper 

angreifen, so liegt ein linienflüchtiger 
u 





Vektor vor. Der Vektor OP von einem 
Festpunkt O zu einem beliebigen Punkt P 
Zur Gleichheit von Vektoren wird als der Ortsvektor des Punktes P 

bezüglich O bezeichnet. Wenn jedem 

Punkt eines bestimmten Gebietes ein Ortsvektor zugeordnet ist, so entsteht ein (räumliches, 
ebenes oder lineares) Vektorfeld, das als vektorielle Ortsfunktion aufzufassen ist. Für jeden Punkt P 
ergibt sich aus ihr als Funktionswert ein Vektor. Für das Rechnen mit Vektoren ist die Unter- 
scheidung zwischen freien und gebundenen Vektoren ohne Belang; sie betrifft die Deutung von 

Vektoren. 


Spezielle Vektoren. Ein Vektor vom Betrag 1 heißt Einheitsvektor. Der 
Einheitsvektor in Richtung des Vektors a wird mit a bezeichnet. Ein- 
heitsvektoren nennt man normiert. 

Der Nullvektor v0 hat den Betrag 0, er ist richtungslos. Unter —a ver- 
steht man einen Vektor mit demselben Betrag wie a, aber von ent- 





Bilder entgegengesetzter pe a 
Vektoren gegengesetzter Richtung; es ist z.B. PQ = —QP (Abb.). 


GRUNDOPERATIONEN MIT VEKTOREN 


Addition. Schwimmt man mit der Geschwindigkeit bı quer über einen Fluß, so wird man in Richtung 
des mit der Geschwindigkeit v2 strömenden Wassers abgetrieben. Die Geschwindigkeiten vı und 
v2 setzen sich zu einer resultierenden Geschwindigkeit d zusammen, deren Betrag und Richtung der 
Diagonale des aus v, und bz gebildeten Parallelogrammes entsprechen. Diese Zusammensetzung 
von Vektoren bezeichnet man als Addition und verwendet das Pluszeichen (+) als Operations- 
symbol. 

Sollen zwei Vektoren a und 5 addiert werden, so bringt man durch Parallelverschieben den Anfangs- 
punkt des Vektors b in den Endpunkt des Vektors a (Additionslage). Die Summe oder Resultie- 





Vektioraddition Kommutativität der Vektoraddition Assoziativität der V ektoraddition 


rende a + 5 ist dann derjenige Vektor, der vom Anfangspunkt von a zum Endpunkt von b führt 
(Abb.). 

Zeichnet man das Parallelogramm mit den Seiten a und 5b, so kann man laut Additionsvorschrift 
die vom gemeinsamen Anfangspunkt ausgehende Diagonale sowohl als a + b wie als b + a auf- 
fassen (Abb.). Für die Addition von Vektoren gilt demnach das kommutative Gesiza+b=Db-+ a. 
Daß auch das assoziative Gesetz a +b) +c=a+(b +r)=a+b+ ec gilt, daß also die Zu- 
sammenfassung bei Addition mehrerer Vektoren beliebig ist, zeigt obenstehendes Bild. 
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Mehrere Vektoren addiert man, indem man in irgendeiner Reihenfolge jeden Vektor mit seinem 
Anfangspunkt an den Endpunkt des vorhergehenden ansetzt; der Summenvektor oder die Resul- 
tante ist dann der Vektor vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des letzten Vektors. 


Subtraktion. Die Subtraktion zweier Vektoren a und 5b (Abb.) ist definiert als Addition von a und 
dem b entgegengesetzt gerichteten Vektor (-b); a—b=a+ (-b). Nach Einführung des zu a 





Vektorsubtraktion Addition von mehreren Vektoren 


entgegengesetzten Vektors —a ist auch die Vektorgleichung a + x = 5b eindeutig durch r=b — a 
—b+ (-a)lösbar; fürra+r=aerhälttmanr=a-ıa=0o. 

Die Dreiecksungleichung gilt für beliebige Vektoren . 
a,b und besagt, daß in einem Dreieck eine Seite | Dreiecksungleichung | la+b|=s[a|l + |b| 
kleiner oder höchstens gleich der Summe der beiden 

anderen ist. Sie ist auch für n Vektoren aı, aa, .. ., @n richtig: 


lu+a++mls|al+la| ++ ll. 
Die Ungleichung |a—b| 2 Ja| — |b| besagt, daß der Betrag des Ne in oder. 


höchstens gleich der Differenz der Beträge der einzelnen Vektoren ist, aa in eine Trash, u 
Seite größer oder gleich der Differenz der beiden anderen ist. en en 





Multiplikation von Vektor und Skalar, Versteht man unter n-a bzw. an (n ganz und positiv) 
die Summe a+a-+ ++ avonn gleichen Vektoren a, so hat der Vektor n a die Länge n|a| und 
ist a gleichgerichtet. Ist insbesondere n = 1, so wird a nieht geändert, und esistl-a=a-1l1=a. 
Diese Multiplikation eines Vektors mit einer positiven ganzen Zahl ist folgender Verallgemeinerung 
fähig: Unter dem Produkt A a einer von Null verschiedenen reellen Zahl A mit einem Vektor a ver- 
steht man den Vektor mit dem |A|-fachen Betrag von a, der dem Vektor a gleichgerichtet ist, wenn 
A>0 ist, während er für A < 0 entgegengesetzt zu a gerichtet ist. Wenn A = 0 (oder wenn 
a= 0) ist, wird Aa der Nullvektor. 

Auch die Umkehrung dieser Betrachtung ist richtig: Wenn zwei Vektoren a, b parallel sind, dann 
läßt sich der eine als skalares Vielfaches des anderen darstellen und umgekehrt; a=Ab mit 
ıi=+ N ‚das positive Zeichen gilt, wenn a und b gleichgerichtet, das negative, wenn sie entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. Für jeden von Null verschiedenen Vektor a, 
der ja dieselbe Richtung wie sein Einheitsvektor a” hat, ergibt sich 
a=|ala® =a:a, er läßt sich demnach als Produkt aus seinem 
Einheitsvektor und seinem Betrag darstellen. Im nebenstehenden 





1 
Bild sind für einen Vektor a und Aı = 3 bzw. Aa = —-2 die Vektoren 
1 int en 
Ahıa= 3 abzw.Agza = — 2a gezeichnet. Dieses Bild zeigt außerdem, Multiplikation mit Skalaren 


daß sich die Multiplikation mit einem Skalar geometrisch deuten läßt als Streckung, wenn 
|| >1, als Schrumpfung, wenn [A| < 1 ist, die für A< 0 mit Richtungsumkehr einhergehen. Für 
die Multiplikation von Skalaren A, « mit Vektoren a, b gelten neben dem nach der Definition 
selbstverständlichen kommutativen Gesetz Aa= ai auch das assoziative Gesetz Alua) = (Au)a 
= Aua und die distributiven Gesetze A + u)a=Aa+ uaund Aa +b)=Aa-+ Ab. Soweit es die 
Addition und die Multiplikation mit Skalaren betrifft, gelten mithin für Vektoren dieselben 
Rechengesetze wie für reelle Zahlen. 
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KOMPONENTENZERLEGUNG 


Um geometrische Probleme der rechnerischen Behandlung zugänglich zu machen, führt man in 
der analytischen Geometrie Koordinatensysteme ein. Alles Folgende bezieht sich auf ein rechts- 
orientiertes kartesisches Koordinatensystem; die Einheitsvektoren in Richtung der positiven x-, 
y- bzw. z-Achse bezeichnet man mit i, j bzw. f, sie heißen Grund- oder Basisvektoren. Projiziert man 
einen Vektor a auf die Achsen eines solehen Koordinatensystems, so bezeichnet man die senkrechten 
Projektionen a;. a, a; dieses Vektors als seine Komponenten (Abb.). Nach den Gesetzen der Vektor- 






2 
N 04 >> u 
EA 4 






Komponentenzerlegung 


addition ist der Vektor a gleich der Summe seiner Komponenten, d.h. «= ad; + ay + az. Jede 
Komponente läßt sich als Vielfaches des zugehörigen Einheitsvektors auffassen; a, = & 1; y= ayj; 
0: = Qz!. Die Zahlen a;, a,, a: heißen x-, y- bzw. z-Koordinate des Vektors in dem gegebenen 
Koordinatensystem. Oft werden a;, a,, a, auch als skalare Komponenten bezeichnet; az, Ay, Az 
heißen dann vektorielle Komponenten. 





Wenn a ein Vektor ist, der von dem Punkt P, mit den Koordinaten xo, Yo, zo zum Punkt P mit 
den Koordinaten x, y, z führt, ist 


— 
PP=k&-a)i+ly-Ylit+lz- zo), 


> 
d.h., die Koordinaten des Vektors P,P sind den Koordinatendifferenzen zwischen End- und 
Anfangspunkt des Vektors gleich. Wenn P, insbesondere der Koordinatenanfangspunkt O ist, 


— 
ergibt sich für den Punkt P (z; y;z) der Ortwekorr= OP =zi+tyji+Hzt. 






Summe und Differenz | a + 5 = (+ b)i + (ay+ b,)i + (a: + br)t, wenn 
der Vektoren „|a-mitmitmtundd-bitbitbt 





Man sagt, Vektoren werden komponentenweise oder auch koordinatenweise addiert. Nach dem 
Distributivgesetz gilt: 
Aa=Aki-+ Adyj + 4azl. 


Beispiel: Ausa= 3ti— 2j-+f und b = 3i — 81 erhält man 
a+b=bi—- 2ji—- TI, a—b= —2j + 9, sowie 
3a= 9i—6j +3, 0,55 = 15i— 4 


Länge und Richtungskosinus. Aus den Koordinaten az, a,, a; des Vektors ı = zit a,it+ at 


ergibt sich für seinen Betrag nach dem Satz von Pythagoras |a| = Ja? + a2 + a2. 
Die Richtung des Vektors ist durch die Winkel «, ß, y festgelegt, die er mit den Koordinatenachsen 
bildet (Abb.). Diese Richtungswinkel sind je nach dem Drehsinn der Winkelmessung zweideutig, 
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ihre Kosinuswerte jedoch sind eindeutig, da cosp = cos(2r — p). Die Werte der Kosinusfunktion 
cos«, cosß, cosy der Richtungswinkel «, ß, y heißen Richtungskosinusse des Vektors a. 






Ban E 





Richtungskosinusse og FEWIFTER KT 
 Vektosa=it+ait at 4” ray + a: 





= dr i m. Ay Cu Az | 
S een cosß = per = jap. el = 





Aus den Formeln folgt sofort 
cos?« + cos?ß + cos?y =]. 
Diese Beziehung zeigt, daß man nur 


zwei der Winkel beliebig wählen kann, 
der dritte ergibt sich dann zu +Y oder 


+(2 —y) auscosy = +}Y1-— cos?x — cos?ß. 
Beispiel: Der Vektor a =2i — 3j+6t 
hat die Länge |a|=/2?+(-3)?+ 6=17 
und schließt mit den Koordinaten- 
achsen die Winkel « = 73,40°, 
ß = 115,38°, 4 = 31,01° ein. 


SKALARPRODUKT 


Die mechanische Arbeit W, die eine 
Kraft % längs eines geradlinigen Weges 3 
verrichtet, ist das Produkt aus dem 
Betrag F der Kraft %, der Länge s des 
Weges 3 und dem Kosinus des von 
Kraft- und Wegrichtung eingeschlosse- 
nen Winkels g, 

W=Fscosp = |$| : |3| cos(#; 3). 
Im Hinblick auf derartige physikalische Winkel eines Vektors mit den Koordinatenachsen 
Anwendungen wird definiert: 

Definition. Unter dem skalaren oder inneren Produkt a - b (lies a Punkt b) zweier Vektoren a und b 
versteht man die reelle Zahl a-b = Ja| - |b| cos(a, b), wobei (a,b) den Winkel zwischen den Vek- 
toren a und 5 bedeutet, wenn a und b in einem gemeinsamen Anfangspunkt angetragen werden. 
Der Winkel (a, b) liegt zwischen 0° und 180°, wenn darunter die Drehung verstanden wird, die in 
der von den Vektoren aufgespannten Ebene die Richtung des einen Vektors auf kürzestem Wege 
in die des anderen überführt. Dieser Winkel ist eindeutig durch seinen Kosinus bestimmt. 





Eigensehalften. Das Ergebnis der skalaren Multiplikation a - b ist kein Vektor, und das Assoziativ- 
gesetz ist nicht erfüllt: Während a - (b - c) ein Vektor in Richtung von a ist, hat (ab) c die Rich- 
tung von c. Dagegen ist die skalare Multiplikation von Vektoren kommutativ, wie aus der Definition 





Projektion eines Vektors auf einen anderen Zum Distributivgesetz für das Skalarprodukt 


sofort hervorgeht. Ist a, die Projektion des Vektors a auf den Vektor b und entsprechend b,, die 
vonbaufa,sogita-b=a,.b=Bb,'a; das Vorzeichen dieses Skalars ist positiv oder negativ, 
je nachdem der Betrag des Winkels (a, b) kleiner oder größer als 5 ist (Abb.). 


Für drei Vektoren a, b, c gilt (Abb.) (b + Ca =b,+% und deshalb (b +c)-a=b-'a+c-a;d.h. 
das distributive Gesetz. Vektorsummen dürfen danach gliedweise skalar multipliziert werden, 


542 VEKTORRECHNUNG 


Insbesondere gilt in Analogie zu den binomischen Formeln, wenn man aa = a? = |a|? schreibt, 
(a+b)?= a? + 2ab + b?und(a+b)(a—b) = u? — BR. 
Bei veränderlichem Winkel 9 = (a,b) hat a- b für @ = 0 seinen größten Wert +Ja|- |b| und für 


p = n seinen kleinsten Wert — |a| - |b|. Für den Zwischenwert 9 = 5 wird a5 = 0 auch für von 


Null verschiedene Vektoren a und b, da cos 5 = (0 ist. 


Die Vektoren stehen dann senkrecht aufeinander, sind ortho- 
gonal, wie man sagt. 

Hierauf beruht die Tatsache, daß für a#0 aus der Gleichung a-b = a:c oder a(b — c) = 0 
durchaus nicht stets b— c = 0, also b = c gefolgert werden darf, sondern nur b—c=0 oder 
a _L(b — c). Das bedeutet, daß die Bildung des skalaren Produktes keine Umkehrung, also keine 
Division erlaubt — im Gegensatz zum Rechnen mit reellen Zahlen. 


Skalarprodukt in Koordinaten. Für — 
Skalarprodukte 
von Grundvektoren 


das Skalarprodukt zweier Vektoren 


= Aritayi + a;,tund b=bri+byi +b,t 
rd bett 


erhält man wegen der Gültigkeit 
cosla,b) = —— = ———————  ——  ——— 
F al Il Ya ta +a2Vb2 + be +B2 













des distributiven Gesetzes die wich- 
tige Formel: a-b = a:bz + ayby + azb:. 
Aus der Definitionsgleichung des ska- 
laren Produktes bestimmt man den 
Winkel (a, b) zwischen den Vektoren 
a und b aus dem Wert von cos (a,b). 


Beispiel 1: Die Vektorena = 12i— j + 3tundb = - 9i — 2j — 2fhaben das skalare Produkt 
ab = 12(-9) + (-1)(-2) + 3(-2) = — 112 und schließen den Winkel (a, b) miteinander ein, 
der sich aus 





a-b — 112 — 112 


cos) = a. Yaermreyermrm 12,41:948 
zu (a,b) = 163,14° ergibt. 
Beispiel 2: Der Kosinussatz der ebenen Trigonometrie ergibt sich, indem man die Gleichung 
c=a-b skalar mit sich selbst multipliziert (Abb.), c-c=(a-b)-(a—b)=a?+5?— 2a:b 
— a2 + 62 — 2Ja|-|b| cosy = a? + b? — 2a b cosy mit a = Ja] und 5b = |b]. 
Als Spezialfall für y = 90° erhält man den Satz des Pythagoras. 


— 0,9570 


U 


Zum Kosinussatz der ebenen Trigonometrie Zum Satz des Thales 


-——> .-— -— 
Beispiel 3: Der Satz des Thales. Setzt man (Abb) BM = MA=a und MCO=b, so ist 


r Bu 
lal= |b|=r, BO=a+bund AC=b- a. Das skalare Produkt (a +b) (a —b) = ua? — D? 
— a? — b? = r2 — r2 = Ohat den Wert Null, also stehen (a + b) und (a — b) senkrecht aufeinander. 


VEKTORPRODUKT UND ZUSAMMENGESETZTE PRODUKTE 


Definition des Vektorproduktes. Im Hinblick auf physikalische Anwendungen (z. B. Drehmoment, 
Energiestrom) wird eine weitere Operation zwischen zwei Vektoren a und b definiert, ihr Vektor- 
produkt oder äußeres Produkt a x b (lies a Kreuz b). Es ist ein Vektor v, der folgende Eigenschaften 
hat (Abb.): 

1. Sein Betrag |v| ist gleich der Maßzahl der Fläche des von a und b aufgespannten Parallelo- 
gramms, also |b| = Ja x b| = [a] - |b| sin(a, 6) mit O= (a,b)= n, 

2. v steht senkrecht auf a und senkrecht auf b, 
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3. a,b, v bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, d. h., von der Spitze des Vektorsv = ax b 
aus gesehen ist eine Drehung von weniger. als 180° entgegen der Uhrzeigerrichtung in der a-b- 
Ebene notwendig, um die a-Richtung in die b-Richtung überzuführen. 
Stehen die Vektoren a und b senkrecht aufeinander, so ist |a x 6] 
= la|-|b|; sind sie einander parallel, so verschwindet das Vektor- 
produkt wegen sin = sinz = (. 

Für das Vektorprodukt gilt das kommutative Gesetz nicht, sondern es ist 
axb=—-bxa 

Das Vektorprodukt ist dagegen distributiv. Es gilt: 


ax(b+ce)=axbtaxe. 
Der Beweis kann mit Hilfe des Spatproduktes erbracht werden. 








Spatprodukt. Drei Vektoren a, I, c, bestimmen einen Spat oder ein Parallelepiped (Abb.). 





Zum Spatvolumen 


Zum Vektorprodukt 
Lxu=-uxb 


Das Spatvolumen ist das Produkt aus Grundfläche und Höhe. Wird das von a und 5 aufgespannte 
Parallelogramm als Grundfläche G@ mit dem Inhalt |a x b| angesehen, so ist die Höhe h bis aufs 
Vorzeichen gleich der Projektion des Vektors c auf den zur Grundfläche senkrechten Vektor a x b; 
h= |taxp| = lel leosy|. Demnach ist 

V=G@Gh=Jlax bl|c,xpl > la x b| Je] |eosy| = Ja] |6]| Je] |sin®#| |cosy]. 
Nach den Regeln für das Skalarproduktgilt aber [a x b| |e,„y| = |(ax b) - ce], folglich ist 

V=|(axb):c|]. 

Der aus den drei Vektoren a, b, c durch die Vorschrift (a x 5) c gebildete Skalar heißt das S'pat- 
produkt der Vektoren; für (a x b) - c schreibt man auch (abc). 
Dieser Skalar hat positives oder negatives Vorzeichen, je nachdem, ob der Winkel zwischen den 
Vektoren (a x b) und c spitz oder stumpf ist, d.h. je nachdem, ob die drei Vektoren a, b, cein Rechts- 
oder ein Linkssystem bilden, 
Da mit a, b,cauch b,c,aundc, a, b Rechtssysteme bilden und da es gleichgültig ist, welche Fläche 
man als Grundfläche ansieht, ist (abc) = (bca) = (cab), dagegen (abc) = -(bac) = -(ach) 
= —(cba). 
Daraus erkennt man auch, daß man im Spatprodukt vek- 
torielle und skalare Multiplikation vertauschen darf, doch 


muß die vektorielle Multiplikation natürlich zuerst ausgeführt 
werden. 













Das Distributivgesetz für das Vektorprodukt ist bewiesen, wenn gezeigt ist, 
t=ıax(b+e0)-axb-axe 


der Nullvektor ist. Für das Skalarprodukt gilt das Distributivgesetz; multipliziert man r skalar 
mit einem beliebigen Vektor y, so erhält man 


yr=h[ax(bHeo]—-Hyhlaxb)—-Hylaxe)=(hxa)(b+c)-Yyxa)b—-(yXa)e 
= (yxa) 5b +Wxa)-e-HWXa)b-(HXa).c=n. 


Da beliebig ist, folgt hieraus r = » ,d. h., die vektorielle Multiplikation ist distributiv. 


BE 


daß der Vektor 
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Vektor- und Spatprodukt in Koordi- 
naten. Für die Vektoren 
a=mita,it+t af, 
b=bi+b,itbtunde=czitcyitcht 
erhält man durch gliedweises Ausmultiplizieren die nebenstehenden Formeln: 





Komponenten- et i (aybz — az b,) 
darstellung Ar4,4:| = + j (Qr bz — ar b.) 
für das bz by b; 2 1 (@x by — dy bz) 


Vektorprodukt Az dyd; Cz(a, bz — az by) 
und für das (a x b) (= bz by b|= + cy(Qr bz — dr b;) 
Spatprodukt Cz Cy Cz + cz(a; by, — aybz) 





Beispiel: Die Vektoren a = 12i — j + 3t und 6b = — 9i — 2j — 2f haben das Vektorprodukt 
a E = ler aueh 12, eh MN 

= —_— oe u 

Der Betrag dieses Vektors hat den Wert |a x b| = |8? + 3? + 33? = J1162 = 34,1, anderer- 
seits ist |a x b| = Ja| |b|sin(a,6b).. Im Abschnitt über das Skalarprodukt wurde bereits 
ja|l = 12,41, |b| = 9,43, * (a,b) & 163° gefunden. Damit wird [a x b| = 12,41 - 9,43 - 0,2900 
= 33,9; der Unterschied zwischen 34,1 und 33,9 hat seinen Grund in Rundungsdifferenzen. Für 
das Volumen V des von a, b und c = 2i + j gebildeten Spates erhält man 


12 -—1 __3 
‚=|-9 — 2 —2| = 13. 
2 1 0 


Das dreifache Vektorprodukt. Das Vektorprodukt a x (6 x c) der Vektoren a und 5b x c heißt 
dreifaches Vektorprodukt. Bezeichnet man die Koordinaten von b x c mit (6 X c)z, (b X c), und 
(6 X c)z, so ist die x-Koordinate von a x (b x c) gleich 
Ay(b x C)z 7“ a;(b x Cr — aylbz Cy =: by Cz) De Q;(bz Ci bz Cz). 
Wird hierzu a; b; c; addiert und subtrahiert, dann erhält man nach dem Umordnen die x-Koordinate 
des dreifachen Vektorproduktes zu 
bz(@zCz + AyCy + Az Cz) — Cz(ardz + ayb, + a: bz) = bz(a 'c) — cz(a 6b). 


Analoge Überlegungen für die y- und 
z-Koordinate von a x (5b x c) liefern 
den Entwicklungssatz. 





Vierfache Produkte, Mit Hilfe des Entwicklungssatzes findet man die folgenden Beziehungen; die 
Lagrangesche Identität z. B., indem man in (ax b)-g=(6b x g)’mden Wertg=(cex db) ein- 
setzt. 


(axb)x(exd)=(ach)b - (bed)a 


Vektorprodukt zweier Vektorprodukte = (abd)e—-(abe)b 


Skalarprodukt ier Vektorprodukte, 
Tegrangseche Tdentilät , (a x b)-(e x d) = (ac)(66) (ad) ) 





VEKTOR ALS GEORDNETES ZAHLENTRIPEL 


Lineare Abhängigkeit. Man bezeichnet einen Vektor a als linear abhängig von den Vektoren aı, 
A2, ++. Ax, wenn der Vektor a als Linearkombination der k Vektoren u: @ = 1,...,k) dargestellt 
werden kann, d.h., wenn sich k reelle Zahlen Aı, As, . . ., Ak angeben lassen, die nicht sämtlich ver- 
schwinden, und wenn gilt 


a=Ahtı tom +" + km, bzw ii tham ++ +Fia=dll = —|)). 


Wenn aber die letzte Vektorgleichung nur für ı=Aha=''=k=4A=( gilt, dann heißen die 
Vektoren aı, Qa, .. ‚ Ax, a linear unabhängig. Ist a = 0, so sind die Vektoren linear abhängig: man 
kann nämlich ı = a='''=% = 0,40 wählen. Zwei parallele Vektoren aı, as sind linear 


a 
abhängig; für |aı | = 0 wurde das schon gezeigt, für |ı| #0 gilt aa = + ve @ı. Zwei nicht parallele 
1 
Vektoren aı, as sind linear unabhängig ; nach der Additionsvorschrift kann dann nämlich Aı aı + Ag aa 
nur für Aı = Aa = 0 den Nullvektor ergeben. Analog läßt sich zeigen: Drei komplanare Vektoren 
dı, Ag, ds, also drei Vektoren, die in einem Punkt angetragen in einer Ebene liegen, sind linear ab- 
hängig; sind dabei aı, az linear-unabhängig, so läßt sich as stets in der Form as = Aı aı + Aa az dar- 
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stellen. Drei nicht komplanare Vektoren sind linear unabhängig. Jeder Vektor a4 läßt sich durch drei 
linear unabhängige Vektoren aı, ds, as in der Form 4 = Aı tı + Agda + As as ausdrücken; wenn 
a4 = 0 oder einem der drei anderen Vektoren parallel ist, ist das offensichtlich; andernfalls (Abb.) 
gibt es einen Vektor b £ o, für den sowohl b = aı aı + usas als auch 6 — ua as + ya 04 gilt; denkt 
man sich aı, ..., @,, in einem Punkt angetragen, so liegt b 
auf der Schnittgeraden der Ebenen, die durch aı, as bzw. 
Ay, ds aufgespannt werden. Es ist dann zıdı — uada + usa 
— mal =D und 4 Eee TE 

Hi u4 H4 
Grundvektoren. Im kartesischen Koordinatensystem ist der 
Vektor a durch a = azi + ayi-+ a;! gegeben, d.h., wenn 
die drei Vektoren i, ij, f gegeben sind, ist der Vektor a durch 
seine drei Koordinaten (az, @,, a;) vollständig charakterisiert. 
Derselbe Vektor a läßt sich offenbar auch als Linearkombi- 
nation dreier beliebiger anderer Vektoren gı, gs, 93 dar- 
stellen, wenn diese nicht in einer Ebene liegen, d.h., es gilt 
a=Aıgı + A2ga + Asgs. Wenn demnach die Vektoren gı, 
a2, 03 gegeben sind, ist der Vektor a durch das Tripel (Aı, Az, As) 
charakterisiert. Wegen dieser Möglichkeit nennt man die 
drei Vektoren gı, g2, 93 ein Basissystem. Jedes System von 
drei linear unabhängigen Vektoren kann als Basissystem Lineare Abhängigkeit von vier Vek- 
im Raume dienen, die Vektoren des Basissystems selbst toren im Raum 
heißen Basis- oder Grundvektoren. Wenn die Basisvektoren 
senkrecht aufeinanderstehen (orthogonal sind), heißt das System orthogonal, haben sie den 
Betrag 1, so heißt das System normiert. Das System i, j, f ist ein spezielles orthogonales und 
normiertes (orthonormiertes) Basissystem. 





Vektoren als geordnete Tripel. In einem vorgegebenen Basissystem gı, g2, 93 sind zwei Vektoren 
a und b vollständig gekennzeichnet durch die Koeffizienten ihrer Linearkombinationen aus gı, 
g2, Ga. Wenn also a = aı gı + @aga + xs gs und b = Pıgı + Baga + Ba gs ist, so schreibt man dafür 
kurz a = (cı, &s, &s) und b = (ßı, ßa, Ba). Die Grundvektoren gı, 93, 93 sind dann durch gı = (1,0, 0), 
g2 = (0, 1, 0), 93 = (0, 0, 1) gegeben. 

Die Vektoraddition drückt sich jetzt durch 
a (zı, &2, @) + (Bı, Ba, Bs) = (aı + Pı, &a + Pa, @s + ß3) 
aus, die Multiplikation mit Skalaren durch 

k(xı, 2, &3) = (k &1, k &2, k &3). 


Umgekehrt kann ein beliebiges Tripel (yı, ya, ys) reeller Zahlen als Vektor gedeutet werden, denn 
es gilt: 

(yı, Y2> ys) = yı(l, 0, 0) + ya(l, 1, 0) + ys(0, 0, 1) = iR + Ya ga + Yy3 93. 
Die Gesamtheit aller dieser Zahlentripel bildet den dreidimensionalen Vektorraum. 


Der Vektor als geordnetes rn-Tupel. Trennt man sich von der geometrischen Anschauung und geht 
rein algebraisch vor, so läßt sich der Vektorbegriff verallgemeinern. Man definiert einen Vektor a 
als geordnetes n-Tupel (aı, a», . . .,@n) von n (reellen oder komplexen) Zahlen. Geordnet bedeutet 
dabei, daß bei Änderung der Reihenfolge dieser Zahlen sich im allgemeinen auch der Vektor a 
selbst ändert. 

Zwei n-Tupel a und b heißen dann und nur dann gleich, wenn aı = bı, a2 = ba, .. ., Qn = bn gilt. 
Die Addition und die Multiplikation mit einer reellen Zahl werden analog zu der von Zahlentripeln 
durch 

(a1, @2,...,@n) + (bı, ba, ...,dn) = (aı + bı,...,@n + d„) und 


k(a1, a2, ...,Gn) = (kaı, kaa,...,% an) definiert. 
Das n-Tupel v = (0, 0,..., 0) heißt Nullvektor. Der Betrag des Vektors a ist durch 
lal= Va + a ++ an? 
gegeben. Vektoren mit dem Betrag 1 heißen weiterhin Einheitsvektoren. Insbesondere sind die 
Vektoren 
s = (1,0,9%..,0, ae (9 0... Den 08 = (0:0, 9, 
Einheitsvektoren. Diese n Vektoren bilden offensichtlich ein Basissystem, denn es gilt für jeden 
Vektor a: 
a= (aı,..,An) =Aıbı +Asaes + '*’ + An En- 
Die Gesamtheit aller n-Tupel, für die die Addition und die Multiplikation mit einer Zahl in der 
oben besehriebenen Weise definiert sind, nennt man einen n-dimensionalen Vektorraum., 
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II. Vektoranalysis 


In der Vektoranalysis faßt man die Vektoren als Funktionen von Veränderlichen auf und wendet 
die Begriffsbildungen und Methoden der Differential- und Integralrechnung an. Ihre Anwendungs- 
gebiete liegen hauptsächlich in der mathematischen Physik und in der Differentialgeometrie. 


FELDER 


Skalare Felder. Eine skalare Funktion x des Raumes nennt man ein skalares Feld, wenn durch sie 
jedem Punkt P(x;y;z) bzw. jedem Ortsvektor r eines bestimmten Gebietes ein Skalar o(x, y, z) 
= gp(t) zugeordnet wird; z. B. sind Temperatur oder Dichte eines Körpers skalare Felder. Sie wer- 
den veranschaulicht durch die Flächen o(z, y, 2) = const, die Niveauflächen, in der Ebene durch 
die Niveaulinien g(z, y) = const; z. B. sind in Karten die Linien gleicher Höhe über oder gleicher 
Tiefe unter dem Meeresspiegel sowie die Linien gleicher Temperatur Niveaulinien. Die Funktion 
ändert sich um so schneller, je dichter die Niveauflächen oder Niveaulinien liegen. 


Beispiel: Die Niveauflächen des Feldes = 2? + y? + z? = 1? sind die Kugelflächen mit dem 
Koordinatenursprung als Mittelpunkt. 


Vektorfelder. Wird durch die Funktion v = v(r) bzw. pvp = v(zx, y,z) jedem Raumpunkt eines be- 
stimmten Gebietes ein Vektor vb zugeordnet, so bildet die Funktion vd = p(r) ein Vektorfeld; z. B. 
sind Kraftfelder $%(t) oder elektri- 
sche Felder &(r) Vektorfelder. Man 
veranschaulicht sie durch Pfeile, 
die an verschiedenen Raumpunk- 
ten r angebracht sind und deren 
Richtung und Länge den dazu- 
gehörigen Vektor b(r) repräsentie- 
ren (Abb.). 

Zur Darstellung eines Vektorfeldes 
werden Vektorfunktionen meist in 
der folgenden Form angenommen: 


a= al, y,2,:) =ul,y,2,.)i 
+v2,y,2,8:)i+ w(e,y,2 2), 


d.h., der Feldvektor a hängt von 
Skalares (u) und vektorielles (b) Feld der Zeit ? und von den Raumkoor- 

dinaten x, y, z ab, die ihrerseits 

wieder Funktionen von t sein können. Die Differentiation dieser Vektorfunktion wird durch die 


Definition da= duwi+dvi+dwt 





4d ER Mn de Ni d Aue er Er; N. d 
ATI T ge TITTEN 
d w. eı zu own 
rt terre 


auf die Differentiation der skalaren Funktionen u, v, w zurückgeführt. Gleichwertig mit dieser 
Definition ist die folgende: 


6a alz 4A2,y,2,t) — alz, y, 2,1 ou 0V ow 
——H IT ARBEN-REHEN IE, 7. 8, und entsprechend 
06T 47-0 4x 0% 0% dx 
da en. 0, er. da ou, MW m. oa ur V a: 
ya ara at alten 


Die Differentiation geschieht danach komponentenweise nach den üblichen Regeln. 
Sind aı, aa Vektorfunktionen und ist p eine skalare Funktion, so gelten z. B. die Produktregeln 





ö da 0p 0) ca öp ö ö 1080) ö ca 6p 
RUFT 7 5 DIET zegi= true ty 
ö öl Hai ö öQ2  Öaı 
2) ,, a a)=u'.. r,, 0 Fr Bl) El Sl Frl da ra 

Ödg 001 Ö öda odı 
7, (= ar tz ns „uao))=-u. r7,'0% 
ö ddea daı ö öde ddı 
3), Uuxa)-ux.. tr, X year T a. rm 
öde da ö ÖQg _ Oaı 


ö 
z Ur) =-uaxX + x 03. 


FF x As, zuxa)-eux, 


v4 8 
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Im folgenden wird zur Vereinfachung angenommen, daß alle Funktionen und die vorkommenden 
Ableitungen stetig sind, so daß die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauscht werden darf, 
2 


ö? 
(vgl. Hauptabschnitt Differentialrechnung). 


Be, u 2 
o02öy Ööyöx 
Am wichtigsten sind folgende Spezialfälle der angegebenen Vektorfunktion: 
1. Der Feldvektor a hängt nicht explizit von der Zeit ti ab, hat mithin die Form 


alz, y,2) = ulz,y,2)i + vl, y,2)i + wie, y,2)t, 


das Feld wird dann zeitlich konstant genannt (s. folgendes). 

2. Es ist v=eflt), v= ylt), w= zit), oder a=rft) = x(t)i + y(t) ji + z(t) f, wobei it nicht not- 
wendig die Zeit bedeuten muß. 

Der Ortsvektor rt = r(t) bezüglich des Koordinatenanfangs- 

punktes beschreibt in Abhängigkeit von it eine Raumkurve; 

deutet man z.B. t als die Zeit und r(?t) als Ort eines Teil- 

chens, so beschreibt r(2£) dessen Bahnkurve. Die Ableitung 


and 133 
d? Fra 
stellt dann die Geschwindigkeit des Teilchens dar, =; ist 0 dt 
dr 

seine Beschleunigung. Der Vektor Tr ist tangential zur N 
Kurve r(t) (Abb.). RS 
Hat r(t) konstanten Betrag, |r| = const, so ist auch r?= const 

dr T dr 

a pe 3 a d 
und daher r- ut 0. Folglich stehen r und er senk- Der Tangentenvektor n 


recht aufeinander. 


GRADIENT UND POTENTIAL 


Gradient. Man betrachtet die skalare Ortsfunktion g = lt) = p(&, y,z). Die Änderung dy, welche 
die Funktion beim Fortschreiten um dr = dei + dyj + dzt erfährt, ist 


°p °P dp 
dpo= 5, de + Pe + 5, 4° 
Dieser Ausdruck kann als skalares Produkt aus dem Vek- 
tor dr in Richtung des Fortschreitens und einem Vektor 


öp, Op op 

gradp = 5 + dY i+ 3! aufgefaßt werden, der Gradient 
von p genannt wird. Für die Änderung dp in Richtung dt 
erhält man dann dp = gradpdr. Wählt man die Richtung 
dr insbesondere so, daß dr in eine Niveaufläche # = const 
fällt, so ändert sich e nicht, also ist de=(, d.h., der 
Gradient grad steht senkrecht zu den Niveauflächen p = const 
(Abb.). 

Schließt jetzt dr mit dem Gradienten den Winkel # 
ein, so ergibt sich 


dp = gradp dr = |gradp| |dr| cos# 


er 


= 





; 5 / 
P a Br 
/ . 4: 


nun pe Pr 





und daraus, daß die Ortsfunktion für # = 0, d.h. in Richtung des Gradienten am stärksten zunimmt. 


d 
Setzt man ferner |dr| = ds, so erhält man er = |gradp| cos#; das bedeutet: 


Die Ableitung von 9 in irgendeiner Richtung ist gleich der Projektion des Gradienten auf diese 


Potential. Durch die Bildung des Gradienten wurde aus einem skalaren Feld p = p(r) ein Vektor- 
feld grad gewonnen. Umgekehrt kann man aber im allgemeinen ein Vektorfeld nicht als Gradienten 


[) 


ö ö ; age h 
eines skalaren Feldes auffassen; Vektorfelder a = za + > i+t en t, für die dies möglich ist, 


heißen konservativ, der Vektor a wird dann Potentialvektor genannt und p sein Potential (vgl. Haupt- 
abschnitt Potentialtheorie). P P 
Man betrachtet das Kurvenintegral [adr = [(ude+vdy+ wdz). 

Po Po 
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Wenn der Integrationsweg durch die Parameterdarstellung r = r(t) = z(t)i + y()i + z() 
bestimmt ist, geht das Kurvenintegral in das gewöhnliche Integral über 


i i 
( A eee KN Ye ae 

a7 (=| u); red, red f 

0 0 
Im allgemeinen hängt dieses Integral sowohl von den beiden Endpunkten P, und P der Kurve als 
auch vom Verlauf der Kurve selbst ab. Ist jedoch @ ein einfach zusammenhängendes Gebiet, haben 
das Vektorfeld a = u(x, y,2)i + v(x,y,2) ij + w(x, y,z) t und der Integrationsweg 

t=el)irye)irzi)t 


dort stetige Komponenten mit stetigen Ableitungen, dann ist a = gradgp die notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Unabhängigkeit des Kurvenintegrals vom Weg. Es gilt dann der 
folgende Satz. 


Das Kurvenintegral über einen Potentialvektor ist vom Integrationsweg unabhängig und gleieh 
der Potentialdifferenz zwischen End- und Anfangspunkt der Kurve. Ist umgekehrt das Kurven- 
integral [ ad von jedem Wege unabhängig, so ist a ein Potentialvektor. —_ 


Damit gleichbedeutend ist die Aussage: 


In G verschwindet das Kurvenintegral $ a dr üner jeden geschlossenen Weg genau u ‚wenn 
= grad g ist. 


Notwendig und hinreichend dafür, daß a = grade in @ ist, sind die ER 


ou 16,3) Ov ow ow Su 
ey m’ m y’ on %’ 
d.h. rot a = 0 (vgl. Rotation eines Vektorfeldes). 


Beispiel: d(-y dz + xdy) ist längs des Einheitskreises um den Koordinatenursprung zu 


integrieren. Die Parameterdarstellung des Einheitskreises ist x = cost, y = sint. Damit wird 
2n 27 
d(- ydz-+xdy) = d [—-sint(—sint) + cost cost] nz { (sin? + cos?t) dt = 2n. Das Integral 


ist von 0 versäkleden, d.h., das Vektorfeld a= —yi iR xij läßt sich nicht durch Gradienten- 
bildung aus einem skalaren Feld gewinnen. 


DIVERGENZ UND DER SATZ VON GAUSS 
Divergenz. Die Divergenz ist ein skalares Feld, das sich aus einem Vektorfeld 


= ulz, Y; 2) I v(z, Y, z) en w(z, Y, z) I 
ableiten läßt. Der Anschaulichkeit halber werde das Feld a als Geschwindigkeitsfeld einer strömenden 
Flüssigkeit gedeutet, deren Dichte og = o(x, y,z) sei. Es sei eine stationäre Strömung angenommen, 
bei der a und e nicht explizit von der Zeit abhängen. Die 
»-Komponente wi gibt den in der Zeiteinheit von einem 
Flüssigkeitsteilchen in der x-Richtung zurückgelegten Weg 
an. Denkt man sich ein quaderförmiges Volumenelement 
mit achsenparallelen Kanten (Abb.), so tritt durch die senk- 
recht zur &-Achse stehende Seitenfläche dAı = dydzin der 
Zeiteinheit das Flüssigkeitsvolumen dAı u= udydz und 


damit die Masse oudydz in das Volumenelement ein. 
Durch die Fläche dA; = dy dz tritt die Masse 





ga, 16) 
26 +42, 2)üle+ den dayde=| ou + (e «) ax |ayaz 


wieder aus, Die Differenz ergibt den ee 








Zur Deutung der Divergenz 4 u) deays 


durch die Flächen dAı und dA». Den gesamten des Volumenelements erhält 
man, wenn man die anderen Flächenpaare ebenso berücksichtigt, zu 


B u) leo) len) | 120, dz. 


0% + oy 02 
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Der Masseverlust in der Volumen- und Zeiteinheit, die Ergiebigkeit 
oder Divergenz des Vektorfeldes ist demnach, wenn man noch 





a=eoan,u=euvr= ov undw = o w setzt, gegeben durch: 


Fließt ebensoviel Masse zu wie ab, so ist diva = 0, das Feld heißt auellenirei, Punkte mit diva > 0 
heißen Quellen — dort fließt mehr ab als zu; Punkte mit diva < 0 heißen Senken - dort ist es 
umgekehrt. 


Satz von Gauß. Der Gesamtmasseverlust für ein endliches Gebiet @ läßt sich durch das Volumen- 
integral [ff divadr berechnen. Diese Masse muß über die Randfläche S von @ abgeflossen sein, 
G 


Bezeichnet d3 = n do ein gerichtetes Flächenelement, d.h. einen Vektor in Richtung der Außen- 
normale n(|n| = 1) mit einem Betrag gleich dem Flächeninhalt do des Elements, dann ist nach 
schon durchgeführten Überlegungen a‘ ndo der Masseabfluß in der Zeiteinheit durch die Fläche 
do. Deshalb ist der gesamte Fluß durch die Fläche S nach außen gleich dem Oberflächenintegral 
SS(a- n)do = f Z a, do. Setzt man beide Ausdrücke gleich, so erhält man den Satz von Gauß. 

S 









SSI divadr = Jg . ndo = in a,„do 
Satz von Gauß G 
in Komponenten ss ( 





0) 
6) 





tz ae ;+ =) dr = [u cos(z,n) + v cos(y,n) + w cos(z, n)] da 





Der für das hydrodynamische Beispiel so einleuchtende Satz von Gauß gilt ganz allzemein für 
Vektorfelder, wenn @ einfach zusammenhängend ist und die Randfläche $ eine stetige Normale 
(ausgenommen höchstens auf endlich vielen Linien oder Punkten) hat. Der Satz von Gauß gestattet 
die Umwandlung eines Volumen- in ein Flächenintegral. Aus dem Gaußschen Satz folgt noch in 
vollkommener Übereinstimmung mit der Anschauung: 


Ist a in einem Gebiet Dane >. d. h. diva = 0, so versehwindet der Fluß dureh die Oberfläche 
des Gebietes. 


ROTATION UND DER SATZ VON STOKES 


Rotation. Die Rotation ist eine Differen- 
tialoperation, die von einem Vektorfeld 32] i + ms: 5.) 
a=ui-+vj-+ wt ein anderes Vektor- ayl 
feld herleitet. — 

Satz von Stokes. In die geschlossene, aber nicht notwendig ebene Kurve ( sei ein Flächenstück S 
eingespannt. 8 möge einen eindeutigen stetigen Normaleneinheitsvektor n (ausgenommen höchstens 
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IR: 
rota = ay 





dadı= SI (nm rota) do = ff rot,ado 
C S S 


Satz von Stokes $ (ude+vdy+ wda) 
in Komponenten 





ou ©ow & v ou se) ( ) MER 
Eu —_ ]eos(z,n) + ae cos(y,n) + dx 37 cos(z, ı 
in endlich vielen Punkten oder Linien) haben und die Randkurve C 
eine »„betige Tangente (ausgenommen höchstens in endlich vielen n $ 


Punkten). Der positive Durchlaufungssinn von © sei derjenige, bei 

dem S zur Linken liegt, wenn man S von der durch n bezeichneten 

Seite aus betrachtet (Abb.). Dann gilt der Satz von Stokes. 

Nach diesem Satz hängt [[(n - rota) do nur vom Verlauf der Rand- 
$ 


kurve (©, nicht aber von der Gestalt der eingespannten Fläche $ ab. 
Das Umlaufintegral n) adr bezeichnet man als Zirkulation von a 





längs C; sie ist nach dem Satz von Stokes gleich dem Fluß rer 
Normalkomponente der Rotation durch eine in C eingespannte Zum Satz von Stokes 
Fläche S$. 

Deutet man a als Kraftfeld, so ist — a dr die auf dem Wege dr gegen die Kraft a verrichtete Arbeit 


und 2) a dt die bei einem vollen Umlauf längs C verrichtete Arbeit. Sie ist nur dann Null und damit 
vom Wege unabhängig, wenn rota = 0 ist. Solche Felder, für die rota = (0 ist, heißen wirbelfreü. 
Ein wirbelfreies Feld a läßt sich stets als Gradient a = gradp darstellen. Demzufolge gilt rot gradp 
= 0, wie man auch direkt verifizieren kann. 
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NABLAOPERATOR, RECHENREGELN 


Die drei Differentialoperatoren grad, div, rot lassen sich mit Hilfe eines einzigen Operators dar- 
stellen, des Hamiltonschen oder Nablaoperators, der durch das Zeichen Y symbolisiert wird; 
seinen Namen verdankt er einem hebräischen Saiteninstrument, das etwa die Form dieses Zeichens 
hatte. 

Der V-Operator ist definiert durch 


RER 
var t öz ' 


Ö 5) 
Will man unter dem ‚„Produkt‘“ =? einfach = verstehen, so kann man V@ = grad» schreiben. 


Das Skalarprodukt Y-.a ergibt die Divergenz Va = diva, das Vektorprodukt V x a schließlich 
die Rotation V x a = rota. 
Ein weiterer, nach Pierre-Simon LApLaAce (1749-1827) benannter und mit A bezeichneter Diffe- 
rentialoperator wird für ein skalares Feld p(x, y, z) definiert durch 
9 Ay Hp 

FIT 


Ay = divgradp = V-(V pP) = 25 tz 


für ein Vektorfeld a(z, y, z) aber durch 
R Ö 
Aa = grad diva — rotrota = V (Va) - VX (V x Vayatgatge 

Ferner gelten folgende Regeln: 

grad(pı 92) = pı gradpz + pa gradpı | div(pa) = pdiva + a gradp 

rot (pa) = prota— ax gradp rot gradp = 0 | divrota = 0 

div(aı X Age) = as « rotaı — aı * Totbas 
Zum Schluß sei wenigstens erwähnt, daß der Gradient, die Divergenz und die Rotation eines 


Feldes Bildungen sind, die unabhängig vom benutzten Koordinatensystem sind. Man sagt dafür, 
diese Größen seien invariant gegenüber Koordinatentransformationen. 
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Das Wesen der analytischen Geometrie des Raumes besteht darin, den Punkten des Raumes reelle 
Zahlen zuzuordnen und umgekehrt. Den Kurven (eindimensionale Mannigfaltigkeiten) und Flächen 
(zweidimensionale Mannigfaltigkeiten) entsprechen dann Gleichungen, und an die Stelle von 
geometrischen Konstruktionen können algebraische und analytische Verfahren treten. Da diese 
Verfahren die Grundlagen der analytischen Geometrie bilden, ist sie auch erst nach dem Erstarken 
der Algebra und der Analysis entstanden. 

Als Begründer der analytischen Geometrie können der in Frankreich, Holland und Schweden tätig 
gewesene Philosoph Rene Descartes (1596-1650) und der französische Jurist Pierre DE FERMAT 
(1601-1665) angesehen werden. Der deutsche Philosoph Gottfried Wilhelm Lxısnız (1646-1716) 
und der englische Mathematiker und Physiker Isaac Newron (1642-1727) lebten zu etwa der 
gleichen Zeit und verdienen als Begründer der Differential- und Integralrechnung ebenfalls genannt 
zu werden, 


I. Koordinatensysteme 


RECHTWINKLIGE KOORDINATEN 
Festlegung eines Systems. Koordinatensysteme sind die Mittler zwischen Punkten und Zahlen. 
Zur Festlegung eines rechtwinkligen oder kartesischen Koordinatensystems im Raume wird zu- 
nächst ein Punkt des Raumes als Anfangspunkt oder Ursprung gewählt. Durch diesen legt man 
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dann drei paarweise aufeinander senkrecht stehende Geraden. Sie heißen Koordinatenachsen und 
werden in der Regel als x-, y- und z-Achse bezeichnet. Die drei Koortinatenachsen spannen die drei 
Koordinatenebenen im Raume auf: die x-y-, die x-z- und die y-z-Ebene. Je zwei Achsen teilen die 
von ihr aufgespannte Koordinatenebene in vier Quadranten, die drei Koordinatenebenen teilen den 
Raum in acht Oktanten. 


Orientierung. Auf jeder Koordinatenachse wird ein Einheitsvektor festgelegt: auf der x-Achse 
der Vektor i, auf der y-Achse der Vektor j, 
auf der z-Achse der Vektor f. Durch diese 
Vektoren werden die Koordinatenachsen 
gerichtet und das Koordinatensystem 
orientiert (Abb.). 





Rechtwinkliges Koordinatensystem, rechts- Im Spiegel kehrt sich die Orientierung um 
orientiert 


Der Teil einer jeden Koordinatenachse, der vom Ursprung in Richtung des auf der Achse festgeleg- 
ten Einheitsvektors verläuft, heißt positive Achse, der andere negative, Je zwei positive Achsen 
begrenzen einen Hauptquadranten, die drei Hauptquadranten den Hauptoktanten. 

Stets kann man mit Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger einer Hand in die Richtungen von i 
(Daumen), j (Zeigefinger) und ? (Mittelfinger) zeigen. Gelingt das mit der rechten Hand, so heißt 
das System rechtsorientiert oder kurz Rechtssystem, anderenfalls linksorientiert oder Linkssystem. 
Durch Umkehrung einer Achse oder durch Spiegelung an einer Ebene geht ein Rechtssystem in 
ein Linkssystem über und umgekehrt (Abb.). 


Punkt im Raum, Ist ein rechtwinkliges Koordinatensystem festgelegt, so kann jedem Punkt des 
Raumes eindeutig ein Tripel reeller Zahlen und umgekehrt jedem Tripel reeller Zahlen eindeutig 
ein Punkt des Raumes zugeordnet werden. Die drei einem Raumpunkt entsprechenden Zahlen 
heißen die rechtwinkligen oder kartesischen Koordinaten des Punktes. 

Um die rechtwinkligen Koordinaten eines gegebenen Punktes P 
zu bestimmen, fällt man von P aus je ein Lot auf die Koor- 
dinstenachsen und mißt die orientierten Längen der Projektio- 
nen in Einheiten, die der Länge der festgelegten Einheitsvektoren 
entsprechen. Die erhaltenen Maßzahlen sind die Koordinaten 
von P, Um den Punkt P auf Grund vorgegebener Koordina- 
ten x, y, 2 zu bestimmen, benutzt man die Vektorschreibweise. 
Der Vektor =zi+yj-+ zt führt, im Ursprung angesetzt, 
unmittelbar zu dem gesuchten Punkt P (Abb.). Mit dem Lehr- 
satz des Pythagoras läßt sich der Abstand vom Ursprung berech- 


nen. Er ist |r| = Vz? + y? + z*. 


Beispiel: Gegeben sind die rechtwinkligen Koordinatenz =3; 
y= 4;z= 12 eines Punktes P. Dafür kann auch kurz P(3; 4; 12) 





geschrieben werden. Dieser Punkt hat vom Ursprung den * 6 
Abstand Di LT ce: 
ie rechtwinkligen Koordinaten 
Ixl = V3? + # + 122= J9 + 16 + 144 = 169 = 13, eines Raumpunktes (a) 
Die Entfernung des Punktes P vom Ursprung beträgt 13 Län- Der Vekor r=zi+yi+z! 
geneinheiten. zeigt zu P (b) 


SCHIEFWINKLIGE KOORDINATEN 
Das schiefwinklige Koordinatensystem ist eine Verallgemeinerung des rechtwinkligen. Zu seiner 
Festlegung genügt es, drei beliebige Geraden, die nur nicht gemeinsam in einer Ebene liegen 
dürfen, durch den Ursprung zu ziehen und auf jeder dieser Geraden je einen Vektor anzugeben. 
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Dann gilt wörtlich das gleiche wie für das rechtwinklige Koordinatensystem mit folgenden Aus- 
nahmen: 


l. Die einem Raumpunkt entsprechenden Zahlen heißen nicht mehr rechtwinklige Koordinaten, 
sondern aligemein Parallelkoordinaten. 

2. Bei der Bestimmung der Parallelkoordinaten eines gegebenen Punktes P errichtet man ein 
Parallelflach, dessen Kanten den Koordinatenachsen parallel sind und das den Ursprung und den 
Punkt P als Eckpunkte enthält. Die orientierten Maßzahlen der Längen der auf den Koordinaten- 
achsen liegenden Kanten sind die Parallelkoordinaten von P. 

3. Der Vektor r=zi-+yj-+ ztführt, im Ursprung angesetzt, wie beim rechtwinkligen System 


zum Punkt P, aber es ist im allgemeinen |r| #£ Yx? + y? + z2, weil in schiefwinkligen Dreiecken 
der Satz des Pythagoras nicht mehr gilt. 


HOMOGENE KOORDINATEN 


In der projektiven Geometrie wird gefordert, daß zwei Geraden in der Ebene stets einen Schnitt- 
punkt haben, ebenso im Raume, wenn sie nicht windschief sind. Dabei wird als „Schnittpunkt“ 
paralleler Geraden der uneigentliche Punkt eingeführt. Einen solchen kann die analytische Geometrie 
in der bisher dargestellten Form nicht erfassen. Eine Möglichkeit, die Forderungen der projektiven 
Geometrie auch in der analytischen Geometrie zu realisieren, besteht in der Einführung khomogener 
Koordinaten. 

Sind »’; y’; 2’ Parallelkoordinaten eines Raumpunktes P, so heißen die durch die Gleichungen 


x Y z 
I=-: I... ! =-— 
ZT Te 


den x’; y’; 2’ zugeordneten Werte x; y; z; t homogene Koordinaten von P. Dieses Wertequadrupel 
ist nicht eindeutig bestimmt. Sind x; y; z; t die homogenen Koordinaten eines Raumpunktes, so 
sind für jede beliebige reelle Zahl o # 0 die Werte ox;oy; oz; et homogene Koordinaten des- 
selben Punktes. Umgekehrt ergibt sich jedoch zu den homogenen Koordinaten x; y; z;tbeit£0 
stets ein einziges Tripel von Parallelkoordinaten. Die Rücktransformation kann einfach dadurch 


u Ya. 
erfolgen, daß man zu zu reg übergeht. 
Beispiel: Der Punkt P(2; 3; —1) hat die homogenen Koordinaten z = 23, y = 38, z=—s, 
= s mit beliebigem s #£ 0. | j Fi 


In homogenen Koordinaten werden Aufgaben lösbar, die in Parallelkoordinaten keine Lösung 
haben; z. B. sind 
y=ax+bundy =ax +bs 


mit bı # ba zwei parallele Geraden in der #’-y’-Ebene, für die in Parallelkoordinaten kein Schnitt- 
punkt existiert, In homogenen Koordinaten haben dieselben Geraden die Gleichungen 


y=arz+bitundy=azr+ best. 


Dieses Gleichungssystem ist lösbar, es hat sogar unendlich viele Lösungen z = og; y=ao;t=0. 
Das Wertetripel oe; ao; 0 stellt für beliebiges o # 0 die homogenen Koordinaten eines Punktes 
der x’-y’-Ebene dar, des ‚„uneigentlichen Punktes‘‘, der den beiden Geraden gemeinsam ist und die 
gemeinsame Richtung charakterisiert. 


KUGELKOORDINATEN 


Festlegung der Kugelkoordinaten. Es erweist sich als zweckmäßig, für bestimmte Probleme, z.B. 
für solche, die sich auf der Oberfläche einer Kugel abspielen, nicht Parallelkoordinaten einzuführen. 
Ein beliebiger Raumpunkt P kann statt durch die rechtwinkligen Koordinaten z; y; z auch be- 
stimmt werden durch 


l. den Abstand r > 0 des Punktes P vom Ursprung 0, 


2. den Winkel g, den die Strecke O P mit der x-y-Ebene einschließt (- = sopoSsH+ 2) P 


3. den Winkel A, den die Projektion der Strecke OP auf die x-y-Ebene mit der positiven x-Achse 
einschließt (0 <A < 2x). 


Den Drehsinn der Winkelmessung zeigt die Abbildung. 


Die Werte r; p; A heißen Kugelkoordinaten des Punktes P. Sie entsprechen den Polarkoordinaten 
in der Ebene und werden deshalb auch räumliche Polarkoordinaten genannt. 

Jedem Tripel von Kugelkoordinaten entspricht genau ein Raumpunkt. Es entspricht jedoch einem 
Raumpunkt P nur dann ein einziges Tripel von Kugelkoordinaten, wenn P nicht auf der z-Achse 
liegt. Auf der z-Achse sind außerhalb des Ursprunges nur r und 9(+ 90°) eindeutig bestimmt, 
A dagegen ist beliebig. Liegt P im Ursprung, so ist nur r= 0 eindeutig bestimmt, p und Asind beliebig. 
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Umreehnung zwischen reehtwinkligen und Kugelkoordinaten. Aus der Abbildung ergeben sich die 
Beziehungen 
x =0OP’cosA, y=OP’sinaä, OP’=rcosp. 


Die rechtwinkligen Koordinaten eines Raumpunktes lassen sich danach aus den Kugelkoordinaten 
berechnen nach den Formeln: 


x = rCospcosA 7 






y= rcospsini 


Nullmeridian 





z = rsinp 





Daraus folgt 








+ y + 2=rı, ——= 0084, 
: Nar+y 
Yy 2 sin 
sin, = tano, 
Vx2+ y2 Vz +y2 c0sP 
y sin 
= = —— = tan? 
x cos 


Umgekehrt ergeben sich die Kugelkoordi- 
naten eines Raumpunktes aus den recht- 
winkligen Koordinaten nach den Formeln 


r=V®+yt +2, 


2 
Vz? + y? 


p = arctan für? + y? #0), 





r Äquator 
i = arctan ” (fürx> 0) bzw. 
i=nH+ arctan (für <0). Kugelkoordinaten eines Raumpunktes 
Tt 7 
Es ist ferner =, für + yVP=0,2>0; bzw. ı=,fürz=-0,y>0; 
ne In. 
9 zart =lz<0; => füa=0,y<0; 
ep unbestimmt für? + = 0,2= 0; 4 unbestimmt für = 0, y =. 


Bei Zahlenbeispielen wird im folgenden das Gradmaß verwendet. 


Beispiel: Welche Werte haben die Kugelkoordinaten des Punktes P(3; —4; — 12)? - 


Es giltr = Y3? + 42 + 12? = 13; 





—12 12 
9 = arctan ——— = aretan —— = — 67,38°; 
V»+®# 5 
a j 
) = aretan — = — 53,13° oder A = 360° — 53,13° — 306,87°. 


3 


Die Kugelkoordinaten des Punktes ? sind danach r =13, = — 67,38? 
und A = 306,87°, 


ZYLINDERKOORDINATEN 
Für Probleme auf der Oberfläche eines Zylinders ist die Einführung 
von Zylinderkoordinaten zweckmäßig (Abb.). Dann kann, ausgehend 
von einem rechtwinkligen Koordinatensystem, ein beliebiger Raum- 
punkt P bestimmt werden durch 
l. den Abstand r> 0 des Punktes P’ vom Ursprung O, wobei OP’ die 
Projektion der Strecke OP auf die x-y-Ebene darstellt, 
2. den Winkel g, den die Strecke OP’ mit der positiven z-Achse ein- p1 
schließt (O << 2n), A 
3. den orientierten Abstand z des Punktes P von der x-y-Ebene Zylinderkoordinaten eines 
(-o<z<+o). Raumpunktes 
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Jedem Tripel von Zylinderkoordinaten entspricht genau ein Raumpunkt. Es entspricht jedoch 
wieder einem Raumpunkt P nur dann ein einziges Tripel von Zylinderkoordinaten, wenn P nicht 
auf der z-Achse liegt. Für Punkte der z-Achse sind r = 0 und z bestimmt, p dagegen beliebig. 
Zylinderkoordinaten werden z.B.in der Physik überall dort eingeführt, wo zylindrisch geformte 
Körper untersucht werden sollen; also etwa bei der Berechnung des Trägheitsmomentes eines 
Zylinders oder bei Wärmeleitproblemen in Zylinderkörpern. 

Die Zylinderkoordinaten r; p; z setzen sich aus den Polarkoordinaten des Punktes P’ in der x-y- 
Ebene und der rechtwinkligen z-Koordi- 
nate von P zusammen. Daraus ergeben 
sich die nebenstehenden Umrechnungs- 
formeln. Die für p angegebene Formel 
gilt nur, wenn 2? + y? #0. Es ist p un- 
bestimmt für + y?=0. 

Bei Zahlenbeispielen wird im folgenden 
das Gradmaß verwendet. 





Beispiel: Gegeben sind die Zylinderkoordinaten r = 3; = -30°; z= 1 eines Punktes P. 
Für seine rechtwinkligen Koordinaten gilt 


8 dur 
x = 3+ cos(- 30°) = 3 00830° = 5.73 » 2,598, 

3 
y = 3: sin(—- 30°) = —3 - sin30° = - — 1,5 und 


z =.l. 


KOORDINATENTRANSFORMATIONEN 


Sind zwei Koordinatensysteme (im folgenden sollen es zwei rechtwinklige, rechtsorientierte Systeme 
mit gleicher Längeneinheit sein) im Raum gegeben, die sich nicht decken, so besteht oft die Auf- 
gabe, aus den Koordinaten x; y;z eines Punktes P in bezug 
auf eines der Systeme die Koordinaten x*; y*; z* dieses 
Punktes in bezug auf das andere System zu berechnen. Eine 
solche Umrechnung von Koordinaten nennt man Koordina- 
tentransformation. Man unterscheidet dabei drei Fälle: die 
Translation, die Drehung und eine Kombination aus beiden. 


Translation. Die zwei Koordinatensysteme liegen so im 
Raume, daß sie sich durch Parallelverschiebung zur Deckung 
bringen lassen (Abb.). 
Hat der Ursprung O0’ des 
zweiten Systems in bezug 
auf das erste System mit 
dem Ursprung O die Koor- 
Translation des Koordinatensystems dinaten dı;da;ds, so gelten 
zwischen den Koordinaten x; y;z eines Raumpunktes P in 
bezug auf das erste System und den Koordinaten x*; y*;z* desselben Punktes in bezug auf das 
zweite System die nebenstehenden Beziehungen. 





Beispiel: Alle Punkte, deren rechtwinklige Koordinaten die Gleichung 32 + 2y-z=5 
befriedigen, liegen auf einer Ebene im Raum. Wie lautet die Gleichung dieser Ebene in bezug auf 
ein Koordinatensystem, dessen Ursprung in bezug auf das erste die Koordinaten aı = —5; 
aa = 2;a3 = 7 hat? - 
Es gilt = 2*—- 5; y=y* + 2;z2=2z*+7,d.h. 327 + 2y — z = 5 geht über in 

32? + 2y*—z*=5+15—-4 +7. 
In bezug auf das neue Koordinatensystem lautet die Gleichung der Ebene 32* + 24* — z* = 23. 


Drehung. Die zwei Koordinatensysteme haben ein und denselben Raumpunkt als Ursprung 
(0’ = 0), aber verschiedene Achsenrichtungen (Abb. S. 556). 

In diesem Falle schließt jede Achse des einen Systems mit jeder Achse des anderen Systems einen 
Winkel ein. Die Kosinuswerte dieser Winkel seien mit a;; bezeichnet, wobei © und %k die Zahlen 1, 
2 und 3 durchlaufen. Der erste Index bezieht sich immer auf das x-y-z-System, der zweite auf das 
x*-y*-z*-System. Der Index 1 entspricht der x- bzw. x*-Achse, der Index 2 der y- bzw. y*-Achse 
und der Index 3 der z- bzw. z*-Achse; d.h., es gilt 


aı = Co8(2,2*) a2 = cos(z,y*) aıs = cos(z,z*) 
azı = cos(y,x*) as = cos(y,y*) as cos(y,z*) 


ası = cos(2z,=2*) as = cos(2,y*) ass = cos(z, z*) 
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Die Koordinaten eines beliebigen Punktes transformieren sich dann nach den folgenden Gleichungen. 


Die a; heißen Richtungskosi- 
nusse. Die angegebenen Trans- 
formationsgleichungen werden 
weiter unten abgeleitet und dis- 
kutiert. Schon hier aber sei auf 
die sonderbare Tatsache hin- En En ee 
gewiesen, daß das rechte Gleichungssystem keine anderen Koeffizienten enthält als das linke. Nur 
die Reihenfolge hat sich wie bei einer Spiegelung an der im Koeffizientenschema von links oben 
nach rechts unten verlaufenden Diagonalen geändert. 





Kombination. Die zwei Koordinatensysteme haben keinen gemeinsamen Ursprung und lassen 
sich auch nicht durch Parallelverschiebung allein zur Deekung bringen. Dieser Fall stellt eine 
Kombination der beiden vorangegangenen dar und führt entsprechend zu den folgenden Trans- 
formationsgleichungen. 








. ar En r n Zn - n „ = 
E_ eR BR Y TR R a; en FR n. f N ee y- 
3; Fe 5 , = 43 er = i Be — 4 Ft MORE: _ da - 
. — GC ._ u” ._ 412 \ 7 @13 [} Vin { - (4911 " Gallz — Gr 


Era 


Alle Transformationen, die auf eindeutig lösbare lineare Gleichungssysteme führen, heißen affine 
Transformationen. 

Alle angegebenen Transformationsgleichungen lassen sich interpretieren als Formeln für die Ände- 
rung der Koordinaten eines Punktes im festen Raume bei Bewegung (Translation, Rotation oder 
Kombination aus beiden) des Koordinatensystems. Sie lassen sich aber auch als analytische Dar- 
stellung einer Bewegung des Raumes bei festgehaltenem Koordinatensystem auffassen. 


Spezielles zu den Drehungen. Die Gleichungssysteme für die Drehung lassen sich wie folgt herleiten. 
Der zu einem beliebigen Punkt P gehörende Vektor r sei im ersten Systemdurchr = zi+yi+tzt, 
im zweiten durch r = z*i* + y* j* + z*1* gegeben. Schreibt man r im ersten System in der 
Form 

A 
el 


und betrachtet man zunächst den Spezialfall, daß dieser Vektor im zweiten System gleich i*, 
d.h. daß x* = 1, y* = 2* = ( ist, so wird definitionsgemäß 


= 121: +2) 
a x] 


= Y 

el el 
Entsprechende Ergebnisse liefern die Spezialfälle er = j* undr = !*. 
Somit ergibt sich 


z 
= (4, = QAaı, lzl = djsı. 


it = aui + asj + ast 
jt=ani+ami+t as! 
‚Ir =asi+asi+ ast. | 
Setzt man diese Ausdrücke in r = x* i* + y* j* + z*1* ein, und vergleicht man das Resultat mit 


=zi+yi+zt, so ergibt sich das linke Gleichungssystem für die Drehung. Entsprechend 
läßt sich das rechte herleiten. 


er nn “ 
2 + ası? + as 
& 





Es lassen sich noch weitere Beziehungen herleiten, wenn man berücksichtigt, daß auch die it, j, t 
Einheitsvektoren sind und paarweise aufeinander senkrechtstehen; jedoch zeigt sich, daß insgesamt 
nur sechs voneinander unabhängige Beziehungen zwischen diesen Kosinuswerten existieren. 

Da zwischen den neun Richtungskosinussen, die eine Drehung charakterisieren, sechs unabhängige 
Gleichungen gelten, ist eine Drehung schon durch drei Größen vollständig beschreibbar. Das hat 
Arthur CAyıey (1821-1895) ganz allgemein bewiesen. Auf Grund dieser Tatsache ergeben sich 
zwei besonders anschauliche Charakterisierungsmöglichkeiten einer allgemeinen Drehung, nämlich 
durch drei Winkel oder durch eine Achse und einen Winkel. 
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Drehung des Koordinatensystems. Ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit den Achsen 
x, y, z läßt sich stets mit einem zweiten rechtwinkligen Koordinatensystem gleichen Ursprunges, 
dessen Achsen x*, y*, z* beliebig im Raume liegen, zur Deckung bringen, indem man das erste 
zunächst um die x-Achse um einen Winkel p, dann um die y-Achse um einen Winkel y und schließ- 
lich um die z-Achse um einen Winkel x dreht (vgl. Abb.). 





Drehung des Koordinatensystems 


Beziehungen zwischen den Richtungskosinussen as, und den Winkeln, y, und x 















cosp sing + sing siny cosx COSP COSx — Sing siny sing — sing COosy 








sing sinx — COS siny COsx sing Cosx + Cose siny sing COSY COSy 

Beispiel einer Drehung. Auf der Oberfläche einer Kugel, deren Mittelpunkt als Ursprung eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems gewählt wurde, liege der Punkt P(—4; 8; — 16). Die Kugel 
werde um die x-Achse um den Winkel 30°, um die y-Achse um den Winkel 45° und um die z-Achse 
um den Winkel 60° im Uhrzeigersinn gedreht. Welche Koordinaten hat der Punkt P dann? - 
Um die Aufgabe mit den angegebenen Formeln lösen zu können, nehme man an, die Kugel bleibe 
fest und das Koordinatensystem werde entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn gedreht, dann sind 


die Drehwinkel @ = 30°, y = 45°, y= 60°. Daraus ergibt sich der Wert für jeden Richtungs- 
g 


kosinus 
® Y6 IB 
Rz a a Te er Be 7 
„’,» „18 Y2 
aı=y+ 8 Sa en Hanä'T 
_5_Y% BR Yö 
ii Er er Were as= 7 
Für die neuen Koordinaten des Punktes P gilt 
2 3 2 3 6 
cr — ler) re .(-16)= 6-43 +26, =*= 3,97 
6 3 6 1 3-2 
nl eyı Ber B). ige Er me, y*» — 9,02, 
8 
2 2 6 
2 — gt rl -(- 16) = —4Y2 — 4V6, z* x — 15,5. 


Ohne Herleitung sei hier ein Satz angeführt, der eine große Bedeutung in der Mechanik hat. 


Er 
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Sind zwei reehtwinklige Koordinatensysteme gleichen Ursprungs mit beliebigen Achsenrieh- 
Kinder Im Batlmesüegehen: So kann mas Inter one March den Ursprung gehende Gerede 
andere übergeht. _ SB :_ 
Angewandt auf einen starren Körper kann dieser Satz z.B. in folgender Weise formuliert 
werden: 


Ist für einen starren Körper, von dem ein Punkt O relativ zu einem Bezugssystem fest bleiben soll, 
irgendeine mögliche Lage als Anfangslage und irgendeine andere als Endlage gegeben, so kann 
man immer eine durch O gehende Achse derart angeben, daß der Körper dureh eine Drehung um 
diese Achse aus der Anfangslage in die Endlage übergeführt werden kann. 
Eine Kugel, deren Mittelpunkt im Raume fest bleibt, kann man auf keine Weise so bewegen, daß 
nach Beendigung der Bewegung alle Oberflächenpunkte an einer anderen Stelle liegen als vorher. 


Vielmehr liegen stets entweder zwei oder alle Oberflächenpunkte an der gleichen Stelle wie zu 
Anfang. 


II. Lineare Gebilde 


STRECKE 
Allgemeines. Die geradlinige Verbindung zweier Punkte Pı und Ps im Raume heißt eine Strecke 
und wird mit PıPs bezeichnet. Legt man durch Pı und Pa Parallelebenen zu den Koordinaten- 
ebenen eines Systems von Parallelkoordinaten, so 
schneiden diese auf jeder Koordinatenachse zwei 
Punkte aus, auf der x-Achse Qıı und Qıs, auf der 
y-Achse Qsı und O2, auf der z-Achse Qsı und Qsa 
(Abb.). 
Die Strecken Qıı Qıs, Qsı Q22 und Qsı Qs2 heißen die 
Komponenten der Strecke Pı Pa. Haben die Punkte P, 
und Pa die Koordinaten zı; yı;2ı und xa; ya; 23, SO 
haben die Längen der Komponenten die Maßzahlen 
xa — Xı, Ya — Yı, 22 — 2ı. Diese werden die Koordina- 


ten der Strecke Pı Ps genannt. 


Länge, Im rechtwinkligen Koordinatensystem ergibt 

sich die Länge der Strecke Pı Paz nach dem Satz des 

Pythagoras aus dem rechtwinkligen Dreieck 
Pı(lzı; yı; 21), Pol®a; ya; 21), Palz2; Ya; 22). 

Sie sei mit |Pı Pa| bezeichnet. Die Länge der Strecke 


PıP:z ist zugleich der Abstand der Punkte Pı, Pa 
voneinander. 





Länge einer Strecke 


+ ua 





(2 — 


Komponenten einer Strecke im Raum 


Beispiel: Gegeben seien Pı(5; 2; —1) und 


Pa(-3; —2; 0). Wie lang ist die Strecke Pı Pa? - |PıPa| =V(-3 - 5)? + (-2 — 2)? + (0 -' ]1)2 
=/)®2 +44 2=-/)64 +16 + 1= Ysı = 9. Die Strecke Pı P: ist 9 Koordinateneinheiten lang. 


Sind Pı, Ps und P; drei beliebige Punkte 
im Raum, so genügen ihre Abstände von- 
einander der Dreiecksungleichung. 

Orientierung. In gewissen Fällen ist es zweckmäßig, eine Strecke zu orientieren. Dann heißt ein 
Randpunkt Anfangspunkt (P,ı) und der andere Endpunkt (P;) der orientierten Strecke, die schließ- 





Dreiecksungleichung IPıPs] < |PıPa] + |PaP3] 





lich mit PP; bezeichnet wird. Ist auf einer Geraden eine orientierte Strecke PıP; gegeben, so 
sagt man, daß auch die Gerade damit orientiert sei. 


” ” . * . ——E 
Sind Qı und Q: zwei beliebige Punkte einer durch Pı P; orientierten Geraden, so wird ein orientierter 
Abstand QıQ: durch folgende Verabredung festgelegt: 
IQıQ2] = + |Qı Q2|, wenn die Orientierung Qı Q2 der von Pı P; entspricht. 
IQı | = - |Qı Q2]|, wenn die Orientierung Qı Q> der von P;Pı entspricht. 
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_—— 
Teilung. Gegeben seien eine durch PıPs orientierte Gerade und auf ihr ein beliebiger von Pa ver- 


en 0 
schiedener Punkt P.Mansagtdann, P teilt die orientierte Strecke P; Pa im VerhältnisA = |PıP|:|PPe| 
und nennt A das Abstandsverhältnis. Speziell spricht man von innerer Teilung, wenn P zwischen Pı 


DZ 
und PP: liegt. Dann ist A > 0. Liegt P außerhalb der Strecke Pı P3, so spricht man von äußerer Tei- 
lung, und es ist A < 0. Der Mittelpunkt einer Strecke hat in bezug auf deren Randpunkte stets das 
Abstandsverhältnis A = 1. 

Durch das Abstandsverhältnis A in bezug auf eine orientierte Strecke PıP: P: ist der Teilpunkt P ein- 
deutig festgelegt. Sind z1; yı;zı und x2; Ya; za die Koordinaten von Pı und P;, so hat P die Koordi- 

A xı + A2a Yyı + Aya zı + Aza 
naten x = er HT 


—— 
Beispiel: Die orientierte Strecke Pı Pamit Pı(5;2; —1) 
und P3(— 3; —2;0) soll im AbstandsverhältnisA= —5 
geteilt werden. Für die Koordinaten des Teilpunkts 





erhält man 
EN AEN 7 
-5+1 —4 ? 
Ba re 
(A) [A-+3) Er aa ale sit 5 
Bei Parallelprojektion bleiben Abstands- z= mu = z = 2 


verhältnisse erhalten 
Wegen4i=-5<0 handelt essich um eineäußere Teilung. 


Bei Parallelprojektion der Punkte eines Strahles auf einen beliebigen anderen Strahl bleiben die 
Abstandsverhältnisse zwischen den Punkten erhalten (Abb.). 


GERADE 


Richtungskosinusse. Unter den Richtungskosinussen einer orientierten Geraden versteht man 
die Kosinuswerte derjenigen Winkel (Richtungswinkel), die eine zu der Geraden parallele, durch 
den Ursprung «des Koordinatensystems laufende Gerade gleicher Orientierung mit den positiven 
Koordinatenachsen einschließt (Abb.). Diese drei Winke] sind je 
nach dem Drehsinn der Winkelmessung zweideutig, ihre Kosinus- 
werte aber sind eindeutig bestimmt; denn es gilt 
cos« = cos(?2r — «). 

Beziehungen. Geht eine orientierte Gerade mit den Richtungs- 
winkeln «, $ und y (bezüglich der x-, y- und z-Achse) durch einen 
Punkt Pı mit den Koordinaten xzı; yı; zı und ist P mit den 
Koordinaten x; y; z ein beliebiger Punkt dieser Geraden, so gilt: 


—— > —— 

x = a + |PıPleose; y= yı + |PıP| cos; z = zı + |PıP| cosy. 
Der Beweis ist einfach. Man lege zunächst durch Pı, als Ursprung 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem und führe dann eine Trans- 





lation aus. 
Es folgt (x — 21)? +(y — yı)?+(z — zı)? — - 
Die Richtungswinkel einer = |Pı Pa]? (cos?« + cos?# + cos?y). | cos?« + cos? + cos’y=1 
Geraden Daraus ergibt sich unter Berück- m 


sichtigung der bekannten Formel für |PıPs| die obenstehende 
grundlegende Beziehung zwischen den Richtungskosinussen einer orientierten (Geraden. 
Auch umgekehrt können drei beliebige Zahlen a, b, c, für diea® + 5? +c?= 1gilt, als Kosinus- 
werte der Richtungswinkel einer orientierten Geraden im Raum aufgefaßt werden. 


Berechnung der Richtungskosinusse bei zwei vorgegebenen Punkten. Sind Pı und Pa 
zwei Raumpunkte mit den Koordinaten zı; yı; 2ı und x2; Y2; 22, so ergeben sich für die Kosinuswerte 
der Richtungswinkel «, ß und y der durch diese Punkte hindurchgehenden, von Pı nach Ps orien- 
tierten Geraden aus obigem die folgenden Formeln. 


"KE- 
cosß = 


(an a + u @-a® | BR Fu-nit+aoa) 


= ER ."'h 
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Beispiel: Es sollen die Richtungskosinusse der durch P,(5;2; —1) und P;(-3; —2;0) im 
Raume festgelegten und von Pı nach Ps orientierten Geraden bestimmt werden. 


Es ist Y(x2 — 21)? + (ya — yı)? + (za — zı)? = /8? + 42 + 12? — 9; danach erhält man 


et 8 A 4 ale) 1 
cos« = 9 mr u Teer cosy = 9 =. 
Zur Probe kann man prüfen, ob die Quadratsumme der erhaltenen Kosinuswerte 1 ist. 


Gleichungen der Geraden. Durch Einführung der Vektoren 
r=szi+tyitz.t, mn = mit+tyit zit, a= cosei-+ cosßj -+ cosyt 
Be — —— 
lassen sich die Gleichungen z = zı + |Pı Pleose; y=yı+|Pı Pleosß; z=zı + |Pı P| cosy 


— 
auf die einfache Form r = rı + |PıP| a bringen. Der Vektor a heißt Richtungsvektor. Er ist ein 
Winheitsvektor. 
Schreibt man allgemein r = rı + ta, so erhält man bei vorgegebenen rı und a zu jeder beliebigen 
reellen Zahl it einen Vektor r, der vom Ursprung aus nach einem Punkt der Geraden zeigt. Indem 
t alle Zahlen von — © bis + oo durchläuft, erhält man alle 
Punkte der Geraden. Umgekehrt läßt sich zu jedem beliebigen = 
Geradenpunkt eine Zahl i so angeben, daß der Vektorr=rı + ta 
zu diesem Punkt zeigt. Deshalb wird r=rı + ta als eine Glei- 





chung der Geraden oder, da ti Parameter genannt wird, als eine 
Parameterdarstellung der Geraden bezeichnet (Abb.). 

Bei einer Parameterdarstellung einer Geraden kommt es oft nur 
darauf an, jedem Parameterwert aus (—o; +00) eindeutig einen 
Punkt zuzuordnen und umgekehrt, ohne daß Wert darauf ge- 
legt wird, in welchem Sinne die Gerade durchlaufen wird, wenn : 
von — © nach + © läuft. Dann spielt der Richtungssinn vona IE 
keine Rolle, ja a braucht dann nicht einmal mehr Einheitsvektor 
zu sein. 





Zur Punktrichtungsgleichung 
einer Geraden 

Beispiel: Es solleine Punktrichtungsgleichung der im vorigen 

Beispiel gegebenen Geraden angegeben werden. Dabei seien Pı und die Richtungskosinusse als 

gegeben zu betrachten. 1 


Es ist „= 5i + 2j-tunda = BEACH 4i—ND). 
Als Punktrichtungsgleichung ergibt sich mithin 

r= (5i+ 2j- 1) (81 + 4-2). 
1; 
9 
r=(5i + 2j-H+ußi+di—) 


schreiben. Sie ist ebenfalls eine Parameterdarstellung der gegebenen Geraden, ihr „Richtungs- 
vektor‘“ ist aber kein Einheitsvektor mehr und hat nicht mehr die ursprüngliche Orientierung. 


Legt man einen neuen Parameter durch vu = — — fest, soläßt sich an Stelle dieser Gleichung auch 


Zwei Punkte sind vorgegeben. Sind Pı und Pa zwei vorgegebene Punkte einer Geraden mit den 
Koordinaten 21; yı; zı und 22; ys; 23, so sin n= sit yitzafunddpn = mi+ Yıjtzal. 
Als Richtungsvektor kann man a = — 

(ta — rı) :| PıPa| ansetzen. Wird dieser 
Ausdruck für a in die obige Parameter- 
darstellung eingesetzt und für #:|PıP.| ein neuer Parameter 7 eingeführt, so entsteht eine 
Zweipunktegleichung der Geraden. 





Beispiel: Es soll eine Zweipunktegleichung der durch Pı(5; 2;—1) und Ps(-3; — 2; 0) fest- 
gelegten Geraden angegeben werden. 
Auspn =5i+2j-Tundeg = —-3i = 2jergibt sichu -— ı = - 8Bi - 4j + t. 
Als Zweipunktegleichung erhält man 
z=-6i +27 H+e=-8i-4 4 


oder, wenn man einen neuen Parameter durch u = —r festlegt, 


e= (di + 2j-H +ulßit+di—!. 
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Geometrische Grundaufgaben. Es folgt die Herleitung einiger Formeln, mit denen sich die wichtig- 
sten geometrischen Grundaufgaben lösen lassen. 


Winkel zwischen zwei Geraden. Man sagt, zwei orientierte Geraden schließen einen Winkel 
ein, wenn die durch den Ursprung gehenden Parallelen gleicher Orientierung den Winkel einschlie- 
Ben. Sind a und a* die Richtungsvektoren der beiden Geraden, so ist nach Definition des inneren 
Produktes a a* = Ja| |a*| cosp. Ist a = cos@i + cosß j + cosyf und 

a* = cosa*i + cosß* j + cosy*f,soist |a| = [a*| = 1,d.h, 

Zwei Gerade stehen demnach genau dann aufeinander senkrecht, wenn aa*= 0. 





Beispiel: Gegeben sind zwei orientierte Geraden durch die Punktrichtungsgleichungen 

er = (21 —- 3j +48) + 2(3: — 4j + 128) und e* = (it + 5j — 38) + E*(4i + 38). 
Die Orientierung der Geraden entspreche den angegebenen ‚„Richtungsvektoren“. Welchen 
Winkel (< z) schließen sie ein ? - 
Da in diesem Beispiel die angegebenen ‚‚Riehtungsvektoren‘‘ noch nieht normiert sind, müssen sie, 
damit man die für den eingeschlossenen Winkel angegebene Formel verwenden kann, zunächst 
normiert werden. 
Es ergibt sich 


31-4433 1 43-1 
= ———— = —(3i—4 12?) und 0 = —— = —(4i + 37). 
V9 + 16 + 144 13 Ks Yıs +9 5° 


Nun ist die angegebene Formel anwendbar: 
) 


48 
5.138'4-4.0+12.9)= 5 = 07388... 


Der von den beiden angegebenen Geraden eingeschlossene Winkel ist danach p = 42,4°,.. 
Damit ist aber nicht gesagt, daß die Geraden einander schneiden! 


1 
c08p = 5.75 (8i-4j + 121) (di + 31) = 


Abstand eines Punktes von einer Geraden. Ist t=r, + ta eine Gleichung einer gegebenen 


Geraden (a Einheitsvektor) und sind %a; Ya; za die 

Koordinaten eines gegebenen Punktes P;, so ist, d=|er-n)x al 

—> = 

OP; = ra gesetzt, d = |(r, — rı)xa| der Abstand 

des Punktes P, von der gegebenen Geraden, d.h. die Länge des Lotes von P, auf die gegebene 
Gerade (Abb.). 

Beweis: Es sei g<snr der von a und PıPa 

eingeschlossene Winkel. Dann ist d= 

|PıPa| sine. Andererseits ist laut Defini- 

tion des Vektorproduktes 


, 
IPıP2xal = |PıP3| |a| sing. 


Abstand Punkt-Gerade 





Bei [a|=1 gilt |PıPaxa|=|PıP2|sing =d. 
_— 


Daraus folgt wegen PıPf =r-rı die 
Behauptung. 


Beispiel: Gesucht ist der Abstand des 
Punktes Ps(3; 1; 5) von der Geraden 





Abstand eines Punktes von einer Geraden 


t 
E= (2i- 3144) 4581-41 + 120). 


Es isst yı = 21 — 3j +4tundg = 3i+j + 5t, folgieh a - ı =i+4i +. 
Man berechnet zunächst das Vektorprodukt 


1 1 
-n)xa=(ii+4i+Dx j3(81- 41 + 121)= 15(52i — 91 16h). 
Der Betrag dieses Vektors ist der gesuchte Abstand 


1 . 1 1 


Der Punkt P, ist 4,24 Koordinateneinheiten von der gegebenen Geraden entfernt. 


Abstand zweier windschiejer Geraden. Zwei Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben 
und auch nicht parallel zueinander liegen, heißen windschief. Sind g und g* zwei windschiefe Geraden, 
so gibt es stets genau einen Punkt Q auf g und genau einen Punkt Q* auf g*, so daß der Vektor 


nn 


QQ* auf beiden Geraden senkrecht steht. Die Länge dieses Vektors ist die kürzeste Entfernung, 


die irgend zwei Punkte der Geraden g und g* voneinander haben können. Sie heißt der Abstand 
der beiden Geraden voneinander. 


Lineare Gebilde 56l 


Sinder=rı +ia und r*= rı*-+ ra* Gleichungen von g und g* (a und a* Einheitsvektoren), so 
ergibt sich ihr Abstand aus 





" — 
Die Herleitung der Formel sei kurz angedeutet: Es gibt einen Parameter t,, so daß cı +ha=0Q, 


und einen Parameter rı, so daß rı* +rıa*= 00Q*,. Da QQ* senkrecht auf a und a* steht, gilt 
— —> — —— 

Q0Q9* = d(a x a*). Setzt man diese Ausdrücke in O0Q*= O0Q + QQ* ein, multipliziert man 
danach beide Seiten skalar mit (a x a*) und löst man schließlich nach d auf, so erhält man die an- 
gegebene Formel. 


Beispiel: Gesucht ist der Abstand zwischen den Geraden 
t g* 
r=(2i—-3j +41) + 7381 —4j + 12f) undge*= (i +5i—- 3 + zii + 31). 
Für das Vektorprodukt a X a* ergibt sich 
1 1 
ENGE 1 a U. : 
axat= rn, 133% 4i +12) x (di +39) = 5. 13 12i + 39j + 16f). 


Dieser Vektor muß mit dem Vektor ı — ı*=i — 8j + 7f skalar multipliziert werden. Das 
ergibt 


1 
(di -zı*)(axa*r)=(i—-8j+ 7) 73(- 1214 39j + 161) = - 6,74... 


Der Betrag des erhaltenen Wertes ist der gesuchte Abstand. 


Schnitt zweier Geraden. Im Raume haben zwei Geraden im allgemeinen keinen Punkt gemein- 
sam. Sind nämlich g und g* zwei Geraden mit den Gleichungen r = r{f) = rı + taund r* = r*(r) 
= 11* + ra* und soll (wenigstens) ein gemeinsamer Punkt existieren, so muß es (wenigstens) ein 
solches Wertepaar t, r geben, daß r(f) = r*(r). Dieser Vektorgleichung entspricht ein linesres 
Gleichungssystem von drei Gleichungen für die zwei Unbekannten i und r, d.h. ein im allgemeinen 
nicht lösbares Gleichungssystem. 

Notwendig und hinreichend für die Existenz einer eindeutigen Lösung, d.h. dafür, daß zwei 
Geraden im Raume einander in genau einem Punkte — —— E e 
schneiden, sind die nebenstehenden Beziehungen. 
Die erste bedeutet, daß die Geraden nicht einander 
parallel sein, also auch nicht zusammenfallen dürfen, die zweite folgt unmittelbar aus der Formel 
für den Abstand zweier windschiefer Geraden, der ja bei sich schneidenden Geraden Null sein muß. 
Existieren zwei Parameter it und r als eindeutige Lösung des genannten Gleichungssystems, so 
liefern diese, in die Gleichungen der Geraden eingesetzt, den Schnittpunkt von g und g*. Andern- 
falls existiert entweder kein Schnittpunkt (keine Lösung) oder g und g* fallen zusammen (unendlich 
viele Lösungen). 





Beispiel: Rechnet man das vorige Beispiel mit den Geraden 
re = (2t — 3j + 4) + 1(3i1 — 4ij + 128) und r* = (i + 5i — 38) + t*(36i + 212j + 278), 

so ergibt sich für den Abstand Null. Dabei ist a x a* £ 0, die Geraden haben deshalb genau einen 
Schnittpunkt. Dann muß es ein t und ein ?* geben, so daß 

(2i— 3j + 48) + 2(3i — 4j + 128) = (ti + 5j — 38) + 1*(36t + 212 + 27), 
woraus sich 

(1 + 3: — 36:*)i — (8 + 46 + 212:*) | + (7 + 123 — 27:*)t=0 
ergibt. Da ein Vektor nur dann Nullvektor sein kann, wenn alle seine Komponenten verschwinden, 
folgt daraus das nebenstehende Gleichungssystem, das die einzige Lö- rEEETTT: 
25 1 Fr 

sungt= — 39° rt = 39 hat. Setzt man diese Parameterwerte in die 4 + 212 :* 


Geradengleichungen ein, so muß r = x* sein, und dieser Vektor zeigt | 12: — 27 1* 
zum Schnittpunkt der Geraden. Es ergibt sich 





1 
g=ı'= 3931 — 17j — 1441). 


Die Koordinaten des Schnittpunktes haben die Werte x = 0,077;y = - 0,436; z = — 3,692. 


Eine Schar von Geraden, die durch einen festen Punkt hindurchgeht, heißt ein @eradenbündel. 
Liegen die Geraden außerdem sämtlich in einer Ebene, so spricht man von einem @eradenbüschel 
oder bei orientierten Halbgeraden, von einem Strahlenbüschel. 


36  Matliematik 
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EBENE 


Gleiehungen der Ebene. Eine Ebene läßt sich im Raume durch drei nicht auf einer Geraden liegende 
Punkte oder durch zwei Punkte und einen zu der Verbindungsgeraden dieser beiden Punkte nicht 

en Richtungsvektor oder durch einen Punkt und zwei nicht parallele Richtungsvektoren 
estlegen. 


Parameterdarstellung. Es seien ein Punkt P, mit den Koordinaten zı; yı;zı und zwei nicht 


parallele Richtungsvektoren a und a* vorgegeben. Wird der Vektor OP, wieder mit tı bezeichnet, 
so zeigt £*=xı + ta zu einem Punkt P* der durch zı und a festgelegten Geraden. Der Vektor 
e=ı* + ra* zeigt dann zu einem Punkt P der durch rı, a und a* festgelegten Ebene. Für jedes 
beliebige Parameterpaar t, z ist deshalb durch r=rı tat+a*r 
ein Ebenenpunkt festgelegt. Umgekehrt gibt es zu jedem Punkt P 
der Ebene zwei Zahlen t und r, so daß eine derartige Darstellung 
gilt. Es ist eine Parameterdarstellung der Ebene (Abb.). 





'Parameterdarstellung der Ebene | £ = zı 4 -atr 
Sind zwei Punkte P, und Ps und ein Richtungsvektor a vorge- 
geben, so bestimmt man a* als Richtungsvektor der durch Pı 
und Pa festgelegten Geraden. Sind drei Punkte gegeben, so legt 
man durch sie zwei Geraden und berechnet deren Richtungs- 
vektoren a und a*, In jedem Falle kann man zu einer Parameter- 
darstellung der angegebenen Form gelangen. 





Zur Parameterdarstellung einer 

Ebene Beispiel: Die Punkte Pı(0; 1;1), Pa(1; 0; 1) und P5(1;1; 0) 

bestimmen eine Ebene im Raum. Wie lautet ihre Parameter- 

darstellung? - Man berechnet zunächst zwei Richtungsvektoren, die nicht normiert zu sein 
brauchen, zum Beispiel 


—— Te — — —- — - 
PıP =O0OP,-OPı =i-jiund PıPf; =OP;-OP,=i-t 


Setzt man nun beispielsweise gı = O Pı (0 kennzeichnet den Koordinatenursprung), so ergibt sich 
als Parameterdarstellung der Ebene {4 


z=i+Hd+li-Nurli-dHo. 


Dabei sind die Parameter mit u und ® bezeichnet. Will man eine Darstellung mit normierten 
Richtungsvektoren haben, so führt man die Parameter t=uli-il=u V2, «=vli- ij 


=vYy2 ein, Mit t und r erhält man 
t z 


=d+ND+d- 0 +9 75- 


Allgemeine Gleichung. Die als Parameterdarstellung der Ebene angegebene Vektorgleichung 
stellt ausführlich geschrieben das rechts folgende System von drei linearen Gleichungen dar. 
Multipliziert man 


die erste mit A = cosß cosy* — cosß* cosy, z = 2 + cosa»t + cosa**r 
die zweite mit B = co0sy cos«* — cosy * cose, y=Yyı + cosß-t + cosß*-*r 
die dritte mit CO = cos«a cosß* — cos«* cosß z =2Zı + cosy-i + cosy*- r 


und addiert man dann alle drei Gleichungen, so erhält man 
Ax+By+0Cz=Anm+Byı + O2 bzw. Al@—aı) + Biy - yı) + Ol@ — zı) = 0 


als Gleichung einer durch Pı hindurchgehenden Ebene. Faßt man in der ersten Form die rechte 
Seite zu einer Konstanten — D zusammen, so ergibt sich die allgemeine Ebenengleichung. 





Alle Raumpunkte, deren Koordinaten x; y; z eine Gleichung dieser Form befriedigen, wobei 4, 
B, © nicht alle Null sind, liegen auf einer Ebene, und zu jeder Ebene gibt es eine derartige Gleichung, 
der alle Punkte der Ebene genügen. Genauer gesagt, gibt es zu jeder Ebene sogar unendlich viele 
solche Gleichungen, da ja eine derartige Gleichung mit jeder beliebigen von Null verschiedenen 
Zahl multipliziert werden kann, ohne daß sie deshalb eine andere Ebene darstellt. Das ist auch ein 
Grund dafür, daß den einzelnen Werten von A, B, C und D keine geometrische Bedeutung zu- 
kommt, sondern nur ihren Verhältnissen. 
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Abschnittsgleichung. Wird in der allgemeinen Ebenengleichung D auf die rechte Seite gebracht 
und dann auf beiden Seiten durch — D dividiert, so entsteht die Abschnittsgleichung der Ebene 
(Abb.). Voraussetzung ist, daß die Ebene weder durch O geht (D #£ 0) noch einer der Koordinaten- 
achsen parallel ist (4, B,C #0). Andernfalls kann die allgemeine Gleichung selbst schon als 
„Abschnittsgleichung‘‘ aufgefaßt werden. 





me. D D D 
Hierbei wurde — ie Ze Tem b und — G — : gesetzt. Aus der Abschnittsgleichung läßt sich 
unmittelbar ablesen, daß die Ebene auf der x-Achse die Strecke «a, auf der y-Achse die Strecke b 
und auf der z-Achse die Strecke c abschneidet. Man spricht deshalb auch von der Achsenschnitt- 


jorm der Ebenengleichung. 


Beispiel; SUEZEr EN ZEEIT (Hi-d, it Pa = 


rameterdarstellung einer Ebene. Wo schneidet diese Ebene die Koor- 
dinatenachsen ? — Aus der gegebenen Parameterdarstellung geht her- 
vor, daß 





cs«= 1 : 3, cosa*—= |]1 : 3, 
cosß = —1:Y)3, cosß* = i=73, e 
cosy= |1 :V3 und cosy*= —1 : V3. 

Damit findet man 


Ric ee 
Y \ y3 Y3 ur 
Pre Rn | | =) a 
v3 V3 3 3,9 
1 1 1 1 2 
= — —- — (- =) =-, Zur Abschnittsgleichung 
V3 V3 Y3 V3 3 der Ebene 


Die allgemeine Ebenengleichung lautet deshalb in diesem Falle 
2 2 2 2 2 
0-(2 — 3) +3W- 1) +3@+ 2)=0 oder 02 +34+ gern 
Daraus ergibt sich die Abschnittsgleichung: 
Y z 
0-z—-y-z=]1 oder ae 


Die x-Achse wird „im Unendliehen‘‘ geschnitten, d. h., sie läuft parallel zur gegebenen Ebene. 
Die y-Achse wird beiy = —1 und die z-Achse beiz = — 1 geschnitten. 


Hessesche Normalform. Dividiert man die allgemeine Ebenengleichung durch YA? + B? + 0? 
und setzt A:YA®+ B?+C?®=nı, B:JA42+B+0:=n, C0:)4:+B+CQ=n; und 


D:YA® + B? + 0? = p, so ergibt sich die Hessesche Normalform der Ebenengleichung, 





Ebene vom Ursprung; nı, ns, ns sind die Richtungskosinusse dieses Lotes. Es gilt demnach stets 
Nı? + ne? + ns? = 1. Durch Einführung der Vektorenr = z2i+yji+tzlundn = mi+nsji-+ nl 
läßt sich die Hessesche Normalform in sehr einfacher Weise darstellen. 






Der Vektor n steht senkrecht auf der Ebene und heißt Normalenvektor der Ebene. Er ist ein Einheits- 
vektor. Die Orientierung von n wird, ausgehend von der allgemeinen Ebenengleichung, durch das 


Vorzeichen von YA: + B? + C? bestimmt. Es ist üblich, dieser Wurzel positives Vorzeichen zu 
geben. Dann kann man die Seite der Ebene, die in Richtung von n liegt, als positive Seite, die 
andere als negative Seite der Ebene definieren, von einem positiven und einem negativen Halb- 
raum sprechen und die Ebene dadurch orientieren, daß man auf der positiven Seite den dem 
Uhrzeigersinn entgegengesetzten Drehsinn als positiv annimmt. Eine Veranschaulichung der 


36* 
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Hesseschen Normalform gibt die Abbildung. Die gelbe Fläche stellt eine beliebige Ebene E im 
Raume, die rote die zu ihr parallele durch den Koordinatenursprung O dar. P sei ein beliebiger 
Punkt auf E,p der Abstand der Ebene E von O und ı der Normalenvektor von E (Einheitsvektor). 
Bezeichnet p den von OP = r und n eingeschlossenen Winkel, so gilt nach Definition des inneren 


Produktes n r = |n| |r| cosp wegen |n| = 
ng = |r| cosp = — |r| c0s(180° — p). 
Aus dem rechtwinkligen Dreieck O PP’ folgt |r| cos(180° — g) = p,d.h.ır= —p. 


Beispiel: Es ist die Hessesche Normalform der im vorigen Beispiel gegebenen Ebene aufzu- 
stellen. 


2 2 ss 2 
Aus A=0,B= Zund 0 = zfolgt YA? + B? + 0 = sy 


3 


Wird die allgemeine Ebenengleichung durch — = 2 dividiert, so ergibt sich die Hessesche Normal- 
form, Sie lautet 


Be 


2 
oder in Vektorschreibweise B,. i+d)- r=- Sp 





Veranschaulichung der Hesseschen Normalform Abstand eines Punktes von einer Ebene 
einer Ebene im Raum 


Geometrische Grundaufgaben. Unter Verwendung der Vektorschreibweise lassen sich einige grund- 
legende Aufgaben besonders elegant lösen. 


Abstand eines Punktes von einer Ebene. Ist nr = —p die Hessesche Normalform einer 
Ebene und Po(xo; yo; z0) ein beliebiger Raumpunkt, so ist d= ro + p der Abstand des Punktes 
P. von der Ebene. Das ist mittels der Abbildung leicht einzusehen. Die gelbe Fläche stellt wieder 
die gegebene Ebene E und die rote die zu E parallele Ebene durch den Koordinatenursprung O 
dar. Die graue Ebene ist jetzt die durch P, gehende Ebene parallel zu E. Ebenso wie sich mit Hilfe 
des Dreieckes O PP’ für einen beliebigen Ebenenpunkt P ergibt nr = —p, erhält man mit Hilfe 
des Dreieckes OP, Po’, wenn Ps ein beliebiger Raumpunkt ist, no = -(p —d),asod=nxr + 2. 
Der Abstand d ist eine orientierte Größe. Er ist positiv oder negativ, je nachdem, ob Po bezüglich 
der Ebene E im positiven oder im negativen Halbraum liegt. 





Beispiel: Es ist der Abstand des Punktes P,(3; — 1; 2) von der im vorigen Beispiel gegebenen 
Ebene zu berechnen. Die Abstandsformel ergibt 


v2 _Y2 Y2 


5) = 
Eier ee rtiuu... 


Der gesuchte Abstand beträgt 1,414... Koordinateneinheiten. 


Winkel zwischen zwei Ebenen.Sindner= -—pundn*r = —p* die Hesseschen Normalformen 
zweier orientierter Ebenen, so ist der von den beiden Ebenen eingeschlossene Winkel p gleich dem 
von den Vektoren ı und n* eingeschlossenen Winkel. Somit gilt cosp = n. n*. 
Insbesondere stehen danach zwei Ebenen genau dann aufeinander senkrecht, 
wenn an*=(. 
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Beispiel: Stehen die Ebenen 5x + 3y — z = 10 und 2x — y + 7z = 5 aufeinander senkrecht ? - 
Die Normalvektoren der Ebenen sind 
1 1 
n= —— (Si + 3j — fi) und n* = — (2i —j +7). 
V35 V54 
1 
Folglich ist cos = ——— (5-2 - 3:1-1-7)=0, d.h. 9 = 90°. Die beiden gegebenen 
8 V35 . 54 ge 

Ebenen stehen aufeinander senkrecht. Wie man sieht, wäre hierbei eine Normierung nicht not- 
wendig gewesen. 


Schnitt zweier Ebenen. Zwei Ebenen schneiden einander stets in einer Geraden, sofern sie nicht 
zueinander parallel sind. Daher ist 


Inn*| <lodernxn* 40 


notwendige und hinreichende Schnittbedingung für zwei Ebenen. Zwei nicht parallele Ebenen 
haben stets eine Gerade gemeinsam. Diese wird Schnittgerade genannt. Sie verläuft senkrecht zu 
n und n*, ihr Richtungsvektor kann mit a = n X ın* angesetzt werden. Bestimmt man irgendeinen 
Punkt, der sowohl die Gleichung ng = —p als auch die Gleichung n*r = —p* befriedigt, so 
ergibtsich aus diesem und a eine Parameterdarstellung der Schnitt- 

geraden, Ausführlich geschrieben muß ein Punkt bestimmt wer- NM? +my +mz =—p 
den, dessen Koordinaten das nebenstehende Gleichungssystem nı*2 + ne*y + n*z = — p* 
befriedigen, in dem nı, ne, ns die Komponenten von n und nı*, 

Nn2*, ns* die von n* sind. Dieser Punkt gibt zusammen mit dem Richtungsvektor a=ıx n* 
die Punktrichtungsgleichung der Schnittgeraden. Ist z. B. nı nz* - nı* na # 0, so ist 


N DM" pn*— p*n 


2 ae a ee vr h 
nınz*— nı* Ne Nnına* —- nı* na 


een ; 


RZ 





Zwei Ebenen schneiden einander in einer Geraden Ebenenbüschel 


Eine Schar von Ebenen, die alle durch ein und dieselbe Gerade hindurchgehen, heißt ein Ebenen- 
büschel (Abb.). Hierbei muß n x n* #£ 0 sein. 





iu 


Gleichung eines Ebenenbüschels | (nz +p) +Aln*r+p*r)=0 





Um zu beweisen, daß die angegebene Gleichung ein Ebenenbüschel darstellt, bringt man sie auf 
die Form 
(n+ıin*t)c+(p+Rp*r=0. 


Daraus ist zunächst ersichtlich, daß die Gleichung für jeden Wert von A eine Ebene, insgesamt also 
unendlich viele Ebenen darstellt. 

Es muß noch gezeigt werden, daß alle diese Ebenen eine Gerade gemeinsam haben. Zu diesem 
Zwecke faßt man zunächst zwei durch einen Wert Aı und einen Wert Az gegebene Ebenen ins Auge 
(Aı # As). Wegen n x n* £ 0, sind diese Ebenen nicht parallel, denn es gilt 


(n + An?) x (mn + int) = (nx nr. (a — A) 0. 

2x ı® 
In: x mi*]' 
eine Punktrichtungsgleichung der Schnittgeraden aufstellen zu können, muß irgendein Punkt 
bestimmt werden, der sowohl der Gleichung (tn + Aın*)£e + (p + Aı p*) = Oals auch der Gleichung 
(n+An*)e+(p + A p*) = O genügt. Wegen Aı # Az ist das genau dann der Fall, 
wenn das nebenstehende Gleichungssystem erfüllt ist. Man sieht, daßsowohlaals nr +? = 
auch r unabhängig von Aı und Aa bestimmt werden können. Das bedeutet, daß die n* ttp*=0 
Schnittgerade der durch Aı und Aa gegebenen Ebenen allen Ebenen gemeinsam 

ist, die durch die eingangs aufgeschriebene Gleichung darstellbar sind. Das war zu beweisen. 


Sie haben demnach eine Schnittgerade mit dem normierten Richtungsvektor a = m 
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Es sei erwähnt, daß eine Ebenenbüschelgleichung der gegebenen Form von allen Ebenen, die durch 


eine Gerade hindurchgehen, jeweils eine nicht darzustellen vermag, nämlich dieEbenen*r +p*=0. 
* 
Diesem Umstand kann durch Homogenisierung abgeholfen werden. Setzt man / = —, so hat 


manx»(ne +p) + x*n*r + p*) = (0,und die Ebene n*r + p* = 0 ergibt sich für x = 0, ar L 
Beispiel: Es soll eine Punktrichtungsgleichung der Schnittgeraden des Ebenenbüschels 
1 1 
TFT ZT EINE | Hai 4 1-39 15V 
Yı4 


Yı4 
aufgestellt werden. 
Als normierter Richtungsvektor der Schnittgeraden ergibt sich 


(3i—-2i+) x 2i+i- 31) 5i + 11j + 7£ 
= (HH ein]  di+ HT rl OR 
Einen Punkt der Geraden erhält man als eine Lösung des neben- 
stehenden Gleichungssystems. 


3 5 
Eine solche ist x = Ty-P?- 0, wie man durch Einsetzen prüfen kann. 


Eine Punktrichtungsgleichung der Schnittgeraden lautet danach 





1 t 
= -(i+5j ——(5t+11lj+ Ti 


t 
oder, wenn man auf die Normierung verzichtet und —— = r setzt, 


Yı95 
= ze + 50 + Bit IE +38: 


Schnitt dreier Ebenen. .Sind drei Ebenen gegeben, so bilden die ihnen entsprechenden Glei- 
chungen tr +p=0,n*r+p*= 0 und n**r-+ p**=0 ein lineares Gleichungssystem von 
drei Gleichungen für die drei Komponenten x, y, z von r. Ist dieses System eindeutig lösbar, so 
haben die drei Ebenen genau einen Punkt gemeinsam. Notwendig und hinreichend dafür ist die 
Bedingung 


Andernfalls haben die Ebenen entweder keinen Punkt gemeinsam oder sie haben eine Gerade 
gemeinsam oder sie fallen zusammen. Ersteres ist der Fall, wenn entweder zwei der Ebenen zu- 
einander parallel sind oder die drei Ebenen voneinander verschiedene parallele Schnittgeraden 
haben. Der zweite Fall liegt vor, wenn die drei Ebenen einem Ebenenbüschel angehören. Alle 
Ebenen, die Be einen Punkt BRRAINAEE aber, bilden ein Ebenenbündel. 





ar yr* 
Bei Homogenisierung (% Be ha = —) erhält man 


nz +p) +%*an*Ezr+p* + art’ Hptt) = 0. 


III. Flächen zweiten Grades 


HAUPTACHSENTRANSFORMATION 


Die Gesamtheit aller Punkte, deren rechtwinklige Koordinaten einer Gleichung der Form F(x, y, z) 
= 0 genügen, wird unter gewissen Bedingungen eine Fläche genannt. Bedingung kann z.B. sein, 
daß die Funktion F(x, y, z) in allen Variablen stetig sein soll. Je nach den Bedingungen, die man 
stellt, gelangt man zu verschiedenen Flächenbegriffen. 


Ist F(x, y, z) eine lineare Funktion der drei Variablen z, y, z, d.h. von der Form 
Az+By+0(Cz+D, 


in der die Koeffizienten A, B, C nicht sämtlich gleich Null sein dürfen, so stellt die Gleichung 
F(x,y,z) = 0 eine Ebene dar. 
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Im folgenden sei F (x, y,z) eine quadratische Funktion. Dann ist F(x, y,2) = 0 eine algebraische 
Gleichung zweiten Grades, d.h. eine Gleichung der Form 


011%? + 2aıa xy + 2aıs@z + a2 y? + 2aas yz + as 2? + 2aıuc + 2au y+2asuz au = 0. 


Eine durch eine solche Gleichung (in der die ersten sechs Koeffizienten nicht sämtlich gleich Null 
sein dürfen) darstellbare Fläche heißt Fläche zweiten Grades. 


Bei einer linearen Koordinatentransformation (Translation, Drehung oder Kombination aus beiden) 
geht eine algebraische Gleichung zweiten Grades in den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z mit 
den Koeffizienten aıı bis a44 wieder in eine algebraische Gleichung zweiten Grades in den recht- 
winkligen Koordinaten =*, y*, z* mit den Koeffizienten aıı* bis a44* über. Von grundlegender 
Bedeutung ist dabei die Tatsache, daß sich in jedem Falle eine Drehung angeben läßt, so daß 
a2 * = a13* = au* = (0 ist. Diese Transformation heißt Hauptachsentransformation. 


Beispiel: Die Gleichung x? + is F atıy= 17 = (0 geht bei der Drehung 


y2 Y2 


= ar4+ ur mu= ae zyH z— z* 
x *2 y*: 2#2 | 


| | B:0 
natrtatre el 


Dank der Hauptachsentransformation kann man sich bei der Diskussion der durch algebraische 
Gleichungen zweiten Grades darstellbaren geometrischen Gebilde auf die Diskussion von Gleichun- 
gen der nn Form beschränken. 


| au a2 + a2 y? ie ne La; 14% + Zazıy - 2: lauz-+to 





Aber auch eine solche Gleichung, in der die ersten drei Koeffizienten nicht sämtlich gleich Null 
sein dürfen, läßt sich im allgemeinen durch Koordinatentransformationen (und zwar durch Trans- 
lation) noch weiter vereinfachen. Welcher Art die Translation im einzelnen sein muß und auf welche 
vereinfachte Gleichungsform sie führt, hängt von der Beschaffenheit der Koeffizienten ab. Bei 
Untersuchung aller möglichen Fälle gelangt man zu dem Ergebnis, daß jede beliebige Gleichung 
2. Grades auf eine von 17 verschiedenen Spezialgleichungen reduziert werden kann, von denen jede 
einzelne aus höchstens 4 Gliedern besteht. Alle diese 17 Gleichungen treten auch tatsächlich auf, 
wenn in der allgemeinen Form alle möglichen Koeffizientenkombinationen berücksichtigt werden. 
Drei dieser Gleichungen haben die Form 
@:2+&22 +22 +1=0, aa 22 +b2y?+1=0 ode @2?+1=0, 

wobei weder «a noch b noch c Null sein sollen. Diese haben keine reelle Lösung und stellen deshalb 
auch keine geometrischen Gebilde dar. Die übrigen 14 Gleichungen stellen 14 verschiedene geome- 


trische Gebilde dar. Dazu gehören die folgenden neun Entartungsfälle oder uneigentliche Flächen 
2. ee 


1. ++: — = 0, der Punkt (0; 0; 0). 

2. ee Y- —= (0, eine Gerade, die z-Achse. 

.” = 0, eine Ebene, die y-z-Ebene. 

4. = = 1, die beiden Ebenen parallel zur y-z-Ebene im Abstand x = +a. 

5. z _ v = 0), die beiden Ebenen, die die x-y-Ebene in den Geraden y = + > x senkrecht schneiden, 

6. er “= 1, die Mantelfläche eines Zylinders, die von Ebenen senkrecht er as in Hyperbeln 
Eee wird; diese sind parallel und kongruent mit der Hyperbel 7; u. l in der x-y- 


1. u a 1, die Mantelfläche eines Zylinders, die von Ebenen senkrecht zur aaa in Ellipsen 


x° 
im wird; diese sind parallel und kongruent mit der Ellipse 7 Ale 5 Y- = lin der r-y- 
Ebene und gehen für a = bin Kreise über. 

8.22 — 2py = 0, die Mantelfläche eines Zylinders, die von Ebenen wei zur z-Achse in 
Parabeln geschnitten wird; diese sind parallel und kongruent mit der Parabel x? — 2py = 0 
eg x-y-Ebene. 

2 2 

9.5 + 3 = — (0), die Mantelfläche eines Doppelkegels, die von Ebenen senkrecht zur z-Achse 

in Ellipsen oder Kreisen geschnitten wird, 
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Diese Gebilde sind entweder gar keine Flächen im üblichen Sinne (1. und 2.), oder sie lassen sich in 
einer Ebene (oder in 2 Ebenen) unterbringen, sind also in Wahrheit Gebilde 1. Grades (3. bis 5.), 
oder sie lassen sich zumindest in eine Ebene abwickeln (6. bis 9.). 

Es bleiben schließlich nur noch fünf geometrische Gebilde, die als eigentliche oder echte Flächen 
2. Grades bezeichnet werden. 


ECHTE FLÄCHEN ZWEITEN GRADES 


Klassifizierung. Nach Ausführung einer Hauptachsentransformation zeigen die Achsen des Koordi- 
natensystems in die Richtungen der Hauptachsen der dargestellten Fläche. Die Bezeichnung der 
Fläche richtet sich nach dem parallel zu einer ausgezeichneten Hauptachse (eine solche ist entweder 
vorhanden, oder es ist gleichgültig, welche Hauptachse man dafür nimmt) und nach dem senk- 
recht dazu verlaufenden Schnitt. 

Je nachdem, ob der erste Schnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel liefert, heißt die Fläche ein 
Ellipsoid, Paraboloid oder Hyperboloid. 

Die Form des zweiten Schnittes liefert, falls es zur Unterscheidung notwendig ist, das Beiwort 
elliptisch oder hyperbolisch. Das Beiwort parabolisch wird nicht gebraucht, da es keine echte Fläche 
2. Grades gibt, die einen solchen parabolischen Querschnitt hat. 

Zwischen elliptischen und kreisförmigen Schnitten wird nicht unterschieden. Ein Ellipsoid kann 
also auch eine Kugel sein und ein elliptisches Paraboloid auch ein solches mit kreisförmigem Quer- 
schnitt. Bei Hyperboloiden ist ein anderes Unterscheidungsmerkmal erforderlich. Man unterscheidet 
zwischen einschaligen und zweischaligen 
Hyperboloiden. 

Insgesamt sind für die fünf echten Flä- 
chen 2. Grades folgende Bezeichnungen 
üblich: 

Ellipsoid, elliptisches Paraboloid, hyper- 
bolisches Paraboloid, einschaliges Hyper- 
boloid, zweischaliges Hyperboloid. 


Ellipsoid. In rechtwinkligen Koordina- 
ten gilt für das Ellipsoid die folgende 
Gleichung in einfachster Form. 
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Hierbei bedeuten «a, 5b, c die halben Län- 
| gen der Hauptachsen des Ellipsoides 
Ellipsoid (Abb.). Ita=b= c, so ist das Ellipsoid 
eine Kugel. Sind zwei der Größen a, b,c 
einander gleich, so ist es ein Rotationsellipsoid oder auch zweiachsiges Ellipsoid, und zwar ein 
gestrecktes, wenn die beiden gleichen Größen kleiner als die dritte, ein abgeplattetes, wenn sie 
größer sind. Sind die Größen a, b, c alle voneinander verschieden, so spricht man von einem drei- 
achsigen Ellipsoid. 
Das durch obige Gleichung dargestellte geometrische Gebilde ist eine zusammenhängende, ganz 
im Endlichen liegende Fläche. Sie liegt symmetrisch zu den drei Koordinatenebenen. Jeder ebene 
Schnitt durch die Fläche liefert eine Ellipse. Jede durch den Ursprung gehende Verbindungsstrecke 
zweier Flächenpunkte (Sehne) wird im Ursprung halbiert. Wegen dieser Eigenschaft heißt der 
Ursprung Mittelpunkt des dargestellten Ellipsoides und das Ellipsoid eine Mittelpunktjläche. 
Jedes Ellipsoid kann durch Strecken oder Stauchen der Koordinaten einer Achsenrichtung in kon- 
stantem Verhältnis (affine Verzerrung) in ein Rotationsellipsoid verwandelt oder umgekehrt aus 
einem solchen erzeugt werden. Werden die Koordinaten zweier Achsenrichtungen in konstantem 
Verhältnis geändert, so läßt sich sogar eine Kugel erzeugen. 


Elliptisches Paraboloid. Von den drei Hauptachsen des elliptischen Paraboloides ist eine aus- 
gezeichnet. Seine Gleichung lautet bei Verwendung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
dessen z-Achse in die Richtung der ausgezeichneten Hauptachse zeigt, in einfachster Form: 
Hierbei bedeuten a, 5b die halben Längen der 
Hauptachsen der Ellipse, die von der zurx-y-Ebene 
parallelen Ebene in der Höhe z=!/, aus dem 
elliptischen Paraboloid ausgeschnitten wird (Abb.). 
Außerdem ist a? der Halbparameter der durch die 
x-z-Ebene und b? der Halbparameter der durch die y-z-Ebene aus dem elliptischen Paraboloid aus- 
geschnittenen Parabel. Ist a = b, so ist das elliptische Paraboloid ein Rotationsparaboloid. 

Das durch obige Gleichung dargestellte geometrische Gebilde ist eine zusammenhängende, ober- 
halb der x-y-Ebene sich bis ins Unendliche erstreckende Fläche. Sie liegt symmetrisch zur x-z- 
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und zur y-z-Ebene, Jeder parallel zur z-Achse verlaufende ebene Schnitt durch die Fläche liefert 
eine Parabel, jeder senkrecht zur z-Achse oberhalb der x-y-Ebene verlaufende Schnitt liefert eine 
Ellipse. Die z-Achse heißt auch kurz Achse und der Ursprung Scheitel des dargestellten elliptischen 
Paraboloides. Einen Mittelpunkt gibt es nicht. 

Durch affine Verzerrung in x- oder y-Richtung kann das dargestellte elliptische Paraboloid in ein 
Rotationsparaboloid verwandelt oder umgekehrt aus einem solchen erzeugt werden. 





Elliptisches Paraboloid Hwyperbolisches Paraboloid 


Hyperbolisches Paraboloid. Von den Hauptachsen des hyperbolischen Paraboloides ist eine aus- 
gezeichnet. Bei Verwendung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen z-Achse in die Rich- 
tung der ausgezeichneten Hauptachse zeigt, lautet die Gleichung des hyperbolischen Paraboloides 
in einfachster Form: 

Hierbei bedeuten a, b die halben Längen der 
Hauptachsen der Hyperbel, die von der zur 
x-y-Ebene parallelen Ebene in der Höhez=!/a 
aus dem hyperbolischen Paraboloid ausge- 
schnitten wird (Abb.). Außerdem ist a? der Halbparameter der durch die x-z-Ebene und b2 der 
Halbparameter der durch die y-z-Ebene ausgeschnittenen Parabel. 

Das durch obige Gleichung dargestellte geometrische Gebilde ist eine zusammenhängende Fläche, 
die sich in jedem Oktanten bis ins Unendliche erstreckt. Sie liegt symmetrisch zur x-z- und zur y-z- 
Ebene. Jeder parallel zur z-Achse verlaufende ebene Schnitt durch die Fläche liefert eine Parabel, 
jeder senkrecht zur z-Achse verlaufende Schnitt, der nicht durch den Ursprung geht, liefert eine 
Hyperbel; und zwar liegen die Scheitel der Hyperbel auf einer Parallelen zur x-Achse, wenn der 
Schnitt oberhalb der x-y-Ebene verläuft, andernfalls liegen sie auf einer Parallelen zur y-Achse. 
Die x-y-Ebene schneidet ein Geradenpaar aus: 
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Diese Geraden heißen Scheitelgeraden. Die je eine Scheitelgerade und die z-Achse enthaltenden 
Ebenen heißen Richtebenen. Sie schneiden aus den senkrecht zur z-Achse verlaufenden Schnitt- 
ebenen die Asymptoten der Schnitthyperbeln aus. Die z-Achse heißt auch kurz Achse und der 
Ursprung Scheitel des dargestellten hyperbolischen Paraboloides. Er ist ein Sattelpunkt. Einen 
Mittelpunkt gibt es nicht. 

Das hyperbolische Paraboloid ist die einzige echte Fläche 2. Grades, die in keinem Falle eine Rota- 
tionsfläche darstellt und auch nicht durch affine Verzerrungen in eine solche verwandelt oder aus 
einer solehen erzeugt werden kann. Das liegt im wesentlichen daran, daß sie von keiner Ebene in 
einer Ellipse geschnitten wird. 

Es gibt jedoch andere interessante Möglichkeiten zur Erzeugung eines hyperbolischen Paraboloids; 
z.B. entsteht ein solches, wenn man eine nach unten geöffnete Parabel längs einer nach oben 
geöffneten Parabel verschiebt. Das hyperbolische Paraboloid zählt aus diesem Grunde zu den 
Schiebeflächen. 
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Ein hyperbolisches Paraboloid läßt sich schließlich auch durch Scharen gerader Linien erzeugen. 
Schreibt man obige Gleichung in der Form 


x 
und setzt man z: (2 - ;) —= uund 2: (2 2 ,) = v, so können aus der Gleichung des hyperboli- 


b b 
schen Paraboloids folgende zwei Paare von Gleichungen hergeleitet werden: 
y G_ 
l,.— + ee 2u En yovz 
2 AR ' Be - u y 2 
9” a bw 


Jede dieser Gleichungen stellt eine Ebenen- 
schar dar, jedes Gleichungspaar definiert 
eine Geradenschar. Diese Geradenscharen 
liegen auf dem hyperbolischen Paraboloid. 
Sie sind die Erzeugenden des hyperboli- 
schen Paraboloids (Abb.). 

Jede durch Scharen gerader Linien erzeug- 
bare Fläche heißt Regelfläche. Unter den 
Flächen 2. Grades sind der elliptische, der 
parabolische und der hyperbolische Zylin- 
der, der Doppelkegel sowie das hyper- 
bolische Paraboloid und das einschalige 
Hyperboloid Regelflächen. 

Da sich Zylinder und Doppelkegel ineine Hyperbolisches Paraboloid mit seinen zwei Scharen von 
Ebene abwickeln lassen, nennt man sie Erzeugenden 

abwickelbare Flächen oder Torsen. Daß 

nicht jede Regelfläche eine Torse ist, beweist das Beispiel des hyperbolischen Paraboloids. Auch 
das einschalige Hyperboloid ist keine Torse. 


Einschaliges Hyperboloid. Von den drei Hauptachsen des einschaligen Hyperboloids ist eine aus- 
gezeichnet. Bei Verwendung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen z-Achse in die 
Richtung der ausgezeichneten Hauptachse zeigt, lautet die Gleichung des einschaligen Hyperboloids 
in einfachster Form: 

Hierbei bedeuten a, b die halben Längen der 
Hauptachsen der Ellipse, die durch die x-y-Ebene 
aus dem einschaligen Hyperboloid ausgeschnitten 











Einschaliges Hyperboloid 


Einschaliges Hyperboloid mit seinen zwei Scharen von 
Erzeugenden und dem Asymptotenkegel 
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wird. Zugleich sind a, b die halben Längen der Hauptachsen der von der y-z-Ebene ausgeschnit- 
tenen Hyperbel (Abb.). Ist a = b, so ist das einschalige Hyperboloid ein einschaliges Rotations- 
hyperboloid. 

Das durch obige Gleichung dargestellte geometrische Gebilde ist eine zusammenhängende Fläche, 
die sich in jedem Oktanten bis ins Unendliche erstreckt. Sie liegt symmetrisch zu den drei Koordi- 
natenebenen. Jeder parallel zur z-Achse verlaufende ebene Schnitt durch die Fläche liefert eine 
Hyperbel, jeder senkrecht zur z-Achse verlaufende Schnitt eine Ellipse. Die z-Achse heißt auch 
kurz Achse des einschaligen Hyperboloids. Der Ursprung ist Mittelpunkt, das einschalige Hyper- 
boloid also eine Mittelpunktfläche. 

Durch affine Verzerrungen in x- oder y-Richtung kann das dargestellte einschalige Hyperboloid 
in ein einschaliges Rotationshyperboloid verwandelt oder umgekehrt aus einem solchen erzeugt 
werden. 

Außerdem läßt sich das einschalige Hyperboloid durch Scharen gerader Linien erzeugen. Schreibt 
man obige Gleichung in der Form 2 


e+).E-)-l--N) 


Yy x z 
und setzt man (1 _ ) : (© _ -) =u und 
2 b a c 


( 1+ y) : E _ =) = v, so können aus der Gleichung 


des einschaligen Hyperboloids. folgende zwei Paare 
von Gleichungen hergeleitet werden: 
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Jede dieser Gleichungen stellt eine Ebenenschar, Modellzur Übertragung von Drehungen mittels 
jedes Gleichungspaar eine Geradenschar dar. Diese zweier einschaliger Hyperboloide 

sind die Erzeugenden des einschaligen Hyper- 

boloids. Das einschalige Hyperboloid ist also eine Regelfläche (Abb.). Dank dieser Eigenschaft 
können zwei einschalige Hyperboloide ähnlich wie zwei Kegel in der Technik zur Übertragung 
von Drehungen einer Welle auf eine beliebige anders gerichtete Welle verwendet werden (kyper- 
bolische Zahnräder, Kegelräder, Abb.). 

Werden die Erzeugenden in den Ursprung parallel verschoben, 
so bilden sie den Asymptotenkegel des dargestellten einscha- 
ligen Hyperboloids. Seine Gleichung lautet 


Zweischaliges Hyperboloid. Von den drei Hauptachsen des 
zweischaligen Hyperboloids ist eine ausgezeichnet. Bei Ver- 
wendung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen 
z-Achse in die Richtung der ausgezeichneten Hauptachse 
zeigt, lautet die Gleichung des zweischaligen Hyperboloids 
in einfachster Form: 
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Hierbei bedeuten a, b die halben Längen der Hauptachsen 
der Ellipsen, die von den zur x-y-Ebene parallelen Ebenen 


in der Höhe z= +c|/2 aus dem zweischaligen Hyperboloid 
ausgeschnitten werden. Außerdem sind c, a die halben Län- 
gen der Hauptachsen der von der x-z-Ebene und c, 5b die 
halben Längen der Hauptachsen der von der y-z-Ebene aus- 
geschnittenen Hyperbel (Abb.). Ist a = 5b, so ist das zwei- 
schalige Hyperboloid ein zweischaliges Rotationshyperboloid. 
Das durch obige Gleichung dargestellte geometrische Gebilde ist eine aus zwei Teilflächen bestehende, 
nicht zusammenhängende Fläche, die sich in jedem Oktanten bis ins Unendliche erstreckt. Die 
Teilflächen liegen symmetrisch zu den Koordinatenebenen. Jeder parallel zur z-Achse verlaufende 
ebene Schnitt durch die Teilflächen liefert eine Hyperbel, jeder senkrecht zur z-Achse bei iz} >e 





Zweischaliges Hyperboloid 
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verlaufende Schnitt liefert eine Ellipse. Die z-Achse heißt auch kurz Achse, und der Ursprung ist 
Mittelpunkt des dargestellten zweischaligen Hyperboloids. Dieses ist also eine Mittelpunktfläche. 
Durch affine Verzerrung in x- oder y-Richtung kann das dargestellte zweischalige Hyperboloid in 
ein zweischaliges Rotationshyperboloid verwandelt oder umgekehrt aus einem solchen erzeugt 
werden. Wie beim einschaligen Hyperboloid (Abb.) existiert auch beim zweischaligen Hyperboloid 
ein Asymptotenkegel. 


PROJEKTIVE GEOMETRIE 
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Die projektive Geometrie untersucht die Eigenschaften und Bestimmungsstücke geometrischer 
Grundgebilde und Figuren, die sich beim Projizieren nicht ändern. Das Studium der Perspektive 
in Malerei und Architektur gab den Anstoß zu solchen Untersuchungen [Leonardo DA VINcI 
(1452— 1519), Albrecht Dürer (1471—1528)]. Im Anschluß an die Entwicklung der darstellenden 
Geometrie vor allem durch Gaspard MonGe (1746-1818) gab Vietor PoncELET (1788-1867) in 
seiner „Abhandlung über die projektiven Eigenschaften der Figuren‘ (Traite des proprietes projec- 
tives des figures) einen ersten Grundriß der projektiven Geometrie. Die analytischen Hilfsmittel 
der projektiven Geometrie wurden vor allem von August Ferdinand Mösıus (1790-1868) und 
Julius PLÜCcKER (1801—1868) geschaffen, während Jakob Steiner (1796-1863) und Christian 
voN STAUDT (1798— 1867) einen Aufbau der projektiven Geometrie ohne diese Hilfsmittel vollendeten 
(synthetische Richtung). Die Zusammenhänge zwischen projektiver und euklidischer Geometrie 
wurden vor allem von Felix Kıeıy (1849-1925) geklärt. Von ihm stammt auch die Bestimmung 
einer Geometrie als Invariantentheorie einer bestimmten Abbildungsgruppe. 


GRUNDGEBILDE DER PROJEKTIVEN GEOMETRIE 


In perspektiven Bildern können sich Geraden schneiden, deren Originale parallel sind. Als Zentrum 
dieser Projektionen dient das Auge. Der in der Planimetrie so wichtige Unterschied zwischen 
parallelen und sich schneidenden Geraden 
besteht nicht mehr, der Parallelenbegriff 
hat keine Bedeutung mehr. Diese Tat- 
sache führte bei der systematischen Unter- 
suchung der Grundlagen der projektiven 
Geometrie dazu, wneigentliche Elemente, 
z.B. Punkte, Geraden oder Ebenen ein- 
zuführen, die gleichberechtigt mit den bis- 
her betrachteten Elementen sind, 


Uneigentliehe Elemente, In einer Ebene 
lassen sich die Punkte P einer Geraden p 
auf die Punkte Q einer anderen Geraden g 
projizieren, wenn man einen Punkt S, der 
auf keiner dieser Geraden liegt, annimmt 
und festsetzt, daß der Bildpunkt Q mit 
dem Original P stets auf einer Geraden 3 
durch den Punkt S liegt. Alle projizie- 
renden Geraden s bilden ein Strahlen- 
büschel, und der Punkt $ heißt sein Trä- 
Einführung uneigentlicher Punkte ger (Abb.). Diese Zuordnung der Punkte P 

und @ ist umkehrbar eindeutig; jedem 

Punkte P entspricht ein und nur ein Punkt Q und umgekehrt, in der Abbildung z.B. Pı*— Qı, 
P3 +— Q2, Ps +— Q3. Für zwei Punkte allerdings gilt diese Behauptung zunächst nicht. Dassind die 
Punkte P, und Q,, deren projizierende Geraden s, bzw. s, parallel zu einer der gegebenen Geraden 
q bzw. p verlaufen. Um die Eindeutigkeit der Zuordnung auch für diese Punkte aufrechtzuerhalten, 
setzt man zusätzlich fest: auch der Punkt P, hat nur einen Bildpunkt U, (auch Q.,), und auch der 
Punkt @, hat nur ein Original U, (auch P.); diese Punkte nennt man die uneigentlichen oder 
unendlich fernen Punkte der Geraden p bzw. q. Das bedeutet, daß jede Gerade nur einen uneigent- 
lichen Punkt U hat, dem sich z. B. ein Punkt P beliebig nähert, sowohl wenn er in der Richtung 
Pı >“ Pı > Ps, als auch wenn er in umgekehrter Richtung P3 > Ps > Pı sich beliebig weit vom 
Punkt P; entfernt. In gewissem Sinne kann man sich die Gerade als eine durch den uneigentlichen 
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Punkt geschlossene Linie vorstellen; es hat dann keine Bedeutung mehr in bezug z.B. auf die 
Strecke Pı P;, den Punkt Pz bzw. P, als inneren oder äußeren Punkt zu unterscheiden, da jeder 
von ihnen als innerer oder äußerer Punkt dieser Strecke angesehen werden kann. Es läßt sich nur 
noch sagen, die Punktepaare Pı, Ps und Ps, P, trennen einander und die Punktepaare Pı, P; und 
P,, Ps trennen einander nicht. Da bei einer Zentralprojektion einer Ebene auf eine andere das Bild 
von zwei Parallelen im allgemeinen aus zwei sich schneidenden Geraden besteht und der Schnitt- 
punkt dabei aus den uneigentlichen Punkten der Originalgeraden entstehen wird, sagt man, daß 
die beiden parallelen Geraden einen gemeinsamen uneigentlichen Punkt haben. Danach kann man 
jetzt das Wort „uneigentlicher Punkt‘ als anderen Ausdruck für das Wort „Richtung‘‘ auffassen. 
Unter Punkt versteht man 1. jeden bisherigen Punkt und 2. jeden neuen uneigentlichen Punkt. 
Dann kann man den Satz: „Zwei verschiedene Geraden haben entweder die Riehtung oder einen 
Punkt gemeinsam‘ einheitlich folgendermaßen formulieren, wobei dem Wesen der projektiven 
Geometrie entsprechend eigentliche und uneigentliche Punkte nicht mehr als wesentlich vonein- 
ander verschieden angesehen werden: 


Zwei verschiedene Geraden in einer projektiven Ebene schneiden sich ohne Ausnahme in einem 
Punkte. Zwei Punkte andererseits bestimmen stets eine Gerade. 


Auch die uneigentlichen Punkte U, und U, bestimmen eine Gerade, die uneigentliche Gerade der 
projektiven Ebene, die als die Gesamtheit der uneigentlichen Punkte aller Geraden der Ebene defi- 
niert wird, auf der sich deshalb alle im früheren Sinne parallelen Geraden der Ebene schneiden. 
Dieses Ergebnis läßt sich erweitern. Auch zwei im bisherigen Sinne parallele Ebenen Eı und Es 
schneiden sich im Raume; sie haben dieselbe uneigentliche Gerade uı = us gemeinsam. Im Raume 
schneiden sich dann zwei verschiedene Ebenen ohne Ausnahme in einer Geraden. Nimmt man 
noch eine dritte, zu Eı und Ez nicht parallele Ebene Es, dazu, so entstehen drei Schnittgeraden 
zwischen ihnen, außer der uneigentlichen Geraden uı = ua noch die einander parallelen Schnitt- 
geraden sı und s3 zwischen Es und Eı sowie zwischen E; und E.. Alle drei Schnittgeraden können 
nur einen uneigentlichen Punkt U gemeinsam haben, durch den auch die von u%ı = us verschiedene 
uneigentliche Gerade us der Ebene E; geht. Man definiert die Ebene durch uı = u2 und us als die 
uneigentliche Ebene des projektiven Raumes; sie enthält die uneigentliche Gerade von jeder 
Ebene des Raumes, ist mithin die Gesamtheit der uneigentlichen Punkte des projektiven Raumes. 
Auf ihr schneiden sich alle im euklidischen Sinne parallelen Ebenen des Raumes. 


Grundgebilde der projektiven Geometrie. Alle geometrischen Grundgebilde, die durch Projizieren 
und Schneiden umkehrbar eindeutig aufeinander abgebildet werden können, haben dieselbe 
Dimension, 


Eindimensionale Grundgebilde sind: 


eine Punktreihe: alle Punkte P einer Geraden p, des Trägers der Punktreihe, einschließlich 
des uneigentlichen Punktes U,; 

ein @eradenbüschel: alle Geraden s, die durch einen Punkt S, den Träger des Geradenbüschels 
gehen und in einer Ebene liegen; 

ein Ebenenbüschel: alle Ebenen E, die durch eine Gerade e, den Träger des Ebenenbüschels 
gehen (Abb. im Hauptabschnitt Analytische Geometrie des Raumes). 


Zweidimensionale Grundgebilde der projektiven Geometrie sind: 


ein Punktjeld: alle Punkte einer Ebene E einschließlich der uneigentlichen Punkte der 
Ebene; 

ein @eradenbündel: alle Geraden durch einen Punkt Z, da sie jede nicht durch Z gehende 
Ebene in einem Punktfeld schneiden; 

ein @eradenfeld: alle Geraden einer Ebene einschließlich der einen uneigentlichen Geraden 
dieser Ebene; 

ein Ebenenbündel: alle Ebenen durch einen Punkt Z. 


DOPPELVERHÄLTNIS 


Auf einer euklidischen Geraden ist ein Punkt durch eine Zahl, seine Koordinate x festgelegt; das 
bedeutet aber, daß seine Lage in bezug auf den Nullpunkt O und den Endpunkt E der Einheits- 


strecke e = OE bestimmt ist. Da bei einer Abbildung einer solchen Geraden auf eine andere, z. B. 
durch Parallelverschiebung oder Drehung, beliebig weit entfernte Punkte wieder in sölche über- 
gehen, in der projektiven Geometrie aber der uneigentliche Punkt U einer Punktreihe ein Punkt 
wie jeder andere sein soll, ist in ihr die Lage eines Punktes P nicht mehr in dieser Weise festzulegen. 


Projektive Koordinaten auf einer Geraden. Zu einer entsprechenden Bestimmung projektiver 
Koordinaten nimmt man in einem Gebilde der nächsthöheren Dimension, hier demnach in einer 
projektiven Ebene E, die die Punktreihe enthält, einen vom betrachteten Grundgebilde verschie- 
denen Punkt S an und in ihm ein Basissystem von Vektoren, z. B. zwei linear unabhängige Vektoren 
3. und 8%. In der gewählten Ebene ordnet man jedem Punkt P der gegebenen Geraden p die durch 
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ihn hindurchgehende Gerade des Geradenbüschels mit dem. Träger S zu. Diese Zuordnung ist 
eineindeutig. Man kann deshalb jeden Punkt P von p durch die Koordinaten (a, b) eines Richtungs- 
vektors 3 = a3. + b 3, der durch ihn hindurchgehenden Geraden dieses Büschels charakterisieren 
(Abb.). Die reellen Zahlenpaare (a, b) heißen die homogenen projektiven Koordinaten des Punktes P., 
Homogen nennt man sie deshalb, weil der Vektor 38 und damit die Koordinaten von P bis auf einen 
von Null verschiedenen skalaren Faktor 
festgelegt sind. Die Punkte A und B von p 
mit den Koordinaten (1, 0) bzw. (0, 1), 
welche zu den Geraden des Büschels mit 
den Richtungsvektoren 3. bzw. 3, gehören, 
nennt man die Grundpunkte des Koordina- 
tensystems, den Punkt E mit den Koordi- 
naten (1, 1) seinen Einheitspunkt. 


Doppelverhältnis, Mit F(3,, 3;) soll der orien- 
tierte Flächeninhalt des Parallelogramms 
zwischen den Vektoren 3; und 3; bezeichnet 
werden; sein Vorzeichen hängt vom Dreh- 
sinn des Winkels ab, um den 3, gedreht 
werden muß, um in die Richtung von 3; zu . 
fallen. Für vier Punkte Pı, Pa, Ps, Pı der 
Punktreihe p soll dann das Doppelverhält- 
nis (PıPgzP3P,) definiert werden durch 


- 26a (PıPaP3Pı) = (81323334) 
Bei; F (81, 33) + F (34, 32) 
 F(8ı, 34) * F (83, 32) ' 


Das Doppelverhältnis hängt nieht von der Wahl der Ebene E und des Punktes S in E ab. 


Geht man nämlich bei der Bestimmung des Doppelverhältnisses der vier Punkte Pı, P:, Ps, Pı 

von einer anderen Ebene E’ und einem Punkt 5” dieser Ebene aus, so gibt es eine affine Abbildung 

von E’ auf E, die S’ in $ überführt und p punktweise fest läßt. Daraus ergibt sich die ausgesprochene 

Behauptung, wenn man berücksichtigt, daß das Flächenverhältnis affin invariant ist. 

Projiziert man die Gerade p auf eine andere von einem Zentrum S aus und sind Pı’, Pa’, Pa’, P4’ 

die Bilder von Pı, P3, Ps, P,, so ist nach Definition (PıPazPsPı) = (81333334) und (Pı’ Pr’ P3’P,) 
= (813283394). 


Das Doppelverhältnis ist projektiv invarian 


Zusammenhang zwischen Doppelverhältnis und 
Teilverhältnis für vier Punkte einer Geraden. 
In der analytischen Geometrie der Ebene wird gezeigt, 
daß auf einer Geraden unabhängig von ihrer Orientie- 
rung die Lage eines Punktes P; durch das Teilverhält- 
nis As bestimmt werden kann, in dem er eine gegebene 


Strecke PıPa teilt. Ist noch ein weiterer von P; ver- 


schiedener Teilpunkt P4 derselben Strecke PıP, vor- 

handen, so haben die vier Punkte, wenn die Gerade als 

Ba Punktreihe angesehen wird, ein Doppelverhältnis, das 

Doppelverhältnis und Teilverhältnis mit den Teilverhältnissen As und A, in engem Zusam- 
menhang steht. a 

Durch passende Wahl skalarer Faktoren r;, lassen sich Vektoren 3; des Geradenbüschels $ finden, 

die gerade an den Schnittpunkten P, enden (Abb.). Die in der Definition des Doppelverhältnisses 


auftretenden Flächeninhalte F(81, 83), F'(&4, 32), F’(81, 34) und F'&s, 3) haben je nach dem Drehsinn, 
wie in der Abbildung angegeben, verschiedene Vorzeichen. Wählt man in der Abbildung das von 
F (34, 32) als positiv, so sind die anderen drei negativ. Wird eine positive Fläche so umlaufen, daß 
sie stets links der Umrandung liegt, und bezeichnet man den positiv gerechneten Abstand des 
Punktes S von der Geraden p mit 7, so gilt für die angegebenen Flächeninhalte 





Einführung von projektiven Koordinaten 





F(&1,8) = 2 A PıPsS = PıP;- h, F(84,83)) = 2 A PıPıS = PıP5: h, 
F@1,3&) = 2A PıPıS = PıPı:h, Fiö,3) = 2 A PrPıS = PPr:h. 
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Das Doppelverhältnis ist danach, wie sein Name angibt, der Quotient der beiden Teilverhältnisse 


PıP3 In n & —— TR 
a = und 4 = ‚ in denen die Punkte P; bzw. Pı die Strecke Pı Ps der euklidischen 


3Pa PıPa 























Pifi’PıPs: BıPı PıPi 


kann man im Doppelverhältnis, ohne seine Größe zu ändern, das erste und das zweite Punktepaar 
miteinander vertauschen. 

Trennen die Punktepaare Pı, Ps und P;, P; einander und sind die Beträge der Teilverhältnisse As 
und 4, einander gleich, so hat das Doppelverhältnis den Wert —1. Solche Punkte werden harmo- 
nische Punkte genannt. In der Planimetrie ist eine einfache Konstruktion angegeben, eine Strecke 


im Verhältnis A= + — bzw. i=— - zu teilen. Ein projektives Verfahren, harmonische Punkte 


zu konstruieren, gibt das im folgenden behandelte vollständige Vierseit. 

Spezielle Lagen der vier Punkte. Fällt der Punkt P, mit einem der anderen Punkte Pı, Pa 
oder P3 zusammen, so ergeben sich (für Pı > Pı durch einen Grenzübergang, da der Nenner Null 
wird) die folgenden Werte: 







DD. u > 3 \ 
(PıPsPz3Pı 
Er 4 3 


Wird einer der vier Punkte zum uneigentlichen Punkt U der Punktreihe, so darf wegen (PıP».PsP,) 
— (Ps P4Pı Ps) angenommen werden, daß er einer der beiden Punkte ist, die eine endliche Strecke 
teilen. Es sei z.B. Punkt P, = U. Wie in der analytischen Geometrie der Ebene gezeigt wird, 

















hat dann das Teilverhältnis 34 = 8 den Wert 44 = -— 1, das Doppelverhältnis mithin den nega- 
tiven Wert des Teilverhältnisses, in dem Ps die endliche Strecke PıP; teilt, (PıPszP; U) = —s 
= — = Teilen die Punkte P; und U die Strecke PıP3 harmonisch, so gilt —1 = (PıPsP3sU) 
32 
= — BR — P;P;, d.h., Punkt P; halbiert die Strecke Pı P:. 
322 


Doppelverhältnis in projektiven Koordinaten. Bezieht man die Vektoren 3«, 3, 8: und 9; 
auf ein kartesisches Koordinatensystem, so erhält man, wenn « der orientierte Winkel zwischen 
den beiden Basisvektoren 3, und $% ist, 


F(3,,3;) = F (8a, 30); 








a: bi 3 R a 
a; b; [3a | * I$»] - sin« = 





01 
147] b; 
hier sind (a:, bı) bzw. (a;, b;) die Koordinaten der Vektoren 
3; bzw. 3,. Das Doppelverhältnis kann danach durch Deter- 
minanten der projektiven Koordinaten ausgedrückt werden. 
Wird die Länge eines der Vektoren 3; geändert, z.B. rı & 
gesetzt, so bleibt der Wert des Doppelverhältnisses derselbe, 
wie man nach Einsetzen der projektiven Koordinaten (ra, r:b:) 
für jeden der vier Punkte (@ = 1, 2, 3, 4) nachrechnen kann. ——— mn 
Läßt man den Punkt Pı mit dem Punkt B(0,1) und Ps mit A (1,0) zusammenfallen, so nimmt das 
Doppelverhältnis den Wert 














0 1 4 

as ba 10 as ba 
Bar 01 asbs| Ma'bs 

a4 ba 10 | 











an. Hieraus erkennt man, daß das Doppelverhältnis negativ ist, wenn die Punktepaare B, A und 
P;, Pı einander trennen, da dann z.B. as und bs gleiche Vorzeichen haben, während die von as 
und bs verschieden sind. 


Bestimmung einer projektiven Abbildung durch das Doppelverhältnis. Legt man für 
die Punkte einer Punktreihe projektive Koordinaten durch die Richtungen zweier Basisvektoren 
3a und 3, fest, so hängt die Lage des durch den Vektor 8. = 13. + 1% gegebenen Einheits- 
punktes E von der Länge der Vektoren 3. und % ab. Solange das Verhältnis | 8. | : | 3,| der Absolut- 
beträge dieser Vektoren denselben Wert hat, ergibt sich derselbe Punkt E; für verschiedene Werte 
dieses Verhältnisses kann aber E jede Lage annehmen, für die das Teilverhältnis BE : HA positiv 
und endlich ist. Umgekehrt ist durch die Wahl der Lage von E in diesen Grenzen die Länge der 
Basisvektoren 3. und 3, bis auf einen gemeinsamen Faktor festgelegt. 
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Sind auf einer Punktreihe drei Punkte B, A und E gegeben, so läßt sich stets ein Basissystem 
3a, 8 mit einem Zentrum S angeben, für das die Punkte B und A Grundpunkte und der Punkt E 
Einheitspunkt ist. Als Zentrum S kann dabei jeder Punkt einer Ebene durch die Punktreihe » 
außerhalb dieser gewählt werden. Die Lage jedes vierten Punktes P der Punktreihe ist durch den 
Wert des Doppelverhältnisses (PEBA) festgelegt. 

Sollen die Punkte B’, A’, E’ einer Punktreihe p’ die Bilder der Punkte B, A, E der Punktreihe p 
sein, so hat für jeden vierten Punkt P das Doppelverhältnis (PEBA) einen bestimmten Wert u. 
Durch das Doppelverhältnis » = (P’E’B’ 4’) ist aber der Punkt P’ eindeutig bestimmt. 


Durch zwei Grundpunkte und den Einheitspunkt ist die projektive Abbildung zweier Punktreihen 
aufeinander eindeutig bestimmt. 


Beziehung der projektiven Koordinaten zu denen auf einer euklidischen Geraden. 

Die projektive Abbildung sei so gewählt, daß der Punkt A der uneigentliche Punkt U und der 

Punkt B der Nullpunkt O eines Koordinatensystems auf der Geraden wird. Im Ausdruck (PEOU) 
PO TUE UE 

= — '—— nimmt das Teilverhältnis en den 


OE PU 
Wert —1 an (vgl. Hauptabschnitt Analytische 
Geometrie der Ebene); wegen PO = -OP er- 
hält man dann auf der euklidischen Geraden zur 





Beziehung der projektiven Koordinaten zu denen Innere Charakterisierung der Koordinatenver- 
auf einer euklidischen Geraden hältnisse in einer projektiven Ebene 


Bestimmung der Lage des Punktes P das Verhältnis OP :OE oder in der üblichen Bezeichnung 
x :e, wenn e die Länge der Einheitsstrecke OE ist. 


Erweiterung auf 2 und mehr Dimensionen. Die bisherigen Überlegungen lassen sich verall- 
gemeinern auf n-dimensionale projektive Gebilde. Ihre projektive Abbildung aufeinander ist 
durch (n + 1) linear unabhängige Grundpunkte E», Eı, . . ., En und den linear abhängigen Einheits- 
punkt E eindeutig bestimmt. Für den Falln = 2 liegt das Zentrum S außerhalb der projektiven 
Ebene /I im dreidimensionalen Raum (Abb.). In einem Basissystem im Punkte $ sind drei linear 
unabhängige Vektoren 3, 3, $2 möglich, die die Ebene IT in den drei Grundpunkten Ev, Eı, Er 
schneiden. Die Länge dieser drei Vektoren wird bis auf einen gemeinsamen Faktor durch den Ein- 
heitspunkt E festgelegt. Es ist zu zeigen, daß ein beliebiger Punkt P der Ebene I7 nur durch 
Doppelverhältnisse eindeutig bestimmt ist. 
Die Gerade E, Eı wird von den Geraden E,E 
und EzP in je einem Punkt Esı bzw. Poı ge- 
schnitten. Die Lage von Poı ist mithin z. B. 
durch (Poı Eoı Eu Eı) eindeutig gegeben. Ent- 
sprechend ist die Lage eines Punktes Pıs auf 
der Geraden EıEa durch (Pıa Eı2 Eı Es) be- 
kannt, damit auch die von P als Schnittpunkt 
von Ez3Poı mit Ep Pıa. 
Im Raum (n = 3) sind 4 linear unabhängige 
Grundpunkte Ev, Eı, E2, Es und der Einheits- 
punkt E gegeben. Die Geraden durch je zwei 
Grundpunkte werden von Ebenen geschnitten, 
z.B. E,Eı von den Ebenen durch Er, Es, E 
bzw. durch Es, Es, P in Eoı bzw. Poı. Punkt P 
ergibt sich als Schnittpunkt von 3 Ebenen, 
Vollständiges Vierseit nämlich denen durch Es, Es, Poı durch Es, 
Eı, Pıa und durch Eı, Eo, Pa. 
In Räumen höherer Dimension (n > 3) werden die Geraden EoE,, Eı Es usw. von Hyperebenen 
durch jeweils n Punkte geschnitten. 





Das vollständige Vierseit. Das Vierseit heißt vollständig, weil zum Unterschied von der Planimetrie 
alle Schnittpunkte seiner vier Seiten und zusätzlich alle Diagonalen betrachtet werden. Es ist 
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gegeben durch vier Punktreihen 7ı, ?3, 93, p4 in allgemeiner Lage, d.h. so, daß höchstens zwei von 
4 

ihnen einen Punkt der Ebene zugleich als Schnittpunkt haben. Es gibt dann ( N = 6 Schnittpunkte, 

die Ecken Pı, Pa, Ps, Pa, Ps, Ps des vollständigen Vierseits (Abb.). Zwischen 6 Ecken sind im all- 


6 
gemeinen ( = 15 Verbindungsgeraden möglich. Da nun hier je drei Ecken auf einer Seite liegen, 


2 
entspricht jede Seite drei Verbindungsgeraden, d.h., allen 4 Seiten entsprechen 12 Verbindungs- 
geraden. Auf den restlichen 3 Verbindungsgeraden, die Diagonalen dı, da, da genannt werden, liegen 
jeweils nur 2 Ecken. Die drei Diagonalen bestimmen als Schnittpunkte zwischen je zweien von 
ihnen die drei Punkte D,, Ds und D;. 


Jede Seite des Diagonaldreieeks D, D: D; wird von den auf ihr legenden Ecken des vollständigen 
Vierseits harmonisch getellt. . : 


Zum Beweis betrachtet man das Dreieck Pı PaPs. Auf seinen Seiten liegen die Punkte D;, Ds, Pa, 
P;. Jeder teilt die betreffende Seite in einem bestimmten Teilverhältnis; As = PıDa : DaPa, As’ 
= PıDs = DsPa, J)ı = PıPı H PıP;>, Aa = P;P; s Prrr: Nach dem Satz von Cdeva gilt As ® Aı & Aa = + 1, 
weil sich die Ecktransversalen 94, 73, ds in einem Punkte P, schneiden. Nach dem Satz von Menelaos 
gilt As’ Ar Aa = —1, weil die Gerade d; Transversale des Dreiecks PıP3Ps durch die Punkte 
Ds, Pı, Ps ist. Durch Division erhält man As : As’ = (PıP3zD;D;) = — 1. Sieht man aber Punkt P3 
als Träger eines Strahlenbüschels an, das von den Geraden dı und ds geschnitten wird, so ergibt sich 
(PıPsDaD;) = (P;,PıDıD;) = — 1 und ebenso für den Träger Pı und die Schnittgeraden ds und 
ds, d.h., (Ps PsDıDs) = (PsPsDıD;) = - 1. 


Mit Hilfe des vollständigen Vierseits läßt sich zu einem Teilpunkt einer Strecke der harmonische 


Punkt allein mit dem Lineal, ohne Parallelen und ohne Zirkel konstruieren. Angenommen, PıPa 
sei die gegebene Strecke und D; ihr Teilpunkt. Zwei Geraden pı und pa durch Ps und Pı ergeben 
dann den Schnittpunkt Ps. Eine Gerade ds durch D; schneidet pı bzw. pa in Ps bzw. Ps. Die Geraden 
durch P,, Pı(pı) und durch P;, P;(ps) schneiden sich in Ps. Die Gerade durch P; und Ps schneidet 
die gegebene Strecke im gesuchten Punkt D;. 


Das Doppelverhältnis von Geraden und Ebenen. Die Invarianz des Doppelverhältnisses von vier 
Punkten einer Punktreihe beim Projizieren aus einem Zentrum $ zeigte, daß das Doppelver- 
hältnis durch die Geraden SPı, SPa, SP;, SPı des durch S$ gehenden Strahlenbüschels eindeutig 
charakterisiert wird. 

Ähnlich läßt sich zeigen, daß vier Ebenen eines Ebenenbüschels jede nicht durch die Trägergerade 
gehende Gerade in vier Punkten schneiden, deren Doppelverhältnis unabhängig von der Lage der 
Geraden ist. Mit Hilfe eines geeigneten Koordinatensystems ist analog wie bei der Punktreihe ein 
analytischer Ausdruck für das Doppelverhältnis von vier Ebenen eines Ebenenbüschels zu gewinnen. 





PROJEKTIVE ABBILDUNGEN 


In der darstellenden Geometrie wird die Zentralprojektion geschildert. In ihr werden die Punkte 
einer Originalebene auf die einer Bildebene so abgebildet, daß das Doppelverhältnis erhalten 
bleibt. Allerdings ist in der Zentralprojektion die umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen Bild 
und Original nieht immer gewährleistet, insbesondere dann nicht, wenn Körper auf die Zeichen- 
ebene abgebildet werden. Bekannt ist das vergebliche Bemühen, den auf Dürers Melancholie (Bild- 
tafel 19) dargestellten Körper in wahrer Größe zu konstruieren. Alle auf einem Projektionsstrahl 
gelegenen Punkte haben dasselbe Bild. Aus seiner Lage auf der Zeichenebene und der des Projek- 
tionszentrums im Raum kann die Lage des Originalpunkts im Raum nicht mehr rekonstruiert 
werden. Auch bei der Abbildung zweier Punktreihen aufeinander, die sich in windschiefer Lage 
befinden, stößt die Zentralprojektion auf Schwierigkeiten, die die projektive Geometrie dadurch 
überwindet, daß sie die projektive Abbildung als eine Kette aufeinander folgender perspektiver 
Abbildungen mit verschiedenen Projektionszentren auffaßt. Sind z.B. gı und ga zwei windschiefe 
Geraden und ist s die Schnittgerade zweier Ebenen E, und Es, von denen die eine gı und die andere 
9a enthält, so ist die Abbildung von gı auf s und danach die von s auf 9a eine projektive Abbildung, 
bei der das Doppelverhältnis invariant bleibt und die Zuordnung von Original gı und Bild ga ein- 
eindeutig ist. Bildet eine projektive Abbildung X ein Grundgebilde g auf ein Grundgebilde gı ab, 
das seinerseits durch die projektive Abbildung 8 auf ga abgebildet wird, se besteht eine umkehr- 
bar eindeutige Zuordnung auch zwischen. den Grundgebilden g und ga, und der Wert des Doppelver- 
hältnisses für Elemente, die durch die Abbildungen X und 3 ineinander übergehen, ist derselbe. 
Diese projektive Abbildung wird als Produkt 8X bezeichnet. Aus den gleichen Gründen sind auch 
die reziproken Abbildungen X-! bzw. 8-1, die gı in g bzw. gs in gı überführen, projektiv, und das- 
selbe gilt natürlich auch für die identische Abbildung eines Grundgebildes auf sich selbst. 

Um die Untersuchung in der projektiven Geometrie nicht durch solche Ketten von Grundgebilden 
zu erschweren, betrachtet .nan in der Regel Abbildungen von Grundgebilden auf sich. Auch bei 
mehreren Abbildungen kommt man dabei nicht aus dem Grundgebilde heraus. 
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Kollineationen. Die projektiven Abbildungen eines Punktfeldes oder auch des projektiven Raumes 
auf sich nennt man auch Kollineationen, weil kollineare Punkte, d.h. Punkte, die auf einer Geraden 
liegen, wieder in kollineare Punkte übergehen. Der Hauptsatz über die projektiven Abbildungen 
besagt dann: 


Die Kollineationen der projektiven Ebene haben Gruppeneigenschaft, weil ihr Produkt, ihre iden- 
tische und ihre reziproke Abbildung wieder Kollineationen sind. Aus ihnen lassen sich mittels 
Untergruppen die kongruenten, ähnlichen und affinen Abbildungen der Ebene auf sich entwickeln. 
Innerhalb der projektiven Gruppe bilden nämlich die Kollineationen, die eine bestimmte Gerade 
in sich überführen, wieder eine Gruppe. Bei den zentralen Kollineationen gibt es einen Fixpunkt F 
und eine Gerade, die Achse a, die bei der Abbildung punktweise festbleiben. Eine Streckung z.B. 
ist eine Kollineation mit einem eigentlichen Fixpunkt und einer uneigentlichen Achse, Abbildungen, 
bei denen diese Gerade invariant (aber nicht not- 
wendig punktweise invariant) ist, werden affine 
Abbildungen genannt. 


REIT = 


selben Eigenschaft gegeben 





ı vier Punkten, von denen keine drei 





Abbildung eines Parallelogramms durch zentrale Zentrale Kollineationen mit eigentlicher Achsea 
Kollineation und uneigentlichem Zentrum Z ergeben eine 
affine Abbildung 


Nachdem in der affinen Ebene der Begriff der Orthogonalität (des Senkrechtstehens zweier Geraden) 
eingeführt ist, zeigt es sich, daß diejenigen affinen Abbildungen, die senkrechte Geraden wieder 
in senkrechte Geraden überführen, ebenfalls eine 
Untergruppe der projektiven Gruppe bilden: es 
sind die ähnlichen Abbildungen. Aus der Gruppe der 





Zentrale Kollineation mit uneigentlicher Achse und Spiegelung alszentrule Kollineationmiteigent- 
eigentlichem Zentrum ergibt eine ähnliche Abbildung licher Achse a und uneigentlichem Zentrum Z 
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ähnlichen Abbildungen endlich erhält man die Gruppe der kongruenten Abbildungen, wenn ver- 
langt wird, daß die Entfernungen bei der Abbildung erhalten bleiben sollen. 


Projektive Aussagen. Viele Sätze der Planimetrie können als spezielle Fälle allgemeinerer projektiver 
Sätze aufgefaßt werden. Bilden z. B. die paarweise parallelen Geraden gı, 93; gs, g4 ein Parallelo- 
gramm Qs Qi Qs 95, so halbieren sich in ihm die Diagonalen e; und es (Abb.). Der Punkt Eı teilt die 


Strecken Q;Qs und Q495 jede im Verhältnis A= +1. 
Die uneigentlichen Punkte E, bzw. Es der Diagonalen 
teilen diese Strecken im Verhältnis #= —1. Es gilt 
demnach 


(93 QsEı E2) = (QsQEıE;) = —1. 


Faßt man alle Geraden als projektive Punktreihen auf, 
so liegen Es und Es auf. der uneigentlichen Geraden der 
Ebene; auch die Seiten gı und gs sowie gg und 4 
schneiden sich auf dieser Geraden in den Punkten @: 
bzw. Qı. Durch eine projektive Abbildung (9; > P:, 
g1 > Pı, Eı > D,, &ı >dı,) wird die uneigentliche Gerade 
QıE2sQ2Es zur Geraden PıD,PsD; und das Parallelo- 
gramm zu einem vollständigen Vierseit. Der Satz der 
Planimetrie, daß im Parallelogramm die Diagonalen 
einander halbieren, ist auf diese Weise ein spezieller Fall 
des Satzes der projektiven Geometrie, daß im vollstän- 
digen Vierseit auf jeder D vagonalen zwei Ecken mit den Parallelogramm mit Diagonalen als spe- 
Schnitipunkten der andern beiden Diagonalen harmo-  zieller Fall eines vollständigen Vierseits 
nische Punktepaare bilden. 


Satz von Desargues, Gehen die Verbindungsgeraden entspreehender Eeken zweier Dreieeke dureh 
einen Punkt, so liegen die Sehnittpunkte entspreehender Seiten auf einer Geraden. 


In der Abbildung wird danach vorausgesetzt, daß die Geraden Aı As, Bı Ba und Cı Cs durch einen 
Punkt S gehen, und es wird behauptet, daß dann die Schnittpunkte A (von CıBı mit COrBs), 
B (von Aı Cı mit A202) und (© (von Bı Aı mit Ba. A) auf einer Geraden s liegen. Da nur von Schnitt- 
punkten und von der Lage von Punkten auf einer Geraden, d. h. nur von Inzidenzen die Rede ist, 
handelt es sich um eine Aussage der projektiven Geometrie. 








Zum Beweis des Desarguesschen Satzes 





Satz von Desargues 


1. Beweis durch spezielle Lage. Durch die zwei Schnittpunkte A und B ist stets eine Gerade 
AB möglich. Wählt man eine projektive Abbildung X so, daß diese Gerade die uneigentliche 
Gerade zum Bild hat, so sind im Bild die Dreiecksseiten C}’Bı’ und Ca’ Ba’ einander parallel, und 
ebenso gilt Cr’ Aı’||C2’ As’. Nach dem Strahlensatz und seiner Umkehrung müssen dann auch 
die Seiten Aı’Bı’ und Aa’ Br’ einander parallel sein, d.h., sich auf der uneigentlichen Geraden 4’B’ 
im Punkte C’ schneiden. Durch die inverse projektive Abbildung A-! ergibt sich das ursprüngliche 
Bild, in dem der Schnittpunkt C der Geraden AıBı und A2B; ebenfalls auf der Geraden AB liegt. 


2. Projektion einer räumlichen Figur. Man faßt den Punkt S als Spitze eines Dreikants 
auf, dessen drei Kanten SAı Aa, SBıBa und SC, Cs sind. Dieser Dreikant wird von zwei Ebenen, 
deren Schnittgerade AB ist, in den Dreiecken AıBıCı und AsaBzCz geschnitten. Es ist klar, daß 
sich auch Aı Bı und A2Bz auf AB schneiden. Projiziert man dieses Gebilde in die Ebene, so ändern 
sich die Inzidenzbeziehungen nicht. Andererseits ist zu erkennen, daß jede ebene Figur zum Desar- 
guesschen Satz als Projektion einer solchen oben beschriebenen räumlichen Figur erscheinen kann. 
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Projektive Erzeugung der Kegelsehnitte. Zwei verschiedene Punkte $ı und Ss auf dem Umfang 
eines Kreises sind Träger je eines Strahlenbüschels, dessen Strahlen durch die Vorschrift einander 
zugeordnet werden, daß Original- und Bildstrahlen sich im selben Punkt des Kreisumfangs schnei- 
den, z.B. Si Aı — 8241, Sı4a +*— S2 A2. Nach dem Peripheriewinkelsatz sind dann die Winkel 
über demselben Bogen einander gleich, z.B. (S$ı4ı1, 8ı As) = (83 Aı, S2 As) = « über Aı Aa. Nach 
dem Satz vom Sehnentangentenwinkel bleibt diese Gleichheit der Winkel zwischen zwei vom Träger 





Kongruente Strahlenbüschel erzeugen einen Kreis 


Projektive Geradenbüschel erzeugen eine Ellipse % 


ausgehenden Strahlen erhalten, wenn dem Strahl Sı > $S2 die Tangente in Ss an den Kreis als 
Bild entspricht und wenn die Tangente in $Sı an den Kreis das Original des Strahls Ss — Sı ist. 
Die Strahlen Sı > $2 und 83 — S$ı sind einander nicht zugeordnet, die Strahlenbüschel sind nicht 
in perspektiver Luge. 
Wegen der Winkelgleichheit ist die Abbil- 
dung der beiden Büschel aufeinander 
nicht nur projektiv, sondern sogar kon- 
gruent. Durch eine projektive Abbildung 
der gesamten Figur im Kreis bleibt die 
Kongruenz der Strahlenbüschel nicht er- 
halten, wohl aber ihr projektiver Zusam- 
menhang. Projiziert man den Kreis und 
die beiden Strahlenbüschel von einem 
Punkte Z außerhalb der Ebene des Kreises 
auf eine andere Ebene, so geht der Kreis 
in einen Kegelschnitt über, auf dessen 
Umfang sich entsprechende Strahlen 
schneiden. Jeder Kegelschnitt läßt sich 
danach punktweise als Gesamtheit der 
Schnittpunkte einander entsprechender 
Strahlen zweier Strahlenbüschel konstru- 
ieren, die projektiv, aber nicht perspektiv 
aufeinander bezogen sind. 
In der Abbildung erfolgt die projektive 
Zuordnung der Büschel in $ı und 8a über 
die beiden Punktreihen gı und gs, und 
Kegelschnitt aus fünf Punkten zwar ist das Geradenbüschel mit dem 
Träger $, perspektiv auf die Punktreihe gı 
bezogen, das Geradenbüschel in $S> auf die Punktreihe g.. Die Punktreihe gı wird durch 
ein Parallelstrahlbüschel auf gs perspektiv abgebildet. Die Zusammensetzung der einzelnen Ab- 
bildungen gibt eine projektive Abbildung des Strahlenbüschels in $Sı auf das in Ss. Die Schnitt- 
punkte einander zugeordneter Geraden ergeben die Punkte der Bllipse. 
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Ist ein Kegelschnitt aus fünf gegebenen Punkten S, T, U, V, W zu konstruieren, so wählt man zwei 
der gegebenen Punkte, z.B. S und T', als Träger der beiden Strahlenbüschel, zu denen dann die 
Strahlen SU, SV, SW bzw. TU, TV, TW gehören. Je zwei der drei Punkte U, V, W bestimmen 
eine der Punktreihen gı und g., die durch ein Perspektivitätszentrum Z aufeinander abgebildet 
werden. Sind (UV) =gı und (V/W)=gs die Punktreihen, dann schneiden sich SU und TW im 
Punkt Z. Einem Strahl SXs entspricht, weil die Gerade durch X, und Z die Punktreihe gı in Xı 
schneidet, der Strahl T’X,. Beide Strahlen schneiden sich im Punkt X des Kegelschnitts, in der 
Abbildung einer Hyperbel. 

Auch mit Hilfe projektiver Punktreihen können Kegelschnitte erzeugt werden: Die Verbindungs- 
geraden zweier projektiv aufein- 
ander bezogener Punktreihen um- 
hüllen einen Kegelschniitt, wenn die 
Punktreihen nicht perspektiv lie- 
gen. 

Die Punktreihe gı wird zunächst 
durch ein Parallelstrahlbüschel 
auf die Punktreihe p perspektiv 
abgebildet und p durch ein ande- 
res Parallelstrahlbüschel auf ga». 
Die Zusammensetzung der bei- 
den Perspektivitäten gibt eine 
projektive Abbildung von gı und 
ga. Die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte von gı und 
ga bilden die Umhüllenden (Tan- 
genten) einer Parabel. Im Raum 
dagegen bilden die Verbin- 
dungsgeraden zweier windschiefer 
Punktreihen, die projektiv, aber 
nicht perspektiv aufeinanderbe- 
zogen sind, eine Regelschar. Die 
auf den Geraden der Regelschar 
liegenden Punkte aber stellen 
eine Regelfläche dar, z.B. das 
einschalige Hyperboloid (vgl. 
HauptabschnittAnalytische Geo- 
metrie des Raumes). 

Dualität. Durch Hinzunahme der 9 
uneigentlichen Elemente zu den Ähnliche Punktreihen erzeugen eine Parabel 

Gebilden der euklidischen Geo- 

metrie ergibt sich eine Symmetrie in den grundlegenden Aussagen über Punkte, Geraden und 
Ebenen; z. B. gilt in der projektiven Ebene: 





Zwei verschiedene Punkte liegen auf genau 
einer Geraden. 


Im projektiven Raum dagegen hat man: 





Zwei verschiedene Punkte liegen auf genau 
einer Geraden. 

Ein Punkt und eine nicht durch ihn gehende 
Gerade bestimmen genau eine Ebene. . 





m men gens u einer 


-- 





Der symmetrische Bau dieser Aussagen besteht darin, daß in der projektiven Ebene die beiden 
Sätze ineinander übergehen, wenn die Begriffe Punkt mit Gerade sowie liegt auf mit geht durch 


vertauscht werden. 
Duale Gebilde 





Im projektiven Raum müssen die Begriffe Punkt mit Ebene sowie liegt auf mit geht durch vertauscht 
werden, während der Begriff @erade beibehalten wird. Für liegt auf oder geht durch sagt man 
zusammenfassend auch fällt zusammen mit oder inzidiert. Viele Aussagen der Geometrie und vor 
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allem der projektiven Geometrie sind Aussagen über Inzidenzbeziehungen. Die geometrischen Ge- 
bilde, die sich bei dieser Symmetrie entsprechen, nennt man dual, 


Nach dem ebenen und dem räumlichen Dualitätsprinzip bleiben in der projektiven Geometrie 
Inzidenzaussagen richtig, wenn man die in ihnen vorkommenden Gebilde dureh ihre dualen ersetzt. 


Ein Beispiel zweier dualer Sätze sind die Sätze 
von Pascal und Brianchon (Abb.). 


Satz von Paseal. Im Sehnenseehseck eines Kegel- 
sehnitts liegen die Sehnittpunkte je zweier 
Gegenseiten auf einer Geraden, 


Satz von Brianehon. Im Tangentensechseek 
eines Kegelsehnitts schneiden sieh die Verbin- 
dungsgeraden je zweier Gegeneeken in einem 
Punkte, \ 


Durch eine projektive Abbildung kann erreicht 
werden, daß der Kegelschnitt ein Kreis ist. Mit 
Sätzen über den Kreis und den am Schluß die- 
Satz von Pascal und Satz von Brianchon ses Abschnitts angegebenen Sätzen über Polare 
ergibt sich der Beweis dieser Sätze. 
Im Dreieck DıD:D; sind die Geraden SıS2, 8384 und S,S, Transversalen (Abb.). Es treten 
folgende Teilverhältnisse auf: 























DP_, DS_,DE_, 
= A, __-%4, == r 
ie „ DPA ‚FD 
— Jı r = Ja F m Aa r 
S5Ds P,D, 8: Da 
DiS; 1 781 3 3 A [773 ıP3 Fed 
= sm 2 ’ ——— = 
SD; S3Dı 3L)s 


Nach dem Satz von Menelaos gilt: 
Ay'ia’la’ = Ay Aa As = A I I — A 1 
folglich auch 

dr ha’ ig’ 37 PP 2 3% ar Aa Be 1 


Unter Beachtung des Sekantensatzes 
Dı8ı Dis = DiSs Dis; , 
D3Ss - D3S4 = DsSs - Dass 





Satz von Pascal 


vereinfacht sich dieses Produkt zu 

Ar’ Ag’ A Zur 1 ; 
nach der Umkehrung des Satzes von 
Menelaos ist demnach die Gerade 
durch P,, P, und P, eine Transver- 
sale des Dreiecks D,D,D,. 


Berührt das Tangentensechseck 

Tı TT; TıT,T,den Kreisin den Punk- 
ten Sı, Sa, Ss, S4, Ss, Se, die die Ecken 
eines Sehnensechsecks sind, so sind die 
Ecken T; Pole der Seiten 4, z.B. ist iı 
die Polare von Tı, und 4 die von T% 
(Abb.). Der Schnittpunkt Pı der Pola- 
ren tı und 2, ist dann Pol der Verbin- 
dungsgeraden T, T« = pı. Ebenso ist 


Satz von Brianchon am Kreis 
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Ps Pol von ps = TıT, und P; von ps = T3Tg. Da nach dem Satz von Pascal die Pole Pı, Pa 
und Ps auf einer Geraden liegen, schneiden sich ihre Polaren pı, 92 und ps in einem Punkte B. 
Dieser Brianchonsche Punkt B ist Pol der Pascalschen Geraden b. 

Im Satz von Pascal wird der Kegelschnitt aufgefaßt als Menge von Punkten, als die Gesamtheit 
der Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier Geradenbüschel, die projektiv, aber nicht 
perspektiv zueinander liegen. Im dualen Satz von Brisnchon wird der Kegelschnitt angesehen als 
Gesamtheit der Verbindungsgeraden zweier Punktreihen, die projektiv, aber nicht perspektiv 
zueinander liegen. Diese Geraden sind Tangenten an einen Kegelschnitt als Punktmenge. Den 
6 Ecken des Pascalschen Sechsecks entsprechen 6 Seiten (Tangenten) des Brianchonschen Sechsecks, 
den Scehnittpunkten Pı, Pa, Ps je zweier @egenseiten die Verbinduugsgeraden pı, Ps, Ps je zweier 
Gegenecken und der Pascalschen Geraden (PıPsPs) = b der Brianchonsche Punkt (pıpaps) = B. 


Korrelationen, Durch Kollineationen in der Ebene werden Punkte auf Punkte und Geraden auf 
Geraden abgebildet. Mit Hilfe der Dualität kann der Umfang der projektiven Abbildung erweitert 
werden, indem man duale Gebilde aufeinander abbildet, in der projektiven Ebene mithin Punkte 
auf Geraden und umgekehrt bzw. im projektiven Raum Punkte auf Ebenen und umgekehrt. 


24 





Polarität durch Rechtwinkelzuordnung 


Wenn dabei die Zuordnung umkehrbar eindeutig ist und das Doppelverhältnis erhalten bleibt bzw. 
harmonische Originalelemente in harmonische duale Bildelemente überführt werden, spricht man 
von einer Korrelation. 


Polarität. Anschaulich gelangt man zu einer besonderen Art der Korrelation, zur Polarität (Abb.), 
durch die in einer Ebene E jedem Punkt P, als Pol eine Gerade p: als Polare umkehrbar eindeutig 
zugeordnet wird. Man verbindet z. B. den Punkt P, mit einem außerhalb der Ebene E gelegenen 
Punkt Z und errichtet in Z auf P,Z die senkrechte Ebene Z£,, die E in p; schneidet. Liegen mehrere 
Punkte P, @ = 1,2,3) auf einer Geraden g, so gehören alle Verbindungsgeraden P; Z zu einer 
Ebene 2, auf der die Ebenen Z; senkrecht stehen. Die in Z auf 2 errichtete senkrechte Gerade & 
gehört demnach allen Ebenen 2; an, und ihr Durchstoßpunkt Q@ durch E gehört allen Polaren p: 
an. Die Punktreihe P,; mit dem Träger q wird danach auf das Geradenbüschel p: mit dem Träger Q 
abgebildet. Wie sich zeigen läßt, ist die Abbildung projektiv, d.h. (PıPsP3Pı) = (PıPıP3?ı). 
Nach dieser Konstruktion ist es nicht möglich, daß Pol und Polare aufeinander liegen. 

Polarität mit selbstkonjugierten Elementen. Andere ebene Polaritäten sind dadurch 
charakterisiert, daß es Pole gibt, die auf ihren Polaren liegen. Solche Elemente werden selbstkon- 
jugiert genannt. Auch Polaritäten mit selbstkonjugierten Elementen lassen sich anschaulich er- 
klären mit Hilfe eines außerhalb der Ebene E gelegenen Trägers Z eines Ebenenbündels. Der Träger 
Z soll Spitze eines Kreiskegels sein, der von der Ebene E in einem Kegelschnitt geschnitten wird, 
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in der Abbildung in einer Ellipse. Ist P ein Punkt der Ebene E, dann bestimmt die Gerade 
m = PZ mit der Achse a des Kegels eine Ebene H, die den Kegel in den Mantellinien sı und 83 
und die Ebene E in der Geraden g schneidet. Die Mantellinien sı und 82 haben mit dem Kegelschnitt 
die Punkte Sı und Sz gemeinsam. Eine Ebene B, die senkrecht auf H steht und durch den Träger Z 
geht, schneidet H in der Gera- 
denn und E in der Polaren p des 
Punktes P, wenn die Strahlen m, 
n, 81, 88 harmonisch sind, d.h, 
wenn (mnsı8)=—1=(PQSı$8s), 
wobei @ der Schnittpunkt der 
Polaren p mit der Geraden g ist. 
Nach der entsprechenden Kon- 
struktion läßt sich die Polare q 
des Pols @ bestimmen. Geht p 
durch den Mittelpunkt M der 
Ellipse, so entspricht M als Pol 
die uneigentliche Gerade als Pola- 
re, die zur Ebene H senkrechte 
Ebene B des Trägers Z ist also 
parallel zur Ebene E. Mit P 
nähert sich auch Punkt @ dem 
Kegelschnitt, die Ebene B wird 
zur Tangentialebene an den 
Kegel, d.h., die Punkte $ı und 
Sa haben die durch sie gehenden 
Korrelation mit selbstkonjugierten Elementen Tangenten als Polare. 


Wenn bei einer ebenen bzw. räumliehen Polarität überhaupt selbstkonjugierte Punkte vorhanden 
sind, so bilden diese — die in ihrer Gesamtheit aueh Fundamentalkurve bzw. Fundamentalfläche 
einer Polarität genannt werden - einen Kegelsehnitt bzw. eine Fläche 2, Ordnung. \ 


Polarität mit einem Kegelschnitt als Fundamentalkurve. Da jeder Kegelschnitt als projektives 
Bild eines Kreises aufgefaßt werden darf, genügt es, die Polarität am Kreis abzuleiten und einige 
Beispiele für die auf Kegelschnitte übertragenen Ergebnisse anzugeben. 








Pol P und Polare p eines Kreises 


Ist außer einem Kegelschnitt in der Ebene noch ein Punkt P gegeben, der als Pol bezeichnet wird 
und zunächst nicht auf dem Kegelschnitt liegen soll, so läßt sich für jede Sekante durch den Pol 
ein Punkt Q bestimmen, der zusammen mit dem Pol die Sehne harmonisch teilt. 


Die Polare p des Pols P in bezug auf einen Kegelschnitt ist der geometrische Ori aller Punkte Q, die 
mit dem Pol jede Sehne auf einer Sekante durch den Pol harmonisch.teilen. a 
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Für einen Kreis mit dem Mittelpunkt M läßt sich die Polare p eines Punktes P mit dem vollständigen 
Vierseit konstruieren. Man legt durch den Pol P zwei Sekanten dı und ds, die den Kreis in einem 


Durchmesser Pı Ps und einer Sehne P4P; schneiden. Der Schnittpunkt Ps der Geraden durch Pı 
und P; bzw. durch P; und Pı sowie der Schnittpunkt P, der Geraden durch Pı und P; bzw. durch 
Ps und P,; bestimmen die Polare p = ds, die als Diagonale des vollständigen Vierseits von den 
beiden anderen Diagonalen dı und da in den zu P harmonischen Punkten Q» und Qı geschnitten 
wird. Die Punktbezeichnungen in der Abbildung sind die gleichen, wenn P äußerer, wie für den 
Fall, daß P innerer Punkt des Kreises ist; setzt man Qı = Dı, Q3 = D; und P = D;, so ergibt sich 
die oben gebrachte Abbildung für das voll- 
ständige Vierseit. 

Die Konstruktion läßt sich auch anwenden, 
wenn zwei beliebige Sekanten dı und da ge- 
wählt werden. In dieser Form läßt sie sich 
auf jeden anderen Kegelschnitt übertragen. 
In der Abbildung ist als Beispiel mit der 
gleichen Bezeichnung die Polare p zu einem 
äußeren Punkte P einer Ellipse konstruiert. 


Im Kreis steht die Polare p auf dem Durch- 
messer Pı Pa des Kreises senkrecht. 


Nach dem Satz des Thales sind im Dreieck 
PıP:ıPz die Geraden PıPı und Ps P, Höhen, 
die Ecktransversale P3 Q>, die sich mit diesen 
Höhen in einem Punkte (P,) schneidet, muß 
deshalb auch Höhe sein. 

Ist Pol P äußerer Punkt des Kreises (linke 
Abb. Pol P und Polare p eines Kreises), so 


läßt sich zu jedem Punkte @; der Sehne Bı Bs, 
die der Kreis aus der Polaren p ausschneidet, 
wieder eine Polare g: konstruieren. In jedem 
dieser Punkte Q; schneiden sich zwei Sehnen, 


in Qı z.B. die Sehnen P,P, und BıBa. Der 








zu Q: harmonische Punkt in bezug auf die Pol P und Polare p einer Ellipse 
Sehnenendpunkte ist im ersten Falle stets 
der Pol P, im zweiten Falle ein Punkt @/, für den gilt (BıB2Q:Q.’) = —1. Die Polaren gı der 


Punkte Q; sind Geraden durch den Pol P und durch den Punkt Q,’. Nähert sich Punkt ®: 
dem Sehnenendpunkt Bı, so nähert sich auch Q,’ dem Punkte Bı. Da sich die Schnittpunkte der 
Sekante durch P und Q: dabei ebenfalls dem Punkte Bı nähern, muß im Grenzfall die Polare des 
Sehnenendpunktes Bı Tangente tı an den Kreis sein. 
Für alle Punkte Q;, die im Innern eines Kreises auf einer Polaren liegen, bilden die Polaren qı ein 
Strahlenbüschel mit dem Pol P der Polaren p als Träger, deren Strahlen in dem Winkelraum zwi- 
schen den Tangenten tı und tz liegen, der den Kreis nicht enthält. Im Winkelraum, der den Kreis 
enthält, verlaufen die Polaren gı, deren Pole Q: außerhalb der Sehne Bı Ba liegen. 
Diese Zusammenhänge sind projektiv, gelten mithin tür jeden Kegelschnitt und geben die Mög- 
lichkeit, von einem Punkte P außerhalb eines Kegelschnitts die Tangenten an ihn zu konstruieren; 
ihre Berührungspunkte Bı und B; sind die Schnittpunkte der Polaren p mit dem Kegelschniitt. 
Bei einer Parabel halbiert der Scheitel S den Abschnitt auf der Achse zwischen Brennpunkt F und 
Leitlinie (Lo). Mit dem uneigentlichen Punkt U der Parabelachse bilden diese drei Punkte eine 
harmonische Punktfolge, (u FSU) = —1. 


Die Leitlinie einer Parabel ist Polare des Brennpunktes F der Parabel. 
Für die Ellipse (vgl. Hauptabschnitt Analytische Geometrie der Ebene, numerische Exzentrizität, 
Abb.) gilt LaSa :SaFfa = LaSı :Sı Fa, denn 


oma (talent 
 e=e)see un A :(a +e)=(a+e):(a+ =z:l. 


Unter Berücksichtigung des Vorzeichens (Sıfa = — F3$ı) erhält man (L.Fr838ı) = —1, d.h,, 
die Leitlinie la der Ellipse ist Polare des Brennpunkis F'. 
Entsprechendes läßt sich für die Hyperbel zeigen. 


Jede Leitlinie eines Kegelschnitts ist Polare des benachbarten Brennpunkts. 


Der Pol jeder Geraden durch einen Brennpunkt eines Kegelschnitts liegt demnach auf der (benach- 
barten) Leitlinie, d. h., es gilt der Satz: 
Die Tangenten in den Endpunkten jeder durch einen Brennpunkt eines Kegelschnitts gezogenen 
Sehne schneiden sich auf der dem Brennpunkt benachbarten Leitlinie. N 


DIFFERENTIALGEOMETRIE, KONVEXE KÖRPER, 
INTEGRALGEOMETRIE 


I. Differentialgeometrie .......scu2 2... 586 Riemannsche Geometrie ......2.0.0.. 598 


Kurventheorie im euklidischen Raum 586 % 
Wlächenihebriätm arklilisohen Baum E00 LI... Konvazs Körper-Fen:, te &a Soden 599 
Das Kleinsche Erlanger Programm .. 597 III. Integralgeometrie ......serrcrur 00. 600 


I. Differentialgeometrie 


In der Differentialgeometrie werden die Begriffe und Methoden der Analysis, insbesondere der 
Differentialrechnung und der Theorie der Differentialgleichungen, auf die Untersuchung geome- 
trischer Gebilde angewendet. Die zugrunde liegenden geometrischen Räume oder Mannigfaltigkeiten 
müssen daher, ähnlich wie in der analytischen Geometrie, auf Koordinaten bezogen sein. In diese 
Räume sind andere geometrische Gebilde eingebettet, z. B. allgemeine Kurven oder gekrümmte 
Flächen, die durch genügend oft differenzierbare Gleichungen oder Funktionen charakterisiert werden. 
Zum Verständnis der höheren Teile der Differentialgeometrie muß man die Tensorrechnung 
gründlich beherrschen; ferner sind Kenntnisse aus der Topologie und aus anderen Gebieten der 
Mathematik erforderlich. 


KURVENTHEORIE IM EUKLIDISCHEN RAUM 


Definition einer Kurve. Seien e; (# = 1, 2, 3) drei paarweise zueinander senkrechte Einheitsvektoren, 
die ein orthonormiertes Dreibein des dreidimensionalen euklidischen Raumes Es bilden, und seien 
xı(i = 1,2, 3) die kartesischen Koordinaten bezüglich dieses Dreibeins. Unter einer Parameierdar- 
stellung eines Kurvenstückes versteht man die Angabe der Koordinaten z; der Kurvenpunkte als 
Funktionen eines reellen Parameters t aus einem Segment a st sb: = fit) = 1, 2, 3). 

Diese drei Gleichungen werden meist zu einer Vektorgleichung 


3 
= rl) = Z hl) 
i=1 


zusammengefaßt. Die Funktionen f;(t) sollen genügend oft 
stetig differenzierbar sein; meist genügt es, die Existenz 
und Stetigkeit der ersten drei Ableitungen zu fordern. 
Unter einer Kurve versteht man eine zusammenhängende 
Punktmenge &, bei der es zu jedem Punkt P aus & eine 
Umgebung U gibt, so daß die in U liegenden Punkte von 
®& sich als Kurvenstück darstellen lassen. Den Parameter 
eines Kurvenstückes kann man ziemlich willkürlich wäh- 
len; ist i ein Parameter, so erhält man einen beliebigen 
anderen Parameter t’ durch eine Parametertransformation 
t' = p(t), in der die Funktion p(t) genügend oft stetig 


d 
differenzierbar und ihre Ableitung Er nie Null ist. Es 


kommt nur auf die geometrischen Eigenschaften der 
Kurve an, die von der speziellen Wahl des Parameters 
unabhängig sind, nicht aber auf die mehr zufällige ana- 
lytische Form der Darstellung. Oft kann man das Koor- 
dinsatensystem im euklidischen dreidimensionalen Raum E3 
und den Parameter i£ auf der Kurve & so wählen, daß 
die darstellenden Funktionen möglichst einfach und die 
Rechnungen erleichtert werden. 

Eine Kurve kann auch durch eine implizite Darstellung, 
durch zwei unabhängige Gleichungen der Gestalt 


g(z1, &2, %s) = (0, h(zı, 23, 2) = 0 
gegeben werden, d.h. geometrisch als Schnitt zweier 
ey Flächen g = 0, k= 0. Eine der einfachsten räumlichen 

Schraubenlinie Kurven ist die Schraubenlinie, die man in der Form 
£(t) = afeı 0086 + essint) + bie 
darstellen kann. Der Grat einer Schraube ist eine Schraubenlinie, 2« ist der Durchmesser und 2b 
die Ganghöhe der Schraube (Abb.). 
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Tangenten, Legt man durch zwei Punkte P,, Ps der Kurve & eine Gerade (Sekante) und läßt dann 
Pı und Ps auf 8 gegen einen festen Punkt P, von 8 mit dem Ortsvektor ro = r(to) streben, so 
strebt die Sekante gegen eine Gerade durch Po, die man die Tlangente an & in Po nennt. Die Existenz 
der Tangente ist bei den oben gemachten TRIBEREISEbaPRENteV omas teen] gesichert, wenn 


der Punkt P, regulär, d.h. wenigstens eine der Ableitungen ie # 0 ist; in Vektorschreibweise 


dz (to) 3  dfilto) 
ee a er ie 


Nicht reguläre Punkte heißen singulär, ihre Eigenschaften müssen stets besonders untersucht 


werden. In einem regulären Punkt P, ist ro ein Rich- 
tungsvektor der Tangente im Punkte P.. Für den | 
Ortsvektor 4 der Punkte einer Tangente erhält man — 

durch Einführen des Parameters r(— © <r <>») die en Gleichung der Tangente. 

Die zur Tangente senkrechte Ebene durch P% heißt die Normalebene N von & in Po. Ist 3 der Orts- 
vektor ihrer Punkte und bedeutet a - 5b das Skalarprodukt der Vektoren a und b, so gilt für die Nor- 
malebene N die Gleichung: 


FR 








9) 
Normalebene N im Punkte Po Schmiegebene S im Punkte Po 


Sehmiegebenen, Sei die Kurve £ keine Gerade. Dann werden im allgemeinen auch drei beliebige 
ihrer Punkte Pı, Ps, Ps nicht auf einer Geraden liegen. Je drei derartige Punkte bestimmen daher 
eine Ebene. Läßt man Pı, Ps, Ps auf 8 gegen denselben Punkt P, von & streben, so wird die zu- 
gehörige Ebene im Limes gegen eine Ebene durch P, konvergieren, die die Schmiegebene S von 
® in Po heißt (Abb.). Ihre Existenz ist gesichert, wenn die ersten beiden Ableitungen des Ortsvektors 
3 d? 
£(t) für {= % linear unabhängig sind, d.h., wenn Lo X Lo # v. Dabei ist Io = u = Lu, 
i=1 


a x b bezeichnet das Vektorprodukt der Vektoren a und b. Ist 3 der Ortsvektor der Punkte der 
Schmiegebene $ und soll (a, b, c) das Spatprodukt der Vektoren a, b und c bedeuten, für das bekannt- 
lich (a, b, c) = (a x b)c gilt, so lautet die Gleichung der Schmiegebene $: 








Die Kurve hat mit ihrer Tangente eine uk 2 EEE d. h., bei geeigneter Parameterwahl 
stimmen die ersten Ableitungen von Kurve und Tangente im Berührungspunkt überein. Die 
Schmiegebene kann als eine Ebene definiert werden, die mit der Kurve i im betrachteten Punkt Po 


eine Berührung 2. Ordnung hat, d.h., die ersten beiden Ableitungen Lo, To müssen in ihr liegen. Im 
Falle ro X ro # 0 ist die Schmiegebene eindeutig bestimmt. Sie ist diejenige Ebene, die im Punkte 


P, von £(to) und (to) aufgespannt wird. Die auf Schmiegebene und Normalebene senkrechte Ebene 
heißt die rektifizierende Ebene R im betrachteten Punkt P,. Bezeichnet ; den Ortsvektor ihrer Punkte, 
so erhält man: 
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Normalen. Jede Gerade, die in der Normalebene liegt und durch Po geht, heißt eine Normale von 
& in Pa. Die Normale, die in der Schmiegebene liegt, wird als die Haupinormale von & in Po be- 
zeichnet, diejenige, die in der rektifizierenden Ebene liegt, als die Binormale. Ein Richtungsvektor 


der Hauptnormalen ist (£o x To) x Lo, ein Richtungsvektor der Binormalen ist Lo x da (wenn to X Lo 
# 0). Trägt man in jedem Punkt P der Kurve drei Vektoren t, n, b der Länge 1 in Richtung der 
zugehörigen Tangente, der Hauptnormale bzw. der Binormale von f an, so ergibt sich ein orthonor- 
miertes Dreibein, das man das (im wesentlichen eindeutig bestimmte) begleitende Dreibein der Kurve 
nennt. Die Zuordnung eines begleitenden Dreibeins 
(bzw. n-Beins) hat sich nicht nur in der Kurven- 
theorie, sondern in der Differentialgeometrie über- 
haupt als sehr fruchtbar erwiesen (Abb.). 


Bogenlänge. Die Länge eines Streckenzuges im Es 
wird als Summe der Längen seiner Strecken Ar er- 
klärt. Die in der Differentialgeometrie betrachteten 
Kurven kann man beliebig genau durch Streckenzüge 
annähern. Dabei wird die Länge der approximieren- 
den Streckenzüge 2 Ar gegen einen Grenzwert L 
streben, den man die Länge der Kurve nennt. Für 
ein Kurvenstück 8 mit der Parameterdarstellung 
t=rt),, Ostsa ist Ar=r(t + 4t) — r(t), und 
man kann unter den üblichen Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen beweisen, daß die oben beschrie- 
bene Länge des Kurvenstückes gleich dem Integral 


a 
= fItldı= h E (z())’dt 
0 5 i=1 


ist; Ir| = Y: “r bezeichnet die Länge des Vektors 2. Betrachtet man nur den Teilbogen $. vom 
Punkt mit dem Parameterwert 0 bis zum Punkt mit dem Parameterwert i, so ist die Länge s dieses 
Bogens eine Funktion von Et: 





Begleitendes Dreibein einer Kurve 


u; 
= st) = FIatnlar. 


ds . 
Ist 8 regulär, so folgt z Fi [x(t)| > 0, und man kann s als neuen Parameter einführen, der durch 


seine geometrische Bedeutung ausgezeichnet ist. Dieser Parameter s heißt die Bogenlänge von & 
oder der natürliche Parameter (Abb.). Die 
Ableitung des Ortsvektors nach der Bogen- 
länge ist ein Tangenteneinheitsvektor 





Zur Definition der Bogenlänge Zur Definition der Krümmung 


d2r 
Hieraus folgt r’*r”=0,d.h., r” as E steht auf r’ senkrecht und ist daher ein Richtungsvektor 
der Hauptnormalen, wenn x” # gilt. 


Krümmung. Sei re = r(s), O<s<sL, ein auf die Bogenlänge bezogenes Kurvenstück &. Die 
Tangentialvektoren t(s) und t(s + As) in den Punkten P(s), P(s + As) mit den Parameterwerten 
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s und 8 + As bilden den Winkel A« miteinander. Läßt man nun As gegen Null gehen, so existiert 
der Grenzwert 
4a 
lim = = k(s), 

48>0 a8 


den man die Krümmung von & im Punkte P(s) nennt (Abb.). Für eine Gerade ist stets Ax = 0, d.h., 

auch k(s) ist identisch gleich Null. 

Die Krümmung ist somit ein Maß für die Abweichung der Form der Kurve von einer Geraden. Ist 

s die Bogenlänge von 8, so gilt k(s) = |r”’(s)]. 

Bezeichnet n den geeignet orientierten EinheitsveKtor in Richtung der Hauptnormalen, so gilt 

r’’ = k(s) n. Daher nennt man z”” den Krümmungsvektor. 

Windung. Die Schmiegebene einer ebenen Kurve ist in jedem Punkt gleich der Ebene, in der die 
14 174 


x 
Kurve liegt. Der Binormaleneinheitsvektor 5b = re T einer ebenen Kurve ist demnach 


konstant (und umgekehrt). Die Änderung des Binormalenvektors b, der ja auf der Schmiegebene 
senkrecht steht, ist folglich ein Maß für die Änderung der Schmiegebene oder auch ein Maß für die 
Abweichung der Kurve & von ihrer Projektion auf die Schmiegebene des gerade betrachteten 
Punktes von &. Bezeichnet 4ß den Winkel zwischen den Binormalenvektoren b(s) und b(s + 4s) 
in den Punkten P(s) und P(s + 4s), so existiert im allgemeinen der Grenzwert 

lim. — 
4s>0 48 
der die Windung von 8 im Punkte P(s) heißt. 


Natürliche Gleichungen. Krümmung, Windung und Bogenlänge sind jeder Kurve invariant gegen- 
über euklidischen Bewegungen zugeordnet, d.h., bewegt man eine (z.B. aus Draht geformte) 
Kurve als starren Körper im Raum, so ändern sich Krümmung, Windung und Bogenlänge nicht. 
Außerdem hängen die genannten Größen nicht von der willkürlichen Wahl der Parameterdar- 
stellung r = r(t) ab, sie sind folglich auch invariant gegenüber Parametertransformationen. Diese 
beiden Invarianzeigenschaften folgen unmittelbar aus den oben angegebenen Definitionen. Die 
drei Größen s, k, x hängen durch die beiden Gleichungen 
= ki) 0, x = x(8) 
zusammen, die man die natürlichen Gleichungen der 
Kurve nennt. Das Hauptergebnis der Kurventheorie 
ist wohl der folgende Satz, der aussagt, daß k(s) und 


x(s) ein sogenanntes vollständiges Invariantensystiem 
von R sind: 


=x(s), 


Zu beliebig vorgegebenen, stetigen Funktionen k 
= k(s) > 0 und «= x(s) gibt es eine bis auf eukli- 
dische Bewegungen eindeutig bestimmte Kurve $, so 
daß Ahr (s) die Krümmung und «(s) die Windung von 
R® sind. 





Frenetsehe Formeln. Der Beweis dieses Satzes erfolgt dn 

mit der Methode des begleitenden Dreibeins (Abb.). Zerlegung von Zw im begleitenden Drei- 
Für die Änderung der Vektoren t(s), n(s), b(s) des bei 

begleitenden Dreibeins gelten die Freneischen Formeln rn? 


= 


rege k(s)n(s) 


Ar —— 
ee ee elle 
 Frenetsche Formeln | — — _k(s)t() + (8) b(s) 


de 
a eh 
u — x(s) n(s) 





h d 
Die erste dieser Gleichungen wurde schon bewiesen, denn = = r” ist ja der Krümmungsvektor. 


ds 
Da die n, t, 5 aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren sind, giltn n=b 5b =t't=1 
und n5=nt=bt= 0; nach Differenzieren: bb = (0, rn" =0, !b= —-tPb, nd t= —tn ın’b 


= —b’n. Durch skalare Multiplikation von ’ = st + ßsn +yb und" = nt -+ Pen + yab 
mit geeigneten Vektoren n, t oder b lassen sich die Komponenten «;, ßi, yı ( = 3, 2) bestimmen. 
Man erhält: 

b’bey=0; t=-g = -t!h= —-kıd=0; W’ = Ph. 
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Nach der Definition der Windung folgt |5’| = |ßs| = |x|. Um Übereinstimmung mit x(s) = lim — 
4s>0 
zu erreichen, ist 5’ = —x(s)n zu setzen. Für die zweite Gleichung dagegen: &® = nn = 0; 


a=nt=-//n= —-k)undp=rb= —bn=«l),dh.n = —kt+xb, 
Bei gegebenen Funktionen k(s) > 0, x(s) sind die Frenetschen Formeln ein System linearer Diffe- 
rentialgleichungen zur Bestimmung von t, n, b. Wenn hieraus t(s) gefunden ist, so wird die Kurve 


d 
durch eine Integration aus 5 = t(s) bestimmt; z. B. kann man die Schraubenlinien als die Kurven 


charskterisieren, für die Krümmung und Windung konstant sind. 


FLÄCHENTHEORIE IM EUKLIDISCHEN RAUM 


Definition einer Fläche, Sind die drei Koordinaten x; (? = 1, 2, 3) eines Punktes des Es als Funk- 
tionen von zwei Parametern u, v gegeben, z; = fı(u,v) @ = 1, 2, 3), oder in Vektorschreibweise: 


3 
= trla,v) = 2 fi(w, v) ei, wobei die u, v in einem gewissen Gebiet @ einer Zahlenebene variieren, 


ya 

so nennt man dies eine Parameterdarstellung eines Flächenstücks. 

Eine zusammenhängende Punktmenge % des E; heißt Fläche, wenn es zu jedem Punkt P aus % 
eine Umgebung U gibt, so daß die in U liegenden Punkte von % eine Parameterdarstellung als 
Flächenstück haben. Durch die Angabe der Parameter u, v (mitunter auch Koordinaten auf der 
Fläche genannt) ist die Lage des Punktes auf dem betrachteten Flächenstück eindeutig bestimmt; 
z.B. kann ein Punkt auf der Erdoberfläche durch seine geographischen Koordinaten Länge und 
Breite festgelegt werden. Die Parameter eines Flächenstücks sind wieder in weiten Grenzen will- 
kürlich wählbar; mit u, v sind auch w’, v’ aus dem Gebiet @’ der Zahlenebene Parameter, wenn eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung der Form 


: r du’ au’ 

ne du dw 
mit der Determinante #0 

, r öv’ öv’ 

n.. du dv 


gegeben ist, die Parametertransformation heißt. Die geometrischen Begriffe der Flächentheorie 
müssen invariant gegen euklidische Bewegungen und gegen Parametertransformationen sein. Eine 
Fläche kann auch implizit durch eine Gleichung g(?ı, x2, &3) = 0 gegeben werden. 


Tangentialebenen. Um die Eigenschaften einer Fläche in der Umgebung eines ihrer Punkte P, mit 
den Parametern %», vo zu untersuchen, betrachtet man Kurven, die auf der Fläche liegen und durch 
P, gehen. Eine beliebige derartige Kurve kann man in einer Parameterdarstellung der Gestalt 


x(t) = z(uo + vlt), vo + v(t)) 


vorgeben, wobei u(0) = v(0) = 0 gelte. Ist speziell v=w+1i,v= u, d.h., v(t) = 0 für alle i, 
so erhält man die Koordinatenlinie durch Po, längs der v = v%, konstant ist. Entsprechend ergibt 
u= %, vd = vo + t die andere Koordinatenlinie, längs der u = uo konstant ist. Der Punkt Ps ist 
der Schnittpunkt dieser Koordinatenlinien. Bei geographischen Koordinaten auf der Erdoberfläche 
sind die Meridiane und die Breitenkreise die entsprechenden Koordinatenlinien. 

Als Tangentialvektor einer Kurve durch P, an der Stelle? = 0, d.h. im Punkte Po, ergibt sich durch 
Differentiation der angegebenen Parameterdarstellung 








dr ör du(0) © dv(0) 
dilt=0 u dt dv de ’ 
wobei 2 = ı (wo, ©o) ae = -< (%o, v0) gesetzt wurde. Aus dieser Formel erkennt man: die Vek- 
ou dur 77 0y vu‘ ° ; 


ö ö 
toren == bzw. > sind Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien. Sind diese beiden Vektoren 


linear unabhängig, so liegen alle Tangentialvektoren an Kurven, die auf der Fläche liegen und durch 
Ö ö 

den betrachteten Punkt P, gehen, in der Ebene durch diesen Punkt, die durch Ar und = auf- 

gespannt wird. Diese Ebene heißt die Tangentialebene der Fläche im Punkte Po. Sind a und 5 

Parameter der Punkte der Tangentialebene und ist 5 ihr Ortsvektor, so erhält man als Parameter- 

darstellung der Tangentialebene: 





ö 
- 


| 
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n ö ö 
Diese Formeln haben nur dann einen Sinn, wenn er und ne linear unabhängig sind; Punkte, in 
denen dies der Fall ist, heißen regulär; gilt dies nicht, so heißt der Punkt singulär. Offenbar ist ein 


Punkt P, von f regulär genau dann, wenn 


öro  Öxo 
du 


gilt. Bei geographischen Koordinaten auf der Kugeloberfläche sind z. B. die Pole singulär. Die 
Spitze eines Kreiskegels ist bei jeder Parameterdarstellung singulär, da durch sie keine Tangential- 
ebene an den Kegel existiert. In der Differentialgeometrie 
werden fast ausschließlich reguläre Flächen betrachtet; ein- 

zelne singuläre Punkte müssen stets besonders untersucht f 
werden. 

Die zur Tangentialebene senkrechte Gerade durch P, heißt 
die Normale (Abb.). 





_Normaleneinheitsvektor | f = 
ku i 


Bi 1b x & 





Innere Geometrie, In den Anfängen der Differentialgeome- 
trie betrachtete man die Flächen als Oberflächen starrer 
Körper oder auch als „unendlich dünne“ starre Körper, die 
in den dreidimensionalen euklidischen Raum eingebettet 
sind. Als einen Begründer dieser Richtung kann man viel- m R 
leicht den Geometer Gaspard Mongz (1746-1818) ansehen, 7 “ngentialebene und Flächennormale 
der das erste Lehrbuch der Differentialgeometrie schrieb 

(Application de l’Analyse ü la Geometrie, Paris 1809). Im Zusammenhang mit praktischen 
Fragen der Geodäsie stellte Carl Friedrich GAuss (1777-1855) die Frage, wie man, ausgehend 
von Messungen auf einer Fläche, Schlüsse über ihre räumliche Gestalt ziehen kann. Dieses 
Problem hatte große Bedeutung für die Bestimmung der Gestalt der Erde, die man ursprüng- 
lich als eine Kugel, dann als ein abgeplattetes Rotationsellipsoid ansah und heute als eine nicht 
elementar darstellbare Fläche, als sogenanntes @eoid, erkannt hat. Die Untersuchung dieser Frage- 
stellung führte Gauß zur inneren Geometrie der Flächen; er hat sie in seiner Abhandlung Disquisi- 
tiones generales circa superficies curvas (1827) dargestellt. In diesem Teil der Flächenlehre werden 
die Flächen nicht als starre Körper, sondern als biegsame, aber nicht dehnbare Häute betrachtet. 
Unter einer Verbiegung einer Fläche versteht man eine stetige Deformation der Fläche, bei der die 
Längen aller auf der Fläche liegenden Kurven erhalten bleiben. Etwas allgemeiner nennt man zwei 
Flächen % und %° isometrisch, wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung P’ = g(P) der 
Punkte P von % auf die Punkte P’ von % gibt, so daß Kurven, die bei dieser Zuordnung auseinander 
hervorgehen, gleiche Länge haben. Die Zuordnung 9 heißt dann eine isometrische Abbildung; z.B. 
lassen sich Kegelflächen isometrisch auf Gebiete der Ebene abbilden, wenn man sie längs einer er- 
zeugenden Geraden aufschneidet. Eine Verbiegung einer Fläche $ in eine Fläche % ergibt gleich- 
zeitig eine isometrische Abbildung von % auf %°; jedoch brauchen sich zwei isometrische Flächen 
nicht stetig ineinander verbiegen zu lassen. Die Eigenschaften der Flächen, die sich bei isometrischen 
Abbildungen nicht ändern, können gerade durch Messungen auf der Fläche festgestellt werden; 
sie bilden den Inhalt der inneren Geometrie der Flächen. In diesem Sinne ist die Planimetrie die 
innere Geometrie der Ebene und die sphärische Trigonometrie die innere Geometrie der Kugelober- 
fläche. 


Bogenelement der Fläche. Die innere Geometrie wird völlig durch das Bogenelement der Fläche 
beherrscht. Sei g = r(t) = r(u(t), v(t)), d sis, eine auf der Fläche % liegende Kurve &. Durch 
Differentiation nach ti erhält man den Tangentialvektor 


dr Or du ög dv 
ET du de ' ode 


ds\? ‘ ee 
Nach der Definition der Bogenlänge s(t) der Kurve & gilt (2) = |r|®=r-r. Durch Einsetzen 
der obigen Gleichung für r erhält man 


dse\2 Or dr =) öx ör du dv ör ör (&) 
(5) du du 


di duo di di dv 80 \dt 
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Führt man nach Gauß die Bezeichnungen 


ör 0x F dx 0r öx Or 
at ENTE a 


ein und schreibt statt der Ableitungen nach i nur die Differentiale, so erhält man das Bogenelement 
oder die erste Grundform der Fläche in der Gestalt 


E(u, v) = 








2 = E(u,v) du? + 2Flu,v)dudv + @u,v)dvr 


Die Länge L der Kurve & wird durch das Bogenelement folgendermaßen ausgedrückt: 


du dv 
a Ju - [VE \+ergntelg) 


bei der Integration sind natürlich in FA Argumenten u, v von E, F, @ die Gleichungen u = uft), 

v = v(t) von R einzusetzen. 

Mit Hilfe der Grundform kann man nicht nur die Bogenlänge berechnen, sondern überhaupt alle 

die Größen definieren und bestimmen, die durch Messungen auf der Fläche ermittelt werden 

können; z.B. werden der Winkel zwischen zwei Kurven, 

(urAu,v#Av) die auf der Fläche % liegen und sich in einem Punkt Po 
B von % treffen, und der Flächeninhalt einer auf % liegen- 

den Punktmenge auf diese Weise definiert. 

Für den Flächeninhalt O(U) eines auf der Fläche 5% lie- 

genden Gebietes U gilt 


O(U) = (VE@ - Frdude. 


Der Integrand dO = EG - F?dudv heißt das Ober- 
flächenelement von % und läßt sich anschaulich als der 
Flächeninhalt einer unendlich kleinen Masche aus Koor- 
dinatenlinien deuten (Abb.); YE@ -—- F? Au Av ist der 
ö ö 
29% 4 Flächeninhalt des von den Vektoren = Au und ai Av 
du u ' ou Öv 
aufgespannten Parallelogramms. Bei der Berechnung von 
Zur Definition des Oberflächenelementes OU) ist die Integration über alle die Parameter u, v zu 
erstrecken, für die x(v, v) in U liegt. 


Das Bogenelement bestimmt die innere Geometrie der Flächen völlig: Zwei Flächen 5% und %° sind 
genau dann isometrisch, wenn es gelingt, Parameterdarstellungen für sie zu finden, bei denen 
ihre Bogenelemente übereinstimmen. 


Geodätische. Gibt es unter allen Kurven, die auf der Fläche % verlaufen und zwei ihrer Punkte Pı 
und Pa verbinden, eine kleinster Länge, so heißt sie eine Kürzeste. Die Bestimmung der Kürzesten 
einer Fläche ist eines der ältesten Probleme der Differentialgeometrie und der Variationsrechnung. 
In der Ebene gibt es zu je zwei Punkten eine und nur eine Kürzeste, die sie verbindet, nämlich die 
durch die Punkte bestimmte Strecke. Auf einer Fläche kann es jedoch Punkte geben, die nicht durch 
eine Kürzeste verbunden werden können. Andererseits kann es vorkommen, daß zu zwei Punkten 
mehrere, sogar unendlich viele, sie verbindende Kürzeste existieren; z. B. sind für zwei diametral 
gegenüberliegende Punkte einer Kugeloberfläche alle halben Großkreise (Meridiane) durch diese 
Punkte Kürzeste. Es gilt jedoch: 


Ist U eine genügend kleine Umgebung des Punktes Pı auf der Fläche und ist Ps ein weiterer Punkt 
aus U, so gibt es eine Kürzeste zwischen Pı und P:;. 


Eine Kurve 8, die auf der Fläche % liegt, heißt eine Geodätische, wenn sie zwischen je zwei auf ihr 
liegenden Punkten, die genügend benachbart sind, eine Kürzeste ist. Auf der Kugeloberfläche sind 
die Großkreise zwar Geodätische, jedoch offenbar keine Kürzesten; durch zwei seiner Punkte wird 
ein Großkreis in zwei Kreisbögen zerlegt, die im allgemeinen verschiedene Länge haben, so daß nur 
der kleinere eine Kürzeste ist. Ein Großkreisbogen, dessen Länge größer als zR ist (R ist der 
Radius der Kugel), ist danach nie eine Kürzeste, wohl aber eine Geodätische. Die Differential- 
gleichung der Geodätischen einer beliebigen Fläche ist eine Gleichung zweiter Ordnung, die nur 
von der I. Grundform abhängt. 


Dureh jeden Punkt einer regulären Fläche geht in jeder Richtung genau eine Geodätische, Zwei 
Punkte einer vollständigen (anschaulich: „randlosen‘“) Fläche lassen sieh stets durch eine Kür- 
zeste, d.h, auch durch eine Geodätische, verbinden. 





(uv#Av) 
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Parallelverschiebung. Auch der Begriff der Parallelverschiebung läßt sich auf eine beliebige krumme 
Fläche übertragen. Bildet im Punkt P, einer Geodätischen g ein Tangentialvektor ao = a(Pı) an 
die Fläche % mit dem Tangentialvektor to = t(P.) der Geodätischen den Winkel «, so erhält man 
im Punkt P der Geodätischen den zu a(Po) längs g parallelen Vektor a(P), indem man in der Tan- 
gentialebene von P den Vektor a der Länge |ao| konstruiert, der mit dem Tangentialvektor 
t=t(P) von g denselben Winkel « bildet. Aus dieser Definition folgt, daß Tangentialvektoren 
konstanter Länge einer Geodätischen (ebenso wie bei einer Geraden) längs ihr parallel verschoben 
werden; für sie ist « = 0. Wird diese Definition auch auf Kurvenzüge angewendet, deren Glieder 
aus Geodätischen bestehen, und denkt man sich eine beliebige auf % liegende Kurve durch derartige 
Geodätischenzüge approximiert, so ergibt sich eine anschauliche Vorstellung von der Parallelver- 
schiebung eines Tangentialvektors längs einer beliebigen Kurve der Fläche. Der wichtigste 
Unterschied zwischen der Parallelverschiebung auf einer krummen Fläche und der in affinen 
(oder euklidischen) Räumen ist, daß die Parallelverschiebung im ersten Fall von der Kurve abhängt, 
längs der sie erfolgt. Verschiebt man einen Vektor längs eines geschlossenen Weges auf einer Fläche 
parallel, so wird er im allgemeinen nicht in seine Anfangslage zurückkehren (Abb.). In der Ab- 
bildung beträgt der Winkel 90° zwischen dem um das sphärische Dreieck mit drei rechten Winkeln 
verschobenen Vektor as und dem ursprünglichen Vektor ao. 


Parallelverschiebung 
längs eines sphärischen 
Dreiecks 


Normalkrümmung und 
geodätische Krümmung 





Krümmung einer Fläche. Um die Krümmungsverhältnisse in der Umgebung eines Punktes P, von 
% zu untersuchen, betrachtet man die Krümmung von Kurven, die auf % liegen und durch P, gehen 
(Abb.). Ist ro” der Krümmungsvektor einer Kurve & im Punkte P,, so projiziert man ihn auf die 
Flächennormale und erhält x0” = ka fo + Io, dabei ist Io fo = 0, fo also Tangentialvektor; der 
Krümmungsvektor xo’’ der Kurve wird in seine tangentiale Komponente f, und in die dazu senk- 
rechte normale Komponente k, fo zerlegt. Die Länge k„. der Projektion auf die Normale, versehen 
mit dem entsprechenden Vorzeichen, heißt die Normalkrümmung der Kurve & in Po. Die Länge 
k, = |to| von fo heißt geodätische Krümmung. Wie unmittelbar aus der Zerlegung des Krümmungs- 
vektors ro’ in die Normalkomponente k, fo und die Tangentialkomponente % folgt, besteht zwischen 
der (vollen) Krümmung k(s) = |r”(s)|, der Normalkrümmung kn = r”’(s) : fo und der geodätischen 
Krümmung &, = |fo| die Beziehung k? = kn? + k,?. Die geodätische Krümmung ist invariant 
gegen Verbiegungen, also ein Begriff der inneren Geometrie, während die Normalkrümmung von 
der Einbettung der Fläche in den Raum abhängt; in einer Ebene z.B. ist die Normalkrümmung 
jeder Kurve offenbar gleich Null. Verbiegt man nun einen Streifen der Ebene in ein Stück eines 
Kreiszylinders vom Radius r, so hat jeder der erzeugenden Kreise des Zylinders die Normalkrüm- 
1 
mung —. 
Die Normalkrümmung wird durch die zweite Grundform der Flächentheorie gegeben; ist u = u(8), 


. E 
Wise N nn 
Zweite Grundform der 


(Ei u 





wobei zur Abkürzung ö°r . ö2r a: 2x 
zer Ar IT zn 


gesetzt wurde. Hieraus folgt, daß die Normalkrümmung nur von der Richtung der Kurve im Punkte 
P. abhängt. 


Alle Kurven auf %, die in P, dieselbe Tangente haben, haben dort aueh dieselbe Normalkrümmung. 
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Eine genauere Untersuchung der Normalkrümmung führt jetzt zu einer Klassifikation der Flächen- 
punkte. Sind zunächst einmal für P, alle Größen D, D’, D’’ gleich Null, wie das für jeden Punkt 
einer Ebene der Fall ist, so heißt P, ein Flachpunkt. Ist dies nicht der Fall, so unterscheidet man 
weiter drei Typen von Punkten. 


Hat die @außsche Krümmung der Fläche im 

Punkte P mit den Koordinaten (u, v) einen 

Wert K(P) > 0, so heißt der Punkt P ellip- 

tisch, ist K(P) < 0, so heißt P hyperbolisch, und 

ist K(P) = 0, so heißt P parabolisch. Diese zu- 

nächst rein formale Einteilung hat enge Beziehungen zur Gestalt der Fläche. Auf einem Fahrrad- 

schlauch (Torus) z. B. sind die auf der Felge aufliegenden Punkte hyperbolisch und die nach außen 

liegenden Punkte elliptisch; diese beiden Punktmen- 

gen werden durch zwei Kreise voneinander getrennt, 

die aus parabolischen Punkten bestehen. Ein Ellipsoid 

Zeh hat nur elliptische, ein hyperbolisches Paraboloid 

K>o,elliptisch (Sattelfläche) nur hyperbolische und ein Kreiszylin- 
der nur parabolische Punkte (Abb.). 


_ : Theorema egregium. Die erste und die zweite Grund- 
a form sind der Fläche bewegungsinvariant zugeordnet, 
d.h., bewegt man die Fläche im Raum wie einen 

starren Körper (ohne Änderung ihrer Gestalt), so 
K<o,hyperbolisch ändern sich diese Grundformen nicht. Wenn man die 
Fläche verbiegt, d.h. isometrisch deformiert, so bleibt 









Pe 


Ph 





Klassifikation der Punkte einer Rota- Elliptischer (P.), parabolischer (P,) und hyperbolischer (Pr) 
tionsfläche (Glocke) Punkt 


die erste Grundform erhalten, während sich die zweite Grundform, die ja die Normalkrümmung 
bestimmt, verändert. Die erste Grundform ist biegungsinvariant. 

Von der Gaußschen Krümmung konnte GAUss zeigen, daß sie nicht nur invariant gegen Bewegungen 
und Parametertransformationen ist, sondern auch gegenüber Verbiegungen. Er nannte dieses 
nicht ohne weiteres zu vermutende Ergebnis Theorema egregium (hervorragender Satz). 


Theorema egregium. Die Gaußsehe Krümmung K bleibt bei isometrischen Abbildungen invariant, 
Zum Beweis des Satzes leitet man für K eine Formel her, in der nur die Koeffizienten der ersten 


Grundform und deren Ableitungen auftreten. Da diese biegungsinvariant sind, muß K auch bie- 


gungsinvariant sein. Durch geeignete Wahl der Parameter u, v läßt sich stets erreichen, daß die 
or © 
Koordinatenlinien auf der Fläche sich senkrecht schneiden, d.h., daß nn = F=0 gilt. Setzt 


man dies voraus, so findet das Theorema egregium seinen Ausdruck in der Formel 


„Due ee a! 
20 yaa|du yo du ur‘ ve || ' 


Hieraus folgt z. B., daß eine Kugel vom Radius r, für die die Gaußsche Krümmung in jedem Punkt 





1 
gleich = ist, nicht isometrisch auf eine Ebene abgebildet werden kann, für die jaX = 0 gilt. Man 


kann deshalb keine streng längentreuen Landkarten von Teilen der Erdoberfläche entwerfen; nur 
wenn man sich auf genügend kleine Gebiete beschränkt, gelingt eine angenähert maßstabgerechte 
Darstellung. 


Bestimmung der Fläche aus den Grundformen. Das Theorema egregium hängt unmittelbar mit 
der folgenden Fragestellung zusammen: Gegeben seien zwei quadratische Formen 


pr =E®2+2FEn+G9%,9a=D&#+2D En + D’n, 


deren Koeffizienten Funktionen der zwei Variablen «, v sind; ferner sei yı positiv definit. Gibt 
es dann immer eine Fläche $, für die 9ı die erste und a2 die zweite Grundform ist ? 
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Dieses Problem ist analog dem der Bestimmung einer Kurve bei gegebener Krümmung und Win- 
dung. Im Unterschied zu diesem einfacheren Problem, bei denı Krümmung und Windung unab- 
hängig voneinander vorgegeben werden können, zeigt sich im Falle der Flächen, daß die beiden 
Grundformen nicht unabhängig voneinander wählbar sind; ihre Koeffizienten sind vielmehr durch 
drei Beziehungen, die sogenannten Integrabilitätsbedingungen, miteinander verknüpft, die auf jeder 
Fläche gelten. Eine dieser Beziehungen ist die im vorigen Abschnitt angegebene, das Theorema 
egregium ausdrückende Gleichung (unter der Voraussetzung F = 0); die beiden anderen Integrabili- 
tätsbedingungen heißen die Formeln von Mainardi-Codazzi. Werden diese drei Bedingungen von 
den Formen gı, ya erfüllt, so gibt es zumindest für genügend kleine Gebiete U der Variablen u, v 
stets ein Flächenstück, das 9ı und ya als Grundformen hat; zwei verschiedene derartige, auf U 
definierte Flächenstücke sind kongruent. 


Der Satz von Gauß-Bonnet. Integriert man die mit dem Oberflächenelement dO multiplizierte 
Gaußsche Krümmung K über ein Gebiet U der Fläche %, so erhält man die sogenannte Integral- 
krümmung K(U) dieses Gebietes 


K(D) = [/ Kd0 - SSK-VE@G- Frdud,, 


die natürlich auch biegungsinvariant ist. 

Eine anschauliche Deutung der Integralkrümmung und damit auch der Gaußschen Krümmung 
ergibt sich durch die Untersuchung des sphärischen Bildes eines Gebietes U der Fläche %. Dieses 
sphärische Bild erhält man, wenn man die Normaleneinheitsvektoren f von Punkten P des Gebietes 
U der Fläche von einem festen Punkt, etwa dem Koordinatenursprung O aus abträgt. Die Spitzen 
dieser Vektoren beschreiben dann einen Bereich V auf der Einheitssphäre, der gerade das sphärische 
Bild des Gebietes U von $ ist. Der Flächeninhalt des sphärischen Bildes ist dann (bis auf das Vor- 
zeichen) gleich der Integralkrümmung des Gebietes U von %. Es ist anschaulich klar, daß dieser 





Flächeninhalt größer wird, wenn sich die Fläche $ stärker krümmt. 
Wird das Gebiet U von einer einfachen, geschlossenen Kurve & berandet, so läßt sich die Integral- 
krümmung K(U) als ein Kurvenintegral 

über die Kurve $£ ausdrücken. Es gilt der | ee 
Satz von Gauß-Bonnet, in dem k, die geo- IB} IT $ en ze 
dätische Krümmung und s die Bogenlänge 8 

von & bedeuten. 

Ein besonders interessantes Resultat erhält man durch Anwendung dieses Satzes auf geschlossene 
Flächen. Unter einer geschlossenen Fläche kann man sich anschaulich die Oberfläche eines endlichen, 
glatten Körpers vorstellen, der von p Löchern durchbohrt ist; die Zahl p heißt das Geschlecht der 
Fläche; Beispiele geschlossener Flächen sind die Sphäre (p = 0), der Torus (p = 1), die „Brezel‘ 
(p = 2) (Abb.). 


Die Integralkrümmung einer geschlossenen Fläche 5 vom Geschlecht p hängt nieht von der 
Gestalt der Fläche ab und ist gleieh 


EURO Arie). 


Dieses Resultat ist von großer Wichtigkeit, weil 
es gestattet, topologische Eigenschaften der Fläche, 
in diesem Fall ihr Geschlecht p, die sogar bei be- 
liebigen stetigen Deformationen invariant bleiben, 
durch differentialgeometrische Größen (hier die 
Integralkrümmung) auszudrücken. Seine Verall- 
gemeinerungen und ähnliche Fragestellungen 
führten in den letzten Jahrzehnten zur Entwick- 
lung eines der interessantesten und schwierigsten 
Gebiete der modernen Geometrie, in dem die Zu- 
sammenhänge zwischen differentialgeometrischen 
und topologischen Eigenschaften geometrischer 
Gebilde auch in höheren Dimensionen untersucht 


werden. p=2[/(Brezel) 


Rotationsfläehen, Unter einer Rotationsfläche ver- Flächen verschiedenen Geschlechts 

steht man eine Fläche, die durch Rotation einer 

ebenen Kurve um eine Achse entsteht, die in der Ebene der Kurve liegt. Derartige rotationssymme- 
trische Flächen kommen in der Praxis häufig vor. Um eine Parameterdarstellung einer Rotations- 
tläche zu erhalten, denkt man sich die Rotationsachse in die es-Achse eines räumlichen, rechtwink- 
ligen Koordinatensystems gelegt (Abb.). In der zu ihr senkrechten eı-e2-Ebene ist der Einheits- 
vektor e(v) definiert durch 





e(v) = Co8v eı + sind &a, 


38* 
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für seine Ableitung erhält man 


de d n 
e*v) = da pluven +c808 = e(#+3). 


Man erkennt sofort, daß e(v), e*(v), es für alle Werte von v ein rechtsorientiertes, orthonormiertes 
Dreibein bilden. Eine Ebene #(v), die durch den Koordinatenursprung geht und von e(v) und es 
aufgespannt wird, dreht sich um die es-Achse, wenn 
1 ö v variiert. Jede in H(v) fixierte Kurve r(u) = £(u) e 
Breitenkreis + n(u) es, für die u die Bogenlänge ist, für die also 
drd 
En m = 1 gilt, erzeugt eine Rotationsfläche, wenn 
sich die Ebene H(v) um die es-Achse dreht. Somit 
ergibt sich eine Parameterdarstellung der von r() 
erzeugten Rotationsfläche in der Form 


z(u, v%) = &(u) e(v) + n(u) es. 


Die Flächenparameter sind u, v. Als Koordinaten- 
linien erhält man die Meridiane, das sind die erzeu- 
genden Kurven r (uw, vo), v0 = const, und die Breiten- 
kreise x(üo, dv), u = const, das sind die Schnittkreise 
der Fläche mit Ebenen, die auf der Rotationsachse 
senkrecht stehen. Um die singulären Punkte der 
Fläche aufzufinden - die erzeugende Kurve sei als 
regulär vorausgesetzt -, berechnet man 


ör 
ou 





Meridian 


72 
ö 
xu=l@etne) xser=&(-"e+Ete), 





ale wobei die Striche die Ableitungen nach der Bogen- 


länge u der erzeugenden Kurve bedeuten. Der 
Vektor n = —n’e-+ ’es ist Normaleneinheitsvek- 
tor dieser Kurve und gleichzeitig Normalenvektor 
der Fläche. Ein Punkt der Fläche ist singulär genau dann, wenn &= 0 ist, d. h., wenn der 
Punkt auf der Rotationsachse liegt. Für die Koeffizienten der ersten Grundform berechnet man 


Zur Definition einer Rotationsfläche 


0:0 ör 2° 
unmittelbar E = u I = |r|? = 1, da uw die Bogenlänge auf den Meridianen ist, F = = . = 
or ° 
= 0 (Meridiane und Breitenkreise schneiden sich orthogonal), und schließlich @ = Er . = = &:(u); 


die erste Grundform hat somit die Gestalt: 
ds? = du? + £&2(u) dv, 


Zur Berechnung der zweiten Grundform braucht man die zweiten Ableitungen der Parameterdar- 
stellung 


Die Größe k, heißt die relative Krümmung des Meridians. Offenbar gilt |k-| = Yr’ x’, dann = 1 
ist, d. h., der Betrag von k- ist gleich der Krümmung der erzeugenden Kurve; k; ist positiv, wenn 
sich die Kurve in Richtung des Normalenvektors n = fkrümmt, negativ, wenn sie sich in entgegen- 
gesetzter Richtung krümmt, in der Abbildung ist k- < 0. Durch skalare Multiplikation mit dem 
Normalenvektor folgt 

D=k,(u), D’=0,D” = Ey, 


so daß die zweite Grundform die folgende Gestalt annimmt 
_r (=) , ( 2) 
= krtu) (2;) + EWw(S;) - 


Hieraus berechnet man leicht die Normalkrümmung der Meridiane und der Breitenkreise. Für 
einen Meridian gilt v=%, dv= 0 und du= ds nach der ersten Grundform. Hieraus folgt 
kn(Mer.) = kr; die Normalkrümmung eines Meridians ist gleich seiner relativen Krümmung. Für 
einen Breitenkreis gilt u = u, du = 0, d.h., ds? = £2 dv? nach der ersten Grundform. Somit folgt 


ö 
kn (Br.) = = Diese Formel kann man leicht geometrisch deuten. Da nämlich x’ = er ein Einheits- 
vektor ist, gilt! = !e-+ mes = cospe + sing es, wobei p der Winkel ist, den x’ mit dem Vektor e 
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[4 
1 

einschließt. Aus der Abbildung liest man unmittelbar = = sing = n’ ab, so daß = == gleich dem 
reziproken Wert der Länge a des Normalenabschnittes PD vom Punkt P der Fläche bis zur Rota- 
tionsachse ist. Man kann zeigen, daß die berechneten Werte gerade Maximum und Minimum der 
Normalkrümmungen beliebiger Kurven durch den betrachteten Punkt P der Fläche sind. Die 
Extremwerte der Normalkrümmung heißen die Hauptkrümmungen der Fläche in dem betrachteten 
Punkt. Linien, die in jedem Punkt eine Hauptkrüm- 
mung als Normalkrümmung haben, heißen Krümmungs- 
linien. Im allgemeinen gehen durch jeden regulären 
Punkt einer Fläche zwei einander senkrecht schnei- 
dende Krümmungslinien; im Fall der Rotationsflächen 
sind dies gerade die Meridiane und die Breitenkreise. 
Für die Gaußsche Krümmung erhält man sofort 


DD’ -D’r kEn’ 1 
E=- Fon a rk 
Die Gaußsehe Krümmung ist das Produkt der Haupt- 
krümmungen, N; 


Hieraus liest man ab, daß für eine Rotationsfläche 
K < 0 ist, wenn sich die Kurve zur Achse hin wölbt 
(k,<0), und daß K> 0 gilt, wenn sie sich nach 
außen wölbt (k, > 0) (Abb. Klassifikation der Punkte 





einer Rotationsfläche, 8. 594). a nv) ; 
Der angeführte Satz, der hier nur für Rotationsflächen 
bewiesen wurde, gilt auch für beliebige Flächen. Krümmung einer Rotationsfläche 
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Nach Felix Kırın (1849-1925) sind die verschiedenen Geometrien als Invariantentheorien der zu- 
gehörigen Transformationsgruppen aufzufassen. So ist die gerade betrachtete euklidische Differential- 
geometrie — als Teilgebiet der euklidischen Geometrie -— die Theorie der Invarianten krummer 
Flächen und Kurven gegenüber der Gruppe der euklidischen Bewegungen (oder Transformationen), 
die man sich als Bewegungen starrer Körper vorstellen kann. In ähnlicher Weise ist die affine 
Geometrie die Theorie der Invarianten bezüglich der affinen Transformationen (Parallelprojektionen), 
und die projektive Geometrie untersucht die Eigenschaften, die bei allgemeinen Projektionen (Zen- 
tralprojektionen) invariant bleiben. Die Zuordnung der Schmiegebenen zu den Punkten einer Kurve 
ist z. B. nicht nur euklidisch invariant, sondern projektiv, während die Zuordnung von Bogenlänge, 
Krümmung und Windung nur euklidisch und nicht mehr affin invariant ist. Ein Kreis, für den die 
Krümmung konstant ist, kann ja durch eine affine Transformation in eine beliebige Ellipse über- 
gehen, für die die Krümmung nicht mehr konstant ist. 

Zu jedem geometrischen Raum, der eine Liesche Transformationsgruppe besitzt, gehört als Teil- 
gebiet der Geometrie dieses Raumes auch eine entsprechende Differentialgeometrie. Heute haben 
sich neben der euklidischen Differentialgeometrie auch schon die affine, projektive, elliptische, 
hyperbolische Differentialgeometrie u. a. entwickelt. Die Eigenschaften, die gegenüber einer Gruppe & 
von Transformationen invariant sind, sind natürlich erst recht gegenüber jeder in & enthaltenen 
engeren Gruppe invariant; z. B. zeigt es sich, daß die Einteilung der Punkte einer Fläche in ellip- 
tische, hyperbolische und parabolische nicht nur euklidisch, sondern auch affin und sogar projektiv 
invariant ist. 

In der Differentialgeometrie kommt nun noch hinzu, daß die interessierenden Eigenschaften inva- 
riant gegenüber den differenzierbaren Parametertransformationen sein müssen. Ganz allgemein 
kann man auch nach den Eigenschaften von geometrischen Gebilden fragen, die bei beliebigen 
genügend oft differenzierbaren Abbildungen des Raumes auf sich invariant bleiben. Die Eigen- 
schaft, eine Gerade oder eine Ebene zu sein, ist zwar noch bei projektiven Abbildungen invariant, 
durch eine geeignete differenzierbare Abbildung kann eine Ebene jedoch in eine recht willkürlich 
gebogene Fläche übergehen. Invariant gegenüber genügend oft differenzierbaren Abbildungen sind 
z.B. die Berührungsordnungen von Kurven oder Flächen. Auch die @eometrie der Waben oder 
Gewebe ist gegenüber diesen Abbildungen invariant. Die Frage nach den gegenüber differenzier- 
baren Abbildungen invarianten Eigenschaften erwies sich als sehr fruchtbar, obwohl die Menge 
dieser Abbildungen im allgemeinen keine Gruppe mehr bildet. 

Diese Betrachtungen führen dazu, auch differentialgeometrische Eigenschaften nach den Prin- 
zipien des Kleinschen Erlanger Programms zu klassifizieren. Man kann z.B. alle zweimal stetig 
differenzierbaren, umkehrbar eindeutigen Abbildungen von Flächen des Es auf Flächen des Es 
betrachten. Die innere Geometrie wurde oben gerade als die Theorie der Eigenschaften der Flächen 
definiert, die gegenüber den isometrischen Abbildungen invariant bleiben. Die Menge der isome- 


trischen Abbildungen ist hier eine echte Teilmenge der Menge der differenzierbaren Abbildungen 
von Flächen aufeinander. 
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Man nennt eine Abbildung konform, wenn die Winkel zwischen einander entsprechenden Kurven 
invariant bleiben; z. B. ist die stereographische Projektion der Kugeloberfläche auf die Ebene eine 
konforme Abbildung. Jede isometrische Abbildung ist konform, aber nicht umgekehrt. Die Eigen- 
schaften, die gegenüber konformen Abbildungen invariant bleiben, bilden den Gegenstand einer 
konformen Geometrie der Flächen. Ähnlich kann man inhaltstreue u.a. Klassen von Abbildungen 
und die zugehörigen Geometrien betrachten. 


RIEMANNSCHE GEOMETRIE 


Mannigfaltigkeiten. Alle in der Differentialgeometrie untersuchten geometrischen Gebilde werden 
als Punktmengen aufgefaßt, die auf Parameter oder Koordinaten bezogen sind. Als Dimension 
eines Gebildes bezeichnet man die Anzahl Koordinaten, die notwendig ist, um einen seiner Punkte 
zu fixieren. So ist eine Kurve eindimensional; denn ihre Punkte werden durch Angabe ihres Para- 
meterwertes t charakterisiert. Entsprechend ist eine Fläche zweidimensional und der Raum unserer 
Anschauung dreidimensional. In den physikalischen und technischen Anwendungen kommen jedoch 
auch höherdimensionale Räume vor. Will man z. B. den Weg eines Flugzeugs beschreiben, d.h. 
nieht nur die Flugroute, sondern den zeitlichen Verlauf des Fluges, so muß man zu jedem Zeit- 
punkt ? die geographische Länge u, die Breite v und die Höhe h des Flugzeugs kennen. Man erhält 
dann eine Kurve im vierdimensionalen Raum der Variablen i,u,v,k. Will man den Flug noch genauer 
verfolgen, so wird man außerdem noch die Komponenten der momentanen Geschwindigkeit 
. de “ dv ; dh 
“alt 
der Variablen i, u, v,h,u, v, h. Betrachtet man nun N Flugzeuge gleichzeitig, so wird man neben 


der Zeit von jedem Flugzeug die 6 Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten u;, vı, hi, ur, vi. hı 
(= 1,...,N) angeben müssen, um das ‚System‘, hier die Gesamtheit der N Flugzeuge, zu 
beschreiben; man erhält danach einen (6N + l)-dimensionalen Raum, In der statistischen Mechae- 
nik stellt man sich ein ideales Gas als ein System von N Molekülen vor, die sich unabhängig von- 
einander (ähnlich wie unsere Flugzeuge) im Raum bewegen; zur Beschreibung des Gases sind 
wieder 6N + 1 Koordinaten notwendig. Dabei ist N sehr groß, von der Größenordnung der 
Loschmidtschen Zahl: N = 6,02 - 10%, Alle diese Beispiele haben eins gemeinsam: Jeder der an- 
geführten Räume ist eine Punktmenge, deren Punkte auf n-Tupel (zı, .. ., &n) reeller Zahlen, die 
Koordinaten des Punktes, umkehrbar eindeutig abgebildet sind. Eine solche Punktmenge heißt eine 
n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. 

Die Koordinaten können wieder — wie schon die Parameter einer Kurve oder Fläche - umkehrbaren, 
genügend oft differenzierbaren Koordinatentransformationen unterworfen werden. Nur die Eigen- 
schaften haben geometrische Bedeutung, die von der Wahl des Koordinatensystems nicht abhängen. 
Da die reellen Zahlen ein mathematisches Bild unserer anschaulichen geometrischen Vorstellung 
vom Kontinuum (Zahlengerade)sind, istes nicht verwunderlich, daß man schon in einer differenzier- 
baren Mannigfaltigkeit inhaltsreiche geometrische Betrachtungen anstellen kann; z.B. können 
der Begriff des Tangentialvektors und der des Tangentialraumes eingeführt und eine Theorie der 
Berührungen von Teilmannigfaltigkeiten (Kurven, Flächen, m-dimensionalen Teilmannigfaltig- 
keiten der betrachteten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit) entwickelt werden. Auf dieser Grund- 
lage läßt sich dann eine geometrische Theorie der partiellen Differentialgleichungen aufbauen. Auch eine 
geometrische Theorie der Variationsrechnung, die Finslersche Geometrie, ist geschaffen worden. 


hinzunehmen und erhält eine Kurve in dem siebendimensionalen Raum 


Riemannsche Geometrie. Wenn auch schon für differenzierbare Mannigfaltigkeiten eine Geometrie 
entwickelt werden kann, so ist diese jedoch im Vergleich zur euklidischen Geometrie recht dürftig, 
da Begriffe wie Länge, Winkel, Flächeninhalt, Parallelverschiebung, Krümmung völlig fehlen. 
Bereits im Jahre 1854 entwickelte Bernhard RIEMANN (1826-1866) in seinem Habilitationsvortrag 
„Über die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen‘ die Grundideen einer Geometrie, die 
erst viel später ihre wichtigste physikalische Anwendung als mathematische Grundlage der all- 
gemeinen Relativitätstheorie Einsteins fand. Einen Riemannschen Raum nennt man eine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit, in der eine quadratische Differentialform als Bogenelement gegeben ist: 


n 
ds? ik Hl a2 un: n) dzı dr. 
i,k= 


Der einfachste nicht triviale Spezialfall der Riemannschen Geometrie ist die innere Geometrie einer 
Fläche, die ja allein durch ihr Bogenelement (die erste Grundform) bestimmt ist und nicht von der 
gerade vorliegenden Einbettung in den euklidischen Raum abhängt. Die erste Grundform geht in 
die oben angegebene Gestalt des Bogenelementes eines zweidimensionalen Riemannschen Raumes 
über, wenn man die neuen Bezeichnungen v=x,v= x, E = gu, F = gu = ga, @ = ga ein- 
führt. Dabei darf man x;, x2 nicht mit den räumlichen Koordinaten zı, X2, x3 im Es verwechseln. 
er auch völlig gleichgültig, von welcher der zueinander isometrischen Flächen im E; man aus- 
geht. 

Die Riemannsche Geometrie ist gerade eine Verallgemeinerung der inneren Geometrie der Flächen 
ins n-Dimensionale, Alle die oben genannten Begriffe, die in der Theorie der differenzierbaren 





Konvexe Körper 599 


Mannigfaltigkeiten fehlten, lassen sich jetzt mit Hilfe des Bogenelementes in sinnvoller Analogie 
zur inneren Geometrie definieren. Ist z.B. x; = xı(t), 0 <t <1, die Darstellung einer Kurve im 


Riemannschen Raum, so gilt längs ihrer dx: = z: dt, und man erhält wieder als invarianten Para- 
meter 3 = s(t) die Bogenlänge 


t 
8(t) = / V.: gu (zu), » . -, Zu(t)) zi(t) ze(t) di. 
J Vik- 


BG =» 
Während in der inneren Geometrie die Form & gıx % %; jedoch stets positiv definit ist, läßt man in 
i,k=1 
der Riemannschen Geometrie auch indefinite Formen zu, so daß die Bogenlänge mitunter auch Null 
oder imaginär werden kann. In der Relativitätstheorie werden gerade solche Riemannsche Räume 
angewendet. 
Auch der euklidische Raum ist ein Spezialfall eines Riemannschen Raumes; für sein Bogenelement 
gilt bei orthonormierten kartesischen Koordinaten 94 = 1 und gi = Ofüri #£ k. Man kann sagen, 
daß ein Stück eines Riemannschen Raumes durch Verzerrung eines euklidischen Raumstückes 
gleicher Dimension entsteht, ähnlich wie man ein willkürlich geformtes Stück z.B. einer Auto- 
karosserie aus einer ebenen Blechplatte herausschneidet und preßt. In ähnlicher Weise entstehen 
durch „Verzerrung“ von affinen Räumen Mannigfaltigkeiten von affinem Zusammenhang, in denen 
Längen, Winkel und Flächeninhalte nicht mehr definiert sind, sondern nur noch eine vom Weg 
abhängige Parallelverschiebung die Geometrie der Mannigfaltigkeit bestimmt. Die Krümmung 
eines Riemannschen Raumes (und auch einer affin zusammenhängenden Mannigfaltigkeit) gibt die 
Abweichung der Geometrie des Raumes von der des euklidischen (bzw. affinen) Raumes gleicher 
Dimension an; sie wird durch den Riemann-Christoffelschen Krümmungstensor gemessen. 
Eine Darstellung der elementaren Differentialgeometrie findet man in den Lehrbüchern von 
E.Krezyssigeund A.P,NoRDEN. Weiterführende Literatur istenthalten in den Werken: W.BLASCHKE- 
H. ReEICHARDT (Einführung in die Differentialgeometrie) und P. K. RascHEwsKI (Riemannsche 
Geometrie und Tensoranalysis). 


II. Konvexe Körper 


Ein Körper K eines euklidischen Raumes heißt konvex oder ein Eikörper, wenn mit je zwei Punkten 
auch deren Verbindungsstrecke zu K gehört. Konvexe Körper wurden schon seit jeher in der 
Geometrie viel untersucht. Eine eigentliche Theorie der konvexen Körper entstand gegen Ende 
des 19. Jh. durch Arbeiten von BRuUnN und Hermann Mınkowskı (1864— 1909); sie wurde auf den 
n-dimensionalen euklidischen Raum sowie auf nichteuklidische Räume verallgemeinert. Beispiele 
konvexer Körper sind Kugel, Ellipsoid, Zylinder, Kegel, Würfel, Tetraeder und Quader. Die 
drei letztgenannten Körper sind konvexe Polyeder, d. h. Körper, deren Rand aus endlich vielen kon- 
vexen Polygonen besteht. In der T'heorie der konvexen Polyeder werden z.B. folgende Fragen 
untersucht: Durch welche Bestimmungsstücke (Seiten, Ecken, Kanten, Flächeninhalte u.a.) ist 
ein konvexes Polyeder eindeutig (bis auf Bewegungen) bestimmt? - Wann existiert ein konvexes 
Polyeder, für das gewisse Bestimmungsstücke vorgegeben sind? 

In der Theorie der konvexen Körper werden oft Extremalaufgaben behandelt. Die älteste dieser 
Aufgaben ist das isoperimetrische Problem (vgl. Hauptabschnitt Variationsrechnung). 

Unter einer konvexen Fläche versteht man den Rand eines konvexen Körpers. Eine konvexe 
Fläche kann Kanten und Ecken haben, wie man am Beispiel eines konvexen Polyedı:s sieht. 
Trotzdem lassen sich die wichtigsten Ergebnisse der Differentialgeometrie regulärer Flächen des 
euklidischen Raumes, besonders ihrer inneren Geometrie, auf beliebige konvexe Flächen verall- 
gemeinern. Dabei erhielt man weitergehende Resultate als in der klassischen Differentialgeometrie. 
Ein Wesenszug der Theorie der konvexen Körper ist, daß in ihr direkt mit den geometrischen Objek- 
ten, mit Punkten, Geraden u. a. operiert und der Umweg über analytische Hilfsmittel wie Koordi- 
naten oder Parameterdarstellungen weitgehend vermieden wird. Auf der Grundlage dieser Methoden 
hat sich in letzter Zeit ein moderner Zweig der Geometrie, die sehr allgemeine Mengengeometrie, 
herausgebildet. 

Die Theorie der konvexen Körper findet in vielen anderen mathematischen Gebieten Anwendung. 
So hat sich zusammen mit dieser Theorie eine Geometrie der Zahlen entwickelt, deren Grundlagen 
ebenfalls von Minkowski geschaffen wurden; in ihr werden gewisse Ergebnisse der Theorie der 
konvexen Körper auf zahlentheoretische Probleme angewendet. Hiermit hängt auch die sehr 
reizvolle und anschauliche T'heorie der Lagerungen zusammen. Ein typisches Problem dieser Theorie 
ist das folgende: Wie muß man Pfenniystücke auf einem sehr großen Tisch anordnen, damit mög- 
lichst viele Pfennige Platz finden? - Dabei sollen die Pfennige nirgends aufeinander liegen. Als 
Lösung ergibt sıch, daß jeder Pfennig sechs andere berühren muß. Die analoge Frage nach der 
dichtesten Kugelpackung im Raum ist bis jetzt ungelöst. Auch zur Integralgeometrie hat die Theorie 
der konvexen Körper mannigfache Beziehungen. 
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Eine Einführung in dieses Gebiet enthält das Buch Konvexe Figuren von I.M.JAcLom und W.G. 
BOLTJANSKI. Die moderne Entwicklung der Theorie der konvexen Körper ist in den im Akademie- 
Verlag Berlin erschienenen Werken von A.D. ALEXANDROW dargestellt. Außerdem sei auf die 
Bücher von L. FeJjes-TortH und H. HıpwiIsEr hingewiesen. 


III. Integralgeometrie 


Die Integralgeometrie entwickelte sich aus Aufgaben über geometrische Wahrscheinlichkeiten. Die 
erste derartige Aufgabe wurde im Jahre 1777 von Graf George DE Burron (1707-1788) gestellt 
(Buffonsches Nadelproblem): In einer Ebene sind parallele Geraden im gleichen Abstand a gezogen. 
Auf die Ebene wird eine Nadel der Länge ! < a zufällig geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlich- 


21 
keit p dafür, daß sie eine der Geraden trifft? — Als Lösung findet man p = En Da! und a bekannt 


sind und 9? durch statistische Methoden abgeschätzt werden kann, ergibt sich so die Möglichkeit, 
die Zahl rn experimentell (näherungsweise) zu bestimmen. 
In der Folgezeit wurden viele ähnliche Aufgaben bearbeitet und wichtige Teilergebnisse erzielt. 
Jedoch begründeten erst Wilhelm BıAscHKE (1885-1962) und seine Schüler (Vorlesungen über 
Integralgeometrie, 3. Aufl. Berlin 1955) die Integralgeometrie als eigentliche geometrische Disziplin. 
Die Grundlage der Integralgeometrie eines geometrischen Raumes bilden stets gewisse Maße, die 
Mengen von geometrischen Objekten invariant zugeordnet werden; in der euklidischen Ebene 
wird z. B. jeder elementaren ebenen Figur als Maß ihr Flächeninhalt zugeordnet. Dieses Maß ist 
invariant, d. h., kongruente Figuren haben denselben Flächeninhalt. Jede Figur läßt sich aber als 
Menge geometrischer Objekte auffassen, nämiich als Menge der Punkte, die zu ihr gehören. Die zu 
einem Punkt in der Ebene dualen geometrischen Objekte sind nun die Geraden. Daher ergibt sich 
die naheliegende Frage, ob man auch für Geradenmengen in invarianter Weise ein Maß definieren 
kann. In der Tat ist dies möglich. Man betrachtet z.B. dieMenge@ aller Geraden g, die einen KreisK 
vom Radius r treffen. Die Lage einer solchen Geraden ist festgelegt, wenn ihr Richtungswinkel 
(Winkel mit einer festen Geraden, z.B. der x-Achse) und ihr Abstand p? vom Mittelpunkt des 
Kreises gegeben sind. Dabei müssen e also alle Richtungen 
des Intervalls O<p <2x und p alle Abstände mit O<psr 
durchlaufen. Als Maß der Geradenmenge @ wird man daher 
das Produkt der Längen dieser beiden Intervalle wählen, 
Es läßt sich zeigen, daß dieses Maß invariant ist und in 
ähnlicher Weise auch für viel allgemeinere Geradenmengen 
definiert werden kann. Im betrachteten Beispiel ergibt sich 
2nr als Maß für die Menge @, das ist aber der Umfang des 
Oroftons Seilliniensatz Kreises. Viel allgemeiner gilt, daß das Maß aller Geraden, 
die eine konvexe Figur der Ebene treffen, gleich dem Um- 
fang dieser Figur ist. Betrachtet man zwei konvexe Figuren, die sich nicht überdecken, so 
kann man nach dem Maß aller der Geraden fragen, die beide Figuren gleichzeitig treffen. Dieses 
Maß ist gleich der Länge der gekreuzten Seillinie, die beide Figuren umspannt, minus der Länge 
der glatten Seillinie um beide Mengen (Abb.). 
Außer Maßen für Geradenmengen läßt sich auch ein kinematisches Maß für Mengen zueinander 
kongruenter Figuren bestimmen; z. B. kann man das Maß aller der gleichseitigen Dreiecke mit der 
Seitenlänge 1 berechnen, die eine gegebene Figur treffen. Das kinematische Maß ist von Henri 
Po1ncAr& (1854—1912) eingeführt worden. 
Ähnlich wie in der Ebene läßt sich in anderen durch eine Liesche Transformationsgruppe bestimmten 
Geometrien (im Sinne des Kleinschen Erlanger Programms) eine mehr oder weniger inhaltsreiche 
Integralgeometrie entwickeln. Speziell ist die Integralgeometrie n-dimensionaler euklidischer Räume 
schon weit ausgearbeitet. Auch auf krummen Flächen und sogar für die Finslersche Geometrie der 
Variationsrechnung hat man versucht, eine Integralgeometrie zu begründen. 
Die Integralgeometrie findet Anwendung in anderen Zweigen der Geometrie, speziell in der Theorie 
der konvexen Körper. Auch auf praktische Probleme werden ihre Methoden in Verbindung mit 
der mathematischen Statistik angewendet; z.B. ist ein Verfahren zur statistischen Bestimmung 
der Lungenoberfläche ausgearbeitet worden. 
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Mathematische Methoden werden in der Technik, der Physik, der Ökonomie und in anderen Gebieten 
meist zur Gewinnung numerischer Resultate angewendet. Dazu verwendet man sowohl graphische 
und insirumentelle als auch insbesondere numerische Methoden. Die praktische Mathematik und 
besonders die Technik stehen seit jeher in engster Wechselwirkung. So wie die praktische Mathe- 
matik von der modernen Technik Anregung und Auftrag erhält, ermöglichen umgekehrt erst die 
Methoden der praktischen Mathematik die Inangriffnahme vieler technischer Aufgaben. Während 
man sich früher in vielen Anwendungsgebieten bei der numerischen Behandlung von Problemen 
auf die einfachsten, gerade noch formelmäßig lösbaren Fälle beschränkte, drängt die fortschreitende 
Entwicklung zur Lösung immer komplizierterer Aufgaben, welche die Benutzung von Näherungs- 
verfahren erforderlich machen. 

Bei der numerischen Rechnung ist zu berücksichtigen, daß die in der Aufgabe gegebenen Zahlen 
häufig durch Messungen ermittelt wurden und deshalb nur eine begrenzte Genauigkeit haben. 
Dadurch ist auch die Genauigkeit bestimmt, mit der das Ergebnis der Rechnung angegeben werden 
kann. Das verwendete numerische Verfahren ist auf diese Genauigkeit auszurichten: Es muß sie 
gewährleisten und unnötigen Rechenaufwand vermeiden. Bei der Ausführung der Zahlenrechnung 
ist auf übersichtliche Anordnung und klare Gliederung zu achten. Die Rechnung muß so angeordnet 
sein, daß sie ohne Schwierigkeiten von anderen kontrolliert werden kann. Je schematischer der 
Rechnungsgang abläuft, desto mehr kann sich der Rechner auf die Vermeidung von Rechenfehlern 
konzentrieren. Daher werden bei einem mehrfach auszuführenden Rechenverfahren Rechenschemata 
angefertigt, die so anzulegen sind, daß die Rechnung möglichst auch von Hilfskräften durch- 
geführt werden kann. Bei der Anordnung der Rechnung sind die zur Verfügung stehenden Rechen- 
hilfsmittel, zu denen auch der bereits behandelte Rechenschieber gehört, zu berücksichtigen. Selbst 
die Auswahl der Rechenverfahren wird durch die Rechenhilfsmittel beeinflußt. Der Einsatz moderner 
elektronischer Rechenanlagen hat die Entwicklung neuer numerischer Lösungsmethoden gefördert 
und einen neuen Zweig der praktischen Mathematik, die numerische Verfahrenstechnik für Rechen- 
automaten, begründet. 

Einige Teilgebiete der praktischen Mathematik werden in anderen Hauptabschnitten besprochen, 
in die sie nach ihrem mathematischen Inhalt gehören, und zwar der Gebrauch des Rechenschiebers, 
die Nomographie, die harmonische Analyse, die Ausgleichsrechnung und die praktische Statistik. 
Die folgenden Abschnitte behandeln weitere graphische und numerische Verfahren der praktischen 
Mathematik. 


GRAPHISCHE METHODEN 


Als graphische Methoden bezeich- 
net man alle Verfahren, mit deren 
Hilfe die Lösung auf dem Wege 
der Zeichnung ermittelt wird. Die 
Genauigkeit der graphischen Ver- 
fahren ist beschränkt. Dafür sind 
diese Methoden aber sehr anschau- 
lich und übersichtlich. Die Bedeu- 
tung des graphischen Rechnens 
liegt heute weit hinter der des 
numerischen. Daher sollen hier 
nur einige wichtige Verfahren be- 
sprochen werden. 


Integration nach dem Verfahren 
der mittleren Abszissen. Gegeben 
sei eine gezeichnet vorliegende 
stetige Funktion f(x). Gesucht ist 
eine graphische Darstellung des Verfahren der mittleren Abszissen 
Integrals 





%c 
z(2) =S f{&) dE. 
%o 


Das in Betracht kommende z-Intervall wird durch Zwischenabszissen zı, &a, .. . in eine Anzahl von 
Teilintervallen zerlegt (Abb.). In jedem Teilintervall [x:_ı,2:] wird eine mittlere Abszisse &; nach Augen- 
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maß so bestimmt, daß die in der Abbildung gleichartig schraffierten Flächenstücke annähernd 
gleich groß sind. Die Funktion f(x) wird in jedem Teilintervall durch eine T’reppenfunktion F(x), 
d.h. eine stückweise konstante Funktion, ersetzt. Das erfolgt nach der Vorschrift: 


F(&) = fle:.ı) für .ı sz <&, 
F(x)= fi) für se<a. 


Die Funktion F(x) ist in der Abbildung rot gezeichnet worden. Man integriert nun nicht über die 
Funktion f(x), sondern über F(x) und erhält damit für z(x) näherungsweise eine Funktion 


z 
Z(x2) = [ FE) dE. 
%o 


Die mittleren Abszissen &; können im allgemeinen nur näherungsweise so bestimmt werden, daß 
die gleichartig schraffierten Flächenstücke gleich groß sind; wäre dieses aber tatsächlich erreicht, 
gilt Z(x;) = z(x:). Außerdem haben in den Punkten zı, x, .... beide Kurven die gleiche Tangente. 


Durchführung der Integration. Man wählt einen Pol P auf der negativen x-Achse im Abstand 

H cm von der vertikalen Achse; H heißt Poldistanz. Auf der vertikalen Achse markiert man die 

Ordinaten der F-Treppe, d. h. die Werte f(xz;). Der Pol wird mit diesen Punkten durch die Geraden 
F 

a’,b’,... verbunden. Die Steigung dieser Geraden ist gleich nn = =. Z(x) hat an den Stellen 

& Ecken (Polygonzug), wenn F(x) in £; Sprungstellen hat. Die Funktion Z(x) wird im Intervall 

&sx< &4+1 durch eine Gerade dargestellt, die wegen 


= 
Z(z) = Z(&:) ren dE= Zi) + Fa) ® -&) HSrSäu 
? 


die Steigung 
Z(£&ır) — Z(£&ı) 


Sr — & ze, 
hat. Man zeichnet wie in der Abbildung Verfahren der mittleren Abszissen die Geradenstücke a, b, 
..., die in den einzelnen Teilintervallen zu a’, b’,... parallel sind (und zwar muß immer a zu «’, 
bzub’,... parallel sein). Die Geradenstücke des Polygonzuges a, b, ... haben im Intervall ; <x 

F(x 

< &4+1 die Steigung , die damit der Steigung der Funktion Z(xz) proportional ist. Da weiterhin 
dieser Polygonzug durch den gewählten Koordinatenursprung geht, andererseits Z(z0) = 0 gilt, 
kann man sagen: Die Funktion Z(x) ist durch den Polygonzug a, b,... . bestimmt, wobei zur Dar- 
stellung von Z(z) eine anderer Maßstab gewählt wird, dessen genauere Bestimmung anschließend 
geschildert wird. Z(x) kann als Tangentenpolygon für z(x) angesehen werden. Leicht läßt sich das 
Tangentenpolygon durch eine „glatte‘‘ Kurve ersetzen. 


@ 

Maßstabsfragen. Der Maßstab m einer Zeichnung wird durch die Gleichung m = = definiert; 
D 

dabei ist @,„ die wirkliche Größe, @» die Darstellungsgröße in cm der Zeichnung. Zu einer aus der 

Zeichnung in cm abgelesenen Darstellungsgröße findet man den wirklichen Wert aus der Gleichung 


Go = m Gb. Beim Zeichnen der Funktion f(x) benutzt man Maßstäbe für x und y. Die Einheit in 
* “ “ * * 1 1 
der x-Richtung sei eı cm lang und in der y-Richtung es cm. Dann ist m. = Fl Bezeichnen 
1 


wir die Darstellungsgrößen durch Überstreichen der wirklichen Werte, so ist F = m,F, & = mz &ı. 
Die z-Werte erscheinen dann in einem Maßstab m., der sich aus Z(&ı) = &ı F(xo) und den der Ab- 
F (&o) a Z(&ı) 


Hi Pe &ı 
e = zZ m 

Z(&1) = mz&ı m, F(x) = Mx* u «m, H tanz = m: m,H Z(&ı). Damit wird die Funktion Z(z) 

im Maßstab m: = m: m, H dargestellt. 


Verfahren der miitleren Abszissen mit veränderlicher Poldıstanz. Bei der Integration 
von Difjerentialgleichungen der Form p(z) 2’(x) = f(x) mit gegebenen stetigen Funktionen f(x), 
p(z) wird man vor die Aufgabe gestellt, das Integral 








bildung entnommenen Beziehungen tanz = bestimmen läßt: 


zu berechnen. Liegt die Funktion /(z) gezeichnet vor, kann man das unmittelbar durch Einführen 
einer veränderlichen Poldistanz graphisch ausführen, wenn die Funktion p(x) ein festes Vorzeichen 
(etwa p(x) > 0) hat. 


Graphische Methoden 603 


Man wählt einen Maßstab m, für die Funktion p(x) und trägt an Stelle der bisher fest gewählten 
= Er 

Poldistanz die Strecken p(z;) = ee auf der negativen x-Achse ab. Man erhält so eine Reihe von 

» 

Polen P;. Die Konstruktion erfolgt wie bei dem oben geschilderten Verfahren der mittleren Abszissen, 

nur daß jetzt die Pole P, zur Konstruktion der Geraden a’, b’, ... benutzt werden (Abb.). Für den 

Maßstab m. gilt die Gleichung 

Mz My 
M= —— 
Mp 

Doppelintegration dureh Seileeks- 

konstruktion. Die Bestimmung 

eines Doppelintegrales 


z u 
z(@2) = f Se) dEdu 


% % 


kann in der folgenden Weise er- 
folgen: Gegeben sei unter Ver- 
wendung der Maßstäbe m. und 
my; die graphische Darstellung 
einer stetigen Funktion f(x). Man 
unterteilt die x-Achse in eine 
Anzahl von Teilintervallen und 
bestimmt die Flächen des zu- 
gehörigen Treppenpolygons Fi, 
F;,... durch Ausmessen. Diese 
F,-Werte trägt man, ausgehend 
von einem Anfangspunkt Q, mit 
einem Maßstab mr auf einer 
vertikal liegenden F-Achse auf, ! 
indem man die Längen der Verfahren der mütleren Abszissen mit veränderlicher Poldistanz 
diesen F;-Werten entsprechen- 

den Strecken aneinanderfügt. Auf einer durch Q@ gehenden zur F-Achse horizontalen Geraden wird 
im Abstand H der Pol P festgelegt. Durch Verbindung der markierten Punkte auf der F-Achse mit 
dem Pol erhält man die Geraden «’, b’,... Man zeichnet dann die Gerade «a parallel zu a’, b zu b’ 
usw. In der aus der Abbildung er- 
sichtlichen Weise erhält man einen 
Polygonzug Z(x) für die gesuchte 
Integralfunktion 2(x). Die z-Werte 
erscheinen in einem Maßstab m., 
für den m. = H m; mr m.? gilt. Das 
verwendete Vorgehen kann ausge- 
dehnt werden auf die in der An- 
wendung sehr wichtige Integration 
der Differentialgleichung 


{p(x) 2’ (&)}’= f(@) 


mit zwei gegebenen stetigen Funk- 
tionen f(x), p(xz), von denen p(*) 
ein festes Vorzeichen hat. Die gra- 
phische Integration beruht darauf, 
daß man die Formel 





fx) 





un 


’ 1 « 
(x) = >@ re dE + N 


zeichnerisch übersetzt; b bezeich- 
net eine Integrationskonstante. 
Man hat wieder mit einer veränder- 
lichen Poldistanz zu arbeiten. Die 
Integrationskonstante b kann man 
berücksichtigen, indem man von 
Q aus eine Strecke der Länge b unter Beachtung des Maßstabsfaktors mr abträgt. Dann bringt 
man dort und nicht in Q die erste Markierung an und fügt die den F;-Werten entsprechenden 
Strecken aneinander. 


Seileckskonstruktion 
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Einarbeiten der Randbedingungen. Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
2” (x)= f(x) lautet 


zu 
z()= /[ Sfeo)dedu+ra+bz 
%o To 
und enthält damit noch zwei willkürliche Konstanten a, 5b, die durch Vorgabe von Rand- oder 
Anjangsbedingungen festgelegt werden können. Sind als Randbedingungen die Funktionswerte der 


gesuchten Lösungsfunktion 2(xo), 2(2) vorgegeben, denen im Maßstab m, die Werte z2(xo), 2(zr) 
entsprechen mögen, so kann man auch 
hier nach der Seileckskonstruktion die 
Bestimmung des Doppelintegrals ausfüh- 
ren. An den Stellen x0, &n besitzt das er- 
haltene Näherungspolygon Z(x) die Funk- 


tionswerte Z(2o), Z(&r.). Man bestimmt 
an diesen Stellen die Ordinatenwerte 
= Zi(x0) — 2(20) bzw. Z(2.) — z(&n) und ver- 
Z(X,)-ZIX,) bindet diese Punkte durch eine Gerade, 
die sogenannte Schlußlinie. Die Differenz 
zwischen Näherungslösung und Schlußlinie 
stellt dann die Lösung der Differential- 
gleichung dar, welche die vorgegebenen 
Randwerte annimmt (Abb.). 

Sind als Anfangsbedingungen der Funk- 
tionswert und die Steigung an der Stelle zo 
= vorgeschrieben, so muß die Integrations- 
0 2 konstante b, wie im vorigen Absatz erläu- 
Einarbeiten der Randbedingungen En entsprechend dieser Vorgabe gewählt 
werden. 






ZX)-Z(%,) 


Graphische Integration gewöhnlicher Differentialgleiehungen. Oben wurde gezeigt, wie graphische 
Integrationsmethoden zur näherungsweisen Lösung spezieller Typen von Differentialgleichungen 
verwendet werden können. Es gibt zahlreiche Methoden zur graphischen Lösung von Differential- 
gleichungen, die nicht nur für so spezielle Typen, sondern auch für Differentialgleichungen höherer 
Ordnung in Anwendung kommen können. Erwähnt sei hier nur das Orthopolarenverfahren von 
Grammel für Differentialgleichungen der Form 


zu)(2) = F(x,2,2,..., zum). 


DIFFERENZENRECHNUNG 


Die Differenzenrechnung bildet die Grundlage für die Methoden der Interpolation und die darauf 
aufbauenden Verfahren zur numerischen Integration und zur Lösung von Differentialgleichungen. 


Dividierte Differenzen. Sind von einer Funktion y = f(x) an n + 1 Stützstellen zo, %ı, : - -, &n die 
zugehörigen Funktionswerte yo = f(Xo), - » , Yn = f(%n) gegeben, lassen sich dividierte Differenzen - 
oder auch Steigungen genannt — der Ordnung 0 bis n berechnen: 


0. [20] = %0 [21] = 41 » + », [®n] = Yan; 








Yyı= 9 Yyı — Yo Yn — Ya-ı 
1. [&: 25] = Fre sL z. B. [x%ı 20] = ger [&% Za-ı] = N 
[2:25] — [%; ®«] [x 2ı] — [xı zo] 
2; [%: %; %x] = De da u. [%a2 x xo] = an > 
[8: 2; 2, +. + 2%,_1] — [% 2x, - - » &* ] 
(r — 1). [x x Cr Tkg .. . %r,] = DB SI SCHE Tale! 





[4 2;] = _. = rn = [932], [Bay] = Baar = [% 237%], 
und entsprechend wird 
[81 2; %] = [xı %2;] = [8 21%) = [23 % 2] = [x 81 25] 
bewiesen, Man darf deshalb in den dividierten Differenzen die Argumente beliebig umordnen. 
Zur Berechnung der dividierten Differenzen verwendet man das folgende Steigungsschema. 
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Schema zur Berechnung der dividierten Differenzen 





xo Yo 
[cı ©o] 

x | yı [&a &ı] — [&ı zo] [x3 &ı Xo] 
[X %ı] 

xa | Ya [x3 &2] — [X2 zı] [x X2 xı] 
[xs x] 


[fr &n-ı] — [&n-ı &a-2] [&r Zn-ı Cn-a] 


| 
| Yn — Yn-ı | [&n &n-ı] 


In Yn | 





Die einfach ntessiriähenen Werte sind die absteigenden dividierten Differenzen, die doppelt unter- 
strichenen die aufsteigenden dividierten Differenzen, während in der Mitte des Schemas die zentralen 
dividierten Differenzen liegen. 

Beispiel: y = x°; Stützstellen: > = 1, xı = 3, za = 4. Steigungsschema: 


ur — I [%:+1 ©] [za &ı &o] 





Ergebnis: [x] = 1, [zı 0] = 13, [xa zı x0] = 


Eigenschaften der dividierten Differenzen. Ist f(x) = fı(z) + fe(x) und bezeichnet man 
die dividierten Differenzen der Funktionen fı(x) und fs(x) durch Anhängen des Zeigers 1 oder 2, 
so gilt 

[En &n-ı ...%0] = [kn In-ı » +. Zolı + [En in-ı » » »,%ole- 
Für eine Funktion f(x) = c fı(z), wobei c eine Konstante bezeichnet, ist 

[nr Za-ı...%0] = Clan Za-ı . » » Zolı- 

Für die dividierten Differenzen kann ein unabhängiger Ausdruck angegeben werden, der nicht die 
vorherige Bildung der dividierten Differenzen niedrigerer Ordnung voraussetzt: 


EEE hen 
io (@ı — ©0) (8 — 2) (8 — Zur)... (a En)” 
Ist die Funktion f(x) in einem Intervall, in dem die Stützstellen zo, zı, . . ., &n liegen, n-mal stetig 


differenzierbar, dann lassen sich die dividierten Differenzen durch die Ableitungen der Funktion 
ausdrücken: 


[fr Tn-ı ... xo] = 


1 
[Un 22-1. 9) = me). 


Dabei bezeichnet & eine geeignete Zwischenstelle, die im Intervall der Stützstellen gelegen ist. 
Daraus folgt, daß sämtliche dividierten Differenzen n-ter Ordnung einer ganzrationalen Funktion 
n-ten Grades gleich groß sind. 


Das Differenzenschema für Stützstellen mit gleiehen Abständen. Das Schema zur Berechnung der 
dividierten Differenzen wird besonders einfach, wenn die Stützstellen x, Xı, :.. %n der Größe 
nach geordnet und äquidistant (mit gleichen Bde: gewählt wurden. Mit einer vorgegebenen 
Schrittweite h gilt dann ı = +h, 22 =x% +2h,..., n=2 + nh. Für die Differenzen der 
Argumentwerte im linken Teil des Schemas erhält man zı4x: — x: = k h. Führt man ferner noch 


die Differenz erster Ordnung Yyaı-yı= 4! Yy4; 
2 


die Differenz zweiter Ordnung Al yın — Aiyı = Ay, ı’ 
2 


die Differenz n-ter Ordnung Ari ya Aniy= Any,ı 
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ein, so besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen 
diesen gewöhnlichen Differenzen und den dividierten 
Differenzen. 

Es gilt die nebenstehende Formel. er 
Daraus folgt, daß nicht nur sämtliche n-ten dividierten Differenzen, sondern auch die n-ten gewöhn- 
lichen Differenzen einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades untereinander gleich sind. 

Führt man eine Hilfsvariable 2 durch die Gleichung x = x + thein und berücksichtigt auch Stütz- 
stellen z_ı = 0% — h, 2.2 = % - 2h,...., die der Stützstelle x. vorangehen, so ergibt sich das fol- 
gende Differenzenschema. 





Differenzenschema 
N z=mH+tth| y 41 42 43 44 45 48 
=:9 x_a Y-3 4? Y_2 « B 
alya aayz 
2 
—1 @_ı Y-ı A? y_ı 44 y_ı - . 
aryı Aeyı Aeyı 
2 
0 xo Yo 4? yo 4% yo 4° yo 
Aryı 48 yı 4° yı 
2 2 2 
1 x Yı ä? Yı 4% Yı 
4: y3 4? y3 . 
2 2 
2 xa Ya 4? Ya 


Bei der Berechnung des Differenzenschemas geht man von einer Tabelle der Stützwerte aus, bildet 
die Differenzenreihe für die Funktionswerte y: und erhält die Differenzen erster Ordnung. Für diese 
bildet man wieder die Differenzenreihe und erhält die Differenzen zweiter Ordnung usw. 


NUMERISCHE METHODEN 


Numerische Integration. Unter numerischer Integra- 
tion versteht man die angenäherte zahlenmäßige 
Berechnung eines bestimmten Integrales 


Beispiel: y= 2°, mn =1l,h=|. 
Differenzenschema: 


b 
F= [f(@)de 
a 


mit numerischen Methoden. Die numerische Integra- 
tion zeichnet sich durch hohe Genauigkeit bei erträg- 
lichem Arbeitsaufwand aus. 

Der Grundgedanke der numerischen Integration be- 
steht darin, die Funktion y = f(x) näherungsweise 
durch ein Interpolationspolynom P„(x) darzustellen 
und das Integral über das Interpolationspolynom als 
Näherung für das gesuchte Integral F anzusehen: 





b b 
[fa)dzs [ Pa(x) de. 
a a 


Bei diesem Vorgehen der numerischen Integration geht f(x) mit diskreten Werten, nämlich den 
Funktionswerten yo = f(xo), . . ., Yn = f(x.) an den Stützstellen zo, .. ., 2, in die Rechnung ein, 
da sich das Interpolationspolynom aus diesen Vorgaben bestimmt. Es wird x; = a, &n = b gewählt, 
und die Stützstellen werden grundsätzlich als äquidistant zı = u +h,i=0,1,..,n-— 1 vor- 
ausgesetzt. 


Trapezregel. Zur Trapezregel gelangt man, wenn man lineare Interpolation verwendet. Man teilt 
das Intervall a<xz=sbinn Teilintervalle o <S& < 21, .. ., £Za-ı St <@n ein. In jedem dieser 
Teilintervalle wird die Funktion /(x) durch ein lineares Interpolationspolynom angenähert. Das 
Integral des Interpolationspolynoms, erstreckt über ein Teilintervall »,_ı <= < z,, ist dann gleich 
dem Flächeninhalt eines Trapezes, das durch die Endordinaten y;_ı und y;, die x-Achse und die 
durch die Punkte (2;_1; %:-ı), (21; %:) verlaufende Kurvensekante begrenzt wird: 


zi h 
[ Pıle)de = 3 {yı + Yı-ı). 
zi- 
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Für das gesuchte Integral F findet man die Sr 





Beispiel: Soll das Integral ie ——— nach der Trapezregel mit der Schrittweite kh = r N uaäuEt 


werden, so erhält man folgende Einteilung des Integrationsintervalles: 


1 1 1 2 5 
vd m-gm=.,n-.,M=-.,n=g = in 


Die Funktionswerte an diesen Stellen sind 
1 6 3 2 3 6 En 1 
Yyı = Yı=zı Ya gy— 3» Ya = .#= Try —7- 
Nach der Se ist dann 


4.6 1 
2 al+r+; a: tin ta] = vom. 


Als Näherungswert für das gesuchte Integral ergibt sich demnach 0,6949, während der genaue 
Wert In2 = 0,6931 ist. 





Xj-2 Xj-7 X Xu 


Zur Integration nach der Trapezregel Zur Simpsonschen Regel 


Simpsonsche Regel. Man wird im allgemeinen eine bessere Approximation des Integrals erzielen, 
wenn man die Kurve y = f(x) in den Teilintervallen nicht durch Gersdenstücke, sondern durch 
Parabelbögen annähert. Betrachtet man drei aufeinanderfolgende Teilpunkte, etwa zo, &ı = x + h 
und x: = zo + 2h, so läßt sich durch die drei Punkte (xo; Yo), (&ı; Yı), (2; Ya) eine Parabel 2. Grades 
legen (Abb.); ihre Gleichung ist 


1 1 
Ps(z) = yo + ee + (@ zo) (8 = a) 5 Ar yı. 


Man erhält T Pıla) dz = 2h (x. + 4 yı +3 48 v.). Führt man Alyı =yı-y und A!yı 
zo 2 


= Ya — 2yı + Yoin dieses Resultat ein, so ergibt sich die Keplersche Faßregel. 


| BF Nun nr a Fr xo+2h a ‚eig 
Keplersche Faßregel |" /r)dz= 3 [+ 4yı + ul. 
I WE. a Da a 





Hat man in das Integrationsintervall (a, b) eine ungerade Zahl von en “>: =4,0%ı1 = m -+hÄh, 
., = © +2k'h= b gelegt, so kann man zur näherungsweisen Berechnung des Integrals 
b 


S f{&) d« jeweils für zwei aufeinanderfolgende Teilintervalle die Keplersche Faßregel anwenden 
a 
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und erhält durch Summation der Ergebnisse die Simpsonsche Regel. 


b h 
S fe) de x 3 [Yo + 4yı + Ye) + (ya + 4ys + Ya) + + (yan-ı + 4yar-ı + Yar)], 
[74 


u 51 BE 





En rn 
] Jr r 
» Pi 
JR 4 NE U _ . N n% . - or. i SB. f 
al { Ir A ar Ds ey mie IF 3 Alm —L. Aasız Tre * ae: ; IRRE a 4 
% m) ns ch ge. | U AS | ——- 4Uı n ' > re 4 i - y 7 pe - Us} 
HB in DSOI ne - | J A — By y 2 13 vu + I 0 En | uhr, L u I; | K. a 1= k-1 7 + Y zu 
A “ 
#7 z 


Beispiäl: Im Integral F = 5 Vz? + 4x mer 13 dx ist f(x) = Yz® + 4x + 13. Nach Wahl der 


Teilpunkte o = -2,cı = — 1 en EP, 2 Lem 2 ergeben sich die Funktionswerte yo = 3, 
yı = 3,16228, ya = 3,60555, ys = 4,24264, ya = 5 und mit ihnen Fr nach der Trapezregel 
bzw. F's nach der Simpsonschen Regel. 

Fr * 1,5 + 3,16228 + 3,60555 + 4,24264 + 2,5 = 15,01047. 


1 | 
Fs x 3 (3 + 4 3,16228 + 2- 3,60555 + 4 4,24264 + 5) = 14,94359. 
» 6 | 
Der exakte Wert des Integrals lautet 7 = 5 In3 +10 = 14,94376. 


Man kann die Näherungsverfahren zur Integration weiter verbessern, indem man die Funktion 
f(x) in den Teilintervallen mit Hilfe der Interpolationsformeln durch Polynome höherer Ordnung 
approximiert. 

Das Euler-Cauehy-Verfahren. Gegeben sei die Differentialgleichung y’ = f(x, y) mit der Anjfangs- 
bedingung y(zo) = Yo, die geometrisch die Vorgabe eines Anfangspunktes bedeutet. Gesucht wird 
die Lösung y(x) der Differentialgleichung, die durch den Anfangspunkt hindurchgeht. Existenz 
und Eindeutigkeit der Lösung werden vorausgesetzt. 

Zur numerischen Integration der Differentialgleichung geht man beim Euler- Cauchy- Verfahren 
so vor: Mit Hilfe der Differentialgleichung läßt sich die Anfangssteigung y’(xo) = Yo’ = f(Xo, Yo) 
der gesuchten Lösung im Anfangspunkt (0, Y0) berechnen. Es liegt nun nahe, mit dieser Anfangs- 
steigung yo’ vom Anfangspunkt aus ein kleines Stück geradlinig bis zu einer um eine kleine er h 
entfernten Nachbarstelle xı = x + h fortzuschreiten. 


fort und berechnet dort den Funktionswert ya = yı 2 | 
+yı’k der Näherungsgeraden. Indem man so fort- Be 
fährt, erhält man näherungsweise einen Polygonzug 
für die gesuchte Lösungsfunktion (Abb.). 


An dieser Stelle hat die Näherungsgerade den Ordi- y Ent] Be FEIBE 
natenwert Yı = Yo + Yo’ h. Für (z1,Yı) berechnet man Be ar EEE et IE KLEE N 
aus der Differentialgleichung eine neue Steigung 5 | SER! L 
Yyı' = f(tı, yı). Nun schreitet man mit dieser Steigung ee Hirich j | 4 
wieder geradlinig bis zur Nachbarstelle z3 = zı + h ayarı ar. ann Ss Betz EL, "76| H 








SEN 2 HH Ei 
| 77 ' 


X % %2 X%3 
Euler-Cauchy-Verfahren Integration von y’ = x + y mit y(0) = 
Beispiel: Vorgelegt sei die Differentialgleichung y’ = x + y mit der Anfangsbedingung y(0) = 


1 
Als Spannweite werde h = 4 gewählt. Die Durchführung des Euler-Cauchy-Verfahrens liefert 
für - Anfangspunkt A =0; %=|1) die Steigung y’ =% + nz ur 1=]1. Für 
BRD r 
und ı=y+twywh=1+1l- Puh ergibt sich yı = zı + yı = tz zn 
1 


4 
5 31 = 
, — Cm. — 
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Die Annäherung durch das Euler-Cauchy-Verfahren ist sehr grob. Man kann erwarten, daß sich 
das Näherungspolynom immer mehr von der gesuchten Lösung y(xz) entfernt, je weiter man in der 
Rechnung fortschreitet. Durch Verkleinerung der Schrittweite a kann die Annäherung verbessert 
werden. In der Praxis wird man jedoch meist mit genauer arbeitenden Verfahren rechnen, von 
denen nur das Runge-Kutta-Verfahren genannt sei, das auch bei Differentialgleichungen höherer 
Ordnung und Differentialgleichungssystemen anwendbar ist. 
Horner-Sehema. In der praktischen Mathematik treten Polynome sehr häufig auf (z. B. charakte- 
ristisches Polynom eines Matrizeneigenwertproblems, Approximation von Funktionen durch Inter- 
polationspolynome). Daher ist es wichtig, daß sich durch das Horner-Schema, benannt nach William 
George HorNER (1786-1837), eine Möglichkeit zur vereinfachten numerischen Handhabung von 
Polynomen ergibt. 
Berechnung von Funktionswerten. Gegeben sei das Polynom 

P(x) = anx" + a1 2" 1 + "+ a0 +0. 
Es soll der Funktionswert von P(x) für x = xo berechnet werden. Teilt man P(x) durch (x — x), 
so erhält man 


(an &r + An-ı rt + ++ + a2 +00): (8 — 80) = mar baum? hen + Dura + dam; 
— (An zr— (dn%0 gr-1) 


bı ri 4 Ana * ar? dabei wurden als 
— (bı a1 — bi zo ©”-2) Abkürzungen verwendet: 
bar? +... bh = an% + An-ı 
eg ba = bı 20 + An 
Dn-ı x + a0 ... 
— (bn-ı 2 — bn-ı 20) Da = bn-ı %0 + Qo. 
+ ba 


Schreibt man a, x"-1 + biz"? + ++» + bn.2% + bn-ı = Pı(z), so kann die Funktion P(x) dar- 
gestellt werden durch P(x) = (= — zo) pı(z) + bn. 


Setzt man hierin x = zo, so ergibt sich P(xo) = bn. Dieser Rest b„n wird durch die zur Abkürzung 
verwendeten Formeln in folgenden Schritten berechnet: Es wird a„ mit xo multipliziert, dazu 
4n-ı addiert, das Ergebnis bı wieder mit x multipliziert, dazu @a„_s addiert, das Ergebnis ba wieder 
mit xo multipliziert usw. bis zur Addition von a, als letztem Schritt. Das Vorgehen kann schema- 
tisch dargestellt werden: 






On (n-i (in-2 An-3 |’ *'* aı ao 
Un %o bı xo ba ol’ ** bn_2 xo b xo 

An bı ba bi’ °*: ba-ı Dr 
Beispiel 1: Für x = 3 hat das Polynom Beispiel 2: Für x = 1,2 hat die Funktion 
P(x) = 225 — »#t —- 52? +32 —9 y= 0,524 — 1,32? + 2,5x — 3,6 
den Wert 360. den Wert — 1,82, 
I Hl -9 | 
2 5 15 40 123 360 


Bei den auszuführenden Multiplikationen bleibt der Faktor x, immer gleich. Verwendet man daher 
einen Rechenstab als Rechenhilfsmittel, genügt eine einmalige Zungeneinstellung, um die Ergeb- 
nisse ablesen zu können. 

Wird das Polynom P(z) = (x — xo) pı(z) + bn an einer Nullstelle «= x in der angegebenen 
Weise zerlegt, so gilt bn = P(xo) = P(«) = 0, P(x) = (x — «) pı(x), d. h., die Division des gegebenen 
Polynoms P(x) durch den Linearfaktor (x — «) geht ohne Rest auf und ergibt das Polynom pı(z). 
Seine Koeffizienten ar, bı, . . ., Dn-2, Dn-ı bestimmen sich aus dem Horner-Schema. Weitere Null- 
stellen von P(x) sind dann auch Nullstellen von pı(2). 


DE chnuny von Ableitungswerten. DieFunktion pı(z) kann benutzt werden, um die Ableitung 
(«) 





der gegebenen Funktion P(x) an der Stelle x = x, zu berechnen; aus 


de 
P(x) = (2 — x) pı(z) + P(xo) erhält man en) = Pı(x) oder 
dP(z) .. Pi&) — P(x) 


Wendet man danach das Horner-Schema für die Stelle x = x» auf das Polynom p,(x) an, so erhält 
man den Ableitungswert der gegebenen Funktion P(x) an dieser Stelle. 
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Beispiel: Die Funktion P(x) = 44-5? +7 —-2 4 —5 0 1 — 2 
und ihre Ableitung P’(z) haben an der Stelle x = 4 16 44 176 708 
die nach dem nebenstehenden Horner-Schema berech- 4 = 44 177 706 


neten Werte P(4) = 706 und P’(4) = 785. 


Das Gaußseche Verfahren. Die Auflösung von linearen 


Ba 1084 608 
4 27 152 785 


Gleichungssystemen nach dem Verfahren von Gauß soll 
für den Fall erläutert werden, daß die drei untenstehenden Gleichungen für drei Unbekannte 
x, ©2, &3 vorliegen. Dabei sind die Zahlen a;; und a; gegeben. Es wird vorausgesetzt, daß 


27 972 973 27 
Q>7 @% a2 a.| 9% 
9207 22 293 
0377 a3 03 
93077 2 

0 a52 

0 »a3 93 





a da az 


0 03347 3 


* 


*. 


die Koeffizientendeterminante 
det(a:;) #0 ist. Dann hat das 


aı tı + AQıaXa + dıs 7a = Aı 
aAsı %ı + A222 + Aa X3 = Ar 
Qzı &ı + Aa2 X%a + Asa X3 a3 


Ber 
077 


Gleichungssystem genau eine 
Lösung. Um sie nach dem 
Gaußschen Verfahren zu be- 
rechnen, elöminiert man in den 
letzten beiden Gleichungen die 
Unbekannte zı, so daß man 
zwei Gleichungen für die Un- 
bekannten x, x3 erhält. Dazu 
berechnet man zwei Quotienten 
032 ie Qa2ı - ası 


. ——, g3 Tun Ce 
= m aı a1 


Multipliziert man nun die erste 
Gleichung mit g.’ und addiert 
sie zur zweiten, erhält man 


(ası + ga’ aıı) zı 
+ (aaa + 3’ dı2) Xa 
+ (a2s3 + g2’ dıs) &3 
= a2 + 9.’ aı. 


Schreibt man für diese Gleichung kurz ası’ xı + aaa’ x2 + as’ x3 = ar’, so stellt man fest, daß 
wegen des Bildungsgesetzes des Quotienten ga’ der Koeffizient as)’ = 0 ist. Damit hat man eine 
Gleichung für die Unbekannten 23, x3 gefunden: aa3’ &2 + a2y’ x3 = ar’. 

Multipliziertt man die erste Gleichung mit g3’ und addiert sie zur dritten, erhält man ent- 


SE 





4 
[e°) 
# 
& 
l 


Beispiel: Vorgelegt sei das Gleichungssystem 





au - 2a + ss = 0 
221 -5n +20 = —2 
21 - 2m +30 = 7 


Die Rechnung ist im obenstehenden Rechen- 


schema zusammengestellt. 


sprechend die Gleichung a33’ x2 + a33’@3 = as’. 
Dieses Vorgehen läßt sich im obenstehenden 
Rechenschema zusammenfassen. 

Aus den anschließenden beiden Gleichungen 
läßt sich nach demselben Verfahren eine Glei- 
chung mit der Unbekannten 3 gewinnen. Man 


aaa’ &2 + aus’ x3 = a7’ 
asa’ xa + aaa’ X = aa’ 


multipliziert die erste Gleichung mit dem 
/ 





ö a32 . . 
Quotienten 93” = — at und addiert sie zur 
22 


letzten. Dann wird der Koeffizient von %3 
gleich Null und man erhält die Gleichung 
ass’ x3 = as”’. Zur Bestimmung der Unbe- 
kannten stehen damit drei Gleichungen zur 
Verfügung. Aus der letzten kann man 2;, dann 
aus der zweiten x2 und schließlich aus der 
ersten xı berechnen. 


Q22’ &a + aaa’ © = ar’ 


Aıı &ı + QıaX%a + A133 = Qı ' 
asa ©3 = AGs’ 


Die für die Quotientenberechnung notwen- 
digen Bedingungen aı # 0, a22’# 0 lassen 
sich durch geeignete Anordnung der Glei- 
chungen erreichen. 
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ITERATIONSVERFAHREN 


Durch die Entwicklung von programmgesteuerten Rechenautomaten haben die Iterationsver- 
fahren eine steigende Bedeutung gewonnen. Sie lassen sich leicht in Form von Iterationsschleifen 
programmieren, dievom Rechenautomaten solange durchlaufen werden, bis die gewünschte Genauig- 
keit erreicht ist. 


Regula falsi. Die zu bestimmende Wurzel der Gleichung /(x) = 0 soll mit z bezeichnet werden, 
d. h., das Bild der Funktion y = f(x) schneidet die x-Achse an der Stelle z. Hat man bereits etwa 
graphisch oder aus einer Wertetabelle zwei Werte zo und xı in der Nähe von x gefunden, so daß 
Yy = ft) <O und yı = f(zı) > 0 ist, so muß bei 
stetigem f(x) die gesuchte Wurzel x zwischen x, und 
xı liegen. Bei der Regula falsi ersetzt man die Kurve 
y = f(x) im Intervall (zo, &ı) durch eine Sekante (im 
Sinne einer linearen Interpolation), die durch die 
Punkte (20; %0) und (zı; yı) geht. Den Schnittpunkt 
dieser Sekante mit der x-Achse sieht man als Nähe- 
rungswert für die gesuchte Wurzel z an. 


Die Gleichung der Sekante lautet 
)=yt+R@- m. 


%ı — % 


x — % 


= m X = % — yo 





Yı — yo 








%ı — % 
Die Abszi = m- ihres Schnittpunkt 
ee eo I, — 0 re age Bestimmung der Wurzel einer Gleichung mit 
mit der x-Achse ist ein Näherungswert für die der Regula falsi 


Wurzel x. 


Der Funktionswert f(x3) wird im allgemeinen verschieden von Null sein, er hat das entgegenge- 
setzte Vorzeichen entweder von f(xo) oder von f(zı). Mit dem Abszissenwert xo bzw. xı, für den dies 
zutrifft, und mit x2 wird ein neuer Näherungswert xs berechnet. Durch Wiederholung dieses Ver- 
fahrens erhält man eine Folge von verbesserten Näherungswerten, diegegenz konvergiert (Abb.). 


Das Newtonsche Verfahren. Beim Newtonschen Verfahren zur nähe- 
rungsweisen Bestimmung der Wurzel x einer Gleichung f(x) = 0 
wird die zweimal stetig differenzierbare Funktion y=f(?) in der 
Nähe dieser (einfachen) Nullstelle nicht durch ihre Sekante, sondern 
durch ihre Tangente ersetzt (Abb.). Hat man einen ersten Näherungs- 
wert x, für die Wurzel x zur Verfügung, so kann man den Funk- 
tionswert Yy0 = f(xo) berechnen und die Tangente an die Kurve im 
Punkte (20; Yo) legen. Ihre Gleichung lautet 2(&)=f(xo) +2 — zo) f (&o). 
Man bringt die Tangente zum Schnitt mit der x-Achse. Die Ab- 
szisse des Schnittpunkts gilt als verbesserter Näherungswert für 7. 


(zo) 
f (zo) ' 





Sie hat den Wert 2ı = om — 


Newtonsches ft&) » f’(®) 





Verfahren TR [@)P 


Damit xı tatsächlich ein besserer Näherungswert für x als x, ist, muß Bestimmung der Wurzel einer 
in dem betrachteten Näherungsintervall in der Umgebung von x die Gleichung nach dem Newton- 
f&)  f’®) schen Verfahren 


U’ (&))? 


< 1 erfüllt sein. 





Bedingung 









Allgemein findet 


Dasselbe Verfahren läßt sich auch auf xı anwenden. Man erhält als weitere Verbesserung den Wert 
X = I — 
man durch die Iterationsvorschrift 


I(zı) 
Iterationsvorschrift _ I&) 
aus zo eine Folge von verbesser- 


Fa) ne 
Te+l = %k f(x) ‚= m ... 
ten Näherungswerten zı, %2, %3, . .., die gegen die gesuchte Wurzel x konvergiert. 
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Beispiel: Um die Wurzel der Gleichung f(x) = 2 Inz — x + 0,12? = 0 zu bestimmen, sucht 
man aus der nebenstehenden Wertetabelle oder aus dem Kurvenverlauf 
einen z-Wert in der Nähe der Wurzel, die zwischen x = 2 und x = 3 liegen 
muß (Abb.). 





— 0,90000 
Ein brauchbarer Ausgangswert für das Newtonsche Verfahren wird aus- — 0,21371 
gehend von xo = 2 und xı = 3 durch lineare Interpolation ermittelt, was 0.09722 
der Anwendung des ersten Schrittes der Regula falsi entspricht: 0,372 59 


% = 2 + 0,21371- = 2,68733. 


0,31093 


Dieser Wert wird mit dem Newtonschen Iterationsverfahren verbessert. Man erhält 


(2) 





ze) = 0,01194, f(x) = 1,28170, x = x - 7 = 2,59417, 
f (ze) 
/(&s) = — 0,00007, /’(xs) = 0,28515, 24 = x: — vn — 2,64519, f(x4) = 0,00000. 


Die gesuchte Wurzel lautet x = 2,64519. 


Auch zum Bestimmen der komplexen Wurzeln einer Gleichung f(x) = 0 und zum Bestimmen der 
Wurzeln mehrerer Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten sind Näherungsverfahren entwickelt 
worden. 





X) XyX, 


Verlauf der Funktion y = 2Inx — x + 0,12? Iterative Gleichungsauflösung 


Iterative Gleichungsauflösung. Zur Auflösung der Gleichung f(x) = 0 kann man diese auf eine 
iterierfähige Form © = (x) bringen; das ist in verschiedener Weise möglich. Geometrisch bedeutet 
das die Aufgabe, die Schnittpunkte der Geraden y = x mit der durch y = g(x) bestimmten Kurve 
zu ermitteln. Man berechnet nun, ausgehend von einem beliebigen Wert xo, eine Folge von Nähe- 
rungswerten nach der Vorschrift &. = p(&n-ı),n = 1,2,... Dieses Vorgehen ist in der Abbildung 
geometrisch veranschaulicht worden. 

Das Iterationsverfahren konvergiert gegen den Abszissenwert eines Schnittpunktes unter der 
Konvergenzbedingung | 9’(z) | < 1. 


Beispiel 1: Für die Kepler-Gleichung x —esinz = amit 0 <e < l kann man 
(x) „ =q4-+ esin® 
wählen. Die Konvergenzbedingung ist wegen | e cosz | < 1 erfüllt. Die Schritte der Iteration sind 
am=4; mM=qa4-+esintı; Z=a- esinzs,... 
Beispiel 2: Vorgelegt sei die Gleichung x? — a = 0. Durch Addition von x? + a auf beiden 


1 
Seiten der Gleichung erhält man 22? = x? + a und daraus die iterierfähige Form x = 5: (2? + a). 


Es ist | 9(&) | = = 





a le< 1 für beliebige x, deren Quadrat nahe bei « liegt, unda > 0. 


Die Iterationsvorschrift lautet an4ı = Be (&n? + a). 
n 
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Das Wort Nomogramm geht auf die griechischen Wörter nomos (Gesetz) und graphein (schreiben) 
zurück. Durch diese Bezeichnung soll zum Ausdruck gebracht werden, daß in Nomogrammen 
gesetzmäßige Zusammenhänge zwischen veränderlichen Größen bildlich dargestellt werden. 
Unter gesetzmäßigen Zusammenhängen sind funktionale Zusammenhänge zwischen mehreren 
Veränderlichen zu verstehen, die sich in Form einer Gleichung ausdrücken lassen; z. B. gibt die 
Gleichung U = I-R (Ohmsches Gesetz) den Zusammenhang zwischen den drei Veränderlichen 
Spannung U, Stromstärke I und Widerstand R eines elektrischen Stromkreises an. Aus der geome- 
irischen Darstellung des jeweiligen funktionalen Zusammenhanges zwischen mehreren Veränderlichen 
in einem Nomogramm soll man zusammengehörige Werte der betreffenden Veränderlichen ab- 
lesen können ; z. B. zu vorgegebenen Werten der Veränderlichen / und R den zugeordneten Wert 
der Variablen U. Ein Nomogramm kann somit als Rechenhilfsmittel dienen, um Aufgaben des 
gleichen Typs schnell zu lösen. Gegenwärtig werden in fast allen technischen Bereichen Nomo- 
gramme zur Erleichterung der Arbeit bei wiederkehrenden Rechnungen benutzt. 


NOMOGRAMME FÜR ZWEI VERÄNDERLICHE 


Bereits die graphische Darstellung eines funktionalen Zusammenhanges zwischen zwei Veränder- 
lichen ist als Nomogramm anzusprechen; z.B. lassen sich aus dem Kurvenbild der Funktion 
v = f(u) zu vorgegebenen Werten der Variablen u ohne große Mühe die zugehörigen Werte der 
Veränderlichen v bestimmen. Um die gewünschte Genauigkeit der Lösungswerte zu erzielen, muß 
die Zeicheneinheit groß genug gewählt werden. Das ist stets möglich, da jedes Nomogramm nur 
für die Bereiche der Variablen angelegt wird, die für die betreffende Rechnung in Frage kommen. 


Funktionsleitern. Die gleichförmige Teilung oder lineare Skale trifft man in verschiedensten Formen 
auf Längenmeßgeräten an. Sie beruht auf der linearen Funktion « = u. Vom Rechenstab her ist die 
logarithmische Teilung bekannt. Die linke Leiter der Abbildung zeigt eine solche Skale. Man erhält 
sie durch Abtragen der Werte der Funktion « = lgu in einer bestimmten Zeicheneinheit, dabei 
werden die Endpunkte der abgetragenen Strecken mit dem Wert des Argumentes % beziffert. Bei 
der logarithmischen Skale entspricht deshalb einem festen Argumentschritt kein konstanter Teil- 
strichabstand. 

In derselben Weise lassen sich auch mit Hilfe anderer Funktionen Skalen anfertigen. Die rechte 
Leiter der Abbildung ist eine quadratische Leiter. Die zugrunde liegende Funktion lautet « = u?. 
Auf ihr werden zum Unterschied zur logarithmischen Skale die Teilstrichabstände mit wachsendem 
Argument immer größer. 

Allgemein gelangt man zu einer sogenannten Funktionsleiter, wenn man die Werte einer Funktion 
& = /{u) auf einem Strahl in einer bestimmten Zeicheneinheit 1 vom Scheitel aus abträgt und die 


w 





| 
I 
6 
7 


gegeben ——— 
ee 


9 


JE 
oo 





Doppelleiter für A = ze 


Funktionsleitern 
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Endpunkte der Strecken mit dem zugehörigen Argument % beziffert; « = 2 /(w) ist die Gleichung 
der Skale. 


Die Doppelleiter. Funktionale Zusammenhänge zwischen zwei Veränderlichen werden in der 
Praxis oft durch Doppelleitern dargestellt. Die Doppelleiter ist das graphische Gegenstück zur 
Wertetafel. Sie entsteht durch Aneinanderlegen zweier Skalen. Jeder ihrer Pap ist zweifach 
beziffert (Abb.). 

Aus dem Nomogramm kann bei vorgegebenem Wert einer der beiden Veränderlichen der zugeord- 
nete Wert der anderen abgelesen werden. Für die Berechnung des Flächeninhalts = eines Kreises 


aus dem Durchmesser d lautet für die Veränderliche d die Skalengleichung « = = - d? (quadra- 


tische Skale), für die Veränderliche A dagegen « = Al (lineare Skale.) 
In beiden Gleichungen bedeutet I die gleiche Zeicheneinheit; sie ist bei der Konstruktion der Doppel- 
leiter geeignet zu wählen. 


Funktionsnetze. Zur graphischen Darstellung einer Funktion mit einer unabhängigen Veränder- 
lichen verwendet man gelegentlich aus zeichentechnischen Gründen unterschiedliche Maßeinheiten 
längs der beidenKoordinatenachsen. Das Bild der 
betreffenden Funktion erscheint dann gegen- 
über dem gewöhnlichen Bild gestaucht bzw. ge- 
streckt. In der Nomographie nimmt man tief- 
greifendere Verformungen der Bildkurven vor. 
In sehr vielen Fällen streckt man die Bild- 
kurven zu Geraden. Die @eradstreckung wird 
durch das Einzeichnen der Bildpunkte in ge- 
eignet gewählte Funktionsnetze erreicht. Ein 
Funktionsnetz erhält man, wenn man die 
Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems jeweils mit einer Funktionsleiter ver- 
sieht und auf Grund dieser Unterteilung die 
zueinander parallelen Netzlinien zieht. Funk- 
tionsnetze werden oft auch als Funktions- 
papiere bezeichnet. 


Halblogarithmisches Netz. Auf der x- 
Achse ist wie gewöhnlich eine gleichförmige 
Unterteilung vorgenommen: & = Iı vw. 
Die y-Achse ist jedoch mit einer logarith- 
mischen Teilung y = lalgv versehen. Dieses 
Netz der beiden Veränderlichen u und ® heißt 
halblogarithmisch. In den zwei Netzgleichun- 
gen sind /ı und /s die betreffenden Zeichen- 
einheiten. In der Abbildung wurden sie bei- 
spielsweise so gewählt, daß die Einheit längs 
der y-Achse das Zehnfache der Einheit längs 
5 Ja, al Ja SR: at ’rezee ‚Tom; oeer Auer. ZrSp Bu der x-Achse beträgt. Von den Zeicheneinhei- 
gg ten hängt die Genauigkeit der Lösungswerte 
Hulblogarithmisches Netz in einem Nomogramm mit ab. Die Zeichen- 
einheiten sind im jeweiligen Fall festzulegen. 


Im halblogarithmischen Papier oder Exponentialpapier erscheinen die Bilder. von ee 
tionen der Form v = C a“ (u und v als Veränderliche) als Gerade. 


Logarithmiert man er En so erhält man gvu=1lg0O + u at im x-y- erben 


deshalb die Gleichung 7 =1lgC +7 ."1g a, die für konstante Werte von ı, !z, C und a die Gleichung 
einer Geraden ist, 


20 


n + 9 SO sSmo8S 





la 


Logarithmisches Netz. Ein zweites in der Nomographie sehr häufig benutztes Funktionsnetz 
ist das logarithmische Netz. Bei ihm sind beide Achsenteilungen logarithmisch, und zwar in der 
Regel mit derselben Zeicheneinheit. 


Beispiel: Die Funktion v = 2 Yu ergibt bei der Darstellung in einem gewöhnlichen Koordinaten- 
netz mit x = !u und y = !v das übliche Bild einer Wurzelfunktion. 

Werden die Wertepaare (u; v) dagegen in ein logarithmisches Netz mit x = Iı lgu und y = a Igv 
eingetragen, so erhält man als Bild eine Gerade. Deren Gleichung ve sich aus der genen 


FORBLE durch Logarithmieren herleiten, lgv=1g2 + 518 “ und daraus 7 „—ie2 
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Allgemein ergibt die geometrische Darstellung jeder ‚Potenzfunktion v=-0u,ın = u und v die 


Veränderlichen, 101 und: k Konstante sind, im logarithmise her Netz ei eine Gerade I . x Pr a C. s 
Aus diesem Grunde wird das logarithmische N a: en n | 


oder Papier auch als Potenzpapier bezeichnet. 











1 2 3.475 67898 


Funktionv = 2 Yu in rechtwinkligen kartesischen Funktion v = 2 Yu im logarithmischen Netz 
Koordinaten 


NOMOGRAMME FÜR DREI VERÄNDERLICHE 


Netztafeln. Es sei die Aufgabe gestellt, für die Gleichung w = u + v (Addition zweier Summanden) 
ein Nomogramm anzulegen. Nimmt man vorübergehend an, daß v eine Konstante ist, etwa ® 
= const —= 5, so ist w nur von u linear abhängig (w = u + 5). In einem gleichförmigen u-w-Koordi- 
natennetz ergibt sich als Bild dieser Funktion die Gerade w = % + const mit dem Anstieg 1. Für 
jeden Punkt dieser Geraden lassen sich die Werte von u und w als kartesische Koordinaten ablesen, 
die Konstante hat aber stets den Wert 5. Für einen anderen Wert c der Konstanten erhält man eine 
zur gezeichneten (c = 5) parallele Gerade, die die w-Achse im Punkt (0; c) schneidet. Nimmt die 
Konstante c der Reihe nach alle ganzzahligen Werte an, so erhält man eine Netztafel. Jeder der drei 
Variablen entspricht eine Linienschar; für die Funktion w = u + v sind es die drei Scharen von 
Geraden: 


1. die Schar der Parallelen zur Ordinatenachse für kon- 













stante u-Werte, DIB8 76 54 2 
2. die Schar der Parallelen zur Abszissenachse für kon- 12 

stante w-Werte und 1 A AA 7 
3. die Schar der Geraden, die in das Netz eingezeichnet 1 FYLAAFTLITA 0 

werden für konstante v- Werte. 0 


AA AA AAN RA 
BAU PAARE 
VA A A ZA HER HE 
DA U a DA EN ER EN 


Zugeordnete Linien schneiden sich jeweils in einem Punkt. 
In der Abbildung ist für u=4,v=5 der Wert w = 9 8 
zu erkennen, Ähnlich wie bei einer Skale werden Zwischen- 7 
werte nach Augenmaß interpoliert. 


Beispiel: Nomogramm für die reellen Wurzeln der 
reduzierten kubischen Gleichung 2 +pz-+g=0,in der 
p und g reelle Koeffizienten sind. 

In einem kartesischen p-qg-Koordinatensystem stellt die 
Gleichung g = —pz — 2? für einen konstanten Wert z 
als Parameter eine Gerade mit dem Anstiegm = —z 1 
dar, die die q-Achse im Punkte qg = —z? schneidet 

(Abb.). Jeder Punkt mit den Koordinaten p und g stellt 
einereduzierte kubische Gleichung dar, und jede Gerade, 

die durch diesen Punkt (p;g) geht, gibt durch ihren 
Parameter z eine Wurzel dieser Gleichung an. Zeichnet Netztafel frw= u+ v 

man also alle Geraden für z=0; +0,1; + 0,2; +0,3;.. ., 

so hat man für ihre Schnittpunkte (p;g) die Wurzeln. Für andere Gleichungen, deren Punkte 
(?; q) in der Nähe eines Schnittpunkts liegen, erhält man Näherungswerte der Wurzeln. 

Dabei stellt man fest, daß die p-9-Ebene durch eine Kurve in zwei Gebiete zerlegt wird, so daß 
im einen Gebiet durch jeden Punkt (p; q) eine Gerade geht, im anderen drei und auf der Grenze zwei; 
analog haben die den Punkten entsprechenden Gleichungen eine, drei oder zwei reelle Wurzeln. 


a 
DD w# 0& 


a a RE 


'0123456789% 


uU ——— 


616 NOMOGRAPHIE 


Nach dem Vietaschen Wurzelsatz gelten für drei Wurzeln zı, 23, 23 die Gleichungen zı + 22 + 23 
= (0,2122 4 2223 + 2321 = 9,21 2223 = —q. Fallen auf der Grenzkurve zwei Wurzeln zusammen, 
z.B. 22 = zs, so erhält man durch Eliminieren von zı, za, 23 aus diesen 4 Gleichungen g?/4 + »%/27 
= 0 als Gleichung der Grenzkurve, die deshalb eine Neilsche Parabel ist. Zwischen ihren Ästen 
gilt |q] < -4p°]27 oder g?/4 + p?]27 < 0; für g2/4 + p3/27 > 0 ist dagegen nur eine reelle 
Wurzel vorhanden. 

3,6 30 —Z -22 Als Ablesebeispiel wurde die Gleichung 
23 — 7z+6= 0 herausgehoben. Hier 
ist = —7,q= 6. Durch. diesen Punkt 
der p-9-Ebene gehen drei Geraden der 
mit z bezifferten Schar. Die zugehörigen 
z-Werte sind ı=1,3=2,23= -—3, 
die zugleich die drei reellen Wurzeln der 
Gleichung darstellen. Weitere mit 2 be- 
zifferte Geraden sind gestrichelt einge- 
tragen. 


So wie sich ein beliebiger funktionaler 
Zusammenhang zwischen zwei Veränder- 
lichen graphisch darstellen läßt, kann für 
jede Gleichung mit drei Veränderlichen 
eine Netztafel angelegt werden. Jedoch 
wird im allgemeinen die dritte Linienschar 
nicht aus geraden Linien bestehen wie im 


Di 
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SE 





1,6 





32 20 


Netztafel für die reellen Wurzeln der reduzierten kubi- 
schen Gleichung 


A 





Netztafel für = — 


100 
Beispiel w= u + v; z.B. würde das Bild der Gleichung t = Per in der t die Schnittzeit an einer 


Drehmaschine in min für 100 mm Länge angibt, n die Drehzahl in min-! und s den Vorschub in 
mm, in einem s-t-Koordinatensystem eine Hyperbelschar ergeben. 

Da sich in geradlinigen Kurvenscharen die Werte im allgemeinen einfacher aufsuchen bzw. ab- 
lesen lassen, wird versucht, die betreffende Kurvenschar zu einer Geraden zu strecken. Im Falle 
der Gleichung für die Schnittzeit ist das mit Hilfe eines logarithmischen Netzes (x = Iı lgs; 
y = I Igt) möglich. In der Abbildung ist zu erkennen, wie zu den Wertens = 4,n = 125 der Wert 
t = 0,2 gefunden wird. 


Fluehtlinientafeln. Im Unterschied zu den Netztafeln enthalten die Fluchtlinien- oder Leitertafeln 
drei Kurven mit je einer bezifferten Skale, z. B. nach v, v und w. Durch gegebene Werte von u und 
v wird dann eine Gerade, die Fluchtgerade, durch diese beiden Kurvenpunkte bestimmt, die die 
w-Kurve im gesuchten w-Werte schneidet. 


1 
Beispiel: In der Fluchtlinientafel für w = 3 (u + v) können die Werte u und v auf zwei Par- 


allelen in derselben Zeicheneinheit abgetragen werden. Wählt man für w die Mittelparallele mit einer 
Skale im selben Maßstab, deren Nullpunkt aber auf der Geraden durch die Nullpunkte der u- 
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und der v-Skale liegt, so ist die durch zwei beliebige Werte u und v bestimmte Fluchtgerade die 
zweite nichtparallele Seite eines Trapezes, in dem die Strecke O w Mittelparallele ist, in dem also 





1 
gilt w = 5 (u + v) (Abb.). u w v 

6 6 6 

Zwar lassen sich nicht für alle Glei- 

chungen mit drei Variablen Flucht- |; 5 5 

linientafeln angeben, die im folgenden 

behandelten drei Typen zeigen aber, JA 4 bh 

wie groß der Kreis der nach diesem 

Verfahren zu behandelnden Gleichun- 3 3 3 

gen ist. 

Typ 1: fs(w) = fı(u) + fa(v). Gleichun- 2 p) 


gen mit drei Variablen, die sich auf 
diese Form bringen lassen, können in 
einer Fluchtlinientafel mit drei gerad- 
linigen, zueinander parallelen Skalen 





dargestellt werden (Abb.). DieSkalen- ° u udn 

gleichungen lauten: Fluchtlinientafel für Fluchtlinientafel mit drei 
«= hı fılu); 1 parallelen Skalen 
B= I fa); Deut 


ylflw). 
Zwischen den drei Zeicheneinheiten /ı, la, !; und den Abständen m und n der Skalen gilt nach dem 
Strahlensatz: 
y-e):ß—-ae)=m:(m-+n) odrym-am+yn-aun= mß-am, 
y(m-+n) =mß-+na« oder lfslw) (m + n) = bl flv) m + Iı fı(u) n. 
Ein Vergleich mit der Ausgangsgleichung fs(w) = fı(u) + fa(v) zeigt, daß diese erfüllt ist, wenn 
die Beziehungen gelten: 





Die Tafel zur Bestimmung des arithmetischen Mittels ist ein Spezialfall dieses Nomogrammtyps. 


Auch die in der Praxis häufig auftretenden Gleichungen der Form fs(w) = Au) lassen sich durch 


f2(v) 
Logarithmieren dem Typ 1 unterordnen; für das Ohmsche Gesetz erhält man z.B. I = R bzw. 
1gI = 1gU - 1gR. Das Minuszeichen vor lgR weist lediglich darauf hin, daß die Skale der Variablen 
R im Gegensinn orientiert ist, 
1 1 1 
Ti 7, Gleich isch i 
Typ? Fo) Ta) v 50) m ungen zwischen drei 
Variablen, die sich auf diese Form bringen lassen, können in 
einer Fluchtlinientafel mit drei geradlinigen Skalen, die 
sich in einem Punkt schneiden, dargestellt werden. Der 
Flächeninhalt des Gesamtdreiecks ist der Summe der 
Flächeninhalte der Teildreiecke gleich; es gilt deshalb 
(Abb.): 
&ysine + yßsinöd = «ßsin(e + 6) oder 
sine sind sin(e + 6) 
ß a en 





Setzt man «= /]ı fı(u), B= Ia fr(v), y- Is Is(w) ein, so 
erhält man 


Fluchtlinientafel mit drei geradlinigen 
Skalen, die sich in einem Punkt unter 
den Winkeln e und ö schneiden 


sine 1 sind 1 sine +6) 1 


a a ee 5 





1 1 1 
Die Ausgangsgleichung ar no + 77 ist erfüllt, wenn zwischen den Größen e, ö, Iı, la und ls 
game: ww) Am Aw sine +0) sin(e + 6) 
die Beziehungen gelten: /ı : ls = sind : sing, a = — —— hı = ———— ba. 
sınd sin 8 
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Die Abbildung zeigt eine spezielle Fluchtlinientafel dieser Art, um den G@esamtwiderstand R bei 
1 1 1 
Parallelschaltung zweier Widerstände Rı und Rz aus der Gleichung BR a + R, u bestimmen. 


In der Abbildung ist e = ö gewählt worden. Die gefundenen Beziehungen vereinfachen sich dann 
zu: ıı = Ta, ls = 2 cose:Iı = 2cose: Is, da sin 2e = 2 sine cose. Zu Rı = 30, Ra = 60 ist R = 20 
gefunden worden. 

Häufig werden noch andere Typen von Fluchtlinientafeln mit geradlinigen Leitern verwendet. 
So benutzt man zwei parallele und eine dazu ge- 
neigte geradlinige Skale oder auch drei beliebig 
liegende geradlinige Skalen. 





vn m 1 1 Fluchtlinientafel mit zwei parallelen, geradlinigen 
ZIORRENERSR SER Sr R Rı g Ra Leitern und einer gekrümmten Leiter 


Typ 3: fı(u) + fe(v) fa(w) + fa(w) = 0. Gleichungen dieser Form können in einer Fluchtlinientafel 
mit zwei geradlinigen, parallelen Skalen und einer Kurvenskale dargestellt werden (Abb.). Wenn 
auch nicht alle drei Kurven der Tafel Geraden sind, müssen doch die dem funktionalen Zusammen- 
hang entsprechenden drei Punkte auf der Fluchtgeraden liegen. 

Die drei Punkte P;, Pa, Ps mit den kartesischen Koordinaten (&; n:), © = 1, 2, 3, liegen auf einer 
Geraden, wenn der durch die rechtsstehende Determinante ausgedrückte Flächeninhalt des Drei- 
ecks PıP;P; den Wert Null hat. Werden nun die Funktionen fı(u) und f2(v) auf geradlinigen par- 
allelen Leitern im Abstand p dargestellt und wird die v-Leiter zur n-Achse des £-n-Koordinaten- 
systems gemacht, so hat Punkt P, auf der u-Leiter die Koordinaten 4—=0, yı 














= Iı fiı(w), Punkt P. auf der v-Leiter die Koordinaten & = p, nz = I fr(w). ml 
Damit erhält man für die Koordinaten (£;n) des Punktes P; auf der ge- &m1l|=0 
krümmten Leiter die nebenstehende Bedingung, aus der sich ergibt &nsl 
pn—lflw)E + Elı fılu) — plı fı(u) = 0 oder 
I 0 Lıfılu) 1 
en faw) 1| = 0 
Tae-he-5 ma 
N 
irre ee tsteht die Schlüsselgleich 
en Be I ‚so entste e Schlüsselgleichung 


fıtu) + falv) fs(w) + falw) = 0. 


Soll nun umgekehrt ein solcher funktionaler Zusammenhang durch ein Nomogramm dargestellt 
werden, so erhält man aus den letzten Gleichungen die Parametergleichung der gekrümmten Leiter: 


..- p lı fa(w) ur: Iı la fa(w) 
rt+uıhw)’ "FT Arauhle)‘ 


Beispiel: Nomogramm für die quadratische Gleichung w® + aw-+ b= 0. Man setzt b = fı(u), 
a= khv),w= fh(w), w® = fa(w). Istlı = Is = 1, dann hat die gekrümmte Leiter die Parameter- 
i pw w* 
] h = " = zn ; * * ” . ” == 
gleichung £ I," TE stellt mithin eine Hyperbel mit der Gleichung n Dep) 


im $-n-System dar. Man braucht nur das mit positiven Werten bezifferte Stück der gekrümmten 
w-Leiter zu zeichnen. Hat nämlich die quadratische Gleichung w® + aw + b = 0 eine negative 
Wurzel —wı, so hat die Gleichung WW —- aw+b = 0 die positive Wurzel wı. Den absoluten 
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Wert einer negativen Wurzel der vorgelegten quadratischen Gleichung findet man demnach, 
wenn «a durch —« ersetzt wird (Abb.). 


Benutzung des Nomogramms: Man zeichnet die durch die Parameterwerte a, b bestimmte 
Fluchtgerade, deren Schnittpunkte mit der gekrümmten w-Leiter die positiven Wurzeln der 
quadratischen Gleichung liefern. 

Liegen zwei Schnittpunkte vor, so hat die b F 
quadratische Gleichung zwei positive reelle 

Wurzeln. Liegt nur ein Schnittpunkt vor, 4 I" 

so existiert noch eine negative reelle Wurzel 

für die quadratische Gleichung. Den abso- 3 

luten Betrag dieser Wurzel erhält man 

durch die von den Parameterwerten —a, b 2 

bestimmte Fluchtgerade. Bi 
Berührt die Fluchtgerade die w-Leiter,fallen 1 pe 1 
die beiden Wurzeln der quadratischen Glei- | 
chung zusammen und sind positiv reell. 
Wird die w-Kurve von der Fluchtgeraden 
nicht geschnitten, so hat die quadratische 
Gleichung keine positiven reellen Wurzeln. 
In diesem Falle zeichnet man ebenfalls die 
durch die Parameterwerte — a, b bestimmte 
Fluchtgerade, welche die absoluten Werte 
der negativen reellen Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung liefert. 

Wird die w-Leiter von beiden Fluchtgeraden w?+2w-3=0 
nicht geschnitten, so hat die quadratische 42 has 
Gleichung keine reellen Wurzeln. ; Lo 
Ablesebeispiel: w + 2w—-3=0. Es ist Ar 
a=2;b=-3. Die durch diese Parameter- umeDei |; 
werte bestimmte Fluchtgerade liefert eine ER ;n*= u. 
positiv reelle Wurzel wı = 1. Dann muß ; 
noch eine negative reelle Wurzel existieren, 
die man erhält, wenn die zu den Parameter- 
werten a = —2;b = —3 gehörige Flucht- 
gerade gezeichnet wird. Man liest ab: 





|we| = 3. p=10 
Die gesuchte zweite Wurzel ist demnach Nomogramm für die quadratische Gleichung 
w= -—3, w+aw+b=0 


ZUSAMMENGESETZTE NOMOGRAMME 


In den Netztafeln und Fluchtlinientafeln lassen sich lediglich funktionale Zusammenhänge zwischen 
jeweils drei Variablen darstellen. Vielen Berechnungen in der Praxis liegen jedoch Gleichungen 
mit mehr als drei Variablen zugrunde, Eine Möglichkeit, solche Gleichungen geometrisch dar- 
zustellen, besteht in der Verbindung zweier oder mehrerer Fluchtlinien- bzw. Netztafeln. Am 
einfachsten Beispiel, der Addition dreier Summanden, soll das Prinzip des Aufbaus zusammen- 
gesetzter Nomogramme gezeigt werden. 


vv E Ww W Ug 
1} 61 2% 12 








04-0.--0.-0.--——- 0 


Fluchtlinientufel für a = u +ur + us Netztafel-Fluchtlinien-Nomogramm 
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Die Gleichung lautet: us = uı + Us + us. Sie wird durch Einführung einer Hilfsveränderlichen £ 
in zwei Gleichungen zerlegt: w=&+ us und & = uı + us. Für jede dieser Gleichungen läßt 
sich eine Fluchtlinientafel mit drei parallelen Skalen anfertigen. Man richtet nun beide Tafeln so 
ein, daß die Hilfsveränderliche durch ein und dieselbe Skale dargestellt wird. Die Abbildung zeigt 
eine Möglichkeit der Verbindung der zwei Tafeln. Die Skale der Hilfsvariablen £ ist mittlere Skale 
in der Tafel zur Gleichung & = uı + us und zugleich äußere Skale in der Tafel für die Gleichung 
us = € + us. Die Ermittlung eines Lösungswertes erfolgt in zwei Schritten. Zunächst wird der 
Wert der Summe uı + ua = £ bestimmt, danach der Wert der Summe € + us = «. In der Abbil- 
dung ist zu uı = 3, us = 1 zunächst £ = 4 und aus us = 8 dann u, = 12 bestimmt worden. Die 
Skale der Hilfsveränderlichen £ heißt Zapjenlinie. Sie ist im allgemeinen unbeziffert, da das Zwi- 
schenergebnis gewöhnlich nicht von Bedeutung ist. 

In ähnlicher Weise lassen sich zwei, gegebenenfalls mehrere Netztafeln miteinander verbinden. 
Auch Kopplungen zwischen Netz- und Fluchtlinientafeln sind möglich. 

In diesem Falle hat man beispielsweise zwei Leitern und ein Netz miteinander zu verbinden. Ent- 
sprechende Punkte P; liegen wieder auf einer Fluchtgeraden. 

Hat man es insbesondere mit zwei geradlinigen, parallelen Leitern zu tun, so gilt analog zu den 
Ausführungen zum dritten Typ von Fluchtlinientafeln für die Koordinaten eines Punktes Pı auf 
der ersten Leiter &ı = 0, nı = Iı fı(u), für einen Punkt P; auf der zweiten Leiter &3 = p, na = la fa(v), 
und für einen Punkt P; in den Kurven der Netztafel & = fs(wı, wa), 73 = gs(wı, ws) (Abb.). 

Die Bedingung, daß die drei zugeordneten Punkte P;, Pa, Ps auf einer Geraden liegen, führt zu 
der Gleichung 





lıfı (u) 1 
2 Lflov) 1|=0. 
300 $s ns 1 


Kp/cm? In derselben Weise wie bei den Fluchtlinientafeln 
mit zwei geradlinigen, parallelen Skalen und einer 
Kurvenskale kann man hieraus ableiten, daß durch 

ein solches Netziafel-Fluchtlinien-Nomogramm funk- 
tionale Zusammenhänge der Form 


200 . f(u) = fs(v) hı (wi, we) + halwı, we) 


dargestellt werden können. Die Kurvenscharen der 
Netztafel sind dabei bestimmt durch Gleichungen 
der Form 
plı hılwı, ws) Iı la ha(wı, wa) 
700 TE Te 
lı hılwı, ws) — la’ la — Iıhı (wı, we) 





Beispiel: In der Elastizitätstheorie gilt für die 
Op=WORp, ‚T=300kp , Berechnung der reduzierten Spannung or bei 
cm cm? gleichzeitiger Beanspruchung auf Biegung und 

Ko=1, 0r=750kp , Torsion die Beziehung 

cm en 
Nomogramm für die reduzierte Spannung GE FEIE A Hae FIE 
Dabei bezeichnen «0 das Anstrengungsverhältnis, 
o, die Biegespannung und r die Torsionsspannung. Setzt man fı = 02, a = —4r2, hı = x, 
ha = 0,2, so gilt für die Kurven der Netztafel (Abb.): 


_Phe  _ hhor 
wer 7 


Die Kurven der Schar & sind Parallelen zur Ordinatenachse und damit auch zu den beiden gerad- 
linigen Skalen von o, und r. Die Kurven o; bilden ein Strahlenbüschel durch den Punkt 2 =, 
= 

Ablesebeispiel: oo» = 450 kp/cm?, r = 300 kp/em?, & — 1. Es wird abgelesen o, = 750 kp/em?, 


&3 


a — lı a02" 


FEHLER-, AUSGLEICHS- UND NÄHERUNGSRECHNUNG 


L.. Köhlerrechnung uns s2 58 621 Ausgleich direkter Messungen gleicher 
r PrOBili a s 6 565 6 Eh en 633 
NARFUNGSDHE wann 621 . . x 
Absoluter Fehler, Korrektion und relati- zEuegesoh direkter: AEoesungen Sngler- 
cher. Präzision... sus u 0 a 633 
DER: HERR vonesisiessaaeserernen 622 Ausslsieh- Aatinminge, Honbruni 634 
Genauigkeit von Zahlen, Darstellung ge ” u Ten Frac 
usgleich vermittelnder Beobachtungen 636 
von ungenauen Zahlen ...-sssuccr0s 622 Ausolotzh Ichkürtr Firssiumesöinde 637 
Genauigkeit des Resultates beim Rech- a Tel  irhelinanren 2 > 
nen mit Näherungswerten . 2.2.2... +» 624 hä TEE WEFAREEFIUNERE 638 
Meß- und Beobachtungfehler ..... 027. Darstellung einer Fümkdion mie Elfe 
as Fehlergesetz von Gau .. „nenn. einfacherer Funktionen zuanseenannn 639 
EL. Zmnpleinhneschnung . seen nenne u ie Näherungsrechnung ........ +++...» 640 
Die Methode der kleinsten Quadrate .. 629 
Praktische Durchführung der Methode Näherungsverfahren zur Berechnung 
der kleinsten Quadrate ... „sun 2.0.. 630 von Funktionswerten .....zoreer0 nn 640 
Mittlerer Fehler, wahrscheinlicher Approximation von Funktionen durch 
ER NE rt . 630 Polynome »...:s.02404s He .. 642 
Fehlerfortpflanzungsgesetz, mittlerer Das Interpolationspolynom von La- 
Fehler von Mittelwerten .... vr... 631 I ER EEK eD 643 
Schätzung des mittleren Fehlers aus Das Interpolationspolynom von Newton 643 
den Beobachtungen :::.zs0:s0++5s 632 Interpolation in Tafeln ...........- 646 


I. Fehlerrechnung 


Die Fehlerrechnung befaßt sich mit der Genauigkeit von Zahlen und Rechenresultaten. Fehler, 
die auf falschen mathematischen Schlußweisen, auf der Nichtbeachtung der Rechengesetze, auf 
Flüchtigkeit und Unaufmerksamkeit bei der Rechnung beruhen, sind nicht Gegenstand der Fehler- 
rechnung. Sie enthebt daher den Rechner keineswegs der äußersten Sorgfalt bei allen durchzu- 
führenden Rechenoperationen. 

Ein Schüler berechnet aus den Seiten a = 7,49, b = 5,32 eines Dreiecks und dem von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel y = 30° die Länge der dritten Dreiecksseite c nach 


der Formele = Ja? + b? — 2a b cosy (s. nebenstehende Rechnung). Dem z = rer 
Lehrer ist das Resultat zu ungenau, er hat als Lösung c = 3,92 erwartet. irn 


Offenbar hat der Schüler beim Aufschlagen des cosy zuwenig Stellen be- a1,.0, = 

rücksichtigt. Es ergeben sich die Fragen, welchen Fehler im Resultat die 9ab SET . 69.333 4 

vernachlässigten Stellen von cosy verursachen bzw. wieviel Stellen von * sel RE 15.0691 

cosy hätten berücksichtigt werden müssen, damit sich die gewünschte fr = 2.88 
Fa ’ 


"Genauigkeit ergibt. 
NÄHERUNGSWERTE 


In praktischen Anwendungen sind Zahlenwerte gemessener Größen nur angenähert bekannt. 

Ein Kraftfahrer will mit seinem Wagen nach Berlin fahren. Ein Straßenschild gibt die Entfernung 
mit 120 km an. Sein Wagen verbraucht durchschnittlich 91 Kraft- 

stoff je 100km. Er überschlägt daher den Kraftstoffverbrauch für 

diese Fahrt zu (120 - 0,09 = 10,8) !. Das Straßenschild gibt jedoch 

nicht den ‚wahren Wert‘ seiner Fahrstrecke an, sondern nur 

einen Nüäherungswert. Für einen Überschlag hätte eine genauere Diese Entfernungsangabe 
Entfernungsangabe keinen besonderen Nutzen. Auch der durchschnitt- st auf ganze Kilometer 
liche Kraftstoffverbrauch seines Wagens ist nur ein Näherungswert gerundet 
(Abb.). 

Auch für reine Zahlenwerte können vielfach nur Näherungswerte in Rechnungen verwendet wer- 
den, da viele Zahlen sich im Dezimalsystem nur als unendliche Dezimalbrüche darstellen lassen, 


z.B. Y2, n, 1g3. 
Will man ausdrücken, daß a ein Näherungswert für eine Größe x ist, so schreibt man gewöhnlich 


x wa; x ist der wahre Wert, a der Näherungswert; z.B. V2 x 1,41; m » 3,14; 1g3 #& 0,4771. 
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ABSOLUTER FEHLER, KORREKTION UND RELATIVER FEHLER 


Absoluter Fehler. Man beurteilt die Güte eines Näherungswertesa | wunamın, 
nach seiner Abweichung vom wahren Wert x und nennt die Diffe- | __r. 

renz a — x den absoluten Fehler e= a— x. Ein Näherungswert a 
ist um so genauer, je kleiner sein absoluter Fehler ist; z.B. ist 
der Näherungswert aı = 0,66667 für x = ?/s hundertmal so genau 
wie der Näherungswert ag = 0,667. ' 








Korrektion. Will man aus dem Näherungswert a den wahren Wert x einer Größe erhalten, so muß 
man zu a die Korrektion k addieren, k=rt-a= -e, 


Relativer Fehler. An Stelle des absoluten Fehlers e eines Näherungswertes a wird häufig sein relativer 
Fehler | - angegeben. Er wird gewöhnlich in Prozenten ausgedrückt. Dann lassen sich Näherungs- 


werte für verschiedene Größen hinsichtlich ihrer Genauigkeit miteinander vergleichen. 


Beispiel: Für den wahren Wert x = ?/s wird als Näherungswert aı = 0,67 und für den wahren 
Wert y = !/ıs der Näherungswert aa = 0,07 verwendet. Die absoluten Fehler sind &ı = «ı — x 


2 1 1 eh : , 
—= 0,67 3-30 und 8 =qa—y = 0,07 — 15 " 300’ für die relativen Fehler erhält man 
1 1 
a  00R Dee Er Br Gbechläieek 
= ei => = 0,5% un IT Per en %. Obwohl die absoluten 














Fehler einander gleich sind, ist aı ein zehnmal so genauer Näherungswert für x als es as für y ist. 


GENAUIGKEIT VON ZAHLEN, DARSTELLUNG VON UNGENAUEN ZAHLEN 


Jede Angabe über die Größe des absoluten bzw. des relativen Fehlers eines Näherungswerts stellt 
eine Angabe über die Genauigkeit dieses Näherungswerts dar. 

Meist ist der wahre Wert jedoch unbekannt, z. B. bei Näherungswerten, die aus Messungen gewon- 
nen werden. Dann läßt sich weder der absolute noch der relative Fehler des Näherungswerts 
berechnen. Man muß sich in einem solchen Falle damit begnügen, Schranken für den absoluten 
bzw. den relativen Kehler des Näherungswerts anzugeben. 


Schranken für den absoluten Fehler. Unter einer Schranke für den absoluten Fehler eines Näherungs- 
werts a versteht man eine positive Zahl Aa, die nicht vom Betrag des absoluten Fehlers übertroffen 
wird. Es gilt die Ungleichung 


—-—4dasesAa oder a— AJasr<saH-+ Aa. 


Durch die Angabe einer Schranke Aa ist somit zugleich eine untere und eine obere Wertschranke 
für x'’gegeben. Dafür schreibt man kurz x z a(+ 4a) oder auhz = «+ 4a. 


ni ER N ug 
den absoluten Kehler vona | 
‘ 





4a gibt Aufschluß über die Genauigkeit von a. Je kleiner 4a ist, um so genauer ist der Näherungs- 
wert a. 
Sind andererseits für eine Größe x zwei Wertschranken xı und x so bekannt, daß cı <x < xs, so 


1 1 
ista = 3 (&ı + 22) ein Näherungswert für x mit da = 3 (X2 — xı). 


Sehranken für den relativen Fehler. Bei technischen Daten findet man oft die Genauigkeit in der 


ist eine 





A 
Form x v a(+ö- 100%) oder auch x = a + ö: 100% angegeben; die Größe ö = | ee 
Schranke für den relativen Fehler von a. @ 


FE ——— 


Fehler | 


ee y. KA Ä ı L». = 8 ayEE. A er fer ar _ a, 1,9 
aherungswert iur 7: da Schranke ur den absoluten 
FR rs & } n.. A 
gr: 
| 





Beispiel: Auf einem Kondensator ist die Kapazität mit 250 pF + 10% angegeben. Der relative 
Fehler des Näherungswerts a = 250 pF beträgt ö = 0,1. Daraus ergibt sich als Schranke für 
den absoluten Fehler Ada =a-ö= 25 pF. Der wahre Wert der Kapazität kann danach zwischen 
225 pF und 275 pF liegen. 
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Werden Näherungswerte für Zahlen wie x, /2, lg 3 mitgeteilt, so verzichtet man gewöhnlich auf 
eine besondere Angabe der Genauigkeit. Die Darstellung derartiger Näherungswerte ist gewissen 
Regeln unterworfen, die sofort auf die Genauigkeit der Zahlenangaben schließen lassen. 


Verkürzen. Die Zahl x läßt sich nur durch einen unendlichen Dezimalbruch darstellen. In einer 
Tafel findet man z. B. für z angegeben z = 3,141592653589.... Die Tafel gibt damit als Näherungs- 
wert für z eine auf 12 Stellen verkürzte Dezimalzahl an. Beim Verkürzen eines unendlichen Dezimal- 
bruchs wird seine Ziffernfolge an einer bestimmten Stelle lediglich abgebrochen. Durch drei Punkte 
deutet man an, daß an sich weitere Ziffern folgen würden. Dabei sind die angegebenen Ziffern 
gültige Ziffern, d. h., die Ziffernfolge des verkürzten Dezimalbruches stimmt bis zur Stelle, an der 
die Verkürzung vorgenommen wurde, vollständig mit der Ziffernfolge des unverkürzten Dezimal- 
bruches überein. 

Die Zahl r, auf vier Dezimalen verkürzt, lautet demnach x = 3,1415... Hinter der letzten Ziffer 
einer verkürzten Dezimalzahl kann als nächste Ziffer jede der Ziffern 0 bis 9 folgen. Verwendet man 
daher eine auf k Ziffern verkürzte Zahl als Näherungswert, so ist der absolute Fehler dieses Nähe- 
rungswertes negativ und dem Betrage nach kleiner als eine Einheit der Ordnung der letzten mit- 
geteilten Ziffer. Eine auf k Dezimalstellen nach dem Komma verkürzte Zahl hat mithin einen 
Fehler, der kleiner als 10* ist; z. B. ist für m & 3,1415 der absolute Fehler kleiner als 10-* = 1/10000. 


Runden. Eine gebräuchliche Methode, Dezimalstellen abzukürzen, ist das Runden der Zahlen. 
Dabei bleibt, wie beim Verkürzen, die letzte beibehaltene Ziffer unverändert, wenn auf sie eine 
0, 1, 2, 3 oder 4 folgt (Abrunden). Die letzte beibehaltene Ziffer wird aber um 1 erhöht, wenn die 
unmittelbar folgende Ziffer eine 5, 6, 7, 8 oder 9 ist (Aufrunden). Ein auf vier Dezimalen gerundeter 
1 
Befolgt man diese Regel, so hat man die Gewähr, daß der absolute Fehler einer gerundeten Zahl 
dem Betrage nach kleiner als eine halbe Einheit der Ordnung der letzten angegebenen Ziffer ist. 
Er kann positiv, aber auch negativ sein. Nur in dem Falle, daß die erste vernachlässigte Ziffer eine 
5 ist, der nur Nullen folgen, beträgt der Rundungsfehler genau eine halbe Einheit der Ordnung 
der letzten mitgeteilten Ziffer. Man pflegt in diesem Falle so zu runden, daß die letzte beibehaltene 
Ziffer stets gerade wird. Es wären z. B. 0,12500 auf 0,12, aber 0,17500 auf 0,18 zu runden. 


Zuverlässige Ziffern. Die Ziffern einer gerundeten Zahl brauchen nicht alle gültige Ziffern zu sein, 
denn sie können durch Aufrunden entstanden sein. Aber eine richtig gerundete Zahl hat nur 
zuverlässige Ziffern. Dabei heißen alle Ziffern eines Näherungswertes zuverlässig, wenn der absolute 
Fehler dieses Näherungswertes höchstens eine halbe Einheit der Ordnung der letzten mitgeteilten 
Ziffer beträgt. 


Beispiel: In einer fünfstelligen Tafel der Quadratwurzeln findet man für /39 den Wert 6,245.00 
angegeben. Dieser Wert hat nur zuverlässige Ziffern, denn sein absoluter Fehler ist kleiner als 


5 + 10-8. Seine letzten drei Ziffern sind jedoch keine gültigen Ziffern, denn /39 = 6,2449979... 
Enthält daher ein Näherungswert nur zuverlässige Ziffern, so braucht eine Genauigkeitsangabe 
nicht zusätzlich zu erfolgen. Ist andererseits für einen Näherungswert die Genauigkeit nicht 
angegeben, so muß man annehmen, daß alle seine Ziffern zuverlässig sind. Dies trifft insbesondere 
für alle Zahlenangaben in mathematischen Tabellenwerken zu. 


Näherungswert für rn lautet demnach x x 3,1416; sein absoluter Fehler ist kleiner als 


Sind keine Mißverständnisse zu befürchten, so schreibt man vielfach x = aan Stellevon zw a, 
wenn a ein durch Runden entstandener Näherungswert für x ist. 


Wesentliehe und unwesentliehe Ziffern. Beim Runden von großen Zahlen ergibt sich eine Schwierig- 
keit; rundet man z. B. die Zahl 1778 auf Hunderter, so erhält man 1800. Diese Zahl ist zwar richtig 
gerundet, enthält aber nicht nur zuverlässige Ziffern, da der absolute Fehler größer als 0,5 ist. 
An die Stellen der vernachlässigten Ziffern 7 und 8 sind Nullen getreten. Sie dienen lediglich zur 
Festlegung der Größenordnung der gerundeten Zahl. Man bezeichnet sie als unwesentliche Ziffern. 
Das Mitführen von unwesentlichen Ziffern (Nullen) kann bei Genauigkeitsbetrachtungen Miß- 
verständnisse hervorrufen. Man verwendet deshalb mit Hilfe der Zehnerpotenzen eine andere 
Schreibweise. Im vorliegenden Fall schreibt man 18 - 10? für die gerundete Zahl. 

Ist aber die Zahl 1799,7 zu runden, so sind im Ergebnis 1800 die bei- 

den Nullen wesentliche Ziffern. Sie sind mitzuführen, z.B. in der 31 8.87 594 


Form 1,800 - 10%. 32 [8.876950 


Das Runden gerundeter Zahlen. Einer weiteren Schwierigkeit begegnet 8.8 110 
man, wenn bereits gerundete Zahlen nochmals gerundet werden sollen; 33 087 795 
wird z.B. die Zahl 0,4747 auf zwei Dezimalstellen gerundet, so ergibt 34 18.878095 ar 
sich 0,47; rundet man jedoch erst auf drei Stellen und darauf die ——I-- [10 
gerundete Zahl nochmals auf zwei Stellen, so erhält man zunächst 35 13.870995 
0,475 und schließlich 0,48. Die letzte Ziffer ist jetzt nicht mehr zu- Syn Ders 


verlässig. Diese Unsicherheit beim mehrmaligen Runden tritt immer 

dann auf, wenn die letzte Ziffer zu einer 5 gerundet werden muß. Es Kennzeichnung der an der 
ist daher für eventuelle weitere Rundungen nützlich, bei gerundeten letzten Stelle stehenden Fünf 
Zahlen zu markieren, ob eine 5 in der letzten Stelle echt, durch Auf- in einer Logarithmentafel 


JAN 
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runden oder durch Abrunden entstanden ist; z. B. wird eine 5 häufig durch einen darübergesetzten 
Strich bzw. durch einen Punkt gekennzeichnet, je nachdem, ob sie durch Aufrunden entstanden 
ist oder ob die ihr folgenden Ziffern abgeworfen sind (Abb.); 2,6146 x 2,615» 2,61; 2,6153 x 2,615 
x 2,62. 


GENAUIGKEIT DES RESULTATES BEIM RECHNEN MIT NÄHERUNGSWERTEN 


Eingangs- und Reehnungsfehler. Führt man eine Rechnung mit Näherungswerten durch, so wird 
das Resultat im allgemeinen ebenfalls nur angenähert richtig sein. Dabei hängt die Ungenauigkeit 
des Resultats in erster Linie von den Fehlern der in die Rechnung eingehenden Näherungswerte 
ab. Den hierdurch bedingten Fehler des Resultats nennt man Eingangsfehler. Ferner ergibt sich, 
z. B. durch Auf- und Abrunden, im Verlaufe der Rechnung selbst ein gewisser Fehler. Ihn nennt 
man Rechnungsfehler. Der Rechnungsfehler muß stets kleiner sein als der Eingangsfehler, sonst 
würde die Genauigkeit der Eingangsdaten nicht voll ausgenutzt. Der Rechnungsfehler soll etwa 
1/jo des Eingangsfehlers betragen. Man kann dies erzielen, indem man während des Rechenganges 
einige Dezimalstellen mehr mitführt (Schutzstellen, Überstellen) und erst im Ergebnis auf die den 
Eingangsdaten entsprechende Genauigkeit rundet. Im allgemeinen kommt man mit ein bis zwei 
Schutzstellen aus. 


Methode der Wertsehranken. Die exakteste Bestimmung der Genauigkeit eines Rechenresultates 
liefert die Methode der Wertschranken. Dabei ermittelt man aus der unteren und der oberen Wert- 
schranke der Eingangswerte eine untere und eine obere Wertschranke für das Resultat. 
Für die Grundrechnungsarten lassen sich einfache Regeln hierfür angeben. Sind U(z) und O(x) 
untere und obere Wertschranke einer Größe x und U(y) und O(y) untere und obere Wertschranke 
einer Größe y, so gilt: 

U(-2) = -Oß), U@+y)= Ule)+ Uly), U -y) = Ule) - Oly), 

0(-2) = -Ul), O@+Yy)=Olk)+OW), O&-y)=Ole) — Uly). 
Diese Beziehungen lassen sich aus den Ungleichungen U(x) <xz=< O(x), U(y) <ysO(y) her- 
leiten; z. B. folgt aus U(x) < x s O(«) durch Multiplikation mit — 1 die Ungleichung 

- O(2)s-res-Ule), 

so daß also — O(x) eine untere Wertschranke für — und — U(x) eine obere Wertschranke für — x ist. 
Aus x < Ol) U(s)sx U(2)<sx x <O(x) 
folgt 2 + ysOla)+y; Uß)+yser+ry;| Ue)-yse-y |e-ysOlk)-y; 
wegen yz=O(y) ()<y y<sO(y) ) sy 
folgt 2 + ySs Ola) +0) Wa) + Uy)sz +y Ula)-Oy)sz-y W-y=<sO(e) — U(y) 


: i x 
Bei der Bestimmung der Wertschranken von x y und — spielen die Vorzeichen der Wertschranken 


eine Rolle. Haben x und y nur positive Wertschranken, so gilt 
U(ey) = U(e) U(y) O(&y) = O0) OWy) 

&\ _ U (x) x\_ O(x) 

(= 0 (5) - uw 


Beim Runden im Verlaufe der Rechnung hat man zu beachten, daß untere Wertschranken durch 
das Runden nur verkleinert, obere nur vergrößert werden dürfen. 











Beispiel: Aus dem oberen Radius ra = 61(+ 0,5) mm, dem 
unteren Radius rı & 74(+ 0,5) mm und der Mantellinie 
8» 82 (+0,5)mm eines geraden Kreiskegelstumpfes ist 
seine Höhe h zu berechnen. Die Formel lautet 


h= Ys2 - (rı — n)®. 
Nach der nebenstehenden Rechnung ergibt sich als untere 
Wertschranke des Resultates 80,28 mm, als obere Wert- 
schranke 81,63 mm. Man kann das Ergebnis zusammen- 
fassen zu hx 80,955 (+ 0,675) mm oder in einer etwas 
gröberen Näherung zu h = 81,0(+ 0,8) mm, 


Methode der Fehlersehranken, Die Methode der Wertschranken berücksichtigt sowohl den Ein- 
gangs- als auch den Rechnungsfehler. Ihre Anwendung ist jedoch sehr zeitraubend, da jede Rech- 
nung zweimal ausgeführt werden muß. 

Ist man nur am Eingangsfehler interessiert, so führt die Methode der Fehlerschranken schneller 
zum Ziel. Sie ist zwar nicht so streng, bietet aber den Vorteil, daß man aus der Genauigkeit der 
Eingangsdaten unmittelbar eine Fehlerschranke für das Resultat finden kann. Die Methode der 
Fehlerschranken beruht auf folgendem Prinzip. 
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Es soll eine Funktion f(zı, &a, . . ., 2x) von k Veränderlichen berechnet werden. Für die zur Berech- 
nung notwendigen Werte zı, x, ... ., %* stehen nur Näherungswerte aı, aa, .. ., ax zur Verfügung. 
Abzuschätzen ist der Fehler, mit dem das Resultat behaftet ist, wenn man die Rechnung mit den 
Näherungswerten aı, ..., a* durchführt. Die Näherungswerte mögen die absoluten Fehler &ı 
= h-t, ea =qd2— 7%, ..,8&= 4er — x, haben, die sehr klein gegen die Werte a; sein sollen. Das 
exakte Resultat wäre 

ftzı, 22, ..,%) = flaı — 81, a2 — 2, ..., 4 — &). 


Entwickelt man die rechte Seite dieser Gleichung nach dem aus der Differentialrechnung bekannten 
Verfahren in eine Reihe, so erhält man bis auf Größen höherer Ordnung in den absoluten Fehlern e; 


öf öf öf 


f(zı, ei) = Fler; er) ET N En 


Hierbei sind die partiellen Ableitungen von f(zı, . . ., xx) an der Stelle xı = a1, 23 = a,..,% = 4 
zu nehmen. Aus dieser Gleichung ergibt sich bis auf Größen höherer Ordnung in den e; für den abso- 
luten Fehler des Resultates der Ausdruck 


&= flaı, .., 0) — May...) = ef, lau». a) + &2f2,(Qı, ...,ar) tr. + en f,(au, ».., 0). 
Der absolute Fehler e, läßt sich somit dem Betrage nach folgendermaßen abschätzen: 
lerl Ss leıl I|f,(aı, ---,@a)| + leel I,lau, ...;ar)| ++ ler lflaı - ar). 


Kennt man Schranken 4aı, Aas, ..., 44x für die absoluten Fehler sı, &s, . . ., &, so kann man diese 
Ungleichung noch verschärfen zu 


ll Ss Aaı |, (au »-s@)| + Aaz |fe,laı ».sa)| ++ Alf, lan..sa)| = Af. 
Der Wert A/f gibt in guter Näherung eine Schranke für den absoluten Fehler des Resultates an. 


ng zur Abschätzung der Genauigkeit von Rechenresultaten =; 


4l- —y dan |, ea. a „al + + 4a | Ia,(an . pe al ri ...- + 4ar |fa, m lanı .. a | " 





Nach dieser Gleichung läßt sich aus den Fehlerschranken der in die Berechnung eingehenden 
Näherungswerte eine Fehlerschranke für das Resultat berechnen. Die Vernachlässigung bei ihrer 
Ableitung von Gliedern höherer Ordnung in den absoluten Fehlern &(@ = 1,...,k) wirkt sich 
in der Praxis kaum aus. 


Anwendung der Methode der Fehlersehranken auf die elementaren Reehenoperationen. Sind a und b 
Näherungswerte mit den Fehlerschranken 4a und 45 für die in die Rechnung eingehenden Größen 
x und y, so nimmt die Grundgleichung folgende Formen an: 

Addieren: fx, y) = +y;|£k| = 1; || = 1; Af= Aa + 4b. 

Subtrahieren: [(x,y) = —-y;|k| = 1; || = 1; Af= 4a + Ab. 


Die Summe der Fehlerschranken zweier Näherungswerte stellt eine Schranke für den absoluten 
Fehler der Summe und der Differenz der beiden Nüherungswerte dar. 


Multiplizieren: f(x,y) = xy; || 


=| 
die IE «., Ah Aa! Ab 
Division durch |f(a, d)| = |@ab5| ergibt — = — + — 


If Tal 18l 
Dividi © 1 12] a 
ividieren: Kay) = 5 ll = 5 lhl= 541 = da er + 4b 
da 4b 
Division durch |f(a, b)| = E eb | 7 ee + [61° 





Die Summe der Schranken für den relativen Fehler zweier Näherungswerte stellt eine Schranke für 
den relativen Fehler des Produktes und des Quotienten der Näherungswerte dar. 


Potenzieren: f(x) = x"; |fz| = |n zr"1|; Af= 4da|nart]; 
da 
Division durch |f(a)| = |ar| ergibt | = In] » zT 


Das n-fache der Schranke für den relativen Fehler eines Näherungswertes ist eine Schranke Ir den 
relativen Fehler der n-ten Potenz dieses Näherungswertes. 


Die Methode der Fehlerschranken läßt sich auch bei komplizierteren Berechnungen anwenden, die 
über die Bildung von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten hinausgehen. 
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Formeln zur Fehlerrechnung 
x, y wahre Größen, a, b ihre Näherungswerte, 4a, Ab Fehlerschranken 


Rechenartt fx, y) Schranken für den Schranken für den 
| ö 7 absoluten Fehler 4/ relativen Fehler Af]|f| 


da + 4b 
la+d| 
da + Ab 
la-b5b] 


Addieren da -+ 4b 


Subtrahieren da + Ab 


AR; Ab 
leal Il 
da|b| + Abla]| Aa Ab 
— TIRaTT 

b lal 1] 


R da 
Potenzieren da|nartı] [jr] Fr 
a 


Multiplizieren da|b| + Ablal 


Dividieren 


Aa |fz(a, b)| + Ab |u(a, b)| 


allgemein da |fz(a,b)| + Ab |fu(a, b)]| | fa, d)| 











ab 
Beispiell: Die Berechnung des Ausdruckes / = — für a=2+01,5=-4+02,c=25+0,W1 
af da au. de TE 2 01 
ibt {= —<—— —=3, = s ; » 
ergibt f 2,5 2 mit einem relativen Fehler FT si + = +7 +3 = 


= 0,14 und einem absoluten Fehler’ 4f = 3,2 0,14 = 0,448. Das Ergebnis lautet / = 3,2 + 0,448, 


Beispiel 2: Für den Flächen- 
inhalt eines Dreiecks aus den 
beiden Seiten ax 5,2(+0,05)cm, 
b*3,4(+0,05)cm und dem einge- 
schlossenen Winkel yrz35°(+ 10°) 
erhält man (Abb.) 


1 
2= z« b siny x 5,070 cem?, Die 
Fehlerabschätzung ergibt 
1 
4aA= 3 da |b| |siny]| 
1 
+zlal 4b |siny] 


1 
+ 5 lal ld] |eosy| 4y. 











44 4a = Ab cosy ” 
IAl Jal " 161 ' |siny |”? 
+Aa 40 _ 05 0,05 


52 a nr 34 +1,428 - 0,0029 
Das wahre zu berechnende Dreieck liegt zwischen den Dreiecken 
A”’BOC’” und A’BC’ = 0,0096 + 0,0147 + 0,0042 


= 0,0285 = 2,85%, mithin: 

AA = 5,070 - 0,0285 cm? = 0,144 cm? oder A = 5,070(+ 0,144) cm? = 5,070 «m? (+ 2,85%). 
Die Grundgleichung der Methode der Fehlerschranken verknüpft die Schranken für die Fehler der 
Eingangswerte mit der Schranke für den Fehler des Resultates einer Rechnung. Geht in die Rech- 
nung nur ein einziger Näherungswert ein, so kann man aus dieser Grundgleichung die Genauigkeit 


dieses Näherungswerts berechnen, die man wählen muß, um eine gewünschte Genauigkeit des 
Resultates zu erzielen. Die Grundgleichung lautet in diesem Falle 


4f= |f(a)| 4a, 
wobei a und Aa den Näherungswert und Seine Fehlerschranke bezeichnen. Soll das Resultat einen 


4o L 
gewissen Fehler 4. nicht übersteigen, so muß Af < 4o, also da < —, — sein. 


I(a)l 
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Beispiel: Wieviel Stellen müssen von cosy berücksichtigt werden, damit bei der Berechnung 
der dritten Dreiecksseite c aus den beiden Seiten « = 7,49 cm und b = 5,32 cm und dem von 
ihnen eingeschlossenen Winkel y = 30° der absolute Fehler des Resultates kleiner als 0,005 bleibt ? 


Es ist = Va? + b2 — 2ab cosy, somit 
öc ab ab 
—— _ ———————— —_ —-— — und 
ö(cosy) a? + b? — 2a b cosy br 


ab 
A4c = 4(cosy) an 4A(cosy) - 10,2. 


0,005 > 
Da 4Ac < 0,005 sein soll, muß A(cosy) < TO 4,9 - 10-4 sein. 


Der Wert von cosy ist somit mindestens auf drei Stellen genau aufzuschlagen. 


Hängt das Resultat einer Rechnung von mehreren Eingangswerten ab, so wird die Aufgabe, aus 
der Grundgleichung für die Fehlerrechnung die Genauigkeit der Eingangsdaten bei vorgeschrie- 
bener Genauigkeit des Resultates zu bestimmen, allerdings unbestimmt. Es steht nur eine lineare 
Gleiehung zur Berechnung mehrerer Unbekannter zur Verfügung. Man kann aber an Hand der 
Grundgleichung die Größe des Einflusses der Einzelfehler auf das Resultat abschätzen, um zu 
erkennen, welche Eingangswerte besonders genau zu wählen sind. 


Beispiel: Das Volumen eines geraden Kreiskegels ist zu bestimmen. Gemessen werden der 
Durchmesser des Grundkreises d x 16 cm und die Höheh = 32 em. Wie genau müssen die Messun- 
gen sein und wieviel Stellen von x müssen bei der Rechnung berücksichtigt werden, damit der 
relative Fehler des Resultates 1% nicht übersteigt ? — 


1 
Das Volumen des Kegels beträgt Y = j5'” hd?. Sind Ar, Ah und Ad die Schranken für die 


absoluten Fehler von z, h und d, so ergibt sich als Schranke für den relativen Fehler des Volumens 


aV 4 dh 24d aV 
en Aus der Bedingung ar 0,01 erhält man die Ungleichung 


TE 
0,31831 Az + 0,03125 Ah + 0,125 4d < 0,01. 


Eine eindeutige Abschätzung von Ar, Ah, Ad an 
Hand dieser einzigen Beziehung ist nieht möglich. 
Man erkennt aber, daß ein Fehler bei der Ermitt- 
lung des Durchmessers einen etwa viermal so star- 
ken Einfluß auf den Fehler des Resultates ausübt 
wie ein Fehler bei der Höhenmessung. Der Durch- 
messer muß deshalb besonders sorgfältig gemessen 
werden. Eine Genauigkeit von Ad = 0,lcm für 
die Durchmesserbestimmung genügt nicht. Der 
relative Fehler des Resultates könnte allein durch 
diesen Fehler schon 1,25% betragen. Mißt man 
den Durchmesser mit einer Genauigkeit von 0,5mm, 
so ist Ad = 0,05 mm und die beiden übrigen 
Fehlerschranken müßten der Bedingung 


0,31831 Ar + 0,03125 Ah < 0,00375 genügen. 


Der Fehler der Höhenmessung dürfte dann höch- 
stens 1,2 mm betragen, und x müßte fehlerfrei sein. 
Steigert man die Genauigkeit der Höhenmessung 
auf Ah= mm, so ergibt sich für den Fehler von n 
die Schranke 0,31831 4”<0,0006250der A4r<0,0022. Der Aufriß des wahren Kreiskegels liegt 
Diese Forderung kann man erfüllen, indem man für zwischen den Figuren A’B’C’ und A’ B’ 0” 
rn den auf zwei Stellen gerundeten Wert 3,14 ver- 

wendet. Man kann somit das Volumen des Kegels mit einer Genauigkeit von mindestens 1% 
berechnen, wenn man den Durchmesser mit einer Genauigkeit von Ad = 0,05 cm, die Höhe 
mit der Genauigkeit Ah = 0,l cm mißt und x = 3,14 setzt (Abb.). 





MESS- UND BEOBACHTUNGSFEHLER 


Meßfehler. Ist der Näherungswert « für eine Größe x aus einer Messung gewonnen worden, so 
bezeichnet man den absoluten Fehler e = a — x auch als Meßfehler oder wahren Fehler. Derartige 
Meßfehler sind, wenn man von groben Fehlern absieht, die z. B. durch Unaufmerksamkeit oder 
falsche Handhabung des Meßgerätes entstehen können, nicht vermeidbar. Ihre Ursachen liegen 
einmal in der Präzision des Meßgerätes begründet (Instrumentenfehler), zum anderen stellen sie sich 
unwillkürlich beim Einstellen und Ablesen durch den Messenden ein (subjektive Fehler). 
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Instrumentenfehler treten oft als regelmäßige Fehler auf, die entweder konstante oder systematische 
Fehler sind; liest man z. B. an einer genau gehenden Uhr, die falsch gestellt wurde, die Zeit ab, 
so hat diese Zeitmessung einen konstanten Fehler, nämlich gerade den Betrag, um den die Uhr 
falsch gestellt wurde. Weiß man aber von einer Uhr, daß sie etwa im Verlaufe eines Tages um 
fünf Minuten vor geht, so weist die Zeitablesung an dieser Uhr einen systematischen Fehler auf. 
Seine Größe hängt davon ab, wieviel Zeit schon vergangen ist, seitdem die Uhr zuletzt richtig 
gestellt wurde. Konstante und systematische Meßfehler muß man vielfach bei Messungen in Kauf 
nehmen. Wegen ihrer Regelmäßigkeit kann man sie aber stets feststellen und eliminieren. 


Beobachtungsfehler. Anders verhält es sich mit unregelmäßigen oder zufälligen Meßfehlern. Sie 
sind zwar ebenfalls unvermeidbar, ihre Elimination ist jedoch nieht immer möglich. Größtenteils 
sind die auf den Beobachter zurückgehenden subjektiven Fehler zu den zufälligen Fehlern zu 
rechnen. Sie werden dann als Beobachtungsfehler bezeichnet. Zufällige Fehler können aber auch durch 
unkontrollierbare, zufällige Einflüsse während des Meßvorganges hervorgerufen werden. 

An sich genügt eine einzige Messung, um für eine Größe x einen Näherungswert a zu erhalten. Aus 
dieser einen Messung kann aber nichts über den zufälligen Meßfehler e = «a — x ausgesagt werden. 
Er kann einmal größer, ein andermal kleiner, positiv oder negativ sein. Natürlich läßt sich aus der 
Kenntnis des Meßinstrumentes und bei Kenntnis der Sorgfalt und Übung des Beobachters eine 
Schranke Aa für den Meßfehler angeben, die sicher nicht überschritten, aber vielfach ziemlich grob 
sein wird. Daher führt man die Messung nicht nur einmal, sondern mehrmals aus und läßt die einzel- 
nen Messungen, wenn möglich, von verschiedenen Beobachtern vornehmen. Sind n Messungen für 
eine Größe x ausgeführt worden, so werden die n Meßresultate aı, as, . . ., @n nicht völlig überein- 
stimmen, besonders dann nicht, wenn hohe Forderungen an die Ablesegenauigkeit gestellt werden, 
wenn Werte zwischen den Teilstrichen der Meßskalen geschätzt werden müssen. Solche Schätzun- 
gen enthalten stets ein subjektives Moment des Beobachters. Ferner wird die Einstellgenauigkeit 
von Messung zu Messung etwas schwanken. Eine rein physiologische Fehlerquelle ist auch dadurch 
gegeben, daß die Feststellung von Koinzidenzen mit dem bloßen Auge nicht einwandfrei möglich 
ist. 

Aus den n Meßresultaten a, ergeben sich n Gleichungen 


gg = 0ı "ii, = Mm —T,..:., Een = An = GT 


für die n wahren Fehler e; der Messungen und den unbekannten wahren Wert x, also für (n + 1) 
Unbekannte. Die Ausgleichsrechnung entwickelt Verfahren, einen möglichst guten Näherungswert a 
für 2 zu gewinnen und seine Genauigkeit zu berechnen. Die Möglichkeit einer Lösung dieser 
Probleme beruht auf der Tatsache, daß die Beobachtungsfehler &;, obwohl sie im Einzelfalle un- 
kontrollierbar größer oder kleiner, positiv oder negativ sein können, im Ganzen gesehen einer 
strengen Gesetzmäßigkeit unterliegen. 


DAS FEHLERGESETZ VON GAUSS 


In dem Hauptabschnitt über Wahrscheinlichkeitslehre und Statistik wird gezeigt, daß eine Zu- 

fallsgröße X durch ihr Verteilungsgesetz charakterisiert wird. Die von Carl Friedrich GAavss 

(1777-1855) bei der Untersuchung der Beobachtungsfehler abgeleitete Gaußverteilung ist durch 

(©—b) 

17 208 
—e® 

ay2n 

gegeben; in der Ausgleichsrechnung bezeichnet man (x — b) = s,a = os und p(x) = g(e) und erhält 

damit das Gaußsche Fehlerverteilungsgesetz. 








ihre Dichtefunktion p(x) = den Mittelwert «= b und die Streuung o=a«a 








L Sugar 227 u 
2 





 Gaußsches Fehlerverteilungsgesetz 


—— mi Te  E - = un mm = - u — 


Das Bild dieser Funktion hat eine glockenförmige Gestalt, erstreckt sich über die ganze Abszissen- 
achse (- © <e < + ©), hat ein Maximum an der Stelle e= 0 und Wendepunkte für e= —o 
unde = -+-o. 

Für große Werte o wird die Kurve o(e) flach und breit, für kleine o dagegen steil und schmal. 
Mit Hilfe des Gaußschen Fehlerverteilungsgesetzes kann man die Wahrscheinlichkeit dafür berech- 
nen, daß ein Beobachtungsfehler seiner Größe nach zwischen den Schranken —4 und + 4 liegt. 
Diese Wahrscheinlichkeit beträgt 


+4 
P(-4<se<+4)= [ g(e)de. 
—4 
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Gewöhnlich wird die Fehlerschranke A in Einheiten von o ausgedrückt. Man setzt 4=Ao 
1>0,0>9). 

5 ha des Fehlerintegrals ergibt, daß ein Beobach- Fehler- Wahrschein- 
tungsfehler e dem Betrage nach die Schranke 4 = io mit den schranke lichkeit 

in der Tabelle angegebenen Wahrscheinlichkeiten P nicht über- 
schreitet. 

Ist somit bei einem Meßvorgang die Streuung o des zugrunde 
liegenden Fehlerverteilungsgesetzes bekannt, so lassen sich 
Schranken A = Ao angeben, die mit einer bestimmten Wahr- 
scheinlichkeit vom Beobachtungsfehler nicht überschritten wer- 
den. Leider ist in der Praxis o meist unbekannt. 

Die Ausgleichsrechnung zeigt, wie man aus mehreren Meßwerten 
für eine Größe x den Wert von o schätzen und mit Hilfe des 
Gaußschen Fehlerverteilungsgesetzes zu Aussagen über den Beobachtungsfehler gelangen kann. 





II. Ausgleichsreehnung 


Die Ausgleichsreehnung wurde im wesentlichen von ©. F. GAvss entwickelt und auf die Berechnung 
von Kometenbahnen sowie von Triangulationen angewendet, zu denen er selbst die Messungen 
durchgeführt hatte. 

Auch heute noch sind diese Verfahren bei der Bearbeitung astronomischer und geodätischer Messun- 
gen unentbehrlich und werden darüber hinaus auf allen Gebieten vorteilhaft angewendet, in denen 
Beobachtungs- und Meßergebnisse exakt auszuwerten sind. Mit Hilfe der Ausgleichsrechnung 
können aus fehlerbehafteten Meßwerten Schätzwerte (Näherungswerte) für die zu messenden Grö- 
ßen bestimmt werden, und deren Genauigkeit kann angegeben werden. 


DIE METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE 


Werden n voneinander unabhängige Messungen aı, a2, .. ., @n zur Bestimmung von n Größen yı, 
Y%, » +. Yn ausgeführt, so gilt für jeden der Beobachtungsfehler &ı = aı — yı, 8 = a2 — ya, ..» 
&n = Gn — Yn das Gaußsche Fehlerverteilungsgesetz. Mit de = da; gibt 


die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß der Beobachtungswert in das differentielle Intervall 
(a:, a: + das) fällt oder, kurz gesagt, daß sich bei der Messung von yı der Wert aı ergibt. 

Jede Streuung o(? = 1, ..., rn) ist dabei abhängig von der Präzision der jeweiligen Messung. 
Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung berechnet man die Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß sich bei der Messung von yı der Meßwert aı und gleichzeitig bei der Messung 
von %a der Meßwert as, ... und bei der Messung von %„ der Meßwert «a, ergibt, zu 


1[/a,—yı\® [@a— Ya\? An —Yn 
Al nn m er ee a 


Pe —— 
Ver a om 


Summe der Fehlerquadrate, Likelihood-Funktion, Gewöhnlich bezeichnet man die im Exponenten 
stehende Größe S 


er a 1 1,1, 1-2 


i= 1) = ı \ 


)| 
daı das ... dan. 


als Summe der Fehlerquadrate oder einfach als Summe der Quadrate und die Funktion L als Likeli- 
hood-Funktion (engl. likelihood, Wahrscheinlichkeit). Es wird dann P = Ldaıdaz...dan. 


Gaußsches Prinzip der kleinsten Quadrate, Maximum-Likelihood-Prinzip. Sind die Messungen von 
Yır + +» Yn ausgeführt, so sind die Meßwerte aı,... ., @n bekannt. Unbekannt bleiben die wahren Werte 
der Größen yı, - » .„, %n. Als Schätzungen erscheinen nun solche Werte für yı, .. ., Yn - nach Gauß - 
plausibel, für die den erhaltenen Meßresultaten aı, .. ., an die größte Wahrscheinlichkeit zukommt. 
Man bestimmt daher yı, .. ., %n so, daß die Wahrscheinlichkeit P maximal wird, wenn man für 
@1, +. .;@n die gefundenen Meßwerte eingesetzt hat. Die sich hierbei ergebenden Werte für yı, .. ., 
Yn werden daher auch als die wahrscheinlichsten Schätzwerte für die zu messenden Größen bezeichnet. 
Soll die Wahrscheinlichkeit P ein Maximum annehmen, so muß auch die Likelihood-Funktion L 
maximal werden. Dieses Schätzprinzip wird deshalb Marimum-Likelihood-Prinzip und die sich 
ergebenden Schätzwerte für yı,..., %n werden Maximum-Likelihood-Schätzungen genannt. Die 
Likelihood-Funktion nimmt für diejenigen Werte von Yı, .»., %n ein Maximum an, für die die 
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Summe S der Fehlerquadrate gerade zu einem Minimum wird. Beim Maximum-Likelihood-Prinzip 
werden also die Schätzwerte für die zu messenden Größen yı, . . ., Yn so bestimmt, daß die Summe $ 
der Fehlerquadrate zu einem Minimum gemacht wird. 

Dies ist die von Gauß entwickelte Methode der kleinsten 
Quadrate zur Schätzung der wahren Werte aus fehler- 
behafteten Beobachtungen. Genauer müßte man Methode 
der kleinsten Fehlerquadratsumme sagen. Diese Methode a elf. 
bildet die Grundlage der gesamten Ausgleichsrechnung, Durch ihre Anwendung werden die Be- 
obachtungsfehler mehr oder weniger ausgeglichen. 





PRAKTISCHE DURCHFÜHRUNG DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE 


Sind die zu messenden Größen yı, . . ., Yn alle verschieden und bestehen keinerlei Beziehungen 
zwischen ihnen, so führt die Methode der kleinsten Quadrate zu der Lösung sv =w(t=|],...,n), 
d. h., jede Größe wird durch ihren einzigen Beobachtungswert geschätzt, die Summe S wird genau 
Null. Es kann keine Ausgleichung der Beobachtungen erfolgen. Dieser Fall tritt in der Praxis kaum 
auf. In der Regel haben die Größen yı, . . ., Yn entweder denselben Wert, der wiederholt gemessen 
wurde, oder es bestehen Beziehungen zwischen ihnen. Im letzten Fall, der den ersten mit einschließt, 
gibt es eine kleinere Anzahl von Unbekannten tı, ta, . . „„ix(k < n), mit deren Hilfe sich die Größen 
Yı5 «+ +, Y%n darstellen lassen 


yı=fıll,.-„i), z.B. y=cualı +0ale +’ +cahe=]1,..u N). 


Meist ist eine Darstellung in Form von linearen Gleichungen möglich, in denen die Koeffizienten 
cte(e = 1,...,k) bekannt sind; wird z. B. eine Größe n-mal gemessen, so hat man nur eine einzige 
Unbekannte t, und die Gleichungen lauten yı =t4, ya =t,..„Yn =1t. 


Normalgleiehungen. Wenn die Anzahl der Unbekannten kleiner ist als die Anzahl der Messungen n, 
liegen überschüssige Messungen vor. Auch in der Summe $ der Fehlerquadrate drückt man die 
Größen yı(i= 1,..., n) durch die Unbekannten tı, ... ., tx aus und bildet die partiellen Ableitungen 
von S nach diesen Unbekannten. Zur Bestimmung des Minimums werden diese Ableitungen gleich 
Null gesetzt. Dadurch ergibt sich ein System von Gleichungen für ı, .. ., fx, die man Normalglei- 
chungen nennt und nach den Unbekannten tı, . . ., ix auflöst. Mit diesen Lösungen können die Schätz- 
werte für die zu messenden Größen yı, » . ., %n berechnet werden. Gewöhnlich schreibt man die 
Maximum-Likelihood-Schätzungen für die zu messenden Größen in der Form %ı, %s, .. ., 9n, um 
sie von den unbekannten wahren Werten yı, %3, » . ., Yn unterscheiden zu können. Ebenso werden 


die sich aus den Normalgleichungen für tı, ... ., fx ergebenden Werte mit tı, ta, ... ., tx bezeichnet. 
Für die Unbekannten i, ... ., {x werden oft andere, der jeweiligen Problemstellung angepaßte Buch- 
staben gewählt. Sind die Funktionen fi(tı, .. ., 2x) linear, so bilden auch die Normalgleichungen 
ein lineares Gleichungssystem für iı, . . ., tx. Falls aber die Funktionen fi(tı, . . ., x) nicht linear sind, 
kann die Auflösung der Normalgleichungen erhebliche Schwierigkeiten bereiten. Dann ist es 
zweckmäßig, das Problem zu linearisieren. Man verschafft sich zunächst grobe Näherungswerte 
Neus Ns : +, Nir für bı, .. .„, tx. Für sie möge tı = Nu +öt,ta= Na + Ööte,..,„in = Nm + Ötn 
gelten. Man entwickelt die Funktionen fi(tı, . . ., tx) in Taylorsche Reihen, die man nach den linearen 
fi öfı 


Gliedern abbricht, 
Ö ö 
fl...) = IlNan ou Na) +22 0 + on + + Som für 1 = 13: 5% 

1 2 ik 


Nun hat man nur noch die unbekannten Korrekturen Ö tı, . . ., öt„ mit Hilfe der Methode der klein- 
sten Quadrate zu bestimmen. 


MITTLERER FEHLER, WAHRSCHEINLICHER FEHLER 
Einzelmessung. Die Präzision einer Messung ist durch die im Fehlerverteilungsgesetz auftretende 





Streuung o gegeben; vielfach wird an Stelle von o die Größe h = als Präzisionsmaß eingeführt. 


o 

Aus dem Gaußschen Fehlerverteilungsgesetz war gefunden worden, daß die Größe des wahren 
Beobachtungsfehlers mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% 
innerhalb einer Fehlerschranke von 0,6740 liegt und mit einer 
Wahrscheinlichkeit von 68,3%, kleiner als 1-o ist. In der 
Ausgleichsrechnung werden o als mittlerer und 0,6740 als wahr- 
scheinlicher Fehler der Einzelmessung bezeichnet. 








1 
Mehrere Messungen. Sind aı, da, . . -, @n die Meßwerte der Größen yı, .. ., nr und hı, = — die 
Präzisionsmaße jeder Messung, so ist die Summe der Fehlerquadrate Y2 


Rn 4— yı Q n N 
= 2 (Mo mm = ine 
ie) % i=1 i=1 
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Gewichte der Messungen. Die Einzelfehler e; sind nicht gleichberechtigt an der Summenbildung 
beteiligt. Dem Fehlerquadrat einer genaueren Messung mit größerem Präzisionsmaß h, kommt ein 
größeres @ewicht bei der Bildung von $S zu als dem Fehlerquadrat einer ungenaueren Messung mit 
kleinerem Präzisionsmaß. Man kann jeder Einzelmessung unmittelbar ein Gewicht 9; zuordnen, 
das angibt, in welchem Maße ihr Beobachtungsfehler e; im Verhältnis zu den übrigen Messungen 
bei der Berechnung der Fehlerquadratsumme eingeht. Diese Gewichte müssen sich wie die Quadrate 
ihrer Präzisionsmaße verhalten, d.h. 91 :p2:...: a TE 7 : hn?. Sie sind reine Verhältnis- 
zahlen und können aus den Präzisionsmaßen k; nur bis auf einen willkürlichen konstanten Faktor 
bestimmt werden. Man wählt diesen Faktor so, daß einer Messung mit dem Gewicht p = 1 das 
Präzisionsmaß Ah zugeordnet wird; für = |, ..., n gilt dann 9, :1=hÄhi:h? oder h? = pı R®. 
Dabei ist es zweckmäßig, bei Messungen gleicher Genauigkeit jeder Messung das Gewicht p: = 1 
= 1l,...,n) zuzuordnen. n - 

Da sich der mittlere Fehler o; einer Messung aus dem Präzisionsmaß Ah, 


1 1 
hi V2 h V2 


Fehler einer Einzelmessung mit dem Gewicht p = 1 an. Setzt man für h =h Yp: ein, so erhält 


denmittleren 











nach der Formel o; = berechnen läßt, gibt o = 


[03 
man = —,t=|],...,n, kann demnach aus dem mittleren Fehler o einer Einzelmessung mit 


Pi 
dem Gewicht p = 1 den mittleren Fehler einer 
Einzelmessung mit dem beliebigen Gewicht p:; be- 
rechnen. Die Summe der Fehlerquadrate S nimmt 
unter Verwendung der Gewichte p; und des — 
mittleren Fehlers o einer Einzelmessung mit dem Gewicht p = 1 die obenstehende Form an. 





FEHLERFORTPFLANZUNGSGESETZ, 
MITTLERER FEHLER VON MITTELWERTEN 


Streuung einer Linearkombination von absoluten Fehlern. Für das Gaußsche Fehlerverteilungs- 


gesetz 1 ( ) 
e 2\o 





p(e) = 
gelten folgende drei Integrale 


+00 +00 +00 
(1) f efdde=1; (2) fepf)de=0; (3) f[ pl) de = o?; 
=—oo —oo —°o 
(1) ist ebenso wie (3) in der Wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt worden, während sich (2) als 
Integration über eine ungerade Funktion ergibt. Falls sich ein Beobachtungsfehler e linear aus zwei 
unabhängigen Einzelfehlern eı und es in der Form & = cı &ı + ca eg zusammensetzt, in der cı und ca 
Konstante sind, so läßt sich unter Anwendung dieser dreiIntegrale zeigen, 
daß zwischen der Streuung o von e und den Streuungen oı und og von eı 
und e2 die nebenstehende Beziehung gilt. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß gleichzeitig der erste Beobachtungsfehler in das differentielle Intervall 
(&1, &ı + deı) und der zweite Beobachtungsfehler in das Intervall (ea, eg + des) fällt, ist nach dem 
Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich gı(eı) p2(es) deı dee. Somit ergibt sich 
für die Streuung o von e nach den Integralen (3) und (2) 





+00 +00 -+00 
® = [ &pl)de= [ [ (cıeı + C2e2)? pıleı) Pa(e2) dei dez 
+00 +00 + + 
= cı? f eı?gQıleı) deı + ca? S[ 82? paler) des + 2cı ( [ sı pılaı) an) | S 8.2 palee) an), 


= c1? 01? + ca? 022. 
Dieses Resultat läßt sich verallgemeinern: 

Kann ein Beobachtungsfehler & aus n voneinander unabhängigen Binzelfehlern &; 2 nu &n mit den 
Streuungen 01, 08, .. ., On als Linearform = : 
e=ta+ler+ BEER, (cı sind Konstante) 

dargestellt werden, so gilt für die Streuung a von &; 
2.0 = 01? 01? + ca? 092 an. 2 = er en? On? = ; a 
Fehlerfortpflanzungsgesetz. Hat man eine Funktion y = = lei: .. 5 Xn) aus dan Größen Bi, se on An 
zu berechnen und stehen für zı, .. ., &n nur Meßwerte aı, ...., @n mit den wahren Beobachtungs- 


fehlern eı, ... ., en zur Verfügung, so ist der wahre Fehler e von y bis auf Größen höherer Ordnung in 
den & durch den Ausdruck Hi 01 af 


© ee er te Area a Pi. 


ÖL 
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gegeben (vgl. Fehlerrechnung). Der wahre Fehler e des Resultates läßt sich als Linearform in den 
&; darstellen. Daraus folgt nach den eben durchgeführten Überlegungen, daß sich die Streuung o 
von e aus den Streuungen oı, 03, ... ., on der wahren Fehler eı, &, ... ., 2” nach dem Fehlerfortpflan- 
zungsgesetz von Gauß berechnen läßt. Da die Streuung o von e dem mittleren Fehler des Resultats 


a FE EA 
EB 


I eg 


Fehlerfortpflanzungsgesetz | 1 ( 


in 01? 
oXıl 





von Gauß 


entspricht und die Streuungen oı, 03, .. ., on die mittleren Fehler der Meßwerte aı, as, ... -, @n sind, 
erhält man aus dem Gaußschen Fehlerfortpflanzungsgesetz den mittleren Fehler des Resultats aus 
den mittleren Fehlern der Eingangsdaten. 


Mittlerer Fehler eines Mittelwertes. Eine besonders einfache Gestalt nimmt das Fehlerfortpflan- 
zungsgesetz für den Fall an, daß die Funktion y der Mittelwert aus den Größen zı, .. ., &n ist, 
%ı +t% ++ &n 


A un Re 
= . Wegen — = —- erhält man 


== 
Y 0% nr 


1 
Er le En 2 


Haben die Meßwerte aı, aa, . . ., @n für die Größen zı, ... ., &n die gleiche Präzision, so gilt 01? = 032 
= + = 0° = 0,2%, und man erhält 


o_? — -—— ee — 
x N z 


si: 


Der mittlere Fehler des Mittelwertes aus n mit gleieher Präzision durehgeführten Messungen ist: 
gleich dem dureh Yn geteilten mittleren Fehler der Einzelmessung. 


SCHÄTZUNG DES MITTLEREN FEHLERS AUS DEN BEOBACHTUNGEN 


Im allgemeinen kennt man aber bei einem Meßvorgang die mittleren Fehler o; der Einzelmessungen 

nicht, sondern nur die Gewichte ?;, die den Meßergebnissen aı, . . ., @n für die Größen yı, %3, . : -, 

Yn zuzuschreiben sind. Man ist dann darauf angewiesen, aus den vorliegenden Beobachtungswerten 

a1, 42, ..., 4n die mittleren Fehler der Einzelmessungen zu schätzen. Da man aus der Beziehung 
Oo 

= Vm den mittleren Fehler o, einer Einzelmessung mit dem Gewicht 9; aus dem mittleren Fehler 
pi 

o einer Einzelmessung mit dem Gewicht p = 1 bestimmen kann, genügt es, den mittleren Fehler o 

zu schätzen. Diesen Schätzwert bezeichnet man mit m. 

Lassen sich die zu messenden Größen yı, ... ., %Yn durch genau k <n Unbekannte tı, iz, ... ., ix dar- 

stellen, so läßt sich mit den Methoden der mathematischen Statistik ein Schätzwert m für o ab- 


leiten. Die Größen 9; @ = |1,..., n) sind die Maximum-Likelihood-Schätzungen der zu messenden 
Größen yı, . - », %n. 


| wichte der M: : 

geschätzter mittlerer Fehler 1 5 2: nee an 
einer Einzelbeobachtung | [ Em (ui -— 9] glichene Meßwerte,n — k An- 
| mit dem Gewicht p = 1 i=1 | zahl der überschüssigen 
Messungen 





In der Ausgleichsrechnung ist es üblich, m selbst als mittleren Fehler der Einzelbeobachtung mit dem 
Gewicht p = 1 und 0,674 m als wahrscheinlichen Fehler dieser Einzelbeobachtung zu bezeichnen, 
obwohl m nur ein Schätzwert für o ist, der selbst zufälligen Schwankungen unterworfen sein kann. 
Diese Schwankungen können besonders für kleine Beobachtungszahlen n ein beträchtliches Aus- 
maß annehmen. Die aus dem Gaußschen Fehlergesetz resultierenden Aussagen über die Schranken 
des wahren Beobachtungsfehlers sind daher nur angenähert richtig, wenn man an Stelle von o den 
Schätzwert m für den mittleren Fehler benutzt. Die mathematische Statistik zeigt, wie man auch 
mit Hilfe von m zu exakten Schranken für den wahren Beobachtungsfehler gelangen kann. 

Zur Charakterisierung der Genauigkeit von Messungen hat man stets den (geschätzten) mittleren 
Fehler m der Einzelbeobachtung mit dem Gewicht ? = 1 anzugeben. Aus m kann man aus der 
nebenstehenden Formel, die der Formel 


mittlerer Fehler einer Einzelmessung 





oO 
= Vz; entspricht, den mittleren Fehler 
pi 


mit dem Gewicht 9; 


einer Einzelmessung mit dem Gewicht »: 
angeben. Mit Hilfe des Gaußschen Fehlerfortpflanzungsgesetzes ist man dann in der Lage, auch 
den mittleren Fehler jeder aus den Beobachtungswerten aı, . . ., @Gn gebildeten Größe-zu berech- 
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nen. Dies trifft insbesondere für die Maximum-Likelihood-Schätzungen der zu messenden Größen 
Yır +. +, Y%n zu. Bei Bedarf können aus diesen mittleren Fehlern Schranken für die wahren Beobach- 
tungsfehler gewonnen werden, die mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten nicht überschritten 
werden. 


AUSGLEICH DIREKTER MESSUNGEN GLEICHER PRÄZISION 


Eine Größe y wird direkt n-mal mit gleicher Präzision gemessen. Die Meßwerte seien aı, @2, - . ., An. 
Die einzige Unbekannte bei diesem Meßvorgang ist y (k= 1). Daher gelten die Gleichungen yı 
= y, ya = Ys - : +» Yn = y. Bei gleicher Präzision der Einzelmessungen haben diese Messungen das 
gleiche Gewicht pı = pa = ''' = ?„ = l. Die Summe der Fehlerquadrate und ihre Ableitung 
nach der Unbekannten y lauten 


Frank: a - 
7 Fa (a y)’; ya, 2 av. 


Setzt man diese Ableitung gleich Null, so erhält man die Normalgleichung Bi (a: — y) = 0, deren 
Auflösung nach y den Schätzwert % liefert. i=1 


Der Mittelwert aus den Einzel- 
messungen dient als Schätzwert 
für die zu messende Größe. 





Der Näherungswert für die zu u Größe y wird in ur Formy»r% 34 my)odery=%+mj 
angegeben; dabei wird der mittlere Fehler m}, des Schätzwertes nach m) = mIYn aus dem mittleren 
Fehler m der Einzelmessung berechnet. 
Wr, DT %°} Ei - 7 = © u . j Be. 
itteer Fehler der Einzel Ir De _,„ | mittlerer 
‚ion der gen  |m=y Tm—ı | Schätzwertes 





Meßresultate 
1 aı 12,2 cm 

Aus den Meßresultaten (s. Tabelle) ergibt sich als Schätzwert 9 = „(12,2 + 12,1 aa 12,1 cm 

+ 12,5 + 12,3 + 12,4) em = 12,3 cm. Der mittlere Fehler der Einzelmessung ee 


Y as = 12,3 cm 
beträgt as = 12,4 cm 


(12,2 — 12,3)? + (12,1 — 12,3)2 + (12,5 — 12,3)® + (12,3 — 12,3)° + (12,4— 12,3)® 


Beispiel: Jeder von fünf Schülern mißt die Kantenlängey einesModellwürfels. 





DZ 
+ 
Ben 
— 
= 








mz= 
4 
m = 0,158 em. 
z : ZI ERnE: : : 0,158 
Daraus ergibt sich für Y ein mittlerer Fehler von m), = = = 0,071 em, der Näherungswert 


für die Kantenlänge ist mithin y & 12,3 cm (+ 0,071) cm oder (12,3 + 0,071) cm. 


AUSGLEICH DIREKTER MESSUNGEN UNGLEICHER PRÄZISION 


Eine Größe y wird direkt n-mal gemessen. Die Meßwerte seien aı, a2, . . ., @n. Wegen der ungleichen 
Präzision der Messungen kommen ihnen die Gewichte ?ı, 2, . . ., ?n zu. Die einzige Unbekannte 
bei diesem Meßvorgang ist y (k = 1). Es gelten die Beziehungen yı = y, ya = %, - : » Yn = Y. 
Bildet man die Summe S der Fehlerquadrate, leitet sie nach y ab und setzt die Ableitung Null, so 
erhält man die Normalgleichung 


1, 8 ds Rn n 
S=-— Z play —> —- = —-— Z pa -y)=0 > 3 Dıla —Y) = 0, 
RZ] dy on en 


aus der man den Schätzwert % 
findet. 


Das mie den Gewichten pi ge en 






ler der. Einzel- = 


 messungeı . dient als Schäizwert. 
für die zu messende Größe. 
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Aus dem mittleren Fehler m einer Einzelmessung vom Gewicht p = 1 ergibt sich der mittlere 


m 
Fehler mı der Einzelmessung «a; mit dem Gewicht p:; mı = —. 


0% Vp: 


ergibt sich für Y nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz folgender 


og _ pi 
oa pmı+tp+''+p 





Die Angabe des Näherungswertes für die zu messende Größe erfolgt in der Form yx% (+ my) 
oder y=%+ my. 


Beispiel: Eine Länge ! wurde fünfmal und danach noch dreimal mit größerer 
Präzision gemessen. Wegen der genaueren Meßvorrichtung muß den Messungen 
as, a7, as (S. Tabelle) der zweiten Gruppe ein fünfmal so großes Gewicht beige- 
messen werden wie denen der ersten Gruppe. Es wird daher p9ı = m = p3 = 4 
= pi lund pe = pı = ps = 5 gesetzt. 

Als Schätzwert / für ! ergibt sich 





12,34 cm 
A 1 

i= 30 [1- (12,35 + 12,40 + 12,25 + 12,30 + 12,35) + 5- (12,37 + 12,32 + 12,34)]Jem = 12,34 em. 
Der mittlere Fehler m der Einzelmessung berechnet sich zu m = 0,0577 cm aus 


T (0,012 + 0,062 + 0,09® + 0,04 + 0,012) + 5- (0,08° + 0,02? £ ©) De RE: 
a Er a en 0 So GT ee Te SE nn Fe en DIN I —no 
6 6 





Dapıı=p='''=-p = 1 ist, ist dies zugleich der mittlere Fehler einer Messung der ersten 
Gruppe, mı = 0,0577 em. Als mittlerer Fehler einer Messung der zweiten Gruppe ergibt sich 


m: = — = 0,0258 cm. 


Der mittlere Fehler des Schätzwertes beträgt m; = em = 0,0129cm. Aus den Messungen 


m 
Y20 
berechnet man somit den Näherungswert für die gesuchte Länge ! x 12,34 cm (+ 0,013 em). 


Sind für die Messungen aı, Q2, .. ., @n an Stelle der Gewichte p; die mittleren Fehler o; selbst be- 
kannt, so kann man die Gewichte 9; aus den Verhältnisgleichungen 


BED DET IT I EZ 


bis auf einen Faktor bestimmen. Man wählt diesen Faktor so, daß sich entweder handliche Zahlen 
für P1, «.., 2n ergeben oder daß die Summe 91 + 22 + *'* + ?„ = 1 wird. Bezeichnet man den 


1 
willkürlichen Faktor mit 22, so daß also p; = 42 er gilt, so wird der mittlere Fehler einer Beobachtung 
i 


mit dem Gewicht p = 1 gerade o = Yp: co = 4. Führt man daher mit den festgelegten Gewichten 
die Berechnung von m aus den Beobachtungswerten durch, so muß sich angenähert gerade A 
ergeben, da m ein Schätzwert für o ist. Ergibt sich eine sehr große Differenz zwischen m und A, so 
läßt dies darauf schließen, daß bei einigen Messungen systematische Fehler unterlaufen sind. 


AUSGLEICH BEDINGTER BEOBACHTUNGEN 


Die Winkel «, ß, y eines Dreiecks sind durch Messungen zu bestimmen. Jeder Winkel wird wieder- 
holt gemessen. Die Messungen des Winkels « haben die Werte aı, a», . . ., @n,(nı Messungen) ergeben. 
Bei den Messungen des Winkels 8 wurden die Werte bı, ba, .. ., dn, (na Messungen) und bei den 
Messungen des Winkels y die Werte cı, ca, ..., Cn, (Ns Messungen) gefunden. Insgesamt sind 
n=Nı + N2 + ns Messungen durchgeführt worden. Die Einzelmessungen sollen mit gleicher 
Präzision erfolgt sein. Bezeichnet man wieder die wahren Werte der durch die Messungen zu bestim- 
menden Größen mit Yı, Y3, » - -, Yn, (Messungen von «), mit Yny+ls Ynı+t2> * + »» Ynı+n, (Messungen von ß) 
und mit Ynı+ny+1, Ynytngt24 » + +» Ynytnytn, (Messungen von y), so lassen sich diese Größen durch die Un- 
bekannten «, ß, y darstellen 


Yyı ge Te =&, 
Ynı+1 = Yaıt2 =ß, 


Ynıtng+tl = Yayınyt = = Yntntn = Y: 


I 

. 

. 

D 

I 

= 
3 
m 
+ 
3 
n 
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Die Summe der Fehlerquadrate ist 
1[ rı N? Na 
S=Z|2(-e% + 23(b5— Bi? + L% (cr - Y)%|. 
li=1 j=1 k=1 


Die Methode der kleinsten Quadrate läßt sich jedoch nicht unmittelbar anwenden, da die Un- 
bekannten «, ß, y einer Bedingung unterworfen sind. Die Winkelsumme im Dreieck beträgt 180°. 
Somit müssen «, ß, y der Bedingungsgleichung »(«,ß,y) =&+Bß-+ y — 180°= 0 genügen. Der 
Ausgleich der Beobachtungen hat unter Berücksichtigung dieser Bedingung zu erfolgen. Man 
spricht in einem solchen Falle vom Ausgleich bedingter Beobachtungen. Im Grunde treten hier nicht 
drei, sondern nur zwei Unbekannte auf. Denn hat man « und $ bestimmt, so folgt der Wert von y 
aus der Bedingungsgleichung. Zur Behandlung eines solchen Falles bestehen zwei Möglichkeiten. 
Man kann entweder aus der Bedingungsgleichung o(«, ß,y) = 0 einen Winkel, etwa y, durch die 
beiden übrigen ausdrücken, diesen Ausdruck für y in die Summe $ einsetzen und die Methode der 
kleinsten Quadrate anwenden - oder man kann direkt das Minimum von S unter der Nebenbedin- 
gung (x, ß, y) = 0 bestimmen. Hierzu bedient man sich der Methode der Lagrangeschen Multipli- 
katoren (vgl. Hauptabschnitt Differentialrechnung), d. h., man bestimmt «, ß, y und A so, daß der 
Ausdruck 


1| % a N3 
TS Hrn) = | Fat + FM + Zen? + Ae+ + Y— 180) 
= E = 


zu einem Minimum wird. Die Größe A ist der zur Nebenbedingung gehörende Lagrangesche Multi- 
plikator. Man erhält dann die Normalgleichungen 


oT ; a KR 2 % RE: 

dx Bi == 05 y ran? = 0% 

es len us 

‘OB DRS ZENE =V; Te Et =VU). 
Als Lösungen dieser Normalgleichungen findet man 

Nr _ 1 r —_— 1 A Bu 1 X 2 

«=a-;K; re A - ger ; i= ;K 
mit dem Korrekturbetrag K = ® +b = mi = 

1 


Der mittlere Fehler der Einzelmessung berechnet sich wie üblich aus 


N A Ne nr Ng A 
2 (u-e?+2(b5— PB}? + 2 (ci — y)® 
mil j=1 k=1 
n—2 u 


Die mittleren Fehler der Schätzwerte &, B, v ergeben sich aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz zu 





Beispiel: Man hat die Winkel «, ß, y vier-, drei- bzw. viermal ae vi nı =4,m=3, nn =4 
(s. Tabelle) und die Mittelwerte a, b und c berechnet. Wegen 1 / (- +— + „)- 1,2 und 
a+b-+c- 180° = 3” ergeben A der er K=.37.]; 2 = 3,6” und daraus die 
Schätzwerte &= a - IK, ß=b B-5Kund?=6 -gK- 























= 62°17’14” = 73°20’25” cı = 44°22’25’’ ; 
a2 = 62°17’11” b2 = 73°20'27” ca = 44°22’26” + 2,9” 
as = 62°17’16” b3z = 73°20'23” ca = 44°22’22” =-1,17 
62°17’15’ ca = 44°22'23” — 0,1” 












= 44°22’24’ 
= 44°22'23,1” 


3°20’25’’ 
3°20'23,8’ 


= 62°17’14” 
= 62°17’13,1” 


Id 
> °©| 
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Der mittlere Fehler einer Einzelmessung beläuft sich auf 


SFFOFFELFEMFARFSFFONFARFERHLEFGN _, gr 
= NT Em ra aah 7 Da Dt se N, ee 7 —., . 


Daraus ergeben sich die mittleren Fehler 
m; = m 0,387 = 0,912”; mi = m - 0,447 = 0,975’; m; = m 0,387 = 0,912”. 


Die aus den Messungen für die drei Winkel berechneten Näherungswerte lauten 
x» 62°17’13,1” (+ 0,91”); B » 73°20’23,8” (+ 0,97); y = 44°22'23,1” (+ 0,91”). 


Das am Beispiel der Winkelmessungen im Dreieck beschriebene Verfahren läßt sich ganz allgemein 
beim Ausgleich bedingter Beobachtungen anwenden. Lassen sich die zu messenden Größen yı, 
Y2, - +, Yn durch k Unbekannte iı, ..., ix darstellen und bestehen zwischen diesen Unbekannten 
noch r voneinander unabhängige Bedingungsgleichungen 


Yıllı,.-,u)=0; allı,::;h)=0;.:.5 Hllı,.:,%) = 0, 
so bestimmt man die Unbekannten iı, ... ., tx und die Lagrangeschen Multiplikatoren Aı, .. ., Ar SO, 


daß der Ausdruck 
T=8+ kı pıltı, Eee te) + ++ 4, Yrltı, R „.,.52) 


zu einem Minimum gemacht wird. Die übrigen Rechenvorgänge entsprechen dann völlig wieder 
der Methode der kleinsten Quadrate. Durch die r Bedingungsgleichungen sind in Wirklichkeit 
nicht k Unbekannte, sondern nur k — r Unbekannte aus den Beobachtungen zu bestimmen. Diese 
effektive Zahl der Unbekannten ist bei der Ermittlung des mittleren Fehlers m der Einzelmessungen 
vom Gewicht p = lin Rechnung zu setzen. 


AUSGLEICH VERMITTELNDER BEOBACHTUNGEN 


Vielfach sind die zu bestimmenden Größen einer direkten Messung nicht zugänglich; z. B. werden 
zur Bestimmung der Wichte eines Körpers sein Gewicht @ und sein Volumen V gemessen; @ und V 
sind vermittelnde Beobachtungen zur Bestimmung der Wichte. Im Sinne der Ausgleichsrechnung 
liegt bei vermittelnden Beobachtungen das Interesse nicht so sehr bei der Bestimmung der wahren 
Werte der zu messenden Größen yı, %a, . - -; Yn, sondern bei der Ermittlung der Unbekannten tı, ts, 

‚tk, mit deren Hilfe sich Yıs +» + ., Y%n darstellen lassen. Die Methode der kleinsten Quadrate liefert 


Sieden die Schätzwerte 3; 5, BR PR für die Unbekannten. Aus dem mittleren Fehler m der Einzel- 
beobachtung lassen sich über das Fehlerfortpflanzungsgesetz die mittleren Fehler der Schätzwerte 


tı, fa, « . ., tx berechnen. 


Beispiel: Ein Ring besteht aus einer Silber-Gold-Legierung. 
Zur Bestimmung des Feingewichtes an Gold und Silber wird 
mit einer Jollyschen Federwaage mehrmals das Gewicht des 
Ringes in Luft (@G) und in Wasser (W) festgestellt (s. Tabelle). 
Bezeichnen gı das Feingewicht an Gold und ga das Feingewicht 
an Silber sowie yı bzw. ya die Wichte von Gold bzw. Silber, so 


gilt 





1 1 
gG= +; W= 1--)n+ (1--)a. 
Die Summe der Fehlerquadrate lautet 


Tr 4 3 zn et. 
| Zu no + 2 (m? n-- )]. 








yı ya 


Daraus folgen die Normalgleichungen 
BIS 2 ei I 4 
| Zu -n-m+2( — Ge )” |-°. 




















agı ya yı 
8 2 & vi a1: \9e- 1 
a LE; En +2 Tepe We ”) a % 


Aus ihnen findet man die Schätzwerte 








A in — 1 = zu 1 4 A A Ps =. 
Dee Bach i=- 3; Gets; 
Ya 71: Ys 44 
A - NA-1l - yıy ee a ( )o ( 5 - 
== [7 * _— rer b=- 2b; = 1—- — l—- — =b, 
zen Yı.— Ya 2 3,21” ji Y su Ya ” 
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Der mittlere Fehler der Einzelmessung an 


2 (a: — a)” 7 Eu) 














m= ° 
(= c 
Wegen — = 2. nz un 9: RE, AR a ibt sich nach dem F'ehlerfortpflanzungsgesetz 
re Yı- ya db, I yı- 8 3 Be 
b ya } In 2_98:93 Bi 1 (2 —1 \ +3 1 ty 
= = — 2 Te  — ; = — + 2 —— 
ee er 5 -yp 57 (yı — Y.)? a Fe ann (ya 


Die Zahlenrechnung liefert mit yı = 19,3 p/em® und ya = 10,5 p/em?: 


a=401p; 5=371p; g=189p; 9 = 2,12p; 
m = 0,02p; mi) = 16,89 m = 0,34p; mu, = 17,20m = 0,34 p. 


Aus den Messungen ergeben sich die Feingewichte 
gı %1,89p(+0,34p) und gaw 2,12 p(+0,34 p). 


AUSGLEICH LINEARER ZUSAMMENHÄNGE 


Oft ist der Zusammenhang zwischen einer Größe y und einer Einflußgröße x in Form einer linearen 
Gleichung y = x + ß x gegeben. Für verschiedene Werte zı, &2, .. ., 2&n der Einflußgröße x wird 
die Größe y beobachtet. Die wahren Werte der bei den Einzelmessungen zu bestimmenden Größen 
sind somit 

y=ecet+paın li =l,.., N). 


Die Meßwerte seien wieder aı, @2, . . ., @n. Ihnen mögen die Gewichte 91, ?3, . . ., ?n zugeordnet sein. 
Da die Werte zı, ... ., &„ der Einflußgröße x vorgegeben sind, sind « und ß bei diesem Meßvorgang 
die einzigen Unbekannten. Die Schätzung von x und $ kann mit Hilfe der Ausgleichsrechnung er- 
folgen. Wie im Falle der vermittelnden Beobachtungen interessiert also nicht so sehr die Ermittlung 
der wahren Werte y;, sondern die Bestimmung der Unbekannten « und ß. Da die Unbekannten als 
Konstanten in einer linearen Gleichung auftreten, spricht man auch von einer Konstantenschätzung. 
Die Größe ß wird Regressionskoeffizient genannt. 

Bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate geht man wieder von der Summe der Fehler- 
quadrate aus, 


1.8 ı 8 
= ns Pılar — yı)? = az pie - a — Ba). 
Nullsetzen der partiellen Ableitungen von S nach den Unbekannten « und ß liefert die Normal- 
gleichungen 
PS} 2 N 88 3 n 
Pe ee -a@—Ba) =0(; FY3 = — a2 frlas - «a - Bau) =0 


In der Schreibweise nach Gauß nehmen die Normal- 
gleichungen folgende Gestalt an: 


«[p] + B[px] = [pe], «lpx] + Plp=’] = [puae]. 





"Schätzungen von «undß ala] x [paa][p] - [pa][pe] 


in der Regressionsgleichung [rl "7 px][pl - [par 





Aus diesen Gleichungen findet man die Schätzwerte & und B für die Unbekannten « und ß. Aus ihnen 


kann man noch die Schätzwerte , =& + B &t(@=]1,...n) für die wahren Werte der Größen 
Y1,Y2, ..., Yn berechnen, Als mittlerer Fehler für die Einzelmessungen vom Gewicht 2? =1 ergibt sich 





& pa - Zu)! 
sl 





ze n—2 


da zwei Unbekannte aus den Beobachtungen zu bestimmen sind. Dann ist m; = u der mittlere 


Vp: 


Fehler einer Messung vom Gewicht p;. Mit Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes berechnet man 


m. ıy [Piper _ y [p =*] - my [2] 
rer per mer "N ipliparl- par "RN pipe - par‘ 
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Beispiel: Für zehn Kiefernbestände wurden jeweils der mittlere Stammdurchmesser x und die 
mittlere Stammhöhe % festgestellt. 
Die Meßwerte (s. Tabelle) haben die gleiche Präzision ( =1;i=1,2,..., 10). Ein anschau- 
liches Bild des Zusammenhanges zwi- 
u ENTE BERFREEn: _ SREHFBEREFEH schen Durchmesser und Höhe liefert die 
nee an En EEE Bi 2...) Darstellung von yin Abhängigkeit von x 
Eu I Ei 1. Ei au (Abb.). 
En —— — 













+ 
ee 
n. 
Er 
ie 6 p 24 : 
* B4 ru 
Fa Per u 
Bi u 
“ : 
Bi Fr 
+ + 


x; [em] | y[m] 





i 
1 
2 
3 
B 
5 
6 
7 
8 
9 
0 





Dieser Zusammenhang soll mit Hilfe 
einer linearen Gleichung y=«+ x 
beschrieben werden. Aus den Meßwerten 
berechnet man 
[p] = 
[p x] = 257,0; [? a] = 164,0; 
[p x2] = 7430,24; [pxa] = 4618,26. 


Daraus ergibt sich 
4618,26- 10 — 164,0 - 257,0 


ENTE = een Höhe über dem mittleren B ne DER: 
Durchmesser für zehn Kiefernbestünde, 1430,24 » 10 — 257,0° 
Ausgleichsgerade 9 = 3,837 + 0,4888 x 164,0 x 257,0 

Ir re 


Die Ausgleichsgerade lautet 9 = 3,837 + 0,4888, sie ist in der Abbildung eingezeichnet. 
10 


Ferner berechnet man 2% pı(a; — 9ı)? = 5,1522 und den mittleren Fehler einer Einzelmessung 
i=1 
m = 0,8025. Daraus ergeben sich die mittleren Fehler für @ und B zu my = 0,7614, m; = 0,0279. 


AUSGLEICH NICHTLINEARER ZUSAMMENHÄNGE 


Auf eine Größe y mögen mehrere Einflußgrößen zo, 21, 23, . . ., 2 linear einwirken. Für y gilt dann 
die Darstellung 
y=Po% + fızı + ßaza + ''* + Pre 


Zur Bestimmung der Regressionskoeffizienten ßo, Bı, Ba, . - -, Pk wird für verschiedene Werte 20i, 21:, 
Zi, :-,2u(® = 1,...,n) der Einflußgrößen die Größe y gemessen. Die wahren Werte der bei den 
Einzelmessungen zu bestimmenden Größen sind dann 


Yyı= Bo 201 + Pızu + Pazı +" + ru = 1,..,n). 
Die Meßwerte seien aı, aa, .. ., @Gn. Ihnen mögen die Gewichte 7ı, ?3, . . ., ?n zukommen. Ist die 
Anzahl der Messungen n größer als die Anzahl der Unbekannten k + 1, so liegen wieder über- 
schüssige Messungen vor. Die Bestimmung der Unbekannten ßo, ßı, Ba, . . ., fs kann dann mit Hilfe 
der Ausgleichsrechnung erfolgen. Ausgehend von der Summe der Fehlerquadrate 


ı rn 
S= = & pılar — Bo zu — Bızu —*"** — Pr zu)? 
i-1 


erhält man die Normalgleichungen 


Bo[lp 202] + Bılp 2021] + Balp 2022] + *** + Br[v 20 2] = [pa zo] 
Bolp zı 20] + Bılpzı?] + Balpzıza] +" + K«lpzız]) = [paazı] 


Biipaa a) u Bıldassi] -- Befpresal ++ [pP] = [poz] 
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Diese Gleichungen löst man nach den Unbekannten auf und findet die Schätzwerte Bo; Bi, Eh Br. 


Mit ihnen kann man die Schätzwerte J:ı = Bo zu + "+ Br zul = |],...,n) für die wahren Werte 
der zu messenden Größen Yı, Y2, » » «, %n berechnen. Als mittlerer Fehler der Einzelmessung vom 
Gewicht p = 1 ergibt sich 





n 

& 

ce Sa 
n—k-1l 

Mit Hilfe von m kann man wie üblich den mittleren Fehler einer Einzelmessung mit dem Gewicht 

pı und über das Fehlerfortpflanzungsgesetz die mittleren Fehler der Schätzungen ßo, ßı, ». Pk 


angeben. 
Läßt sich die Größe y mit Hilfe eines Polynoms in x darstellen 


y=B+tPhıw + Pfarr + Pu, 
so besteht ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen y und der Einflußgröße x. Dieser Fall ist ein 
Spezialfall der oben behandelten linearen Abhängigkeit von mehreren Einflußgrößen. Man braucht 
ur Ve l,s eg wre) ga ee 
zo = 1, 211 = Xi, Zei = 2x2, ... kt = x,% (® = 1, a8 N) 
zu setzen und kann die Bestimmung von ßo, ... ., Pk sowie die Bestimmung der mittleren Fehler 
nach den bereits angegebenen Formeln vornehmen. 


peias — Yı)? 
mM = 





—— 





Beispiel: An Kiefernbeständen mit verschiedenen Tabelle der 
mittleren Stammdurchmessern d in 1,30 m Höhe 
über dem Erdboden wurde die durchschnittliche Beobachtung 
Holzmasse V je Stamm beobachtet (s. Tabelle). Die dılem] | V.[fm] 


Bestimmung der Holzmasse V; ist mit gleicher Prä- 





>. 









zision erfolgt. Es soll der Zusammenhang zwischen 1 10 0,030 
V undd durch eine Parabel 3. Ordnung ausgeglichen | 2 15 0,094 
werden. 83 20 0,213 
Zur Erleichterung der Rechenarbeit führt man die | 4 25 0,388 
Variable = = 5 5 2 als neue Einflußgröße ein s a los 
(s. Tabelle). 7 40 1,426 
Die Größe V soll durch die kubische Gleichung ' g 45 1.969 
V= Bo + Bı@® + Bew? + Bs@® dargestellt werden, | g 50 2,632 





deren Koeffizienten fo, ßı, fa, fs mit Hilfe der Aus- 
gleichsrechnung aus den Beobachtungsdaten zu bestimmen sind. 
Die Summe der Fehlerquadrate lautet: 


ı 9 
S= a Z (Vi: —- Bo - Bızı — Ba? — Ba z®)?. 
i=1 


Die Normalgleichungen haben die Gestalt 
9-Bo + [&] Bı + [X2]B2 + [x?] ds = [V] 
[®] Bo + [2°] Bı + [x?] Ba + [x] ßs = [x V] 
[x?] Bo + [2°] Bı + [2°] B2 + [2°] Bs = [x? V] 
[®?] Bo + [24] Bı + [2°] Ba + [x°] ds = [»® V] 
Aus den Beobachtungsdaten berechnet man 
[x] = 0, [22] = 60, [x] = 0, [x] = 708, [25] = 0, [x°] = 9780, 
[V] = 8,382, [x V] = 19,058, [x2? V] = 69,090, [x2° V] = 227,456, 
Als Lösungen der Normalgleichungen ergeben sich 
Bo = 0,64540, Pı = 0,296347, Pa = 0,042890, As = 0,0018039. 
Die ermittelte Ausgleichsparabel lautet somit 
V = 0,64540 + 0,296348 (= 3 =) + 0,042 890 ( 


Die ausgeglichenen Werte V: sind in die Übersichtstabelle eingetragen worden. 





d — 30 
5 








a d — 30\3 
) + 0,001 8039 ( ) . 


DARSTELLUNG EINER FUNKTION MIT HILFE EINFACHERER FUNKTIONEN 


Die Methode der kleinsten Quadrate findet in der Mathematik nicht nur bei der Ausgleichung von 
Beobachtungen Anwendung. Will man z. B. eine komplizierte Funktion y = f(x) durch einfachere 
Funktionen go(%), P1(X), . . ., 9x(x) annähern, so kann man die Koeffizienten ßo, ßı, . . ., Pr in dem 
linearen Ansatz y = f(x) = Bo po(@) + Bı yılz) + "** + Br gu(x) mit Hilfe der Methode der klein- 
sten Quadrate bestimmen. 
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Ist die Funktion y = f(&) nur an den diskreten Stellen; @ = 1,..,.n;n > k) bekannt, yı = f(z,), 
so geht man von der Summe der Abweichungsquadrate 


N 
S= zb — Bo olzi) — Bı pılzı) — *** — Br arlı)]? 
ı= 


aus. Ist hingegen der gesamte Funktionsverlauf von y = f(z) in einem Intervalla < x s b bekannt, 
so geht man von dem Integral der Abweichungsquadrate 


b 
S = [[fi&) — Bo 9(2) — Bı plz) — *** — Br al) de 
a 
aus. In beiden Fällen werden die Muskintanbon Bo; » » », Br so bestimmt, daß S zu einem Minimum 
b 


wird. Bezeichnet man au [9; 9x] die BMERTOR, 5 97(X:) Pre) bzw. das Integral / 9;(2) (x) dx und 
=1 


mit [y 9] die Summe B5 y(zı) gr(zı) bzw. das Integral 5 y(z) pr(x) dx, so iouten die Normalglei- 
chungen i=1 

Bo[p0?] + Bılpo pı] + Balpo 92] + *** + Brlpo ax] = [y 90] 

Bolpı #0] + Bıleı?] + Balpı 92] +" * + Brlpı 9] = ly pıl 


Bo[px 90] + Pılax pı] + Balpx 92] +" + Bla] = [ya] 
Aus diesem linearen Gleichungssystem sind ßo, . . ., ßx zu berechnen. Die Auflösung der Narmal- 
gleichungen gestaltet sich besonders einfach, wenn [9: px] für © #£ k den Wert 0, für: = k dagegen 
den Wert 1 hat. Die Lösungen lauten dann ß: = [y p:]. Dieser Fall tritt ein, wenn die Funktionen 
9 (x) einnormiertes orthogonales Funktionensysiem bilden. Die bekanntesten en Funktionen- 
systeme sind die trigonometrischen Funktionen sinn g, cosn g (n = 0,1,2,3,...) und die Legen- 
dreschen Polynome. 


III. Näherungsreehnung 


Jedes Rechnen mit Näherungswerten kann man als Näherungsrechnung bezeichnen. Unter Nähe- 
rungsrechnung im engeren Sinne versteht man jedoch gewisse mathematische Verfahren, die es 
möglich machen, komplizierte Rechenoperationen durch einfachere zu ersetzen. Dabei wird in 
Kauf genommen, daß man nicht die exakten Lösungen, sondern nur genäherte Lösungen erhält. 
Diese Näherungsverfahren dienen einerseits dazu, Rechenarbeit einzusparen. Andererseits lassen 
sich für zahlreiche mathematische Probleme allein mit Hilfe von Näherungsverfahren numerische 
Lösungen gewinnen; um z. B. den numerischen Wert eines bestimmten Integrals zu erhalten, das 
sich nicht in geschlossener Form darstellen läßt, muß man zu genäherten Integrationsmethoden 
greifen. Näherungsverfahren sind für die verschiedensten mathematischen Problemstellungen 
ausgearbeitet worden. Jede Näherungsmethode muß eine Abschätzung des Fehlers gestatten, den 
man bei ihrer Anwendung begeht. 


NÄHERUNGSVERFAHREN ZUR BERECHNUNG VON FUNKTIONSWERTEN 


Das gesamte numerische Rechnen vollzieht sich ausschließlich im Bereich der vier Grundrechen- 
arten Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren. Ist eine kompliziertere mathematische 
Funktion f(x) zu berechnen, so muß man sie so umformen, daß nur noch die vier Grund- 
rechenarten zur Anwendung kommen. Dies geschieht gewöhnlich mit Hilfe von Potenzreihendar- 
stellungen. Potenzreihendarstellungen für kleine Argumentenwerte und Näherungsformeln sind 
im Hauptabschnitt Funktionenreihen aus dem Taylorschen Satz abgeleitet worden. 


Asymptotische Darstellungen für große Werte des Arguments. Hat man eine Funktion F(x) für 
sehr große Werte des Arguments zu berechnen, so kann man mitunter eine Näherungsformel er- 


1 1 
halten, indem man z = 5 in die Funktion einsetzt und für die Funktion f(x) = F (4) eine Taylor- 


1 
sche Entwicklung in z = = angibt. Da z sehr klein wird, kann man sich im allgemeinen auf wenige 


Glieder der Entwicklung beschränken. Eine andere Möglichkeit besteht darin, daß man für F(x) eine 

asymptotische Annäherung oder asymptotische Darstellung bestimmt. Dabei heißt eine Funktion 

(x) eine asymptotische Annäherung oder Darstellung von F(x), wenn lim[F(x) — g(z)] = 0 ist. 
2>co 

Man schreibt dann F(x) — »(x). Setzt man F(x) = p(x) + R(x), so muß für den Rest R(x) gelten 


lim R(x) = 0. Oft bezeichnet man auch eine Funktion p(x) als eine asymptotische Darstellung von 
>00 


F(x),F(x) » o(2), falls F (x) =g(x)-[l + r(z)] mit limr (x) = 0 gilt, wenn also der Quotient F(xz)/p(x) 
für große Werte von x gegen 1 strebt. zo 
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Asymptotisehe Darstellung des Gaußsehen Fehlerintegrals. Durch zweifache partielle Integration 
erhält man für das Gaußsche Fehlerintegral die Darstellung 


x x 
D(x) = i | = (-3®) di 
x) = ——6 eX — r} 
V2x V2r 5 2 





D(x) 


I 
en 
| 
Be 
sl 
” 
| 
a 
DS 


be) am aan (be) + anem(-Fe)a 
=1ı-— exp|-z” = exp ll = 
a Yan AB 
x 
oO 


= 1 - zer BE: ep (-5 x 2) - Jans (-5®) di. 


Mit den ersten drei Gliedern hat man bereits eine gute asymptotische Darstellung gefunden, 
re) ee] 
EN ATX u >=. O8 te 
z/2 7 r > r “ 


1 
Der Rest R;(x) = -[ Pr v2 exp (- = e) di läßt sich durch 
7 
% 


|Rs(x)| s al (= 30) de unser (-5=) 


abschätzen. Er verschwindet für © > >. Bereits für x = 2 ist der Fehler der asymptotischen 
Formel sicher kleiner als 5 10%, 


Eulersche Summenformel. Ist die Funktion F(x), für die man eine asymptotische Darstellung sucht, 
als eine Summe F(x) = f(l1) + f(2) + "+ fx — 1) + f(x) darstellbar, wobei f(z) eine gegebene 
Funktion und x eine ganze Zahl ist, so läßt sich häufig eine asymptotische Darstellung aus der 
Eulerschen Summenformel gewinnen. 





Ä Eulerscha - ; 
er F(&) { fe) dt + 10 A ya Re om ji De) - ea Han) | 
1 1 1 
In dieser Formel sind die Bass Bernoullische Zahlen, deren erste B=- 5° Bı=- 50 Be = 45° 
1 5 691 4 
Be=- 30° Bu= 56° Bu=- 3730 lauten. Der Rest R„ (x) läßt sich durch | R„(z)| < ——— (Amen } fifen Y(t)| dt 


abschätzen. Verschwindet R„(x) für x +», so hat man durch Vernachlässigung ein Restes in 
der Eulerschen Summenformel bereits eine asymptotische Darstellung für F(x) gefunden, Strebt 
aber Rn(x) für x > © einem Grenzwert (Ü'„ zu, so ergibt sich die asymptotische Darstellung, wenn 
man in der Eulerschen Summenformel R„(x) durch diesen Grenzwert Ü, ersetzt. 


Asymptotische Darstellung für die Fakultät a Bildet man den natürlichen Logarithmus von x!, 
so ergibt sich F(&) =1Inz!=1Inl+1In2 +» + Inz. Es ist f(z) = Inz zu setzen. Berücksichtigt 
man in der Eulerschen Summenformel nur ai Glieder bis zur ersten Ableitung (n = 1), so erhält 
man 


A u | 
Fl) = +53 (2-1) + Re) 
= clnare —-—xc + ine h- 15 + Bi). 


1 1 
Der Rest Rı(x) läßt sich abschätzen durch |Rı(«)| = = (1- n); Eine genauere Untersuchung 
= 
ergibt lim Rı(x) = Cı = -1l+h V2=. 


>00 


41 Mathematik 


642 FEHLER-, AUSGLEICHS- UND NÄHERUNGSRECHNUNG 


Setzt man diesen Grenzwert an Stelle von Pan in die ae Summenformel ein, so erhält man 


die asymptotische Darstellung F(x) x (z nu 5) In? -x + —- ei + In V2r. Daraus folgt 


= 1 
ı!l= er 2 x x” exp (-2 + 15) } 


Für sehr große Werte von x kann man noch das 


Glied ——. 12% im Exponenten vernachlässigen und erhält 


die Stirlingsche Formel. 





APPROXIMATION VON FUNKTIONEN DURCH POLYNOME 


Sind von einer Funktion y = f(x) die Funktionswerte für die Argumente x = x, 2 = m, .. ., 
x = &n bekannt, so bezeichnet man diese als Stützstellen und die entsprechenden Funktionswerte 
y = fx), yı = flzı), - : -, Y%n = fl@n) als Stützwerte. Die Aufgabe besteht darin, den Funktions- 
wert y = f(x) für einen beliebigen Wert von x zu berechnen, der zwischen zwei benachbarten Stütz- 
stellen liegt. Ist die exakte Berechnung von y = f(x) mit einem großen Rechenaufwand verbunden, 
so versucht man, den gesuchten Funktionswert y aus den bekannten Funktionswerten %o, Yı, 

.., Yn näherungsweise zu berechnen, ihn, wie man auch sagt, durch Interpolation zu bestimmen. 


Lineare Interpolation. Die einfachsten Interpolationsverfahren lernt man beim Aufschlagen von 
Winkelfunktionen oder Logarithmen kennen, wenn Werte zu bestimmen sind, die zwischen den 
in der Tafel angegebenen Werten liegen. Die in der Tafel 
angegebenen Werte bilden dann die Stützwerte, und der 
gesuchte Wert wird meist durch lineare Interpolation er- 
mittelt. Dazu braucht man nur zwei Stützstellen x, und 
x%ı mit den Stützwerten %0 = f(2o), yı = f(zı). Gesucht wird 
für & <xz <xı der Wert y= f(x). Durch lineare Inter- 
polation findet man aus der Verhältnisgleichung 


Y-9yYo _Yı%o 2 BERN:  Beumiı  ı 
u Ta ° den Wert y=y + (x x) — ze 
Man ersetzt also die Funktion y = f(x) im Me (%o, Xı) 
näherungsweise durch eine Gerade, die durch die Punkte 

(20, yo) und (zı, yı) verläuft (Abb.). 


Interpolation im weiteren Sinne. Allgemein bestehen alle 

Interpolationsverfahren darin, daß die Funktion y = f(x) 

im Bereich der Stützstellen xo, zı, . . ., &n durch einfachere 

Funktionen ersetzt wird, die in diesem Bereich die Funk- 

tion y= f(x) möglichst gut approximieren. Ein Verfahren, 

solche Näherungsfunktionen zu bestimmen, ist die Methode 

2 der kleinsten Quadrate. Auf ihr beruhen unter anderem die 

Lineare I eslahlor zwischen zwei Ausgleichsrechnung und die Fourieranalyse. Sie finden An- 

Stützstellen wendung, wenn in dem Ansatz für die Näherungsfunktion 

weniger Parameter auftreten und zu bestimmen sind, als 

Stützstellen zur Verfügung stehen. Die auf diese Weise ermittelten Näherungsfunktionen verlaufen 
im allgemeinen nicht exakt durch die bekannten Stützwerte (20, Yo), (21, Y1), - » » (&n, Yn). 
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Interpolation im engeren Sinne. Im folgenden sollen Interpolationsverfahren betrachtet werden, 
in denen die Näherungsfunktion für y = f(x) an den Stützstellen zo, zı, . . ., 2 genau die Stützwerte 
Yo, Yıs ++» Yn annimmt. 

Da Polynome die einfachsten Funktionen sind, die zur Verfügung stehen, versucht man die 
Funktion y = f(x) im Bereich x», Zı, . . „„ &n durch ein Polynom zu approximieren. Aus der Algebra 
ist bekannt, daß sich durch (n + 1) vorgegebene Punkte (%o, Yo), » « ., (&n, Yn) genau ein Polynom 
n-ten Grades P„(x) legen läßt. Dieses Polynom wählt man als Näherungsfunktion für y = f(x). 
Zu seiner Bestimmung gibt es verschiedene Methoden. Sie führen alle zu demselben Polynom 
P„(x); nur seine äußere Form ist jeweils anders und bildet den einzigen Unterschied der verschie- 
denen Interpolationsverfahren. 


Polynomansatz., Setzt man das Polynom in der Y%9=@ + aı2o + Qa2%? +" + a, Zr 
Form P,@)= u tar ta? + + mt Y=o+mm + az? ++: + anCın 


unbestimmten Koeffizienten a, aı, ..., dn an und * . . 5 . 
fordert, daß es durch die Punkte (zo, Yo), (71, Yı),--» . : » . 
(Cr, %n) verläuft, so müssen die nebenstehenden - . . . } 


Gleichungen erfüllt sein. Dies sind (n + 1) Bedingungs- %n 
gleichungen zum Bestimmen von ao, Qı, .. .„„ Gn. Sie 
lassen sich eindeutig lösen, wenn die Stützstellen xo, 71, . . :, &n alle voneinander verschieden sind. 


Go + aı in + aa zn? + *** + An In" 
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Beispiel: Die Funktion = Vz ist durch ein Polynom 2. Grades zu approximieren, das durch 
die Punkte (x = 1; yo = 1), (zı = 1,21; yı = 1,1) und (x3 = 1,44; ya = 1,2) verläuft. Es wird 
gesetzt Pa(x) = @ +aı = + as2x?. Aus den nebenstehenden 

Bedingungsgleichungen findet man ao = 0,4099, aı = 0,6842, 10=@+ + Qg 
ds = — 0,0941. Setzt man in das Interpolationspolynom n er Hi er H a en 
y =Vx * 0,4099 + 0,68422 — 0,09412? den Wert <= 1,3 ein, | _ % 7 »°=aı 7 4,91994s 
so ergibt sich J1,3 & 1,1403. Der genaue Wert für 1,3 lautet 1,140175. 







Dies ist ein einfaches Beispiel für eine inverse Interpolation in einer Quadrattafel. 

Obwohl bei diesem Verfahren der Ansatz sehr einfach ist, erfordert die endgültige Bestimmung 
des Interpolationspolynoms einen erheblichen Rechenaufwand, besonders wenn eine größere Zahl 
von Stützwerten zu berücksichtigen ist. Joseph-Louis LAGRANGE (1736—1813) und Isaac NEWTON 
(1643-1727) haben deshalb den Ansatz für das Polynom P„(x) etwas anders gewählt und gelangen 
dadurch zu Formeln, die für die Berechnung einfacher sind. 


DAS INTERPOLATIONSPOLYNOM VON LAGRANGE 
LAGRANGE geht von dem Ansatz 
Pr(&) = Lo(@)yo + Lı(@) yı + *** + Ln(®) Yn 

für das Näherungspolynom aus, in dem die Koeffizienten L;(x) der Stützwerte y: Polynome n-ten 
Grades in x sind. Sie werden allein aus den Stützstellen z,(j = 0, 1,..., n) berechnet und nehmen 
für sie die Werte L;(x,) an. Das Näherungspolynom P„(x) verläuft sicher genau durch die Punkte 
(20; Yo), (215 Yı), -: », (&n5 Y%n), wenn sich die Polynome L;(x) so bestimmen lassen, daß L;(x;) für 
‘= j den Wert 1 hat, für «> j aber Null ist. Die von Lagrange angegebenen Polynome erfüllen 
diese Forderung. 





Setzt man für x einen der Werte X, 21, . . „, &i-1, Xi+1, + » , 2n ein, so verschwindet gerade immer ein 
Faktor des Zählers; für x = x, aber wird der Zähler gleich dem Nenner. 

Führt man diese Polynome in den Ansatz für P„(x) ein, so erhält man das Interpolationspolynom 
von Lagrange. 





Beispiel: Die Näherungsparabel für die PB ie xı) (© — 2) Be 1,21) (2 — 1,44) 
Funktion y= Vz durch die Punkte (x =1; Re (x — zı) (@o — x) 0,0924 








y»=A) (fı = L2ly= 1,1, Tau = 1445 a R= — 1,0) (© — 1,44 
Y. = 1,2) soll mit Hilfe des Interpolations- | Lı(x) = nn = a 
verfahrens von Lagrange bestimmt werden. (21 = 20) (v1 — xe) 

Nach den nebenstehenden Lagrangeschen u (2 — 20) (© — &ı) (« — 1,0) (@ — 1,21) 





Polynomen lautet das Näherungspolynom  (t- m) —a) 0,1012 





(x — 1,21) (x — 1,44) (2 — 1,0) (x — 1,44) (x — 1,0) (ve — 1,21) 
Pre 0,0924 Be 0,0483 ua 0,1012 “h2; 


Ps(z) = (© - 1,21) (@ — 1,44) : 10,8225— (© — 1,0) (©— 1,44) - 22,7743+ (© 1,0) (© 1,21)- 1,8877. 


In dieser Form kann das Polynom bereits für numerische Rechnungen benutzt werden. Multi- 
pliziert man die Klammern aus und faßt die Glieder gleicher Potenzen in x zusammen, so ergibt 
sich wieder das früher bestimmte Polynom Pz(z) = 0,4099 + 0,6842 — 0,0941x2, 


DAS INTERPOLATIONSPOLYNOM VON NEWTON 


Hat man bereits durch die Stützpunkte (zo; %0), (215 Yı), » - -; (&n5 Yn) mit Hilfe der Lagrangeschen 
Formel ein Polynom n-ten Grades gelegt und nimmt man einen weiteren Stützpunkt (zu+1; Yn+1) 
hinzu, so muß bei Anwendung der Lagrangeschen Formel die gesamte Rechnung neu begonnen 
werden, wenn man durch alle (n + 2) Stützpunkte ein Näherungspolynom (n + 1)-ten Grades 
legen will; es müssen sämtliche Lagrangeschen Folynome Lo(z), Li(x), .. ., Ln(x) neu berechnet 
werden, Beim /Interpolationsverfahren von Newton dagegen ist in diesem Falle nur ein Zusatzglied 
zu addieren, Dieses Verfahren geht von dem Ansatz 


Paz) = bo + bi(& — x) + bl - zo) (a - 1) + + be - zo) le — ri)... (@ 2) 
41* 
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für das Näherungspolynom aus. Die Koeffizienten bo, bı, . . ., 5n werden wieder so bestimmt, daß 
das Polynom durch die Punkte (20, Yo), (21, Y1), » « +, (&n, %n) verläuft. Setzt man in den Newtonschen 
Ansatz für x die Werte x, ı, . . ., &n ein, so erhält man das gestaffelte Gleichungssystem 


Yy = bo 
yı = bb + bılzı — Xo) 
Ya —= bo + bılxa — X) + balxz — ©o) (22 —rı ) 


Yn = bo + bı(&n — %o) + b2l&n — 20) (in — Xı) + *** + bnl&n — %o) (ün — 1) +». (In — Xn-ı). 


Das System läßt sich schrittweise nach bs», bı, . . ., dn auflösen. Verwendet man dazu die sog. dividierten 
Differenzen (vgl. Hauptabschnitt Praktische Mathematik), so kann man - angefangen mit bo = yo - 
für jeden Koeffizienten 5; eine Formel angeben. 
Aus der zweiten, dritten und den folgenden Gleichungen findet man Schritt für Schritt: 
Yı =% 
bı = Fe [?ı xo]; 
Yı = Yo + [®ı xo] (Xa Z— Co) + ba(&a _— xo) (x _ xı) oder 

[%2 20] = [%ı &o] + ba(x2 — xı) und schließlich 

b= [Bsrı %),.., KK [Hrieı...2ı%0]. 
Setzt man diese Koeffizienten in den Ansatz ein, so ergibt sich das Newtonsche Interpolations- 
polynom. 


a sches 5 
Nato n 7 aus Y 
NEWLOLILSCIHLOS | Y 
NEWTONSCNES | 3 
Int 


Polatıonspoliynom I 





Soll ein weiterer Stützwert &a+1, Yn+ı berücksichtigt werden, so fügt man dem bereits berechneten 
Polynom nur das Glied [£n+ı &n £n-ı . ». 222180] (& — 20) (© — Xı)...(@—%n) hinzu und erhält 
damit ein Polynom (n + 1)-ten Grades, das durch sämtliche Punkte (x, Yo), (%1, Yı), » » :, (£n, Yn), 
(£n+1, Yn+1) verläuft. 

Die Berechnung der dividierten Differenzen erfolgt am zweckmäßigsten an Hand des im Hauptab- 
schnitt Praktische Mathematik gegebenen Schemas. 

Die (dort einfach unterstrichenen) absteigenden dividierten Differenzen werden in der angegebenen 
Newtonschen Formel verwendet. Bei der Ableitung der Newtonschen Formel ist es jedoch nicht 
erforderlich, daß die Stützstellen in der Reihenfolge zo, zı, Xa, . . ., &n berücksichtigt werden. Ordnet 






Hat man die Stützstellen in die Reihenfolge x, £a-1, - - „, %ı, 20 umgeordnet, so erhält man 


y= fix) = Pa(&) = Yn + (® — zn) [en-ı &n] + (© — 2) (&-2n-1) [ana &n-ı &n]) 4° 
+@- u) &@ — 2a)... — 2) rı.. zn] 
Diese Formel verwendet die (im Schema doppelt unterstrichenen) aufsteigenden dividierten Diffe- 
renzen. Man kann die Formel auch so umformen, daß die (in der Mitte des Schemas gelegenen) 
zentralen dividierten Differenzen zur Bildung des Näherungspolynoms herangezogen werden. 
Welche Form der Darstellung man auch wählt, stets erhält man das eindeutig bestimmte Polynom 
n-ten Grades, das durch die Punkte (x, yo), (1, Yı), - - -, (&n, Yn) verläuft. 


Beispiel: Um die Näherungsparabel für die Funktion y = Vz durch die Punkte (vo = 1, y = 1), 
(zı = 1,21, yı = 1,1), (@2 = 1,44, ya = 1,2) mit Hilfe des Newtonschen Interpolationsverfahrens 
zu bestimmen, berechnet man zunächst die dividierten Differenzen. 





A [%ı+1 %:] ' A | [Xa zı %o] 


0,476190 


— 0,0941 


0,434782 
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Das Newtonsche Interpolationspolynom lautet unter Verwendung der absteigenden dividierten 
Differenzen 
Pz(z) = 1+ (x - 1): 0,476190 — (x — 1) (« — 1,21) - 0,0941, 
der aufsteigenden dividierten Differenzen 
P:(x) = 1,2 + (© — 1,44) - 0,434782 — (x — 1,44) (x — 1,21) - 0,0941 


oder der zentralen dividierten Differenzen 
P:(x) = 1,1 + (x — 1,21) - 0,434782 — (x — 1,21) (© — 1,44) - 0,0941. 


Faßt man die Glieder gleicher Potenzen in x zusammen, so ergibt sich in allen drei Fällen das 
bereits früher bestimmte Polynom 


Ps(x) = 0,4099 + 0,68412 — 0,094122. 


Gleiehabständige Stützstellen. Falls die Stützstellen xo, &1, -. ., %n gleichabständig sind (Schritt- 
weite h), können in dem Newtonschen Interpolationspolynom 
Pa(x) = yo + (x — 20) [zı 20] + + (© — x) (2 — 21)... (& — Ia-ı) [&r Zn-ı Cı Xo], 

das durch die Punkte (xo, %0), - - » (&n, Yn) verläuft, die dividierten Differenzen durch die einfachen 
Differenzen ausgedrückt werden, wenn man setzt © = & + th (vgl. Hauptabschnitt Praktische 
Mathematik: Das Differenzenschema für Stützstellen mit gleichen Abständen). In dem dort an- 
geführten Differenzenschema stehen die hier verwendeten Differenzen auf einer schräg nach unten 
abfallenden Linie. 





Newtonsche 

Interpolations- tt — 1) t(tt— 1)(t—2)...t—n-+]) 
formel mit Po +th)=y-+täly; a A ee 
absteigenden 2 ; \ 

Differenzen 
Berücksichtigt man auch Stützstellen z=_ı = 0 — h,x-2a= x — 2h,...„&_n = x0— nh und legt durch 
die Punkte (x; Yo), (&-15 Y-1), - - -» (&-n5 %-n) ein Newtonsches Interpolationspolynom, so erhält man 


Pr(x) =Yy-+ (x — xo) [%o x_ı] + — xo) (x — x_ı) [%o 2_1 x_2] az 
+ (= — 20) (2 — 2-1)... (@ — Z_a+ı) [X %_1 .. - 2]. 


Auch in diesem Polynom kann man die dividierten Differenzen durch einfache Differenzen ersetzen. 


t(ti+1 
Palto+th) =yo +td!y 1ı+ (us EBEN: 


Newtonsche Interpolationsformel 2! 


mit aufsteigenden Differenzen tt +1) (t+2)...d+n—]) 
Te ET ar A ae 
j u‘ 


Y 





Schließlich kann man die Stützstellen auch in der alternierenden Reihenfolge zo, zı, X_ı, &2, X_a, 
%s, ... anordnen. Das entsprechende Newtonsche Interpolationspolynom lautet 
Pn(z) = yo + (= — 20) [x1 20] + (® — &o) (8 — 21) [Xı &o &_1] 
+ (2 — 20) (2 — 2ı) (@ — 2.1) [re rı 90 2X_ı]+ ... 
Je nachdem, ob eine gerade Anzahl von Stützstellen (rn = 2%) oder eine ungerade Anzahl von Stütz- 
stellen (n = 2%k + 1) zur Verfügung stehen, bricht das Polynom mit dem Gliede 
(2 — 20) (x — 2ı) (@ — 21)... (© — %-ı) [X &e-ı .-.%0...%_x+4ı] oder 
(2 — 20) (2 — 21) (2 — 2-1)... (2 — %) [a &R-ı .:.%0 +: 641 Ce] 


ab. Werden die dividierten Differenzen durch die gewöhnlichen Differenzen ersetzt, so erhält man 
die Gaußsche Interpolationsformel. 


t(t — 1) tt —- 1) +1 
Gaußsche FR tih=ytt diyz up a Ye T u ua 


Interpolationsformel % te — 1) (t + 1) (t — 2) 






21 Amy Er: 


Sie verwendet die etwa in der Mitte des Differenzenschemas stehenden Differenzen. Es gibt noch 
eine zweite Gaußsche Formel, bei der die Stützstellen in der Reihenfolge zo, &_ı, &ı, &_a, X%2, ... an- 
geordnet werden. Ferner haben STIRLING, LAPLACE, BESSEL, EVERETT und andere weitere Inter- 
polationsformeln angegeben, die durch verschiedene Wahl der Stützstellen und durch geeignete 
Kombination der Newtonschen und der Gaußschen Formeln gewonnen wurden. 
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INTERPOLATION IN TAFELN 


Sind die Stützstellen xo, zı, . . -, &„ der Größe nach geordnet, 20 < 2ı... < &n, und ersetzt man im 
Intervall &o...%n die Funktion y = f(x) durch ein Interpolationspolynom P„(x) n-ten Grades, 
das durch die Punkte (x; %o), (15 Yı), +» = + (&n5 Yn) verläuft, so ist der Approximationsfehler durch 
das Restglied R.+ı bestimmt. - 

Die Größe £ ist ein im allge- 
meinen unbekannter Wertim 
Intervall (zo, ©). Bestimmt 
man z.B. den Funktionswert y = f(x) für ein zwischen zwei Tafelwerten » und u» + h 
(k Schrittweite der Tafel) gelegenes Argument x durch lineare Interpolation, so beträgt 
y”() 

2 
wird dem Betrage nach für = » + z am größten. Der Interpolationsfehler läßt sich daher durch 
2 








der Interpolationsfehler Rz(z) = (x — zo) (£ — xo — h) . Das Produkt (x — z0) (© — zo — h) 


|Re(x)| s 77 |y” (x)| abschätzen, wobei das Maximum für |y’’(z)| im Intervall (zo, xı) einzusetzen ist. 


Bei Interpolation in einer k-stelligen Tafel soll der Interpolationsfehler eine halbe Einheit der 
k-ten Stelle nicht übersteigen. Daher gilt: 


we 





ce 2 u 0 







ee == = Se E: = 3 =: E 


Beispiel: Eine fünfstellige Tafel für lgsinz (0° <= < 45°) hat die Schrittweite A = 0,01°, 
2 





M i h® M a 
Wegen y’(2)= — gt wobei M = lge, muß gelte Rem <0,5° 10-5, hin Bogenmaß. Daraus 


folgt die Bedingung sinz > 0,01819. Sie ist für x > 1,04° erfüllt. In dieser Tafel wird man 

daher für x > 1° linear interpolieren können. 
Ist lineare Interpolation in einer Tafel nicht mehr erlaubt, so müssen Interpolationsformeln höherer 
Ordnung angewendet werden, Dabei kann man den durch das Restglied bestimmten Interpola- 
tionsfehler klein halten, wenn man die Stützstellen so wählt, daß die Interpolation etwa in der 
Mitte des durch die Stützstellen erfaßten Bereiches erfolgt. Dies erreicht man mit Interpolations- 
formeln, die mit zentralen Differenzen arbeiten, wie die Gaußschen Interpolationsformeln. Nur 
wenn am Anfang oder am Ende einer Tabelle interpoliert werden muß, wo die zentralen Differenzen 


nicht zur Verfügung stehen, wird man auf die Newtonsche Interpolationsformel mit ab- bzw. 
aufsteigenden Differenzen zurückgreifen. 
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I. Kombinatorik 


Die Kombinatorik untersucht die verschiedenen Möglichkeiten der Anordnung von Gegenständen, 
z.B. die Fragen: „Wieviele Möglichkeiten gibt es, vier Buchstaben anzuordnen ?‘ oder „Auf 
wieviele verschiedene Arten können aus 90 Zahlen fünf verschiedene Zahlen ausgewählt werden ?" - 
Die Gegenstände der Untersuchung können Zahlen, Buchstaben, Personen, Versuche u.a. sein; 
sie werden Elemente genannt und mit Ziffern oder Buchstaben bezeichnet. Enthalten Zusammen- 
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stellungen nicht die gleichen Elemente, z.B. ab, cd, oder zwar die gleichen Elemente, aber nicht 
jedes gleich oft, z.B.aab,abb, so gelten sie als verschieden. Zusammenstellungen aabb, abab 
u. a. gelten nur dann als verschieden, wenn ihre Anordnung berücksichtigt wird. 


PERMUTATIONEN 


Jede Zusammenstellung einer endlichen Anzahl von Elementen in irgendeiner Anordnung, in der 
sämtliche Elemente verwendet werden, heißt Permutation der gegebenen Elemente; z. B. sind von 
den Elementen a, b, ce, d, e die Zusammenstellungen acdbe,dbcae Permutationen. 


Anzahl von Permutationen. Die Anzahl der Permutationen untereinander verschiedener 
Elemente erhält man durch folgende induktive Betrachtung: Aus zwei Elementen « und b lassen 
sich die zwei Permutationen a b, ba bilden. Von drei Elementen a, b, c kann jedes an erster Stelle 
stehen, während die beiden anderen sich jeweils auf zwei Arten anordnen lassen: 


abc acb bac bca cab cba. 
Folglich gibt es 3: 2 = 6 Permutationen, Die entsprechende Überlegung führt bei vier Elementen 
zu 43-2 = 24 Permutationen. Allgemein können n Elemente auf 1-2:3...n—- I)n=n! 
(lies n Fakultät) Arten angeordnet werden. 
Von n untereinander verschiedenen Elementen gibt es n! Permutationen. 








Beispiel: Aus den neun Ziffern 1, 2, 3, ..., 9 lassen sich 9! = 362880 neunstellige Zahlen 
bilden, wobei in jeder Zahl jede der neun Ziffern nur einmal auftritt. 


Treten in einer Anzahl von Elementen Gruppen Tafel der Fakultäten von I! bis 20! 
von gleichen Elementen auf, so ist die Anzahl der -un—- 







n! Er a 












Permutationen kleiner, als wenn alle Elemente ver- n 

schieden sind; beim Permutieren z. B. der fünf zen 
Elemente ı =a,e =a, 8 =b, 4 =b,5 =b 1 . 39916800 
haben alle verschiedenen Anordnungen der Ele- 2 479001600 
mente eı und es sowie der Elemente es, es und & 3 6 119 6227020800 
als gleich zu gelten. Da dies jeweils 2! bzw. 3! 4 24 | 14 | 87 178291200 
Permutationen sind, ist die Gesamtzahl der unter- 5 120 1307674 368000 
5! 6 720 20922789 888000 

scheidbaren Permutationen nur noch na 10. T 5040 355 687428096000 
Sind j x : ve 8 40 320 6402373705728000 
ind im allgemeinen dien Elemente in m Gruppen 9 362880 121645100408 832000 

zu je Pı, 28%, ».., 2m gleichen Elementen so zu- ; 27 en 
10 | 3628800 | 20 | 2432902008 176640000 





sammenzufassen, daß die p2;! Permutationen der 


Elemente :@=1,2,...,m) als gleich gelten, so ist die Gesamtzahl der Permutationen dieser 
Elemente: 


Beispiel: Könnte ein passionierter Skatspieler 
sämtliche möglichen Spiele im Laufe seines 
Lebens spielen? -— Die Anzahl der möglichen 
2 

Spiele ist m da die Permutationen 
innerhalb der 10 Karten eines jeden Spielers und innerhalb des Skates dasselbe Spiel bedeuten. 
Von diesen 27532944 908504640 Spielen schafft der Spieler aber nur einen winzigen Bruchteil in 
100 Jahren, nämlich 7300000, wenn er täglich 200 Spiele macht. 


Lexikographische Anordnung. Das Aufsuchen aller n! Permutationen von n Elementen wird 
durch die lexikographische Anordnung sehr erleichtert. Dazu wird von einer natürlichen Anordnung 
ausgegangen, die vorliegt, z. B. bei Zahlen der Größe nach oder bei Buchstaben nach dem Alphabet, 
bzw. festgelegt wird. Permutationen werden dann als lexikographisch geordnet bezeichnet; wenn 
von zwei verschiedenen Permutationen diejenige zuerst steht, deren erstes Element in der natür- 
lichen Anordnung vorangeht. Bei gleichen ersten Elementen erfolgt die Unterscheidung nach den 
zweiten Elementen, bei außerdem gleichen zweiten nach den dritten usw. Die ersten beiden fol- 
genden Paare von Permutationen sind, wie auch die oben angegebenen sechs Permutationen von 
drei Elementen, lexikographisch geordnet, während es das dritte Paar nicht ist. 


l.abefg 2.abcehi 3.abdfe 
abcegf acbih abdef 


Inversion, Man sagt, zwei Elemente einer Permutation bilden eine Inversion, wenn ihre Anordnung 
umgekehrt wie die natürliche ist. In der aus den Elementen a, b, c, d, e gebildeten Permutation 
edbea stehen die Elemente c vor b, c vor a, d vor b, d vor a, b vor a sowie e vor a und bilden je 
eine Inversion. Die angegebene Permutation enthält also sechs Inversionen. Ist die Anzahl der 
Inversionen einer Permutation gerade, so wird diese Permutation gerade, sonst ungerade genannt. 













n! | TE 
Ha. erraten 
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KOMBINATIONEN 


Jede Zusammenstellung von k Elementen aus n Elementen heißt eine Kombination k-ter Klasse 
oder k-ter Ordnung. 


Beispiel: Von den vier Elementen a, b, c, d sind Kombinationen 2. Klasse: ab, uac,ad,bc,bd, 
RR Fe 


Werden nur verschiedene Elemente zur Zusammenstellung ausgewählt, so liegen Kombinationen 
ohne Wiederholung, sonst Kombinationen mit Wiederholung vor. Werden zwei Kombinationen, die 
gleiche Elemente, aber in verschiedener Anordnung enthalten, als verschieden betrachtet, so 
werden sie Kombinationen mit Berücksichtigung der Anordnung oder auch Variationen, im anderen 
Fall Kombinationen ohne Berücksichtigung der Anordnung oder auch nur Kombinationen genannt. 


Anzahl der Variationen. Die Anzahl der Variationen k-ter Klasse von n Elementen ohne Wieder- 


holung wird mit v* bezeichnet. Das erste Element von vk kann aufn verschiedene Arten gewählt 


werden, das zweite noch auf (n — 1), das dritte auf (n — 2) und das k-te auf (n — k + 1) Arten. 


Man erhält mithin vk =n(n—-1)...n-k+l)= ‚ Arten der Anordnung. 


n! 
(n — k) 
— n! 
 (n—k)! 


Anzahl vr der Variationen ohne Wiederholung von n Elementen zur k-ten Klasse re 





Von den n = 4 Elementen «a, b, c, d gibt es danach v3 = 4:32 = 24 Variationen zur 3. Klasse 
ohne Wiederholung. Diese lauten mit Berücksichtigung der Anordnung: 


abcmabdmacbmacd»adb—adc»bac$bad—bcecarmbcdebda>bdce 
cab—mod»cbamcbdmcdacdb>dabedac—edbamdbcedca>dcb 
Sind Wiederholungen zugelassen, so kann auch das zweite, dritte usw. Element auf n Arten gewählt 
werden. Von n = 3 Elementen sind also *” V? = 3? = 9 Variationen zur 2. Klasse mit Wieder- 
holung möglich: aa ab >aceba—bb—bc—camchbcc. 
Zur k-ten Klasse gibt es danach ”V*k = n* Variationen mit Wiederholung. 


Beispiel l: Aus den Ziffern 1, 2, ..., 9, 0 lassen sich "V3%, = 10?= 1000 Variationen 
zur 3. Klasse mit Wiederholung bilden. Das sind gerade die Zahlen 000, 001, 002 bis 999. 


eo eo ee eo eo eo ee Beispiel 2: In der Blindenschrift werden durch 

die Anordnung von sechs Punkten, die erhaben oder 

r n . - 2 e = 2 m a 2 1 s : als Löcher in Papier gedrückt werden, die Buchstaben, 

Zahlen und Satzzeichen dem Blinden fühlbar gemacht. 

ha. 2. = Ed Ber BEE SE Punkt und Nicht-Punkt sind die zwei zu variierenden 

Blindenschrift für „zugeben” Elemente; als Zeichen stehen die Variationen dieser 

zwei Elemente zur 6. Klasse mit Wiederholung zur 

Verfügung; das sind 2°= 64 Zeichen. Diese Möglichkeiten reichen aus, um das Blindenalphabet 
mit Ziffern und Satzzeichen darzustellen (Abb.). 


Anzahl *V}; derVariationen mitWiederholung vonn Elementen zur k-ten Klasse 





Anzahl von Kombinationen. Während man bei Variationen die Anordnung berücksichtigt, wird 
siein Kombinationen außer Betracht gelassen. Man bezeichnet die Kombinationen ohne Wiederholung 
zur k-ten Klasse von n Elementen mit er Von den vier Elementen a, b, c, d lassen sich folgende 
Kombinationen zur 2. Klasse ohne Wiederholung bilden: db Pac» adebcebd®.cd. 

Würde man die Elemente jeder Kombination permutieren, so erhielte man die Variationen V4 
von vier Elementen zur 2. Klasse, der Anzahl nach das 2!fache. Entsprechend geht die Anzahl 
o* der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse durch Multiplizieren mit k! in die Anzahl 
n! 


! 
vk der entsprechenden Variation über: k!- ö% = v* = En oder or = (3)= Hr m 


Die o® sind demnach Binomialkoejfizienten. 


k-ten Klasse 


Anzahl 0% der Kombinationen ohne Wiederholung von n Elementen zur ck — (7) n! 
Rn 





k n-hik! 


BD viel: Beim Zahlenlotto können aus n = 90 Zahlen k = 5 verschiedene Zahlen auf C}, 
= ( 5 )- 43949268 Arten ausgewählt werden. Wenn man alle diese Möglichkeiten tippt, hat 
man mit absoluter Sicherheit einen Fünfer. 
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Die Anzahl der auftretenden Vierer und Dreier läßt sich ebenfalls ermitteln: Von den fünf ge- 


5 
zogenen (richtigen) Zahlen fehlt jeweils eine; es ergeben sich ( ) = 5 Viererkombinationen und, 


4 
wenn zwei fehlen, Eu 10 Dreierkombinationen. Jede dieser 5 Viererkombinationen ist unter 
90-5 
den gespielten Scheinen noch 1 = 85mal vorhanden, da es so viele Möglichkeiten gibt, 


eine Viererkombination mit den noch verbleibenden Zahlen zu fünf Zahlen zu ergänzen. Es ist 


Also (%) Fe >) — 2 ke =5:-85-= 425 die Anzahl der Vierer. Jede Dreierkombination 


85 
läßt sich aus den noch verbleibenden Zahlen auf | 2 ) =85 - 42 Arten zu einer Fünferkombination 


De ä .,[5\ [85 
ergänzen, ohne daß darunter der Fünjer oder ein Vierer enthalten ist. Danach ist o)\o9 ) 
= 35700 die Anzahl der Dreier. 


Sind Wiederholungen zugelassen, so bezeichnet man die Anzahl der Kombinationen von n 


Elementen zur k-ten Klasse als wok . Für diedrei Elemente a,b,c bzw. für n Elemente aı, aa, .. .‚Qn 
zur 2, Klasse erhält man: 


aa ab @Gc dı dı dı da QGı1Q3...4ıGn 
bb be Ga da da a3 ...A2 Un 

cc Az üdz3 »..Q(d3 (An 

oder „2=3+2+1= 6bzw. (in An 


1 k—1 
oa=ntm-U+R-N2+4+1=(") ): Allgemein gilt wor — wi 


Behauptung, die für k = 2 nach dem Vorhergehenden richtig ist und durch vollständige Induktion 
für jede natürliche Zahl k > 2 bewiesen werden kann. 


‚ eine 





_ #0 Kombinationen mit Wiederholung von n Elementen zur k-ten Klasse 


II. Wahrscheinlichkeitsreehnung 


Gesehiehtliehes. Die ersten Anfänge der Wahrscheinlichkeitsrechnung gehen bis in die Mitte des 
17. Jahrhunderts zurück und sind eng mit den Namen der Mathematiker Blaise PaAscAL (1623 bis 
1662) und Pierre FermAr (1601-1665) verbunden. Beide wurden zu den Problemen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung durch Glücksspiele geführt. Ein begeisterter Spieler, der Chevalier von 
Mere, wendete sich mit einer Aufgabe, die für ihn von großer praktischer Bedeutung war und die 
er vergeblich zu lösen versucht hatte, an Pascal und bat um dessen Hilfe. Die Aufgabe lautete: 
„Zwei Spieler wollen so viele Partien miteinander spielen, bis der eine von beiden, der Gewinner, 
zuerst m Partien gewonnen hat. Das Spiel wird jedoch vorzeitig abgebrochen, und zwar nachdem 
der eine n < m und der andere p < m Partien gewonnen hat. Wie ist in diesem Fall der Gewinn 
gerecht zu teilen ?“ - PascAL beschäftigte sich mit diesem Problem und teilte in einem Brief FERMAT 
seine Lösung mit. Ein Entsprechendes tat FERMAT. Schließlich gab auch Christian HuyYsEns 
(1629-1695) ein Ergebnis an. 

Diese Gelehrten sahen schon die Rolle der Wissenschaft voraus, die die Gesetzmäßigkeiten der 
zufälligen Erscheinungen untersucht. Durch den geringen Entwicklungsstand der Naturwissen- 
schaften spielten jedoch die Glücksspiele noch lange die entscheidende Rolle bei der Bildung der 
Begriffe und Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Erst im 19. Jh. machte der rasch ein- 
setzende Aufschwung der Naturwissenschaften einen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
über den Rahmen der Glücksspiele hinaus notwendig. Diese Entwicklung ist eng mit den Namen 
Abraham Moıvrz (1667-1754), Pierre-Simon de LArLAczk (1749-1827), Carl Friedrich GAuss 
(1777-1855), Simon-Denis Poısson (1781—1840), Pafnuti Lwowitsch TSCHEBYSCHOW (1821— 1894), 
Andrei Andrejewitsch MARKOW (1856— 1922) und in jüngster Zeit mit denen von Andrei Nikolaje- 
witsch KoLMoGoRoOwW (geb. 1903) und Alexander Jakowlewitsch CHINTcHIN (1894-1959) ver- 
bunden. 

Im Laufe ihrer Entwicklung wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung so zu dem Zweig der Mathe- 
matik, der sich mit der Aufdeckung der Gesetzmäßigkeiten von zufälligen Ereignissen befaßt. 
Dazu ist das Studium von Massenerscheinungen nötig, und man sagt deshalb auch, daß die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung die Gesetzmäßigkeiten von Massenerscheinungen untersucht; z.B. ist 
die Produktion eines bestimmten Gegenstandes eine Massenerscheinung und das Auftreten eines 
Ausschußteils ein zufälliges Ereignis. 
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WAHRSCHEINLICHKEITEN VON ZUFÄLLIGEN EREIGNISSEN 


Zufällige Ereignisse. Man unterscheidet sichere, unmögliche und zufällige Ereignisse E. Tritt 
unter bestimmten Bedingungen ein Ereignis E immer ein, so liegt ein sicheres Ereignis vor; kann 
es nie auftreten, so ist es ein unmögliches Ereignis, und besteht schließlich die Möglichkeit des 
Auftretens oder des Nichtauftretens, so wird es zufälliges Ereignis genannt. Wird beim Würfeln 
verlangt, daß nach einem Wurf eine der Zahlen 1 oder 2 oder 3 oder 4 oder 5 oder 6 oben liegt, 
so hat man ein sicheres Ereignis. Das Ereignis „Wurf einer 7‘ ist dagegen unmöglich. Wird aber ver- 
langt, eine bestimmte der sechs Zahlen, z. B. 3, zu würfeln, so liegt ein zufälliges Ereignis vor. 


Häufigkeit eines Ereignisses. Bei 100 Würfen mit einem Würfel sei das zufällige Ereignis E „3 liegt 

oben‘ 18mal aufgetreten. Um die Häufigkeit dieses Ereignisses in der angegebenen Wurfserie mit 

der Häufigkeit in anderen, kleineren oder größeren, Wurfserien zu vergleichen, gibt man den Bruch 
18 


100” 0,18 an, der als relative Häufigkeit des Ereignisses E in der betreffenden Serie bezeichnet wird. 


nr I „| Fanck u nn 
relative Häufigkeit | » Anzahl des Vorkommens von E bein Versuchen 
- er =: , - 





Wahrseheinliehkeit eines zufälligen Ereignisses. Da auf die streng mathematische Formulierung 
der Wahrscheinlichkeit hier verzichtet werden muß, soll versucht werden, die Wahrscheinlichkeit 
anschaulich zu erklären (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie). Es werde mit einem Würfel gewürfelt, 
das zufällige Ereignis E bestehe im Auftreten einer bestimmten der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 bei 


0,3 03 03 
hit) 


0,2 


01 








L, 2 34'578 YA Kö FT Te > Men : Te et Be Fe, 7 
60 Würfe 240 Würfe 7200 Würfe 


Relative Häufigkeit beim Würfeln 


einem Wurf. Bei einer größeren Serie von Würfen wird die Häufigkeit des Ereignisses E beobachtet 
und die relative Häufigkeit berechnet. Es zeigt sich eine gewisse Gesetzmäßigkeit: Die festgestell- 
ten relativen Häufigkeiten schwanken um einen festen Wert, und die Abweichungen von diesem 
Wert werden bei einer wachsenden Reihe von Würfen immer kleiner. Diese feste Zahl wird als die 
Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses E, d.h. für das Würfeln dieser bestimmten 
Zahl, bezeichnet. Man kann folglich von Wahrscheinlichkeit erst dann sprechen, wenn wiederholte 
Beobachtungen an dem gleichen Objekt durchgeführt wurden und die Versuchsbedingungen immer 
gleich geblieben sind (Abb.). 


Be 






Oft wird die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E auch in Prozenten ausgedrückt: 
P(E) = (mIn) » 100%. 
Da für die Häufigkeit m eines Ereignisses E in einer Reihe von n Beobachtungen immer gilt: 


0smz<n, so ergibt sich für die Wahrscheinlichkeit P(E) des Ereignisses E: O< P(E)<1; 
P(E) ist danach immer eine Zahl zwischen Null und Eins. 
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Beispiel: Werden bei der Herstellung eines Gegenstandes unter 1000 Stücken 16 Ausschußteile 
gefunden, so ist die statistische Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Ausschußteiles 
(Ereignis E) : P(E) = 16/1000 = 0,016 oder P(E) = (16/1000) - 100% = 1,6%. 


ADDITIONSGESETZ DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 


Einander ausschließende Ereignisse. Sind in einer Urne rote und schwarze Kugeln enthalten, 
so kann man entweder eine rote oder eine schwarze Kugel ziehen. Die beiden Ereignisse Eı: Ziehen 
einer roten Kugel bzw. Es: Ziehen einer schwarzen Kugel können nie gleichzeitig auftreten; sie 
schließen, einander aus. Entsprechendes gilt für das Würfeln mit einem Würfel. Bei einem Wurf 
kann nur eines der Ereignisse Eı, Es, Es, Eı, Es, Es, das im Würfeln einer 1, 2, 3, 4, 5, 6 besteht, 
auftreten. Man sagt: Ereignisse schließen einander aus oder sind unvereinbar, wenn bei einer Be- 
obachtung nur eines von ihnen eintreten kann. 


Additionsgesetz. Beim Würfeln mit einem Würfel treten die einander ausschließenden Ereignisse 
Eı, Ea, Es, Eı, E;, Es auf, die im Würfeln einer 1, 2, 3, 4, 5, 6 bestehen. Ist der Würfel deal, d.h., 
ist er homogen und hat gleiche Kantenlängen, so ist die Wahrscheinlichkeit für jedes der Ereignisse 
Eı, Es, ..., Es gleich groß, es muß daher P(Eı) = P(E:) = P(Es) = P(E,) = P(E;) = P(Es,) 
—= 1/6 gelten. Im Mittel entfallen auf jedes der Ereignisse 1/6 der durchgeführten Würfe. Die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß entweder das Ereignis Eı (Wurf einer 4) oder das Ereignis E,; (Wurf 


einer 5) eintritt, ist dann 2/6, denn im 

Mittel wird in 1/3 der durchgeführten 
Würfe entweder die 4 oder die 5 oben lie- 

gen. Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten addieren sich. 

In der Abbildung ist die Wahrscheinlichkeit jedes der einander ausschließenden Ereignisse E,; 
durch eine Fläche, die Wahrscheinlichkeit 1 durch die Summe aller Flächen dargestellt. Der 
Wahrscheinlichkeit für das Ereignis ‚Es oder E;“ 
entspricht die Summe der Flächen der Einzelwahr- 
scheinlichkeiten. 

Dieses Gesetz kann auf Beobachtungen verallgemei- 
nert werden, bei denen k einander ausschließende 
Ereignisse Eı, Es, ..., Zx möglich sind. Bei n Be- 
obachtungen sei im Mittel mı-mal das Ereignis Eı, 
me-mal das Ereignis E>,..., mı-mal das Ereignis Er 
aufgetreten. Dann gilt für die einzelnen Wahrschein- 
lichkeiten: 


P(Eı,) = mıln; P(E;) + ma/n; ..., P(E,) = men. 


Für die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis E, 
oder das Ereignis Ea(e, ds k;c >#£d) eintritt, ergibt sich: Bein Beobachtungen wird im Mittel 
(me + ma)-mal das Ereignis E. oder das Ereignis E, auftreten, und die Wahrscheinlichkeit dafür 
ist: 


P(E; oder B;) = P(E,) + P(Es) 








Zum Additionsgesetz bei einem idealen Würfel 


P(E. oder Es) = (m. + ma)|n = me/n + maln = P(E.) + P(Ea), 


also gerade die Summe der Wahrscheinlichkeiten für das Eintreten jedes einzelnen der beiden 
Ereignisse. Dieses Ergebnis kann auch für mehr als zwei einander ausschließende Ereignisse, z. B. 
Ea, Ev, E. und Es, hergeleitet werden. 





Entgegengesetzte Ereignisse. Unter n Geburten werden mı Knaben- (Ereignis E,) und ms 
Mädchengeburten (Ereignis E2) beobachtet. Dann sind die Wahrscheinlichkeiten: P(E,) = mıln; 
P(E:) = ma/n. Es gilt P(Eı oder Er) = P(Eı) + P(E.) = mıln + maln = (mı + ma)/n = 1, da 
ja mı + me = n. Daraus ist abzuleiten: P(E:)= 1 — P(E,). Man nennt Ereignisse, für die diese 
Beziehung gilt, entgegengesetzte Ereignisse. 


Vollständiges System von Ereignissen. Beim Würfeln mit einem Würfel können die Ereig- 
nisse Eı, E, Es, E,, Es, E, auftreten, die das Werfen einer 1, 2, 3, 4, 5, 6 angeben. Unter n Würfen 
sei mı-mal das Ereignis Eı, ma-mal das Ereignis E;,... ., me-mal das Ereignis E; aufgetreten. Dann 
ist: 


P(E, oder Ea oder... oder Es) P(Eı) + P(Es) +++ P(Es) 


= mn +mef[n +" +mpn=nin=|1. 


Man nennt ein solches System von Ereignissen, bei dem die Summe der Wahrscheinlichkeiten 
der Ereignisse Eins ist, ein vollständiges System von Ereignissen. 
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MULTIPLIKATIONSGESETZ DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 


Unbedingte und bedingte Wahrseheinliehkeiten. Der Angabe, daß beim Würfeln mit einem Würfel 
die Wahrscheinlichkeit für das Würfeln einer bestimmten von den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 gleich 1/6 
ist, liegen die Voraussetzungen zugrunde, daß der Würfel ödeal ist und bei allen Versuchen derselbe 
Würfel benutzt wird. Wird die Aussage gemacht, daß bei der Produktion eines Gegenstands die 
Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von Ausschuß 0,016 ist, so liegt dem die Unveränderlichkeit 
der Produktionsbedingungen zugrunde. Man nennt solche Wahrscheinlichkeiten, die unter festen 
Bedingungen berechnet werden, unbedingte Wahrscheinlichkeiten. 

Häufig ist aber unter den Bedingungen, die bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines 
Ereignisses E vorausgesetzt werden, eine enthalten, die fordert, daß ein Ereignis F mit einer be- 
stimmten Wahrscheinlichkeit schon eingetreten ist. Eine solche Wahrscheinlichkeit wird bedingte 
Wahrscheinlichkeit genannt und mit P(E/F) bezeichnet. 


Beispiel 1: In einer Urne seien m schwarze (S$) und (n — m) weiße Kugeln (W). Wird jeweils 
eine Kugel gezogen und nach dem Ziehen in die Urne zurückgelegt, so sind die Wahrscheinlich- 
keiten für das Ziehen einer schwarzen oder einer weißen Kugel unbedingte Wahrscheinlichkeiten. 
Werden jedoch nacheinander zwei Kugeln gezogen und fragt man nach der Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß die zweite Kugel mit einer 
bestimmten Farbe gezogen wird, 
nachdem schon die erste Kugel mit 
einer bestimmten Farbe gezogen 
wurde, so liegt hier eine bedingte 
Wahrscheinlichkeit vor. 

In der Tabelle sind die verschiedenen 
Möglichkeiten der unbedingten P(F) 
und bedingten P(E/F) Wahrschein- 
lichkeiten zusammengestellt. Das Er- 
eignis F, das dem Ereignis E voran- - 

geht, kann im Ziehen einer schwarzen (S$) oder im Ziehen einer weißen Kugel (W) bestehen. 





Beispiel 2: Es wird mit zwei idealen Würfeln gewürfelt. Dann kann bei einem Wurf eines der 
36 Ereignisse eintreten, von denen jedes im Würfeln eines Zahlenpaares (a, b) mita = 1,2,...6 
und b=1",2,..., 6 besteht. Die 
Wahrscheinlichkeit für das Auftre- 
ten eines dieser Ereignisse, die eine 
unbedingte Wahrscheinlichkeit ist, 
ist dann 1/36. Die Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß man bei einem Wurf 
als Summe der Augenzahlen 8 er- 
hält, ist 5/36; denn die Augenzahl 8 
kann nur bei den folgenden 5 von 
den 36 Ereignissen eintreten: (2,6), 
(3,5), (4,4), (5,3) und (6,2). Diese 
Wahrscheinlichkeitändertsich,wenn 
ee u u u; man sie unter der zusätzlichen Be- 

a Zweiter Würfel 5 zweiter Würfel dingung berechnet, daß beim Wür- 
feln nur die Zahlenpaare (a, b) mit 
: vers, Hund be 12, 
a) für Augensumme 8 ist 5/36 berücksichtigt werden sollen, deren 

b) für 4 beim zweiten Würfel ist 6/36 = 1/6 Augensumme eine gerade Zahl ist. 
Dann kann bei einem Wurf nur noch 

eines von 18 Ereignissen auftreten, und die Wahrscheinlichkeit, daß bei einem Wurf die Summe 
der Augenzahlen 8 ist, beträgt 5/18. | 
Betrachtet man das Ereignis „Werfen einer 4 beim zweiten Würfel“, so ist W = 369 denn 


dieses Ereigr.is kann nur in den folgenden Fällen eintreten: (1,4), (2,4), (3,4), (4,4), (5,4) und (6,4). 
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ‚Werfen einer 4 beim zweiten Würfel unter der Voraus- 


erster Würfel 


nn NH Si MT a 


erster Würfel 





Wahrscheinlichkeiten beim Wurf zweier Würfel 


} 1 

setzung, daß beim ersten Würfel schon eine 4 geworfen wurde“ ist ebenfalls re denn von den zu 
betrachtenden Ereignissen (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6) erfüllt nur das Ereignis (4,4) die 
geforderten Bedingungen. Die unbedingte und die bedingte Wahrscheinlichkeit stimmen deshalb 
hier überein (Abb.). 


Multiplikationsgesetz. Bei der Herstellung eines Gegenstands sind 95%, der Produkte verwendungs- 


fähig (Ereignis F). Von 1000 verwendungsfähigen Produkten sollen im Mittel 800 zur Güteklasse 1 
(Ereignis E) gehören. 
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Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein gefertigter Gegenstand zur Güteklasse 1 
gehört (Ereignis „E und F“). Wird mit n die Anzahl der gefertigten Gegenstände, mit %k die An- 
zahl der von n gefertigten Gegenständen verwendbaren und mit m die von den k verwendbaren, 
k m 
die zur Güteklasse 1 gehören, bezeichnet, so ist PN- = —- = 0,95; Pi(ZjfF) = ir 0,80 und 
k 
P(EundF) = - a = P(F)- P(E/F) = 0,95 - 0,80 = 1% 76; die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


ist also 0,76. 
Das in dem Beispiel gefundene Ergebnis kann allgemein formuliert werden: 


Die Wahrscheinlichkeit für das gleichzeitige Aujtreten von zwei Ereignissen E 
ler Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses F mit der bedin, ten Wa 
 E,di unter der Voraussetzung berechnet wurde, daß das Ere En = " 













Da aber jedes der beiden Ereignisse als erstes angesehen werden kann, gilt auch: P(E und F) 
= P(E)- P(F/E). 


Unabhängige Ereignisse. Es wird mit zwei idealen Würfeln gewürfelt. Die Wahrscheinlichkeit für 
das Ereignis E, mit dem ersten Würfel eine 4 zu werfen, ist P(E) = 1/6; die für das Ereignis F, 
eine 4 mit dem zweiten Würfel zu werfen, ist ebenfalls P(F) = 1/6. Die Wahrscheinlichkeit P(E/F) 
dafür, daß mit dem zweiten Würfel eine 4 geworfen wird unter der Voraussetzung, daß mit dem 
ersten Würfel schon eine 4 geworfen wurde, ist im vorhergehenden Beispiel zu 1/6 bestimmt worden; 
dabei wurde festgestellt, daß das Ergebnis des Wurfes des zweiten Würfels unbeeinflußt durch das 
Ergebnis des ersten Würfels ist. Man sagt: Zwei Ereignisse E und F sind unabhängig, wenn das Ein- 
treten oder Nichteintreten des einen Ereignisses keinen Einfluß auf das Eintreten oder Nichtein- 
treten des anderen Ereignisses hat, oder: Wenn die bedingte Wahrscheinlichkeit P(E/F) für das 
Eintreten des Ereignisses E unter der Voraussetzung, daß das Ereignis F schon eingetreten ist, 
gleich der unbedingten Wahrscheinlichkeit P(E) ist, dann ist das Ereignis E vom Ereignis F un- 
abhängig. Die Wahrscheinlichkeit P(E und F) dafür, bei einem Wurf mit beiden Würfeln eine 4 


zu werfen, läßt sich nun berechnen: P(Eund F) = P(F)- P(E/F\=P(F)-P(E\=-'-=— 








Multiplikationsgesetz. der Wahrscheinl chkeitsrechnung für un. ıbh. ngige E 
Wahrscheinlichkeit P(E und F) für das gleichzeitige Eintreten der voneinand, 
Ereignisse E und F ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeit P(E) 27 

Ereignisses E mit der Wahrscheinlichkeit P (F) für das Eintreien des ar ignie 
P(E und F) = P(E): P(F). 





Entsprechend lautet das Multiplikationsgeset bei drei nualihänäen meer Ei Ea, Es 


ZUFALLSGRÖSSE UND VERTEILUNG 


Man nennt eine Größe zufällig oder Zufallsgröße, wenn sie bei verschiedenen, unter gleichen Bedin- 
gungen durchgeführten Versuchen verschiedene Werte annehmen kann, von denen dann jeder 
Wert ein zufälliges Ereignis ist. Man bezeichnet sie mit X, Y und anderen großen Buchstaben, die 
von ihnen angenommenen Werte dagegen mit den zugehörigen kleinen Buchstaben x, y u.a. 
Dabei kann die Zufallsgröße in einem Intervall entweder endlich viele oder beliebig viele Werte 
annehmen. Im ersten Fall nennt man die Zufallsgröße diskret, im zweiten kontinuierlich oder stetig. 
Die beim Würfeln mit einem Würfel zu beobachtende Augenzahl X kann z. B. nur die diskreten 
Werte x = 1, 2, 3, 4, 5 und 6 annehmen, ist also eine diskrete Zufallsgröße. Hingegen ist die Ge- 
schwindigkeit eines Gasmoleküls, die sich durch den Zusammenstoß mit anderen Gasmolekülen 
ändert und in einem festen Intervall jeden beliebigen Wert annehmen kann, eine kontinuierliche 
Zufallsgröße. 


Verteilungsgesetz. Bei der Produktion eines Bolzens ist die Anzahl der Ausschußteile je Schicht 
eine Zufallsgröße, weil bei der Herstellung auch Faktoren (z. B. Materialschwankungen) auftreten, 
deren Einfluß nicht erfaßt werden kann. Aus der Kenntnis der kleinsten und größten aufgetretenen 
Ausschußanzahl lassen sich aber noch keine Schlußfolgerungen ziehen auf die Güte der Produktion 
in einem längeren Zeitraum. Dies gelingt erst, wenn außer den möglichen Anzahlen die Wahrschein- 
lichkeiten für ihr Auftreten angegeben werden können. Eine Zufallsgröße ist also erst dann voll- 
ständig charakterisiert, wenn von ihr nicht nur alle Werte, die sie annehmen kann, bekannt sind, 
sondern auch die Wahrscheinlichkeit für jeden einzelnen dieser Werte. 

Liegen diese Angaben vor, dann ist das Verteilungsgesetz oder die Verteilung der zufälligen Größe 
gegeben. Daraus läßt sich die Verieslungsfunktion errechnen, auf die weiter unten eingegangen wird. 
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Verteilung einer diskreten Zufallsgröße X. Beim Würfeln mit einem idealen Würfel ist die Augen- 
zahl eine Zufallsgröße X, die nur die diskreten Werte x = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 annehmen kann, und 
zwar jeden mit der Wahrscheinlichkeit P(X = x;) = 1/6. Dann lautet das Verteilungsgesetz: 


x 1 2 3 4 5 6 
1 1 1 1 1 
u Sl BEE u a 


Die graphische Darstellung des Verteilungsgesetzes erfolgt, indem auf der Abszisse die einzelnen 
möglichen Werte und auf der Ordinate die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten als Säulen abgetragen 
werden, Bei dem vorliegenden Verteilungsgesetz 

haben diese alle die gleiche Höhe. Das muß nicht 

immer der Fall sein, Wesentlich ist nur, daß die Fix) 

Summe aller P(X = z;) gleich 1 ist. Nimmt man 
also bei der graphischen Darstellung die Einheit 
als Säulenbreite, so hat die von den Säulen über- 
deckte Fläche die Größe 1. 





0 1 2 3 + J 6 
Beispiel eines Verteilungsgesetzes Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsgröße 


Aus dieser Verteilung kann leicht die Verteilungsfunktion hergeleitet werden, die hier die Wahr- 
scheinlichkeit dafür angibt, daß die geworfene Augenzahl kleiner als eine bestimmte Zahl ist. Es 
gilt z.B. F()= P(X <1)=0, d.h. die Wahrscheinlichkeit P dafür, daß die Augenzahl X 
kleiner als 1 ist, ist gleich Null. Wird diese Reihe fortgesetzt, so ergibt sich: 


F(2) = PX <= PX=|]) =: 
3 

F(4) = PX <4)= EPX=4)=5 
i=1 

4 2 

F(5) = PX<d)=ZPX=i)=; 
i=1 

5 5 

F(6) =PX<6)=-ZPX=)=7 


sel 


6 
Fx>6)=PX<o)= Z PX =d)=1 
i=1 


Trägt man auf der Abszisse die Größen x und auf der Ordinate die Werte F(x) ab, so erhält man 
die graphische Darstellung dieser Verteilungsfunktion als eine Treppenfynktion, die Sprungstellen 
enthält. Es gilt: F(— ©) = 0; F(+ ») = 1(Abb.). 

Verteilung einer stetigen Zufallsgröße. Eine stetige Zufallsgröße kann in einem Intervall beliebig 


viele Werte annehmen; die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten jedes einzelnen Wertes x ist 
deshalb Null. 


An die Stelle des Verteilungsgesetzes tritt die Dichtefunktion f(x) oder Wahrscheinlichkeitsdichte, 
+00 
die die Bedingungen f(x) = 0 und [ f(t)dt = 1 erfüllt, d.h.: In der graphischen Darstellung der 


Diehtefunktion (Abb.) muß die Fläche zwischen der Kurve f(x) und der Abszissenachse die Größe 1 
haben. Die Verteilungsfunktion für die stetige Zufallsgröße X wird dann durch F(x) = P(X <x) 


z 
= / f(t)dt erklärt; dabei gilt: P(- ©) = 0; F(+ ») = 1 (Abb.). 


—ODJDoD 
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Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß X zwischen den Punkten xı und x3(zı < xs) liegt, wird durch die 
in der Darstellung der Dichtefunktion blaue Fläche angegeben: 


Pla sX<z) = P(X <a) — P(X <a) = F(a) — Fix) = Fra) di. 
%ı 


Der wichtigste Fall einer stetigen Zufallsgröße X ist die normal verteilte (Normalverteilung), auf 
die später genauer eingegangen wird. Fix) 





nn 





Darstellung einer Dichtefunktion Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsgröße 


MITTELWERT (ERWARTUNGSWERT) UND STREUUNG 


Das Verteilungsgesetz bei einer diskreten Zufallsgröße und ebenso die Dichtefunktion bei einer 
stetigen Zufallsgröße beschreiben diese vollständig. Durch sie sind Aussagen über die Werte einer 
Zufallsgröße und über die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten möglich, In der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und besonders in ihren Anwendungen haben sich zur Charakterisierung der Zufallsgröße 
einige Parameter bewährt, die aus dem Verteilungsgesetz bzw. der Dichtefunktion berechnet werden 
können. Von diesen Parametern sind der Mittelwert oder Erwartungswert und die Varianz oder 
Streuung die wichtigsten. 


Mittelwert oder Erwartungswert. Den Mittelwert u einer diskreten Zufallsgröße X erhält man, indem 
jeder ihrer möglichen Werte mit der zugehörigen Wahrscheinlichkeit multipliziert und die Summe 
der so entstandenen Produkte gebildet wird. Dieser Mittelwert braucht nicht unter den Werten 
der diskreten Zufallsgröße X vorzukommen. 

Gilt für X das Verteilungsgesetz 


0... N 
Le, mit Zm=1, 
Pı P2 »».Pn i=1 


so ist der Mittelwert „ festgelegt durch 4 = zı pı + 22Pa + '** + Zn Pr. 


m om a m mn 
FEE | m = u 


— 
einer disk: et afallsgröße 
2. DE 


a | 
u. 
we 


ui u 





1 
Beispiel: Für einen idealen Würfel gilt p; = rn ‘= 1,2, 3, 4, 5, 6; daraus berechnet man den 
Mittelwert j 


f 7. ENT) T: az Fl R IP 
€ einer stetigen Zui falls- Ih 


% 





Für eine stetige Zufallsgröße X berechnet man den Mittelwert u, indem man die mit x multiplizierte 
Dichtefunktion f(&) von — © bis + © integriert. 


Beispiel: Gesucht wird der Mittelwert der stetigen 
Zufallsgröße X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte der 
Normal- oder Gaußverteilung (Abb.) 

(z—5)2 


erg 
PR 
P@) aV2x 








Mittelwert einer Normalverteilung 
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Es ist zu bilden: 








_(&-b) 
u -[- 2a de. 
a I 
+00 
Durch die Substitution — u = en = dz und mit Hilfe der Integralformeln / e-" dx = Yr 
a 
-+-oo +00 0 
und [2 e-2’dz = 0 erhält Br d=— al“ dz=1 und 
„8 [(e+ , Jr. u al. edz=b. 
GET: 


Mittelwerte von Summen und Produkten von Zufallsgrößen. Von den Zufallsgrößen X und Y mit 
den Mittelwerten u. und a, ist die Summe Z = X + Y ebenfalls eine Zufallsgröße; z. B. die Augen- 
zahl beim Würfeln mit zwei Würfeln. 

Der Mittelwert u, der Zufallsgröße Z bestimmt sich aus den Mittelwerten 4z 
und 4, der einzelnen abe nee 2 und a 


Der Mittelwert der Sur 









Diese © Regel k kan Auah auf den Mittelwert « einer ame von drei und che. Zufallsgrößen über- 
tragen werden. 

Die z.B. aus den Zufallsgrößen U, X, Y mit den Mittelwerten au, Az, #, gebildete Zufallsgröße 
Z=U+X + Y hat den Mittelwert » = ku + k+ u. 


Beispiell:Wird mit zwei idealen Würfeln gewürfelt, so ist die Zufallsgröße X bzw. Y die Augen- 
zahl beim Würfeln mit dem ersten bzw. zweiten Würfel. Von beiden kennt man die Mittelwerte: 
Hz = 3,5; üy = 3,5. Der Mittelwert #, der Augenzahlen beim Würfeln mit beiden Würfeln ist 
dann ı = 3,5 + 3,5 = 7. 

Beispiel 2: Der Ausstoß eines Produktionsbetriebes in einer kleinen Zeiteinheit, etwa in einem 
Tag, kann als Zufallsgröße betrachtet werden, da er kleinen Schwankungen durch Störungen 
u. a. unterworfen ist, die nicht immer vorauszusehen und auch nicht durch entsprechende tech- 
nisch-organisatorische Maßnahmen ausgeglichen werden können. In zwei Betrieben A und B ist 
die Anzahl der Erzeugnisse (Zufallsgröße X in A bzw. Y in B) im Mittel 4. = 260 in A bzw. 
Hy = W in B. Die Produktion in beiden Betrieben (Zufallsgröße Z) ist dann im Mittel: 


Hz = 260 + 90 = 350, 
Für das Produkt von zwei Zufallsgrößen X und Y gilt ebenfalls eine einfache Regel, wenn X und 
Y voneinander unabhängig sind, d.h., wenn sie für beliebige x und y der Gleichung 
PR <E T<g)= PR <2D:PlZ <y) 


genügen; darin ist P(X <x; Y < y) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sowohl X kleiner als x als 
auch Y kleiner als y ist. Sind #= bzw. #, die Mittelwerte der beiden untereinander unabhängigen 
Zufallsgrößen X bzw. Y, dann ergibt sich der Mittelwert a. der Zufallsgröße Z=X-Y aus 
= Vz* Up 





Wie bei der Addition von mehr als zwei Zufallsgrößen läßt sich diese Regel auf den Mittelwert des 
Produktes von mehr als zwei voneinander unabhängigen Zufallsgrößen übertragen. 


Beispiel: Bei der Herstellung von rechteckigen Platten ist sowohl die Länge (in mm) als auch 
die Breite (in mm) eine Zufallsgröße (X bzw. Y). Folglich ist auch der Flächeninhalt eine Zufalls- 
größe (Z= X» Y). Die Mittelwerte seien a, = 120 mm und 4, = 80 mm. Dann gilt für den Mittel- 
wert u der Fläche: x. = 120 - 80 = 9600 mm?. 


Varianz oder Streuung. In vielen Fällen reicht der Mittelwert zur Charakterisierung einer Zufalls- 
größe X nicht aus. Bei der Produktion von Bolzen z. B. ist der Durchmesser ein wichtiges Maß und 
im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Zufallsgröße X. Bei bester Einrichtung der Maschine 
ist ihr Mittelwert u dem Sollmaß gleich. Während der Produktion stellt sich aber heraus, daß viele 
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Durchmesser größer bzw. kleiner als das Sollmaß sind; bei gleichem Mittelwert können sogar bei 
der einen Maschine die Abweichungen groß und bei der anderen klein sein. Sie müssen aber innerhalb 
der Toleranzgrenzen liegen. 

Zu ihrer Beschreibung wird die Varianz oder Streuung o® der Zufallsgröße X benutzt, deren Wurzel 
o Standardabweichung oder mittlere quadratische Abweichung genannt wird. Sie ist ein Maß für die 
Größe der IT z vom Mittelwert u. 








lt man, indem man das Quadrat jeder Abweichung 
yultipl ziert und alle diese Produkte addiert. 


a gilt für die Größen (x: — u)? dasselbe Verteilungsgesetz wie für X, nämlich Ei mit 
1P2ı..Pn 
Bi Ru 


i—=]1 





Beispiel: Beim Würfeln mit einem Würfel ist die geworfene Augenzahl eine Zufallsgröße X 
mit dem Mittelwert « = 3,5 und dem Verteilungsgesetz 





a ES Be; 
666686 


Ppı 
Dann ergibt sich für die Varianz: 


1 1 1 1 1 1 
®=(1-35°5+(2-35°5+8-35°5 +4 -35°5+(5 - 3,55 + (6 - 3,55 = 2,22 


2 
und o = /2,92 = 1,71. 


Die Varianz 0? einer stetigen Zufallsgröße X erhält man, indem man die mit dem Quadrat der Ab- 
weichung vom Mittelwert (© — x) multiplizierte Dichtefunktion f(x) von — © bis + integriert. 


Varianz einer stetigen Zufallsgröße | = [ (k- u)? fe)de 





Beispiel: Gesucht wird die Varianz der stetigen Zufallsgröße X mit dem Mittelwert b und der 
Wahrscheinlichkeitsdichte 








: _ (ab) 
2a? ; 
<) = .e Gauß- oder Normalverteilung). 
p(«) a Vom ( ng) 
Nach der Erklärung der Varianz gilt: 
+oo (2—b)* 





1 Au In 
#= [e- .o uf de. 
a 


Als Ergebnis erhält man 0? = a®. 


Varianz der Summe zweier unabhängiger Zufallsgrößen. Sind X und Y zwei Zufallsgrößen mit der 
Varianz oz? bzw. o,?, dann ist auch Z= X + Y eine Zufallsgröße (z. B. Augenzahl beim Würfeln 
mit zwei Würfeln) und die Varianz o,? der Zufallsgröße Z bestimmt sich aus den Varianzen der 
einzelnen FERIEN) 





Beis ie: Beim: Würfeln mit zwei si idealen Würfeln ist die — bei einem Wurf eine Zufalls- 
größe Z. Sie ist die Summe der Zufallsgrößen X und Y, die die Augenzahl jedes der beiden Würfel 
bei einem Wurf bedeuten. Die Varianzen der beiden Zufallsgrößen sind 0,2 = o,? = 2,92. Dann 
hat die Varianz o.? der Zufallsgröße Z den Wert 0,2 = 2,92 + 2,92 = 5,84. 


DIE TSCHEBYSCHOWSCHE UNGLEICHUNG 


Im vorhergehenden Abschnitt wurde dargestellt, daß ein Überblick über eine Verteilung durch 
den Mittelwert und die Streuung erhalten werden kann. Mit diesen Angaben kann aber noch nicht 
beantwortet werden, wie groß die Wahrscheinlichkeiten für Abweichungen vom Mittelwert u sind. 
Eine einfache Abschätzung dafür gibt die T'schebyschowsche Ungleichung. 


42 Mathematik 
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Man geht aus von einer diskreten oder stetigen Zufallsgröße X mit den Werten x, dem Mittelwert u 
und der Varianz o?. Dann lautet die Tschebyschowsche Ungleichung, auf deren Herleitung hier 
verzichtet wird: 








einerbelleblgen Zahle > 0 Ist, ist Ile 
dem Quotienten aus der Varlanz 
Quadrat der Größen 


Mit Hilfe dieser Ungleichung können die Wahrscheinlichkeiten für die verschiedenen Abweichungen 
vom Mittelwert abgeschätzt werden. Ist z. B. bei einer Längenmessung eine mittlere Länge von 
300 m und eine Varianz von 36 festgestellt worden, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß Abweichungen von mehr als 30 m auftreten, folgendermaßen: 





36 


die Wahrscheinlichkeit ist höchstens 0,04. 


DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN 


Im praktischen Leben und bei theoretischen Untersuchungen spielen die Ereignisse, deren Wahr- 
scheinlichkeiten nahe an Eins oder Null liegen, eine große Rolle; man ist z. B. daran interessiert, 
daß die Wahrscheinlichkeit für die sichere Beförderung von Fahrgästen sich kaum von Eins unter- 
scheidet oder daß die des Einsturzes einer Brücke praktisch Null ist. Es ist so eine wichtige Aufgabe 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Gesetzmäßigkeiten zu finden, deren Wahrscheinlichkeiten nahe 
an Eins liegen. Dabei spielen die Gesetzmäßigkeiten eine große Rolle, die im Ergebnis der Wirkung 
einer großen Zahl von gegenseitig unabhängigen Zufallsgrößen auftreten. Unter diesen Gesetzen 
ist das Gesetz der großen Zahlen von besonderer Bedeutung. Es soll in zwei Formen erläutert werden. 
Nach Pafnuti Lwowitsch TscHEBYSCHoWw (1821-1894): Man hat n gegenseitig unabhängige Zu- 
fallsgrößen X, X2, ...., Xn mit den Mittelwerten zu, wa, » - ., #n und Varianzen, die alle kleiner als 


1 
b? sind. Es bezeichnet A = = (u + ua + *** + un) das arithmetische Mittel der Mittelwerte. 
Unter Verwendung der Tschebyschowschen Ungleichung gilt: 


N 


_ 7 u — A 


e (N: 





ni=1 








wobei & eine beliebige positive Zahl ist. 





& > he J In » u 

= ps k SE m Fa er Su tg ne EA en - 2 a a en NE 
49 ne E, ae EP er ee Sa = mau 
Dr > Sn = rn “ 2 äris .- ke = 3% IR. : 


et i er nr =: = en = i ; = 


Nach Jakob BErNnovLL1 (1654— 1705): Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines Ereignisses E 
ist p. In n unabhängigen Versuchen soll das Ereignis E nı-mal eingetreten sein. Dann gilt für ein 


P( = 


= )zı 1 
ae wein! aeg 0% 


beliebig positives e: 









und Wappen. Die 
für e = 0,1 unter Verwendung des Gesetzes der großen 


Man sieht, daß mit wachsender 
Anzahl der Versuche die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß die rela- 
tive Häufigkeit = von der Wahr- 


scheinlichkeit 9 = 0,5 weniger als 
0,1 abweicht, nach Eins strebt, 
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EINIGE WICHTIGE VERTEILUNGEN 


Eine Zufallsgröße X ist durch ihre Verteilung vollständig charakterisiert, d.h. durch ihr Vertei- 
lungsgesetz bzw. ihre Dichtefunktion oder durch ihre Verteilungsfunktion. Einige Typen von Ver- 
teilungen haben für die Praxis eine große Bedeutung erlangt. Die wichtigsten von ihnen sind im 
folgenden zusammengestellt. 


Binomialverteilung. Diese Verteilung wird oft auch Bernoullische oder Newtonsche Verteilung 
genannt. Sie ist bei allen Problemen anwendbar, denen die folgende Fragestellung zugrunde liegt: 
In einer Urne sind schwarze und weiße Kugeln enthalten, zusammen N Stück. Die Wahrscheinlich- 
keit für das Ziehen einer schwarzen Kugel (Ereignis E) sei p. Aus dieser Urne wird jeweils eine Kugel 
gezogen und danach wieder zurückgelegt. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
in einer Reihe von n Zügen k-mal das Ereignis E eintritt und (rn — k)-mal nicht eintritt (Zufalls- 
größe X). Das Verteilungsgesetz von X ist die angegebene Binomialverteilung. Sie wird folgender- 
maßen gefunden: In einer Reihe von n Versuchen sind die einzelnen Versuche unabhängige Ereig- 
nisse, da die gezogene Kugel jeweils wieder zurückgelegt wird. Geschieht das Ziehen einer schwarzen 
Kugel mit der Wahrscheinlichkeit p, so ist die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen 
Kugel 1 — ». Die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen von k schwarzen und (n — k) weißen Kugeln 
in einer Reihe von n Versuchen ist dann nach dem Multiplikationsgesetz: p* (1 — p)"*. Von k 
n! 


nv 
schwarzen und (n — k) weißen Kugeln gibt es aber Ih=nhi” ( .) verschiedene Permutationen, 


so daß nach dem Additionsgesetz schließlich die gesuchte Wahrscheinlichkeit P„(k) die Form 


Pr(k) = (%) pr(1 — p)r-k hat. 


Die Wahrscheinlichkeiten, die zu den ein- 
zelnen Werten von %k gehören, ergeben 
das Verteilungsgesetz und durch Summie- 
rung die Verteilungsfunktion: 


k—1 
Fua(k) = 2 Palm). 
m=0 


Beispiel: Aus einer Urne wird jeweils 
eine Kugel gezogen und wieder in die 
Urnegegeben. DieWahrscheinlichkeitist un a ERR 

p=1/4,eineschwarze Kugelzuziehen.Je ae Be Ze u Ze m u 
10solcher Ziehungen bilden eine Gruppe. 
Werden die Versuchefortgesetzt, so wird 
die Anzahl der schwarzen Kugeln in den 
einzelnen Gruppen verschieden sein, sie ist eine Zufallsgröße. Es werden das Verteilungsgesetz 
und die Verteilungsfunktion dieser Zufallsgröße „Anzahl der schwarzen unter 10 Kugeln“ 


> 10\/1\* /3\10-% 
gesucht. Mit Hilfe von Pıo(k) = ( k )(z) () ‚wobeik=0,1,..., lOist, ergibt sich das Ver- 
teilungsgesetz: 





Das Verteilungsgeseiz Pıo(k) 





k—1 
und mit Hilfe von Fio(k) = 2% Pıo(m) die Verteilungsfunktion: 
m=0 


k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | >10 
Fıo(k) | 0,0 | 0,056 | 0,244 | 0,526 | 0,776 | 0,922 | 0,980 | 0,996 | 0,999 | 1,0 | 1,0 1,0 


Durch graphische Darstellung gewinnt man einen Eindruck von dem Verteilungsgesetz bzw. von 
der Verteilungsfunktion. Dazu werden auf der Abszisse k und auf der Ordinate P„(k) oder F„(k) 
aufgetragen (Abb.). 


Um die langwierige Berechnung der 
Wahrscheinlichkeiten P„(k) zu verein- 
fachen, leitet man aus dem Verhältnis 


n—k 








42* 
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Mittelwert und Varianz der Binomialverteilung. Durch Einsetzen der entsprechenden 
Größen in die Formel für den Mittelwert einer diskreten Zufallsgröße ergibt sich 


N n nA /n-—1 a 
n= 2 mPa(m) = 2 m(„)erü-nen-np 2 ( m )» (=p) . 


Bei Beachtung des binomischen Satzes folgt 
dann 

k=nple+(l1-p)j!=np. 
Mit dem Mittelwert np errechnet sich die 
Varianz 


= 2 (m- np)? P.(m) 
m=0 


n n 
- 3 n[”)mu-or- 
N 


RL. 2 (7) m (] — p)n-m 
er em)? (1-p) 





+n?p 2 (A) ara a ee 
N - p)"- 
0:1 3 J ? 9 0 m=0 \M 
Die Verteilungsfunktion Fıo(k) - 5 m? (7) pm (1 — p)n-m — n2 pt. 
m=0 
Wird die erste Summe in gleicher Art wie bei dem Mittelwert berechnet, so folgt schließlich: 


®=pn[ll-p)+pn]-mp®=npll-p). 


1 1:3 
Bei dem obigen Beispiel ergeben sich für Mittelwert und Varianz: za=10- in 2,5;0?=10- 7 1,875. 


Die Binomialverteilung ist für kleine Werte von n und k gut brauchbar. Für große Werte werden 
jedoch die Berechnungen recht mühselig, und es wird dann je nach der Aufgabenstellung entweder 
die Poissonverteilung oder die Gaußverteilung angewendet. Es läßt sich z.B. aus der Wahrschein- 
lichkeit für eine Knabengeburt p = 0,515 mit Hilfe einer Binomialverteilung berechnen, mit welcher 
Wahrscheinlichkeit in Familien mit z. B. 6 Kindern 1,2, 3,4,5 oder 6 Knaben zu erwarten sind: 


Knaben 






Wahrscheinlichkeit 





Nagelreihe Nr. Same r 

0 Binomialverteilung 

/ # 

2 

3 we we 

4 u 8 

5 0000 oo Galtonbrett. Eine Darstellung der Binomialvertei- 

6 ds a lung ist mit dem @altonbrett möglich. Das ist ein ge- 

a ® neigt aufgestelltes Nagelbrett. Die Nägel sind so ein- 

7 00000000 geschlagen, daß der Abstand je zweier nebeneinander- 

8 a liegender durch den darüberliegenden Nagel im Ver- 
Sen Ka, 5 Ei Zee Zt Be hältnis p:(1- p) geteilt wird (Abb.). Aus einem 

9 0 8 5 5 580 © Trichter läßt man Kugeln durch die Nagelreihen 


laufen. Dabei trifft jede Kugel von Reihe zu Reihe 
auf einen Nagel und hat die Möglichkeit, nach rechts 
oder links abgelenkt zu werden. Nachdem die 
Kugeln n Nagelreihen durchlaufen haben, werden sie 
in (n + 1) Fächern aufgefangen. Die Füllung der 
Fächer zeigt die Verteilung der Kugeln wie eine 
Säulendarstellung. Läßt man N Kugeln durch ein 
Galtonbrett mit n Nagelreihen hindurchrollen, so 





Fahn0 1 2345 6 7 8 9 10 Schematische Darstellung eines Galtonbrettes 
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sind N + Pa(ıw) Kugeln im m-ten Fach zu erwarten. Durch verschiedene Einstellung der Nagel- 
reihen können die verschiedensten Binomialverteilungen veranschaulicht werden. 


Poissonverteilung. Dieser Verteilung liegt im wesentlichen dasselbe 
Problem zugrunde wie der Binomialverteilung. Es unterscheidet 
sich nur darin, daß die Anzahl n der aus der Urne gezogenen Kugeln 
sehr groß und die Wahrscheinlichkeit p für das Ziehen einer schwar- 
zen Kugel sehr klein ist. Mit anderen Worten: Die Poissonverteilung 
ist die Grenzverteilung der Binomialverteilung für n >> und für 
p—0, wobei zusätzlich angenommen wird, daß das Produkt np=«a 
konstant ist. Diese Verteilung wird also dann angewendet, wenn 
ein Ereignis sehr selten eintritt. Unter diesen Voraussetzungen ist 
nach einem Grenzübergang die Wahrscheinlichkeit, mit n Zügen k 
schwarze Kugeln zu ziehen: 
ak e-a 
Yn(k) = lim Pa(k)= 7,» 
Nn>00 

wobein p = a. Die Poissonverteilung wird allein durch die Größe «a 
bestimmt. Die Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Werte von k 
ergeben das Verteilungsgesetz, und durch Summierung der einzel- 
nen Wahrscheinlichkeiten folgt die Verteilungsfunktion 


k—1 
F„(k) = & Yn(m). 
m=0 


Beispiel: Aus einer Urne wird jeweils eine Kugel gezogen und 
wieder in die Urne gegeben. Die Wahrscheinlichkeit soll » = 0,01 
sein, eine schwarze Kugel zu ziehen. Je 60 solcher Ziehungen 
bilden eine Gruppe. Werden die Versuche fortgesetzt, so wird die 
Anzahl der schwarzen Kugeln in den einzelnen Gruppen verschie- 
den sein, sie ist eine Zufallsgröße. Es werden das Verteilungs- 
gesetz und die Verteilungsfunktion dieser Zufallsgröße „Anzahl 
der schwarzen unter 60 Kugeln‘ gesucht. 


y,(k) 


012345 K 
[k) 
Yn BER 


01234560169 K& 
(kl Er 


012345678901 K 


Poissonverteilung für ver- 
schiedene Werte von a 


0,6% &-9.8 , { - 
Aus valk) = = wobei a = 60 0,01 = 0,6 ist und % die Werte 1, 2, 3, .. ., 60 annehmen 
kann, ergibt sich das Verteilungsgesetz 
k 0 1 2 8 4 5 N 60 
yso(k) 0,549 | 0,329 | 0,099 | 0,020 | 0,003 | 0,000 | ... | 0,000 

k—1 
und aus Fo(k) = % ys(m) die Verteilungsfunktion 

m=0 

k 0 1 2 3 4 5 6 5 60 >60 


Feo(k) | 0,0 | 0,549 | 0,878 | 0,977 | 0,997 | 1,000 | 1,000 | ... | 1,000 | 1,000 
In der gleichen Weise wie bei der Binomialverteilung erfolgt auch hier die graphische Darstellung. 








In der Abbildung sind Poissonverteilungen mit verschiedenen Werten von a eingezeichnet. Es 
zeigt sich, daß der Gipfel der Verteilung mit wachsendem n immer weiter nach rechts wandert und 
die Asymmetrie der Kurve abnimmt, - — an 
Für die Berechnung der einzelnen Wahrschein- Pe re 
lichkeiten verwendet man zweckmäßigerweise de | "a! a ERS SE SER, 
aus dem Verhältnis y2(k + 1) : va(k) TEEN en 
= [k! akt! eca]: [(k + 1)! akere] = a :(k + 1) hervorgehende Rekursionsformel. 

Mittelwert und Varianz der Poissonverteilung. Sie errechnen sich aus den entsprechenden 
Größen der Binomialverteilung, indem n p = a gesetzt wird und p — 0 geht; es ergibtsicha = np 
=4a; 0®=n p=a. Mittelwert und Varianz sind also gleich. ———— 

Der Anwendungsbereich der Poissonverteilung war früher Poissonvertei 

auf sehr ausgefallene Ereignisse beschränkt, z.B. auf | 
Kinderselbstmorde oder auf Tote durch Hufschlag in einer 

Armee. In den letzten Jahrzehnten gewann sie jedoch 

erheblich an Bedeutung. Sie spielt heute eine wichtige 

Rolle z. B. im Fernsprechverkehr, in der statistischen 
Qualitätskontrolle, beim Zerfall von radioaktiven Substan- - 

zen, in der Textilindustrie, in der Biologie und in der Meteorologie. Außerdem wird die Poisson- 
verteilung in vielen Fällen als Näherung für die Binomialverteilung verwendet, denn die Überein- 
stimmung ist für hinreichend große n und kleine p für praktische Zwecke ausreichend. 
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Gaußverteilung oder Normalverteilung. Die Gaußverteilung ist eine der wichtigsten Verteilungen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und wurde von Carl Friedrich Gavss (1777-1855) im Zusammen- 
hang mit dem Ausgleich von Meßergebnissen der Landesvermessung gefunden. 
Wird bei der Binomialverteilung die Reihe der Züge n unendlich groß und bleibt die Wahrschein- 
lichkeit für das Eintreten des betrachteten Ereignisses (p = 1/2) fest, so gelangt man zur Gauß- 
verteilung. Während die Binomialverteilung für ganzzahlige Werte erklärt ist, rücken bei der 
Gaußverteilung die Merkmalswerte unendlich dicht zusammen. Sie beschreibt im Gegensatz zur 
Binomialverteilung eine stetige Zufallsgröße X. 
Nach der Durchführung des Grenzüberganges von der Binomial- zur Gaußverteilung erhält man 
(<—b)? 
e 2a: 





»(&)=lm Pu(&) = —— 
n > al2r 


wobei «a und 5b konstante Größen 
sind und p(x) die Häufigkeitsdichte 
der Gaußverteilung ist. Für den 
Mittelwert x und die Varianz o? 
erhält man 











+ (x—b)? 

1 BEER 
Pr Ya: =——=8 = de=b, 

—oo aV2xr 
+ j _(«-b)? 
= S @-3%. oe = de 
-0 +0 — co [27 7T 
17 [P Kr 


iufigkeitsdichte der @ teil bei verschiedenem 
Häufigkeitsdichte der Gaußverteilung bei verschi au Mittelwert und Varianz beschreiben 


diese Verteilung vollständig. 
Die Abbildung zeigt die graphische Darstellung der Häufigkeitsdichten p(x) für verschiedene 
Werte von a? = 02, Die Kurven haben eine glockenförmige Gestalt. Der Scheitel jeder Verteilung 
liegt beim Mittelwert z. Von ihm aus fällt die Kurve symmetrisch nach beiden Seiten und nähert 
sich asymptotisch der x-Achse. Im Abstand + o vom Mittelwert hat die Kurve ihre Wendepunkte. 
Der Einfluß der Größe der Varianz auf die Gestalt der Glockenkurve ist in der Abbildung gut zu 
erkennen. Mit wachsendem o werden die Kurven flacher und breiter. 


Normierte Gaußverteilung. Von einer Zufalls- 





größe X, die durch eine Gaußverteilung beschrieben Tag TE EEER 
werden kann und von der der Mittelwert 2 und die Gauß- oder Normalvertellung u 
Varianz 0? gegeben sind, ist es langwierig, einzelne ei (2 


Werte der Häufigkeitsdichte p(xz) zu berechnen. 

Man bezieht deshalb jede Gaußverteilung auf eine 

solche mit dem Mittelwert # = 0 und der Streuung 
A? 


1 
co? = 1, deren Häufigkeitsdichte p(A) = Var e . ist 
7 





und die normierte Gaußverteilung oder kurz Normalverteilung genannt wird. 

Die Dichtefunktion (A) ist tabelliert, wobei in der Tafel wegen des symmetrischen Verlaufs der 

Kurve nur die zu den positiven Merkmalswerten gehörigen Werte aufgenommen sind. Der Über- 

gang von einer Gaußverteilung mit dem Mittelwert « und der Varianz 0? zur normierten Gaußver- 

teilung erfolgt, indem A = = — > gesetzt wird. Für ein berechnetes A sucht man in der Tabelle den 
A 

zugehörigen Wert der Häufigkeitsdichte p(A) und findet mit der Beziehung p(x) = en den zum 


Merkmalswert x gehörigen Wert der Häufigkeitsdichte p(z). 





Beispiel: Von einer Gaußverteilung kennt man den Mittelwert a = 20 und die Varianz 0? = 25. 
x — 20 oA) 
5 3 


Man berechnet zuerst A— schlägt dann in der Tabelle p(A) nach und berechnet p(x) = 


“51: 
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1 
Ordinaten der Normalverteilung p(A) = — e 


V2r 


































0,3521 3429 | 3411 | 3391 | 3372 | 3352 
0,3332 | 3312 | 3292 | 3271 | 3251 | 3230 | 3209 | 3187 | 3166 | 3144 
0,3123 | 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2966 | 2943 | 2920 
0,2897.| 2874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685 
0,2661 | 2637 | 2613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444 
0,2420 | 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 | 2227 | 2203 
0,2179 | 2155 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2012 | 1989 | 1965 
0,1942 | 1919 | 1895 | 1872 | 1849 | 1827 | 1804 | 1781 | 1759 | 1736 
0,1714 | 1692 | 1669 | 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1561 | 1540 | 1518 
0,1497 | 1476 | 1456 | 1435 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315 
0,1295 | 1276 | 1257 | 1238 | 1219 | 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127 
0,1109 | 1092 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957 
0,0941 925 909 893 878 863 848 833 818 804 
0,0790 775 761 748 734 721 707 694 681 669 
0,0656 644 632 620 608 596 584 573 562 5öl 
0,0540 529 519 508 498 488 478 468 459 449 
0,0440 431 422 413 404 396 387 379 371 363 
0,0355 347 339 332 325 317 310 303 297 290 
0,0283 277 271 264 258 252 246 241 235 229 
0,0224 219 213 208 203 198 194 189 184 180 
0,0175 171 167 163 159 155 151 147 143 139 
0,0136 132 129 126 122 119 116 113 110 107 
0,0104 101 99 96 94 91 89 86 84 8l 
0,0079 77 75 73 71 69 67 65 63 61 
0,0060 58 56 55 53 öl 50 49 47 46 

43 42 41 39 38 37 36 35 34 

32 31 30 29 28 27 26 25 25 

23 22 22 21 20 20 19 18 18 

17 16 16 15 15 14 14 13 13 

12 12 11 11 10 10 10 9 9 


0,0009 
0,0001 


Verteilungsfunktion der Gaußverteilung : Die Verteilungsfunktion der Gaußverteilung 


x ' x _ (tb)? 
Fix) = [ERerRE — [ BR 
— 00 ay2nr N 


wird Gaußsches Integral oder Fehlerintegral genannt. 

Es stellt den Inhalt des Flächenstückes unter der Kurve p(x) mit den Grenzen — © und x dar 
(Abb.). Die Funktion F(x) hat die x-Achse und die Gerade F(x) = 1 als Asymptoten und bei 
x% = „einen Wendepunkt. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß ein Merkmalswert kleiner 
als x ist. Unter Berücksichtigung der Symmetrie der Glockenkurve ist die Verteilungsfunktion 
F(x) für a = 0 und 0? = 1 in folgender Form tabelliert: 


N ı @ 
ee = 
‚= dt= di. 
©(1) [ot : ale t 
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Die Abbildung zeigt das erfaßte Flächenstück. Jede Gaußverteilung mit dem Mittelwert « und der 


= zusammen. Mit Hilfe dieser Beziehung können die zu 
den Merkmalswerten xı und xz gehöri- 


En en Flächenstücke berechnet werden. 
Werte für @0) Pi) Dabei gibt es verschiedene Fälle: 
RR. Tel) er a) Liegen Aı und As rechts vom Null- 
0. | punkt und ist A2> Aı, so ergibt sich für 
RE die Fläche ®&(As) — 8(A,). Sinngemäßes 
"lg: Ka gilt, wenn beide Merkmalswerte links 
ie u vom Nullpunkt liegen (Abb.). 





z& — 
Varianz 02 hängt mit @(}) durch} = 


ı 
1, 
ji 


E) 


b) Liegen Aı links und As rechts vom Nullpunkt, so ergibt sich für den 
Flächeninhalt 2(Aı) + ®(As) (Abb.). 

In beiden Fällen wird durch das berechnete Flächenstück die Wahrschein- 
lichkeit dafür angegeben, daß ein Merkmalswert in dem von xı und #s 
begrenzten Intervall zu erwarten ist. 
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Flächenstück, das durch ®(}2)— ®(}ı) Flüchenstück, das durch ©(}e) +® (Aı) 
gegeben ist gegeben ist 





Beispiel: Von einer Gaußverteilung sind der Mittelwert » = 20 und die Varianz o® = 25 bekannt. 
Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Merkmalswert zwischen 














a En b) xı = 5 und x» = 35 auftritt. 

Man berechnet 

a ur a TEE = N 
5 r 5 ’ 5 > 5 


und erhält aus der Tabelle 

a) D(iı) = 0,3413, D(}2) = 0,4987; b) @(iı) = 0,4987, ®(}2) = 0,4987. 

Es ergeben sich durch Subtraktion bzw. Addition die gesuchten Wahrscheinlichkeiten 
a) 0,1574; 1b) 0,9974. 


Mit Hilfe des Fehlerintegralskann also  Gesamt- und Restflächen nach dem Fehlerin, 
für beliebige xı und x3 der zwischen zı —— _— — —— 
















undzsliegende Anteilder Gesamtfläche _ Grenzen auf der N x Me 
unterhalb derGlockenkurve angegeben mÄAchsee Kestflächen 
werden. Durch Subtraktion von Eins Fi | 2 & = Jache ® 


erhält man die zugehörige Restfläche. 
Wichtige Teilflächen, die in der mathe- 
matischen Statistik große Bedeutung 





haben, sind in der nebenstehenden u 5 ix u j 
ze rt; x 9 u 
Tabelle zusammengestellt. ii. Bio An CET 
»— 1,960 Siem 
u— 2,580 1% 
u— 3,290 ni 


III. Statistik 


Die ersten Anfänge der Statistik sind in den Volkszählungen vor und um den Beginn unsrer Zeit- 
rechnung zu finden. Jedoch erst im 18. Jh. begann sie sich als selbständige wissenschaftliche 
Disziplin zu entwickeln, indem sie dazu diente, die Merkmale zu beschreiben, die den Zustand eines 
Staates charakterisieren. Aus dem lateinischen Wort siatus, Zustand, hat sich damals der Begriff 
Statistik gebildet. Lange war sie auf dieses Arbeitsgebiet beschränkt, und erst in den letzten dreißig 
Jahren ging man von dieser ausschließlichen Beschreibung ab und begann mit Hilfe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, Methoden zur Analyse von statistischen Daten und zur Prüfung von sta- 
tistischen Hypothesen auszuarbeiten. Die Methoden dieser mathematischen Statistik - im folgenden 
kurz als Statistik bezeichnet - wurden zu einem wirksamen Hilfsmittel in Naturwissenschaft und 
Technik bei der Aufdeckung von Gesetzmäßigkeiten. 


Grundgesamtheit und Stichprobe. In der Statistik heißt eine Gesamtheit von Beobachtungen oder 
Versuchen unter gleichen Bedingungen eine Grundgesamtheit und jeder einzelne Versuch oder jede 
einzelne Beobachtung ein Element der Grundgesamtheit. Dieses kann hinsichtlich verschiedener 
Merkmale, die als Zufallsgrößen X, Y u. a. aufzufassen sind, untersucht werden. Hat das betrachtete 
Merkmal X in der Grundgesamtheit die Verteilungsfunktion F(x), so sagt man, daß die Grund- 
gesamtheit die Verteilung F(x) hinsichtlich des Merkmals X hat. Bei den Untersuchungen betrachtet 
man in der Statistik immer eine endliche Teilmenge von Elementen aus der Grundgesamtheit. Sie 
wird als Stichprobe und die Anzahl n der in ihr enthaltenen Elemente als Umfang der Stichprobe 
bezeichnet, 


Beispiel: Ist das Gewicht von lOjährigen Knaben die Zufallsgröße X, so bilden alle Knaben 
dieses Alters die Grundgesamtheit. Die Messungen an den Knaben mehrerer Orte bilden dann 
eine Stichprobe und jeder Knabe ein Element der Grundgesamtheit. Das Gewicht ist ein Merkmal 
des Elements. Andere Merkmale können z. B. Größe oder Brustumfang sein. 


VERSUCHSPLANUNG 


Für die Bearbeitung eines Problems mit statistischen Methoden muß ein Versuchsplan aufgestellt 
werden, der die Art der Erfassung der Daten, den Umfang der Stichprobe und den Weg zur Lösung 
des Problems enthält. Je gründlicher diese Planung vorgenommen wird, desto besser werden die 
mit Methoden der Statistik ermittelten Aussagen sein. Sie muß insbesondere sicherstellen, daß keine 
für die Schlußfolgerungen wichtigen Messungen fehlen oder unvollständig sind; sie kann aber auch 
vermeiden, daß mit einer kostspieligen Versuchsserie nur so viel erreicht wird, wie schon mit einem 
geringen Teil der Kosten zu erreichen gewesen wäre. Die folgenden Gesichtspunkte sind dabei 
wichtig. 

a) Das untersuchte Material soll homogen sein; d.h., während der Untersuchung muß die 
Versuchsmethodik gleich bleiben, an den Apparaten oder den Produktionsbedingungen dürfen 
keine Veränderungen vorgenommen werden, und Meßgeräte verschiedener Genauigkeit sollten 
nicht verwendet werden. 


b) Systematische Fehler oder Einflüsse müssen weitgehend ausgeschaltet werden. Will 
man z. B. zwei Werkstoffe vergleichen, so wird man beide auf derselben Maschine verarbeiten, da 
sonst vorhandene Maschinenunterschiede in die Versuchsergebnisse eingehen; in der Landwirt- 
schaft wird man bei der Untersuchung von verschiedenen Düngern das Land so in Parzellen auf- 
teilen, daß der Einfluß der Bodenart und des Standortes ausgeglichen wird. 

c) Vergleichswerte sind vorzusehen. Entweder liegen für das betrachtete Merkmal Sollwerte 
vor, mit denen die Versuchsergebnisse zu vergleichen sind, oder es müssen Kontrollversuche durch- 
geführt werden; bei Düngeversuchen z. B. muß an dem Unterschied von gedüngten und ungedüng- 
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ten Pflanzen, die unter den gleichen Umweltbedingungen aufwuchsen, der Einfluß des Düngers 
festgestellt werden. 


d) Die Auswahl der Stichprobe muß zufällig oder repräsentativ erfolgen, Eine zufällige 
Auswahl liegt dann vor, wenn für jedes Element die gleiche Wahrscheinlichkeit besteht, der Stich- 
probe anzugehören oder nicht; in einer Sendung von Schrauben z. B. darf die zu prüfende Stich- 
probe nicht an einer Stelle, sondern nur über die ganze Lieferung verteilt gezogen werden, oder bei 
Diekenmessungen von Drähten müssen die Meßpunkte zufällig über die Länge des Drahtes verteilt 
werden. Die zufällige Auswahl von Elementen kann mit Hilfe von Zufallsiafeln erfolgen. Die 
repräsentative Auswahl der Stichprobe ist dann anzuwenden, wenn das zu untersuchende Material 
eindeutig in Teilmengen zerlegt werden kann; ist es z. B. möglich, eine Lieferung von Schrauben 
so zu unterteilen, daß jeder Teil nur Erzeugnisse einer Maschine enthält, so wird man aus jeder 
Teillieferung mit Zufallsauswahl eine ihrem Umfang proportionale Menge von Stücken entnehmen 
und daraus die Stichprobe bilden. So erhält man ein verkleinertes Abbild der Lieferung. 


e) Zum Umfang der Stichprobe ist zu bedenken, daß Rückschlüsse auf die zu untersuchende 
Grundgesamtheit um so besser gezogen werden können, je größer dieser Umfang ist, daß aber auf 
der anderen Seite aus Gründen der Zeit und des Aufwandes meist die Größe der Stichprobe klein 
gehalten werden muß, daß also mit zunehmenden zufallsbedingten Abweichungen der Ergebnisse 
zu rechnen ist. In den Methoden der Statistik wird bei Schlüssen auf die Grundgesamtheit der 
Umfang der Stichprobe berücksichtigt. 


SAMMELN DES MATERIALS 


Die Menge der unbearbeiteten Beobachtungswerte, die sich aus den Versuchen ergeben, wird als 
Urliste bezeichnet. Die Sammlung kann entweder in Listen, auf Karteikarten, auf Randlochkarten 
oder auf Lochkarten erfolgen, je nach dem Umfang der Stichprobe und der Anzahl der Merkmale je 
Element. Bei nur einem Merkmal 
oder kleinem Umfang begnügt 
man sich mit einer listenmäßigen 
Erfassung, für mehrere Merkmale 
und bei größerem Umfang der 
Stichprobe wird für jedes Element 
eine Kartei- oder eine Randloch- 
karte angelegt, um bei der Aus- 
wertung Sortierarbeiten zu er- 
leichtern (Abb.). 

Nach einem Schlüssel wird an da- 
für vorgesehenen Stellen der Rand 
gekerbt. Liegen viele Merkmale 
bei einer großen Anzahl von Ele- 
menten vor, dann ist die Loch- 
karte vorzuziehen, auf der die ver- 
schlüsselten Werte abgelocht und 
auf Lochkartenanlagen sortiertund 
weiter verrechnet werden, so daß 
die anschließende Auswertung 
durch diese Vorbereitungen sehr 
Randlochkarte mit Kerbzange und Sortiernadel erleichtert wird. 





AUSWERTEN DES MATERIALS 


Aufbereitung des Materials. Um sich einen ersten Überblick über ein vorliegendes Material zu ver- 
schaffen, ordnet man die in der Urliste enthaltenen Merkmalswerte nach der Größe und stellt fest, 
wie häufig jeder Wert auftritt. Dadurch entsteht eine Häufigkeitsverteilung. In dieser Darstellung 
erscheinen auch die in dem Abschnitt Wahrscheinlichkeitsrechnung erklärten stetigen als diskrete 
Zufallsgrößen, denn bei der gegebenen oder erforderlichen Meßgenauigkeit werden die Werte 
gerundet. 


Klasseneinteilung. Bei großem Umfang der Stichprobe wird der Bereich der Merkmalswerte in 
gleich große Klassen eingeteilt, indem mehrere von ihnen zu einer Gruppe oder Klasse zusammen- 
gefaßt werden. Wie groß die einzelnen Klassen zu wählen sind, hängt vom Umfang der Stichprobe 
und von der Streubreite R ab, von der Differenz des größten und des kleinsten Wertes in der Stich- 
probe. Die Anzahl der Klassen darf nicht zu klein sein, damit der Charakter der Verteilung nicht 
verwischt wird. Ist dagegen die Anzahl der Klassen zu groß, so treten die Zufälligkeiten stark hervor, 
und die vorliegende Verteilung ist schlecht zu erkennen. Die Kennzeichnung einer Klasse erfolgt 
entweder durch die Klassengrenzen oder durch die Klassenmitten. Die Klassenbreite d ist die 
Differenz der oberen und unteren Klassengrenze, und die Klassenmitte xm, ist das arithmetische 
Mittel zwischen der oberen und der unteren Klassengrenze. 


Beispiel: Häufigkeitsverteilung einer Stichprobe vom Umfang n = 80, 


a) ohne Klasseneinteilung 
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33 bis unter 35 
35 bis unter 37 
37 bis unter 39 
39 bis unter 41 
41 bis unter 43 
43 bis unter 45 
45 bis unter 47 
47 bis unter-49 
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Graphische Darstellung von Häufigkeitsverteilungen. Nach der Aufbereitung des Materials ist es 
ratsam, die in Häufigkeitsverteilungen graphisch zu veranschaulichen. Das kann dem 
Zweck und dem betrachteten Merkmal ai auf verschiedene Arten erfolgen, wie aus den 


Beispielen zu ersehen ist. 


Mittelwert und Varianz. Die Charakterisie- 
rung einer Stichprobe vom Umfang n 
kann durch die Maßzahlen Mittelwert © 
und Varianz s? erfolgen, die als Schätzun- 
gen der entsprechenden Größen » und o? 
der Grundgesamtheit betrachtet werden. 


Mittelwerte. Der Mittelwert, das arith- 

metische Mittel 7, ist gegeben durch 
ın 

i=- z Bu wobei u(@=1, 2, ...., rn) die 


er, emessenen Merkmalswertesind. 
BeiHäufigkeitsverteilungen berechnetman 
1 k 
den Mittelwert 7 = 7.2 hız wobei h..die 
| 
Häufigkeiten, x; die Merkmalswerte bzw. 
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Darstellung einer Verteilung durch einen Linienzug 
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Darstellung einer Verteilung durch eine T’reppenlinie 
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Klassenmitten zu, und k die Anzahl der Merkmalswerte bzw. Klassen bedeuten. Außer dem arith- 
metischen Mittel X wird als Mittelwert in der Praxis noch der Medianwert & verwendet. Er ist bei 


+1 
ungeraden n der Merkmalswert, der in der nach der Größe geordneten Reihe an 2 )-ter Stelle 
steht; bei geraden rn ist der Medianwert © das arithmetische Mittel aus den Merkmalswerten an 


n N 
9; ter und (5 + 1)-ter Stelle. 





Varianz. Die Varianz s? ist bei n einzelnen Aufschreibungen z;(? = 1, 2,..., n) einer Stichprobe 


gegeben durch 
Lee | 
8 (0 —2)? = — 2 —-—-| Zu) |; 
nl rn-1ll-ı "= 





der Wert s wird miüitlere quadratische Abweichung oder Stiandardabweichung genannt. Bei Vor- 
liegender Häufigkeitsverteilung mit k Merkmalswerten x; bzw. k Klassen mit den Klassenmitten 
xm, und den Häufigkeiten Ah; ist die Varianz s? wie folgt zu berechnen: 





k 
= & hi (ı — %)? 
i=1 


1 k ı/ & - 
Ze il2 hi x? (2 hu.) |: 
t=1 i=1 
Außer der Varianz s? ist ein anderes Maß ge- 
bräuchlich, um den Bereich zu charakterisieren, 
über den sich die Merkmalswerte erstrecken. Das 
ist die Streubreite oder Variationsbreite R, die von 
dem größten &max und dem kleinsten xmin der Merk- 
malswerte ausgeht und als die Differenz beider erklärt ist: R = &max — Imin- 











Beispiel: Die Maßzahlen für die obige Häufigkeitsverteilung vom Umfang n = 80 sind: 


Klasseneinteilung | Mittelwert S 
== 42 





R= 14 


Die Abweichungen der Mittelwerte und der Varianz sind auf die Klasseneinteilung bei der ver- 


hältnismäßig kleinen Stichprobe zurückzuführen. Mit wachsendem n gleichen sie sich mehr und 
mehr aus, 


Normalverteilung. Anthropologische Messungen von Lambert-Adolphe-Jaeques QUETELET (1796 
bis 1874) gaben Anlaß zu der Annahme, daß alle biologischen Größen in ihrer Häufigkeit einer 
Gaußverteilung unterliegen. Deshalb bezeichnete man sie als Normalverteilung und baute die 
Methoden der Statistik auf dieser Annahme auf. Die Grundzüge der Normalverteilung wurden im 
Abschnitt Wahrscheinlichkeitsrechnung dargestellt. Im folgenden sollen nur einige für die stati- 
stische Praxis wichtige Ergänzungen gebracht werden. 

Da die Normalverteilung allein durch Mittelwert und Varianz bestimmt ist, läßt sie sich für eine 
Stichprobe aus deren Mittelwert und deren Varianz s? berechnen. Es kann so festgestellt werden, 
ob das betrachtete Merkmal einer solchen Verteilung unterliegt. 


&) Besteht die Stichprobe aus n Merkmalswerten, die in k Klassen der Breite d mit den Klassen- 
mitten zw, eingeteilt sind, dann berechnet Ein " 

man, um die Tabelle der normierten Nor- Beispiel: Berechnung der Normalverteilung 
malverteilung verwenden zu können, für für obige Stichprobe. 

m —E 
jede Klasse die Größe u = — 





. Mit 

Hilfe der in der Tabelle nachgeschlagenen 

Werte g(A;) erhält man in der i-ten Klasse 
d 

die relativen Häufigkeiten q; = - p(A:) und 

die absoluten Häufigkeiten ® 

k= nat l, 2, .., k). 
b) Begnügt man sich mit der graphischen 


Darstellung der Normalverteilung, so wen- 
det man folgende Faustregel an: Wie unter 
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d 
&) angegeben, wird mit Hilfe der Formel qg = 3 p(A) für A = 0 die Scheitelordinate der Normal- 


verteilung %max berechnet (Abb.). Weitere Ordinatenwerte werden nach folgender Vorschrift 
gewonnen: 





Will man die Darstellung in absoluten Häufigkeiten haben, so ist jeder Wert mit n zu multiplizieren. 
In der Abbildung ist zu der Häufigkeitsverteilung des obigen Beispiels die nach dieser Regel be- 
rechnete Normalverteilung eingetragen. 
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Beispiel einer Häufigkeitsverteilung mit eingezeichneter Normalverteilung 


ce) Auch mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitspapier kann geprüft werden, ob sich die Verteilung des 
untersuchten Merkmals einer Normalverteilung anpaßt und wie groß außerdem der Mittelwert Z 
und die Standardabweichung s sind. Das S ‚häufinkeit in 
Wahrscheinlichkeitsnetz ist ein Koordinaten- ummenhäufigkeit in % 
papier, dessen Ordinate so eingeteilt wurde, 99 
daß die Summenprozentkurve der Normalver- 
teilung eine Gerade wird (Abb.). 97 


REGRESSION UND KORRELATION 9 


Ein wichtiges und großes Gebiet der Statistik 8413 
sind Regressions- und Korrelationsanalysen. 8 

Sie befassen sich mit der Aufdeckung und der 70 
Beschreibung der Abhängigkeiten von zwei 9 
und mehr Merkmalen (Zufallsgrößen). Wäh- 
rend sich die Regressionsanalyse mit der Art 
des Zusammenhanges zwischen den Merk- 
malen beschäftigt, ist es die Aufgabe der 30 
Korrelationsanalyse, den Grad dieses Zusam- 20 
menhanges zu bestimmen. Hier können nur 7597 
die Grundbegriffe für den Fall eines linearen 70 
Zusammenhanges von zwei Merkmalen (Zu- 
fallsgrößen X und Y) geschildert werden. 





den Länge (Zufallsgröße X) und Gewicht 
(Zufallsgröße Y) der Schüler gemessen. Zu 0 
klären ist, ob zu einer größeren Länge im 4 3 
Durchschnitt ein höheres Gewicht gehört, ob a 
dieser eventuelle Zusammenhang near ist 34 36 38 Ww x ++ «6 
und welches mittlere Gewicht einer bestimm- Summenprozentkurve einer Hüufigkeitsverteilung 
ten ‚Länge zugeordnet wird. Die erste Frage 

ist in diesem Fall aus der Erfahrung zu bejahen; bei den beiden anderen ist das aber nicht 
ohne weiteres möglich. Zur Beantwortung dient die folgende Regressionsrechnung. 
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In ein Achsenkreuz zeichnet man die einzelnen Wertepaare (x, y) ein, die jeweils die Körperlänge 
(x) und das Gewicht (y) eines Schülers angeben. Die Menge der eingezeichneten Wertepaare bildet 
eine Punktwolke, die entweder keine bestimmte Form hat oder sich mehr oder weniger einer Kurven- 
form anpaßt. Läßt die Punktwolke einen linearen Anstieg erkennen - nur dieser Fall soll betrachtet 
werden -, so wird der Zusammenhang der Zufallsgrößen X und Y durch zwei Geraden, die Regres- 
sionsgeraden, beschrieben. Für die Abhängigkeit des Gewichtes (y) von der Länge (x) ergibt sich 
eine Regressionsgerade Y = a; + b;x, wobei die unbekannten Größen a, und 5; mit Hilfe der 
Gaußschen Methode der kleinsten Quadrate berechnet werden. Man fordert bei einer Stichprobe von 


n n 
n Wertepaaren (2, yı) @=1,2,...,n) daß 2 (yı —- Yı)?= & [Wi — (a + b: x;)]? ein Minimum 
wird. Aus dieser Forderung ergeben sich i=1 i=1 


n n ıF r n 
& (+ — 2), (yı —- 9) Ean-;| 2 | 


I—=1 u i=1l-i=]1 


Dabei sind 7 und y die aus den x; und yı gebildeten Mittelwerte. Die Zahl b; wird Regressionskoeffi- 
zient genannt und bezieht sich auf die Abhängigkeit des Gewichtes (y) von der Körperlänge (x) der 
Schüler. Sie gibt an, daß sich das Gewicht im Mittel um b; ändert, wenn die Länge um eine Einheit 
zunimmt. Damit kann die Regressionsgerade, die die Abhängigkeit des Gewichts von der Länge 
der Schüler bezeichnet, eingetragen werden (s. Beispiel und Abbildung). 

Stellt man nun die (im vorliegenden Beispiel wenig sinnvolle) Frage, welche mittlere Länge einem 
bestimmten Gewicht zugeordnet wird, so kann man die obige Gleichung nicht benutzen, sondern 
muß von der anderen Regressionsgeraden X = a, + b,y ausgehen und wieder mit der Methode der 
kleinsten Quadrate die unbekannten Größen a, und b, berechnen. Es ergibt sich a, = & — b,Y mit 
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sionsgerade ebenfalls ein, so stellt man fest, 
daß sich die beiden Geraden im Schwerpunkt 
Punktwolke und Regressionsgeraden des Beispiels (*”Y) der Punktwolke schneiden und eine 
(der Schnittpunkt der Achsen ist hier nicht Null- Schere bilden. Je enger diese Schere ist, 

punkt des Koordinatensystems) desto straffer ist der stochastische Zusammen- 

hang (zu stochastisch vgl. Hauptabschnitt 
Wahrscheinlichkeitstheorie) zwischen den Zufallsgrößen X und Y. Sie schließt sich, wenn ein 
streng linearer, also funktionaler Zusammenhang besteht. 
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e 10,9561 14,560 ° _ 
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2,6 0,2601 | 1,3260 dx = 0,746 
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s 32,6041 


25.1240 X = 106,2 +1,019y 
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Beispiel: Von 10 Schülern sind Länge x (in cm) und Gewicht y (in kp) gemessen worden. Die 
Abbildung Seite 670 zeigt die Punktwolke mit den beiden Regressionsgeraden; in der Tabelle 
Seite 670 sind alle notwendigen Berechnungen enthalten. ' 





Dieser Korrelationskoeffizient ist unabhängig von der Einheit der Merkmale und kann alle Werte 
zwischen —1 und +1 annehmen. Ist rz„‚= +1, so ist der Zusammenhang direkt bzw. indirekt 
linear, Ist rz,= 0, so liegt kein Zusammenhang vor. Im vorhergehenden Beispiel ergibt sich 
Nzy = — 0,87. 

Zwischen dem Korrelationskoeffizienten rz, und den Regressionskoeffizienten 5, und d, besteht die 
Beziehung rz,? = bz* by. 


STATISTISCHE PRÜFVERFAHREN 


Bei vielen statistischen Problemen reicht es nicht aus, das vorliegende Material durch eine Häufig- 
keitsverteilung oder durch Maßzahlen zu beschreiben, z. B. dann, wenn Fragen der folgenden Art 
zu beantworten sind: 


1. In einer Gegend wurde ein größeres mittleres Gewicht von 10jährigen Knaben als bisher be- 
kannt ermittelt. Ist diese Abweichung nur zufällig, oder kann dieser Unterschied auf andere 
Ursachen zurückgeführt werden ? 


2. Bei Fütterungsversuchen werden z. B. mehrere Ratten mit einem Standardfutter und andere 
mit einem zu prüfenden Futter ernährt. Wird nach Abschluß der Versuchsreihe ein unterschied- 
liches mittleres Gewicht für beide Gruppen festgestellt, dann ist zu klären, ob das zu prüfende 
Futter wesentlich größere Gewichtszunahmen verursachte, 


Bei diesen Fragen will man wissen, ob die aufgetretenen Abweichungen zufälliger oder wesent- 
licher Natur sind. Der Entscheid darüber erfolgt mit Prüfverfahren (Prüftests), die alle auf einem 
Vergleich beruhen; z. B. werden entweder die entsprechenden Maßzahlen zweier Stichproben oder 
die aus einer Stichprobe ermittelte Maßzahl mit der entsprechenden bekannten Größe der Grund- 
gesamtheit verglichen. Bei den Prüfverfahren geht man von der Annahme oder Hypothese aus, daß 
die beiden untersuchten Stichproben derselben Grundgesamtheit angehören bzw. daß die Stich- 
probe der betrachteten Grundgesamtheit angehört, d.h., daß in beiden Fällen die Unterschiede 
nur zufällig sind. Diese Hypothese wird Nullhypothese (H.) genannt. Entsprechend wird die andere 
Möglichkeit des Entscheids Alternativhypothese (Hı) genannt. 

Mit Hilfe der Prüfverfahren entscheidet man über Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese. 
Dabei muß man immer bedenken, daß Annehmen der Nullhypothese nichts weiter heißt, als diese 
der Alternativhypothese vorzuziehen. Damit ist aber nicht gesagt, daß dieser Entscheid in jedem 
Falle richtig ist; denn dieser beruht auf einer Stichprobe vom Umfang n, und es besteht die Mög- 
lichkeit eines Irrtums. Man rechnet demzufolge bei diesem Entscheid mit einer Irrtumswahrschein- 
lichkeit «, die im allgemeinen 0,05 bzw. 0,01 bzw. 0,001 gewählt wird. Den Fehler, der entsteht, 
wenn die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie richtig ist, bezeichnet man als Fehler erster Art. 
Die andere mögliche Fehlentscheidung, die darin besteht, daß die Nullhypothese angenommen 
wird, obwohl sie falsch ist, wird Fehler zweiter Art genannt. Wird also z. B. bei einem Vergleich 
festgestellt, daß ein neues Medikament besser ist, obwohl es in Wirklichkeit dem alten gleichwertig 
ist, so macht man einen Fehler erster Art. Stellt sich durch den Vergleich heraus, daß beide Medika- 
mente gleichwertig sind, obwohl tatsächlich das neue besser ist, so wird ein Fehler zweiter Art 
begangen. 


Prüfverteilungen. Zum Prüfen der Nullhypothese verwendet man entweder die Normalverteilung 
oder andere Prüfverteilungen, die eine normalverteilte Grundgesamtheit voraussetzen. Es sind 
die £-, die F- oder die x?-Verteilung zu nennen. Tabellen dieser Verteilungen finden sich bei den 
durchgerechneten Beispielen. 


Normalverteilung. Die Normalverteilung kann dann angewendet werden, wenn von der Grund- 
gesamtheit Mittelwert « und Varianz o? bekannt sind oder zumindest der Umfang der Stichprobe 
sehr groß ist, um « und 0? gut durch Mittelwert © und Varianz s? der Stichprobe schätzen zu können. 
Die Irrtumswahrscheinlichkeit « erhält eine anschauliche Bedeutung, wenn man die Tabelle der 
Gesamt- und Restflächen nach dem Fehlerintegral (s. Wahrscheinlichkeitsrechnung) betrachtet. 
Danach ist « die für bestimmtes xı und x3 unter der Glockenkurve liegende Restfläche. Ihr wird 
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x _— 
ein bestimmter Wert A mittels der Beziehung A = | = | zugeordnet. Es lassen sich dann Aus- 


sagen folgender Art machen: Einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « = 5% ist ein A = 1,96 zu- 
geordnet, oder die Irrtumswahrscheinlichkeit, daß ein Meßwert x in das Intervall 


z — 1,960 <xe <z + 1,960 


pt) fällt, ist 5%. Entsprechend kann für andere Irrtums- 
—— Normalverteilung wahrscheinlichkeiten ein Intervall angegeben werden, 


---- t-Verteilung t- Verteilung. Aus einer Stichprobe vom Umfang n 

sind als Schätzung für die Maßzahlen » und o? der 
Grundgesamtheit die Werte x und s? berechenbar. 
Setzt man diese Schätzungen in die Beziehung 
x 






i= 








der Normalverteilung ein, so ist bei 


einem kleinen Stichprobenumfang die Aussage über 
die Hypothese mit der Normalverteilung nicht mehr 
= Bun exakt, denn bei kleinem n weicht s? beträchtlich von 
TE ee DEE TE GE 7 ab und kann hier nicht als gute Schätzung dienen. 
Es läßt sich nur dann verwenden, wenn die zu A ge- 
Normalverteilung und t-Verteilung (/= 5) hörende Irrtumswahrscheinlichkeit entsprechend ver- 
mit den Bereichen für eine 5%ige Irrtums- größert wird. Das ist bei der t-Verteilung von 
wahrscheinlichkeit STUDENT geschehen, die neben der Irrtumswahr- 
scheinlichkeit & den Umfang der Stichprobe be- 
rücksichtigt. Mit wachsendem n wird sie der Normalverteilung immer ähnlicher und 
geht für n >= in diese über. Die z-Verteilung ist für verschiedene Werte der Irrtums- 
wahrscheinlichkeit und des Freiheitsgrades /, der an die Stelle des Stichprobenumfangs tritt, 
tabelliert. Dabei ist der Freiheitsgrad erklärt als die Differenz aus Stichprobenumfang n und Anzahl 
m der zur Berechnung verwen- 
deten Maßzahlen, {= n — m. Bei 
jedem der folgenden Tests wird 
der Freiheitsgrad angegeben. In 
der Abbildung sind die Normalver- 
teilung und die t-Verteilung für 
f= 5 Freiheitsgrade und jeweils 
5% Irrtumswahrscheinlichkeitein- 
getragen. 


F-Verteilung. Entnimmt man 
einer normalverteilten Grundge- 
samtheit jeweils zwei Stichproben 
vom Umfang nı und ns, ermittelt 
diebeiden Varianzen sı? und s2?und 





02 (h=8,%=60) bildet das Verhältnis F = s12 : sa8, 
RT Ten dann entsteht als Häufigkeitsver- 
ng ES teilung dieser Werte eine Vertei- 

2 1 2 3 F lung, die von dem englischen Sta- 
tistiker Ronald Aylmer FIsHER 
F-Verteilung und Irrtumswahrscheinlichkeit (1890-1962) untersucht und F- 


Verteilung genannt wurde. Sie 
ist von der Irrtumswahrscheinlichkeit & und von den Freiheitsgraden fi =nı 1 und 
fa = Nn2— 1 abhängig und für verschiedene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Freiheitsgrade 
tabelliert. # nimmt als Verhältnis zweier Quadrate nur positive Werte an. Die Abbildung zeigt eine 
F-Verteilung, von der die Bedeutung der Irrtums- 
wahrscheinlichkeit abzulesen ist. 


x?- Verteilung. Im Zusammenhang mit der Fehler- 
theorie von GAvss untersuchte der Astronom Fried- 
rich Robert HELMERT (1843—1917) Quadratsummen 
von Größen, die normalverteilt sind. Die dabei 
nachgewiesene Verteilungsfunktion nannte Karl PEAR- 
son (1857-1936) später x?-Verteilung. Ihr liegen 
folgende Voraussetzungen zugrunde: X}, ... ., X, sind 
n Zufallsgrößen, die untereinander unabhängig sind 
und derselben Normalverteilung unterliegen mit den 
Parametern « und o?. Die Verteilung der Quadrat- 
x?-Verteilung und Irrtumswahrscheinlich- summen = 2 Si — u)2, wobei die &ı, ..., Zn 
keit für = 3 | 
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Werte der Zufallsgrößen Xı,..., X» sind, wird x2-Verteilung genannt. Sie ist von der Irrtums- 
wahrscheinlichkeit « und vom Freiheitsgrad f = n — m abhängig und für diese Werte tabelliert. 
Die Abbildung zeigt eine x?-Verteilung und die Bedeutung der Irrttumswahrscheinlichkeit. 


Verfahren zur Prüfung von Hypothesen. Im folgenden sind einige Prüfverfahren für häufig wieder- 
kehrende Aufgaben zusammengestellt. Die Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit richtet sich nach 
der Aufgabenstellung und ist dementsprechend festzulegen. In der Industrie und in der Landwirt- 
schaft hat sich im allgemeinen eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% und in der Medizin von 
1% bzw. 0,1% eingebürgert. 

1. Vergleich der Mittelwerte x und u. Von einer normal verteilten Stichprobe vom Umfang n 
und der Varianz s? soll der Mittelwert x mit dem Mittelwert « einer normal verteilten Grundgesamt- 
heit verglichen werden. Die Nullhypothese, daß sich beide nur zufällig unterscheiden, ist mit einer 
Irrtumswahrscheinlichkeit « anzunehmen, wenn der nach der Testgröße i = Be Vn berechnete 


Wert i, kleiner als der Tafelwert tr der t-Verteilung für « und den Yheiheftertad] {f=n-List. 


Beispiel: Aus der Untersuchung von n = 49 Proben eines Werkstoffes stellte men den Anteil 
eines chemischen Elementes mit x — 2,4% bei einer Varianz von s? = 0,4 fest. Der Sollwert 
beträgt u = 3%. Sind bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « = 5% die vorliegenden Ab- 
weichungen zufällig ? 
2,4— 3|- 49 | 

Der Wert der Testgröße ist i, = az at = 6,7. Der Tafelwert der i-Verteilung für eine 
Irrtumswahrscheinlichkeit von « = 5% und {=n-1l= 48 Freiheitsgrade ist ir = 2,01. Da 
io > tr ist, muß die Nullhypothese verworfen werden. Es bestehen zwischen dem Mittelwert und 
dem Sollwert signifikante (wesentliche) Unterschiede. 


Tabelle der t-Verteilung 
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2. Vergleich von zwei Mittelwerten &ı und 23. Zwei Stichproben mit den Umfängen nı und 
Ns sollen voneinander unabhängig und normalverteilt sein; außerdem sollen die Abweichungen 
ihrer Varianzen sı? und 32°? zufällig sein. Die Nullhypothese, daß ihre Mittelwerte &ı und %s sich mit 
ec ine et, ger x nur zufällig unterscheiden, ist anzunehmen, wenn der für die Test- 
größe 








et aı-%| nı Na nit u a — A Br 3) 
88 nahm. NnN+n—2 


berechnete Wert t, kleiner als der Tafelwert tr für « und den Freiheitsgrad f = nı + na — 2 ist. 


Beispiel: Bei zwei Werkstoffen wurde aus nı = 20 bzw. na = 32 Versuchen eine mittlere Zer- 
reißfestigkeit von Tı = 18 bzw. Ta = 24 kp/mm? bei Varianzen von sı? = 4 bzw. s2? = 6 fest- 
gestellt. Unterscheiden sich bei Berücksichtigung einer Irrtumswahrscheinlichkeit v von«a=5% 
die beiden Werkstoffe hinsichtlich der Zerreißfestigkeit wesentlich ? - 
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Für die Testgröße berechnet man: 


|18 — 24] De r \ RE OTTO EL 
b = VE32 2023 32” 9,20, «wobei er Er gez = 5,24. 


Der Tafelwert der i-Verteilung für eine Irrtumswahrscheinlichkeit von «= 5% und 
f=nı + N — 2 = 50 


Freiheitsgrade ergibt tr = 2,01. Da it, > tr ist, muß die Nullhypothese verworfen werden, d.h., 
zwischen den beiden Mittelwerten bestehen signifikante Unterschiede. 


3, Vergleich von zwei Varianzen sı? und 83°. Zwei Stichproben von den Umfängen nı und ns 
sollen voneinander unabhängig sein und aus normalverteilten Grundgesamtheiten stammen. Die 
Nullhypothese, ihre Varianzen sı? und s2? unterscheiden sich nur zufällig voneinander, wird mit 
einer Irrtumswahrscheinlichkeit « angenommen, wenn der nach der Testgröße F = sı? : 82%, 
81? > 82? berechnete Wert F, kleiner als der Tafelwert Fr für « und die Freiheitsgrade fı = nı — 1 
und fa = ns — 1 ist. 


Beispiel: Bei zwei Maschinen soll verglichen werden, ob sie sich hinsichtlich der Toleranzen, die 
von ihnen bei einem bestimmten Arbeitsprozeß eingehalten werden, unter Berücksichtigung einer 
Irrtumswahrscheinlichkeit von « = 5%, wesentlich unterscheiden. Dazu werden an der 1. bzw. 
2. Maschine nı = 25 bzw. na = 31 Versuche durchgeführt, aus denen für das bearbeitete Material 
eine Varianz von sı? = 17,9 bzw. ss? = 17,5 errechnet wurde. Für die Testgröße erhält man 


17,9 
P= 175” 1,023. Der Tafelwert der F-Verteilung für eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 


«= 5% und fı = 24 und fa = 30 Freiheitsgrade ist Fr = 1,89. Da F, < Fr ist, muß die Null- 
hypothese angenommen werden, d. h., die Unterschiede in den Toleranzen der beiden Maschinen 
sind nur zufällig. 


F-Verteilung für « = 5% (fı = en der größeren Streuung) 
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224,6 


54 
18,51 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,37 | 19,41 | 19,45 | 19,50 
10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,834 8,74 8,64 8,53 
7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,04 5,91 5,77 5,63 
6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,82 4,68 4,53 4,36 I 
4,96 4,10 8,71 3,48 3,33 3,22 3,07 2,91 2,74 2,54 
4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,45 2,23 2,08 1,84 
4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,27 2,09 1,89 1,62 | 
4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,18 2,00 1,79 1,51 
4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,10 1,92 1,70 1,39 E 
3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,02 1,83 1,61 1,25 I 
3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 1,94 1,75 1,52 1,00 | 





4. Vergleich von Häufigkeiten. Tritt in einer Stichprobe vom Umfang n, deren Elemente 
voneinander unabhängig sind, ein Ereignis z-mal, in der Grundgesamtheit aber mit der Wahrschein- 
lichkeit p auf, so weicht die relative Häufigkeit 2 : n nur zufällig mit einer Irrtumswahrscheinlich- 





z-N 
keit « von p ab, wenn der für die Testgröße t = e=mpL bzw. t = ———: Yn berechnete 


\np(1-p) \p(1-») 


Wert ti, kleiner als der Tafelwert tr für « und den Freiheitsgrad {= n — 1 ist. 


Beispiel: Auf Grund langfristiger Beobachtungen ist bei einer bestimmten Tierkrankheit die 
Sterbeziffer p = 0,4. An n = 71 Tieren, die von dieser Krankheit befallen sind, wird ein neues 
Medikament erprobt, und es sterben z = 20 Tiere. Ist das Medikament zur Behandlung geeignet, 
wobei eine Irrtumswahrscheinlichkeit von « = 1% berücksichtigt en soll? - 


Nach der Aufstellung der Nullhypothese, daß die relative Häufigkeit — 
|20 — 71: 0,4] 


V71- 0,4 - 0,6 
für eine Irrttumswahrscheinlichkeit von« = 1% und f= n — 1 = 70 Freiheitsgrade ist ir = 2,65. 
Da ti, < tr ist, kann die Nullhypothese angenommen werden. 


_.20 
= 7 nur zufällig von 


p = 0,4 abweicht, berechnet man 4, = = 2,035. Der der i-Verteilung 
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5. Prüfen von Verteilungen. Eine empirische Verteilung weicht nur zufällig von einer theore- 
tischen Verteilung bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit « ab, wenn der für die Testgröße 
k(h— 
= %& a E & 
i=1 t 

ist. Dabei ist das untersuchte Material in k Klassen eingeteilt, und Ah; ist die beobachtete, k; da- 
gegen die theoretische absolute Häufigkeit in der ö-ten Klasse (@ = 1, 2,..., k). Es wird gefordert, 
daß die theoretische absolute Häufigkeit in jeder Klasse mindestens 5 beträgt; dies kann eventuell 
durch Zusammenfassen mehrerer Klassen erreicht werden. 


berechnete Wert x kleiner als der Tafelwert x für und den Freiheitsgrad /=k— m 


Beispiel: An 80 auf einer Maschine gefertigten Werkstücken wurde jeweils ein bestimmtes 
Merkmal gemessen. Die gewonnenen Maße wurden in Klassen eingeteilt und dabei die in der 
Tabelle angegebenen Häufigkeiten h; gewonnen. Es soll unter Berücksichtigung einer Irrtums- 
wahrscheinlichkeit von 5% geprüft werden, ob die Meß- 
werte einer Normalverteilung entsprechen. Dazu wird mit 
Hilfe der Gaußverteilung die zu jeder Klasse gehörige 
theoretische Häufigkeit k; berechnet und die Nullhypo- 
these aufgestellt, daß die empirische und die theoretische 
Verteilung nur zufällig voneinander abweichen. Die Berech- 
nung der Testgröße erfolgt mit Hilfe folgender Tabelle, 
die die einzelnen Rechenschritte enthält: 


Gemessene | Berechnete = 
Häufigkeit h; | Häufigkeit k, (u ki? | ——— 
0 


Al der we nn 





158,95 





Zu dem berechneten Wert x — 5,446 an der Tafelwert von x? far Bun Irrtumswahrschein- 


lichkeit von 5% und 3 Freiheitsgrade xT = 7,82 aufgesucht. Da x < “7 ist, wird die Null- 
hypothese angenommen. 


ANWENDUNGSGEBIETE DER STATISTIK 


Aus der Vielzahl der Anwendungsgebiete sollen die technische Statistik und die Biometrie heraus- 
gegriffen werden. 


Technische Statistik. Die ersten Anfänge einer statistischen Bearbeitung von Problemen der Technik 
gehen in Deutschland bis zum Beginn der 20er Jahre zurück. Damals erkannte Karl DAarvEs 
(geb. 1893), daß die Massenproduktion der modernen Industrie Massenerscheinungen mit sich 
bringt, die gewissen Gesetzmäßigkeiten unterliegen. Er faßte seine Untersuchungsmethodik unter 
dem Begriff Großzahlforschung zusammen. Aber erst in den letzten 15 bis 20 Jahren nimmt die 
Anwendung der Statistik auf industrielle Fragen, z. B. auf die Auswertung von Stichproben, auf 
die Beurteilung von Meßreihen oder auf die laufende Produktionsüberwachung, an Umfang zu. Im 
Laufe dieser Entwicklung hat sich der Begriff technische Statistik herausgebildet. Man versteht 
darunter eine Zusammenfassung aller Methoden der Statistik, die in der Technik verwendbar sind 
bzw. dafür zugeschnitten werden. 


Diese Methoden lassen sich in zwei Gruppen einteilen: 


1. Methoden zur: statistischen Untersuchung und Auswertung eines in sich geschlossenen Beobach- 
tungsmaterials. Dabei handelt es sich im wesentlichen um statistische Prüfverfahren und um Re- 
gressions- und Korrelationsanalysen zur Aufdeckung und Beschreibung von Zusammenhängen. 
Für diese Gruppe sind folgende Probleme typisch: Lebensdauer von Glühlampen; Einfluß von 
Meßungenauigkeiten bei feinmechanischen Geräten; Untersuchung der Dauerbiegefestigkeit von 
Zellwollfasern; Zerreißfestigkeit eines bestimmten Stoffes; Bestimmung der Abhängigkeit der 
Zugfestigkeit eines Stahles von verschiedenen Einflußgrößen; Vergleich der Eigenschaften zweier 
Werkstoffe. 
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2. Methoden der Eingangs- und Endkontrolle und zur Überwachung des Produktionsprozesses. 
Man sagt dafür kurz: Statistische Qualitätskontrolle. Diesen Methoden liegt der Gedanke zugrunde, 
den Produktionsprozeß mit statistischen Methoden so zu überwachen, daß Ausschuß schon im Augen- 
blick des Entstehens erkannt wird und seine Ursachen abgestellt werden. 


Für diese Überwachung gibt es zwei Möglichkeiten: 


a) die Fertigung wird mit Kontrollkarten derart reguliert, daß Ausschuß und Nacharbeit stark ver- 
ringert werden; 


b) die fertigen Produkte und Halbfabrikate werden auf der Grundlage von Stichprobenplänen 
daraufhin untersucht, ob sie den Qualitätsanforderungen genügen. In diesem Fall kann auf die 
Fertigung kein Einfluß genommen werden; es können lediglich Folgerungen für die weitere Pro- 
duktion gezogen werden. 


Kontrollkarten. Ein Fertigungsprozeß wird mit Hilfe von Kontrollkarten in der Weise über- 

wacht, daß von dem betrachteten Erzeugnis charakteristische Merkmale beurteilt werden und bei 

Abweichungen von dem Sollmaß entschieden werden kann, ob diese zufällig oder wesentlich sind. 
Je nach der Art der Beurteilung 
unterscheidet man: 


a) Kontrollkarten für meßbare 
Merkmale; 


b) Kontrollkarten für nichtmeß- 
bare Merkmale. 


Der Aufbau und der Einsatz einer 
Kontrollkarte sollen an der Einzel- 
wertkarte (Abb.) - bei anderen 
Kontrollkarten. ist es entspre- 
chend - dargestellt werden: Zur 
Überwachung eines Merkmals wird 
bei der Produktion des betrachte- 
ten Gegenstandes in bestimmten 
Abständen aus den im letzten Zeit- 
intervall gefertigten Stücken durch 
Zufallsauswahl ein Stück entnom- 
men und das betrachtete Maß 
bestimmt. Diesen Wert trägt man 
statt in ein Buch über der Zeit- 
marke in eine Kontrollkarte ein. 
Denkt man sich die Menge der 
Aufschreibungen als Häufigkeits- 
verteilung aufgetragen, so ent- 
steht in vielen Fällen zumindest angenähert eine Normalverteilung. Trägt man ihren Mittelwert € 
als Mittellinie (ML) und die Werte & + 3s als obere und € — 3s als untere Kontrollinie (OK, UK) 
ein, dann müssen in dem durch die Kontrollinien begrenzten Bereich 99,73%, aller Meßwerte 
liegen. Hat man diese drei Linien durch Vorversuche gewonnen, dann kann der Produktions- 
prozeß mit der so aufgebauten Karte überwacht werden. Liegt ein Meßwert in dem Bereich, dann 
werden die Abweichungen vom Mittelwert als zufällig betrachtet. Die Abweichung ist wesentlich, 
sobald eine Eintragung außerhalb der Kontrollinien erfolgt (in der Abbildung durch einen Pfeil 
bezeichnet). In diesem Fall ist vor einer Weiterproduktion der Störungsgrund zu suchen. Das 
graphische Bild der Kontrollkarte gibt immer eine bessere Übersicht als eine Liste, es zeigt die 
Entwicklung des betrachteten Merkmals während der Produktion und gibt Hinweise zum Abstellen 
von Fehlern bzw. zur Neueinstellung der Maschine. Durch diese Eigenschaften ist die Kontrollkarte 
sehr operativ und gibt in Verbindung mit einer Fehlerursachenforschung außerdem Hinweise auf 
häufig wiederkehrende Fehler und damit zur Änderung der Technologie. 





Einzelwertkarte 


Stichprobenpläne. Der Einsatz von Kontrollkarten erfolgt, wenn während der Fertigung eine 
laufende statistische Überwachung stattfinden soll. Diese Methoden versagen im allgemeinen 
aber dann, wenn Material geliefert wird, dessen Qualität unbekannt ist, oder wenn während der 
Fertigung auf eine Kontrolle verzichtet wird und nachträglich eine Qualitätsuntersuchung statt- 
finden soll. In diesen beiden Fällen — bei der Eingangs- und bei der Endkontrolle - könnte man 
hundertprozentig kontrollieren. Das ist sehr kostspielig und aufwendig. Außerdem ist selbst bei 
hundertprozentiger Kontrolle nicht die Garantie gegeben, daß - wie die Erfahrungen bestätigen - 
alle fehlerhaften Teile gefunden werden. Man begnügt sich deshalb mit Stichprobenprüfungen, 
indem aus der Qualität einer aus der Lieferung gezogenen Stichprobe über Annahme oder 
Ablehnung der Lieferung entschieden wird. Die Prüfungen, hier z.B. Gut-Schlecht-Prüfung, 
werden nach einem Stichprobenplan durchgeführt. Das Schema eines Einfachstichprobenplanes 
ist folgendes: 
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Lieferposten (N Stück) 


Entnahme und Prüfung der Stichprobe (rn Stück) 


Anzahl der schlechten Teile Anzahl der schlechten Teile 
kleiner oder gleich z größer 2 
Posten annehmen Posten ablehnen 


Einem solchen Plan liegt die Vorstellung zugrunde, daß der Fehlerprozentsatz in der Probe mit dem 
in der Lieferung übereinstimmt. Da er aber in Wahrheit nur in der Nähe von diesem liegt, gibt es 
folgende Risiken: Der Hersteller muß damit rechnen, daß manche Lieferung abgelehnt wird, die 
jedoch den Qualitätsanforderungen entspricht, und umgekehrt kann es dem Abnehmer passieren, 
daß er eine Lieferung annimmt, die unter dem vereinbarten Qualitätsniveau liegt; denn es ist 
möglich, daß in der Stichprobe zufällig viele fehlerhafte Stücke sind, während die Lieferung wenig 
Ausschuß enthält und umgekehrt. Wie groß ist aber 

das Risiko von beiden ? — Das ist aus der Operations- L(p) 

charakteristik zu ersehen (Abb.). Sie stellt die Annahme- 
wahrscheinlichkeit L(p) für die LieferunginAbhängigkeit 
von deren Ausschußprozentsatz p dar, wobei die Form 
der Charakteristik vom Umfang der Stichprobe n und 
der in ihr enthaltenen Anzahl der fehlerhaften Teile z 
abhängt. Ihre Berechnung erfolgt im allgemeinen mit 
der Binomial- oder der Poissonverteilung. 

Aus der Abbildung ist das Risiko des Herstellers bzw. 
des Abnehmers ersichtlich, d.h., es kann abgelesen 
werden, wie groß die Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß 
eine Lieferung mit einem Ausschußprozentsatz p ab- 
gelehnt bzw. angenommen wird. Es ist eine Sache 
der Vereinbarung bei Vertragsabschluß, einen Stich- 
probenplan zu wählen und mit Hilfe der Operations- 
charakteristik den zulässigen Ausschußprozentsatz » 
festzulegen. In der Praxis hat es sich eingebürgert, 2 4 6 8 a 
einen solchen Plan zu wählen, daß mit 95% Wahr- Operationscharakteristik 
scheinlichkeit eine Lieferung mit 91% Ausschuß an- 

genommen und eine solche mit 92% Ausschuß (pı < p2) in 90% der Fälle abgelehnt wird. 


Biometrie. PEARSON definierte die Biometrie als Lehre von der Anwendung mathematischer (statisti- 
scher) Methoden bei der Untersuchung der Mannigfaltigkeit der Lebewesen. Bei der Erforschung der 
Gesetze und Erscheinungen des Lebendigen besteht eine unvergleichlich schwierigere Situation 
als z. B. in der Physik. Dort ist es möglich, Experimente anzulegen, die reproduzierbar sind. Die 
Versuchsbedingungen können konstant gehalten werden, und nur die zu untersuchende Größe wird 
variiert, um so das gesuchte Gesetz zu finden. In der Biologie wirken dagegen sehr viele Faktoren, 
die vom Untersucher nicht beeinflußbar sind (z. B. Wetterverhältnisse in der Pflanzenzüchtung). 
In der Medizin werden die Wege noch problematischer, da hier meist das Experiment (z.B. am 
Menschen aus ethischen Gründen) ausscheidet und oft nur die reine Beobachtung bleibt. Hinzu 
tritt außerdem die quantitative Mannigfaltigkeit aller biologischen Werte und Maße, die als 
biologische Variabilität bezeichnet wird. Aus diesen Gründen ist eine gut durchdachte Versuchs- 
planung zur Anlage, Durchführung und Auswertung der Versuche oder Beobachtungen unbedingt 
erforderlich. Im Laufe der Entwicklung der Biometrie haben sich spezielle Verfahren zur Anlage 
von Versuchen bzw. Beobachtungen herausgebildet. Zur Auswertung der Versuche bzw. Beobach- 
tungen wurden solche Methoden geschaffen, die besonders berücksichtigen: 





l. den meist durch die oft schwere Erfüllbarkeit der Homogenitätsforderung nur kleinen Stich- 
probenumfang; 


2. die Häufigkeitsverteilungen, die sich nicht auf eine Normalverteilung zurückführen lassen. 


Die Schwierigkeit, zugleich aber auch der Reiz der Biometrie liegen darin, statistische Metho- 
den zu finden, die für das vorliegende Problem der Wirklichkeit am besten angepaßt sind. 


RECHENAUTOMATEN 
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ÜBERSICHT ÜBER RECHENHILFSMITTEL 


Gesehiehtliches. Das Rechnen nahm und nimmt unter den Betätigungen des Menschen einen beson- 
deren Platz ein. Wenn auch die einzelnen Völker verschiedene Sprachen sprechen und schreiben, 
so benutzt ein großer Teil von ihnen doch die gleichen Zahlzeichen und rechnet mit ihnen nach 
denselben Regeln. Daher ist auch die Formelsprache der Mathematiker auf der ganzen Erde ein- 
heitlich. Diesen besonderen Platz verdankt das Rechnen, das am Anfang mathematischer Betäti- 
gung steht, seiner hohen Abstraktionsstufe. So ist es nicht verwunderlich, daß schon vor Tausenden 
von Jahren Hilfsmittel für das Rechnen entwickelt wurden und daß diese — heute in Form 
moderner Rechenautomaten - jeweils große Auswirkungen auf die kulturelle Entwicklung hatten. 
Als das älteste uns bekannte „Rechengerät‘‘ ist der Abakus anzusehen. Damit lernen auch heute 
noch unsere Kinder das Rechnen. Er arbeitet mit auf Drähten verschiebbaren Kugeln. Dieses 
Gerät war als Suan-Pan bereits um 1100 v.u.Z. in China bekannt. Mit Hilfe der Napierschen 
Rechenstäbchen, die das kleine Einmaleins enthalten, wurde das Rechnen im 16. Jh. weiter er- 
leichtert. Diese Rechenstäbchen verwendete Wilhelm ScHIickArpT (1592-1635) beim Bau seiner 
Rechenmaschine. Soweit bekannt, ist diese 1623 gebaute Maschine die älteste mechanisch arbei- 
tende Rechenmaschine. Von Blaise PaıscAu (1623—1662) wurde 1641 eine Koch erhaltene Addier- 
maschine gebaut, von Gottfried Wilhelm Lxısnız (1646-1716) 1671—1674 eine ebenfalls noch 
erhaltene Rechenmaschine, die noch heute gebräuchliche Konstruktionsprinzipien enthält. Der 
logarithmische Rechenstab wurde um 1650 von Seth PARTRIDGE eingeführt; er ist ebenso wie die 
mechanischen Rechenmaschinen weit verbreitet. 

Die mechanische Rechenmaschine ist ein Ziffernrechengerät, in dem den einzelnen Ziffern einer Zahl 
diskrete Stellungen gewisser Konstruktionselemente zugeordnet werden. In der mechanischen 
Tischrechenmaschine z. B. sind es Zahnräder. Entsprechend den Ziffern 0 bis 9 sind die Zahnräder 
mit zehn Zähnen versehen, und das Drehen um einen Zahn entspricht dem Weiterzählen um 1. 
Man braucht zur Darstellung einer Zahl so viel Zahnräder, wie sie Stellen hat. Wird ein Zahnrad 
von der Stellung 9 in die nachfolgende Stellung 0 gedreht, so muß sich gleichzeitig das der nächst- 
höheren Dezimalstelle entsprechende Zahnrad um einen Zahn weiterdrehen, damit tatsächlich ein 
Weiterzählen stattfindet und z. B. die Ziffernfolge 29 in die Ziffernfolge 30 übergeht. Man bezeichnet 
diese Eigenschaft eines Geräts als Zehnerübertragung. 

Ein ganz anderes Prinzip liegt z. B. dem Rechenstab zugrunde. Bei ihm werden Zahlen nicht wie 
bei der Tischrechenmaschine durch einzelne Ziffern repräsentiert. Vielmehr wird einer Zahl eine 
Strecke zugeordnet, deren Länge dem Logarithmus der Zahl proportional ist. Der Multiplikation 
zweier Zahlen entspricht dann das Aneinanderlegen der entsprechenden Strecken, deren Längen 
dadurch addiert werden. 


Digital- und Analogprinzip. Allgemein werden die Rechengeräte nach zwei Prinzipien unterschie- 
den: die nach dem Digital- oder Ziffernprinzip diskret bzw. unstetig arbeitenden Geräte (z.B. 
Tischrechenmaschine) und dienach dem Analogprinzip mit stetiger Arbeitsweise (z. B. Rechenstab). 
Erstere bezeichnet man als Digitalrechner, letztere als Analogrechner. Diese Bezeichnung deutet 
an, daß einer Verknüpfung im Bereich von Zahlen eine analoge Verknüpfung stetig veränderlicher 
physikalischer Größen (Längen, Winkel, Ströme, Spannungen u. &.) zugeordnet wird. Man spricht 
auch von modellierenden Geräten statt von Analogiegeräten. Bei Digitalgeräten wird das Resultai 
abgelesen, wobei streng getrennte Zustände zu unterscheiden sind; bei Analogiegeräten dagegen findet ein 
Meßvorgang statt. Hieraus erkennt man, daß die Genauigkeit von Digitalgeräten durch Erhöhen 
der Stellenzahl beliebig gesteigert werden kann, während bei Analogiegeräten Grenzen durch die 
Genauigkeit der Nachbildung und der Meßmittel gesetzt sind. 


Digitalreehner. Die mechanischen Tischrechenmaschinen wurden im 19. Jh. vervollkommnet und 
sind heute meist mit Elektromotor als Antriebsaggregat ausgerüstet. Eine Operation wird durch 
Knopfdruck ausgelöst und läuft mit vorher eingetasteten Zehlen selbsttätig ab. Buchungsautomaten 
und Fakturiermaschinen arbeiten nach dem gleichen Prinzip und sind heute weit verbreitet. Um 
1850 wurde von Charles BaBBAGE (1792—1871) ein mechanischer Rechenautomat konstruiert, der 
nach einem einzustellenden Programm Rechnungen.automatisch ausführen sollte. Sein Arbeits- 
prinzip, die Lochkartensteuerung, war dem Jacquard-Musterwebstuhl entlehnt. Die rein mechanische 
Arbeitsweise verhinderte ein einwandfreies Arbeiten des Automaten, auch bestand für seinen 
Einsatz kaum Bedarf. Die Digitaltechnik erhielt mehr Impulse vom kaufmännischen und statisti- 
schen Rechnen. Von Hermann HoLLKrRITH (1860-1929) wurden die ersten Lochkartenmaschinen 
gebaut, Sie führten automatisch sehr einfache Rechnungen, z. B. Summenbildungen, mit in Karten 
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gestanzten Zahlen aus. Auch kann man mit Lochkartenmaschinen Lochkarten sortieren und 
mischen, für die Statistik wichtige Verarbeitungsgänge. Die Abbildung zeigt eine 80spaltige Loch- 
karte, in der 12 Zeilen vorgesehen sind, 2 Zeilen für Sonderzeichen, 10 Zeilen für die Ziffern 0 bis 9. 
Somit können auf einer Lochkarte bis zu 80 Ziffern untergebracht werden. Die Karte läuft quer 
durch eine Reihe von Abtastbürsten, die beim Durchgreifen durch ein gestanztes Loch einen 
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Lochkarte 


Kontakt schließen. Dadurch ist es möglich, in synchron mitlaufenden Zahnrädern eine der ein- 
gestanzten Ziffer entsprechende Drehung zu veranlassen. Die Lochkartenmaschine ist in dieser 
Form einer Tischrechenmaschine gleichwertig, bei der der Vorgang des Eintastens von Zahlen 
durch die Steuerung mittels Lochkarten ersetzt wird. Mit der Entwicklung der Elektrotechnik 
wurden die mechanischen Bauteile in den Jahren nach 1935 durch elektrische Bauteile, zunächst 
Relais und andere Bauelemente der Schwachstromtechnik, dann Elektronenröhren, Transistoren 
und Magnetkerne ersetzt. Entscheidend war hier die Einführung des Dualsystems, bei dem in jedem 
Element nur zwei Stellungen zu unterscheiden sind, und der Gedanke der internen Programm- 
steuerung. Die Einführung des Dualsystems geschah durch Konrad Zvs& (geb. 1910), die interne 
Programmsteuerung geht auf John von NEUMANN (1903-1957) zurück (1947). In den folgenden 
Jahren ging man zur industriellen Fertigung elektronischer Rechenautomaten über, die heute auf 
allen Gebieten von Wirtschaft, Technik und Wissenschaft eingesetzt werden. 


Analogreehner, Die heute am häufigsten verwendeten Analogrechner sind Integrieranlagen. Ihre 
Vorläufer sind eine große Anzahl mathematischer Instrumente, die ebenfalls im 19. Jh. entwickelt 
wurden, unter anderen Planimeter, Integrimeter und Integraphen. Ein Integrapk ist in seiner 
einfachsten Form ein Instrument, durch das beim Nachführen auf einer gegebenen Kurve die zuge- 
hörige Integralkurve aufgezeichnet wird. Komplizierte Integraphen 
ergeben die Lösung bestimmter Typen von Differentialgleichungen, 
ebenfalls in Kurvenform. Einer der ältesten und zuverlässigsten 
Integriermechanismen ist der Reibradintegrator oder Gonellamecha- 
nismus (nach GONELLA 1825). Eine in Achsenrichtung verschiebbare 
Rolle wird auf einer Scheibe längs eines Durchmessers dieser Scheibe 
geführt. Ist yder Abstand des Auflagepunktes der Rolle vom Schei- 
benmittelpunkt, r der Radius der Rolle, so genügt der Drehwinkel w 
der Rolle der Differentialbeziehung r dw = ydx, wobei x den 
Drehwinkel der Scheibe bezeichnet. Durch Integration folgt 





Scheibe 





<uD 


© 
f 1 
w= | --yda. 
x r Gonellamechanismus 
0 


An der Welle der Rolle kann auf diese Weise eine dem Integral der Verschiebung y proportionale 
Drehung w abgenommen werden (Abb.). 

Aus diesem oder ähnlichen Integriermechanismen können ganze Anlagen zusammengesetzt werden, 
die Differentialgleichungen integrieren können. Das wurde 1876 von William Tuouson (1824— 1907) 
erstmals angegeben; er benutzte bereits das grundlegende Rückkoppelungsprinzip, bei dem der 
Ausgang eines Elementes, das am Ende einer Kette von Elementen liegt, mit dem Eingang des 
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Anfangselementes der Kette verbunden wird. Eine funktionsfähige mechanische Integrieranlage 
wurde jedoch erstmals zwischen 1920 und 1930 von Vannevar Bus# (geb. 1890) gebaut. Eine solche 
mechanische Integrieranlage enthält neben Integratoren noch Addiergetriebe und Funktions- 
abtaster. 

Auch hier gelangten nach 1940 elektrische Elemente zum Einsatz, wobei die Tatsache benutzt 
wird, daß die Spannung an einem Kondensator proportional dem Integral des Ladestromes ist. 
Eine auf diesem Prinzip beruhende elektronische Integrieranlage besteht im wesentlichen aus 
Verstärkern, die mit Elektronenröhren oder Transistoren aufgebaut sind. 

Neben Integrieranlagen gibt es noch eine Anzahl spezieller Analogiegeräte, z. B. zur Auflösung 
linearer Gleichungssysteme, zur Lösung algebraischer Gleichungen, Netzwerkmodelle zur Nach- 
bildung von Starkstromnetzen, Netzwerke zur Lösung partieller Differentialgleichungen. 


Automaten, Bei den Rechenhilfsmitteln zeigt sich ebenso wie bei anderen technischen Erzeugnissen 
die Tendenz zur Automatisierung. Das Gerät soll möglichst viel selbsttätig erledigen. Vom Menschen 
wird ein gewünschter Vorgang nur ausgelöst, alles andere führt die Maschine zwangsläufig in einer 
vorgeschriebenen Reihenfolge aus. Ein Beispiel ist der Warenautomat, in den man ein Geldstück 
einwirft und eventuell einen Knopf drücken muß, um eine Ware zu erhalten; ein anderes Beispiel 
ist die automatische Telefonvermittlung, bei der durch Wählen einer Nummernfolge eine gewünschte 
Verbindung hergestellt wird. Ähnlich arbeitet der programmgesteuerte digitale Rechenautomat, der 
durch Eingabe einer Zahlenfolge für die Lösung einer gewünschten Aufgabe eingestellt wird. Man 
bezeichnet eine solche Zahlenfolge als Programm, die einzelnen Bestandteile (d. h. einzelne Zahlen) 
als Befehle, den Automat daher als programmgesteuert. Durch Änderung des Programms lassen 
sich fast beliebige arithmetische Aufgaben lösen. Man spricht daher auch von Universalautomaten 
im Gegensatz zu den speziellen Automaten, die lediglich für die Lösung eines bestimmten Auf- 
gabentyps vorgesehen sind, z. B. automatische Integrieranlagen oder Differentialanalysatoren 
zur Lösung von Anfangswertproblemen bei gewöhnlichen Differentialgleichungen. Allerdings ist 
auch mit diesen speziellen Automaten eine große Vielfalt von Problemen lösbar, wobei die Ein- 
stellung (Programmierung) hier z. B. durch Stecken von Verbindungskabeln erfolgt. 


ANALOGRECHNER 


Meehanisehe Integrieranlagen. Die Bauteile einer Integrieranlage sind im wesentlichen Integra- 
toren, Addiatoren, Funktionserzeuger und Multipliziergeräte. Als Integrator einer mechanischen 
Integrieranlage kann der erwähnte Reibradintegrator verwendet werden. Im allgemeinen ist ein 
Integrator ein Element mit zwei Eingängen y und x und einem Ausgang z. Es besteht die Beziehung 
z= k/[ydx, wobei k ein dem Integrator eigentümlicher Maßstabsfaktor ist. Die einzelnen Elemente 
werden in einer Integrieranlage in beliebiger Weise so zusammengeschaltet, daß ein Ausgang mit 
einem oder mehreren Eingängen verbunden wird. Diese Schaltungen lassen sich unter Verwendung 
von Symbolen für die Elemente leicht auf- 
zeichnen. In der Abbildung sind einige der- 
artige Symbole angegeben. 





Yr’Ya 


[Rückkoppelung) 





Konstontenmultiplikator Funktionstisch 


Symbole für Elemente einer mechanischen Integrier- Schaltschema für y’ +y = 0 
anlage 


Lösung einer Differentialgleichung. Als Beispiel werde das Schaltschema zur Integration der 
Differentialgleichung 
de 


betrachtet. Durch Integration erhält man 
x % 
Sydr+ [ydı=0 


oder 


x 
ya) - ya) = — f[ ydı. 
%o 
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Wird y auf den Eingang eines Integrators gegeben und in einem Multiplikator mit — 1 multipliziert 
(Wendegetriebe), so erhält man y(®) — y(xo), also eine Verschiebung, die zusätzlich zum anfangs 
eingestellten y(x0) auf den Eingang des Integrat ırs zu geben ist. Das Schaltbild ist in der Abbildung 
wiedergegeben. Kennzeichnend für eine solche Schaltung zur Lösung einer Differentialgleichung 
ist die Rückkoppelung vom Ausgang zum Eingang. Die hier exakt angebbare Lösung, nämlich 


y(z) = Y(%o) e”*t%, 


kann auf einem Funktionstisch, der von x und y gesteuert wird, aufgezeichnet werden. Der Antrieb 
der gesamten Anlage erfolgt durch einen Motor: dieser dreht die Welle, deren Drehwinkel die 
unabhängige Veränderliche x darstellt. Zusätzlich eingesetzte Drehmomentenverstärker erhalten 
den Kraftfluß durch die Anlage, besonders bei umfangreichen Schaltungen, aufrecht. 


Die meisten elementaren Funktionen, z. B. sinz, cost, Vz, x?, x® und Inz, genügen einfachen Diffe- 
rentialgleichungen und können somit zur Verwendung in einer Integrieranlage durch eine Schaltung 
erzeugt werden, die im Prinzip so wie die beschriebene arbeitet. 


Multiplikation. In mechanischen Integrieranlagen kann die Multiplikation zweier variabler Faktoren 
auf die Integration zurückgeführt werden. Es folgt nämlich aus der Regel der Produktintegration 


sofort 
uv—= [udv + [vdu. 


Mit Hilfe zweier Integratoren und eines Addiators läßt sich also ein Multiplikator für zwei Funk- 
tionen aufbauen. 


Elektronisehe Integrieranlagen. In elektronischen Integrieranlagen werden elektrische Spannungen 
und Ströme statt mechanischer Bewegungen zur Darstellung von Variablen benutzt. Dadurch 
läßt sich eine erheblich größere Geschwindigkeit erreichen. Eine Differentialgleichung kann in 
weniger genau arbeitenden elektronischen Integrieranlagen in Bruchteilen einer Sekunde gelöst 
werden. 

Das wichtigste Bauelement einer elektronischen Integrieranlage ist ein gegengekoppelter Verstärker 
mit sehr hohem Verstärkungsgrad, der je nach dem Bauelement im Gegenkoppelungszweig zur 
Integration oder zur Multiplikation mit einer Konstanten benutzt werden kann. Die Ausgangs- 
spannung ist proportional dem Integral (Kondensator im Gegenkoppelungszweig) oder einem Viel- 
fachen (Widerstand im Gegenkoppelungszweig) des negativen Eingangsstromes. Die unabhängige 
Veränderliche bei elektronischen Integrieranlagen ist stets die Zeit 2; das ist ein Nachteil. der 
elektronischen gegenüber den mechanischen Integrieranlagen. Aus diesem Grunde ist auch in 
elektronischen Integrieranlagen keine Multiplikation variabler Faktoren mittels Produktintegration 
möglich. Es müssen besondere Multiplikationseinrichtungen vorgesehen werden. Dafür gibt es 
viele Ausführungen, auf die nicht im einzelnen eingegangen werden kann. 

Die Multiplikation von Spannungen mit einem konstanten positiven Faktor, der kleiner als 1 ist, 
kann mit einem Potentiometer — einem Widerstand mit beweglichem Abgriff — erfolgen. Durch 
Nachsteuerung der Stellung des Abgriffs zu einer langsam veränderlichen Spannung können auch 
zwei veränderliche Faktoren multipliziert werden, wenn ein Faktor sich nur langsam ändert. 

Die Ausgabe erfolgt bei elektronischen Integrieranlagen oft dadurch, daß eine Kurve auf den 
Schirm eines Elektronenstrahloszillographen (Fernsehbildröhre) geschrieben wird; dabei werden 
Abszissen und Ordinaten direkt als Ablenkspannungen für die Röhre geliefert. Es gibt jedoch auch 
Zeichengeräte, die bei langsam arbeitenden elektronischen Integrieranlagen eine Resultatkurve 
auf Papier zeichnen. Zur Erzeugung von Funktionen, die sich nicht als Lösung einfach zu schalten- 
der Differentialgleichungen gewinnen lassen, werden spezielle Funktionserzeuger verwendet. 

Vor Lösung eines Problems mit einer elektronischen Integrieranlage ist eine Prinzipschaltung, 
ähnlich wie bei Verwendung einer mechanischen Integrieranlage, anzufertigen. Danach sind Maß- 
stabsfaktoren zwischen den in der Anlage auftretenden Spannungen und den Problemgrößen fest- 
zulegen, wobei besonders darauf geachtet werden muß, daß der zulässige Spannungsbereich nicht 
überschritten wird. 

Die Vorbereitung des Problems an der Anlage erfolgt so, daß die einzelnen Bauelemente durch 
Steckkabel verbunden werden. Oft sind alle Anschlüsse auf eine zentrale Schalitafel geführt. Ist 
diese Schalttafel auswechselbar, so kann die Vorbereitung einer Aufgabe ohne Blockierung der 
Maschine geschehen. Meist werden die zu lösenden Differentialgleichungen eine Anzahl von Para- 
metern enthalten, deren Einfluß auf die Lösung interessiert. Vielfach kann die Schaltung so ein- 
gerichtet werden, daß eine Potentiometerverstellung durch Drehen eines Knopfes zur Änderung 
eines Parameters genügt, die Abänderung der Lösung kann unmittelbar auf dem Bildschirm ver- 
folgt werden. 


Anwendungsgebiete. Integrieranlagen können überall eingesetzt werden, wo die Lösung von An- 
fangswertproblemen gewöhnlicher Differentialgleichungen auftritt, ohne daß extreme Anforde- 
rungen an Genauigkeit gestellt werden. Die Genauigkeit der elektronischen Integrieranlagen liegt 
bei 0,1% bis 1% und reicht fast überall aus. Als Beispiel seien die Schwingungen in Fahrzeugen 
erwähnt. Weitere Anwendung finden elektronische Integrieranlagen in Flugsimulatoren. Dort kann 
das Verhalten eines Flugzeuges gegenüber äußeren Einflüssen und Steuerbewegungen in der Zeit 
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nachgeahmt werden, in der die nachzuahmenden Vorgänge tatsächlich ablaufen. Dadurch kann 
die Pilotenausbildung zum großen Teilin den Flugsimulator, eine Kombination aus Flugzeugkanzel 
und Analogrechner, verlegt werden. 

Auch Integralgleichungen, partielle Differentialgleichungen, lineare Gleichungssysteme und andere 
mathematische Probleme lassen sich näherungsweise mit Integrieranlagen behandeln. 


DIGITALRECHNER 


Programmpgesteuerter Ziffernreehenautomat. Ein programmgesteuerter Ziffernrechenautomat ist 
ein Gerät, das nach einem verschlüsselten Programm Rechnungen mit Zahlen ausführt, die eben- 
falls verschlüsselt sind. In elektronischen Rechenautomaten geschieht die Verschlüsselung von Zahlen 
und Programm durch Folgen elektrischer oder magnetischer Impulse. Ein Teil der Maschine, das 

Steuerwerk, übernimmt das Abtasten des verschlüsselten 


Programms und eine entsprechende Steuerung anderer 


Teile des Automaten durch Abgabe von Steuerimpulsen 
Rechenwerk ==] Speicher | 











Taktgeber an diese Teile. Ein zweiter Teil der Maschine, das Rechen- 


werk, führt mit den verschlüsselten Zahlen die eigent- 
lichen Rechenoperationen aus. Ein dritter Teil — der 
Speicher — enthält die zur Arbeit notwendigen verschlüs- 
selten Zahlen und Programmbefehle (Abb.). Ein Taktigeber 
erzeugt die Impulse und veranlaßt das Steuerwerk, die 
einzelnen Operationen in der richtigen Reihenfolge aus- 
zuführen: 1. Entnahme eines Befehls, 2. Steuerung der 
anderen Maschinenteile entsprechend dem entschlüsselten 
Befehl, 3. Aufsuchen des nächsten Befehls. 





Ausgabe £ingabe Bauelemente elektronischer Rechenautomaten. Das wich- 

rg tigste Bauelement in elektronischen Rechenautomaten ist 
Prinzip eines programmgesteuerten der Transistor, der die ähnlich arbeitende Elektronenröhre 
Digitalrechners weitgehend verdrängt hat. Im Rechenautomaten wird der 


Transistor als Schalter eingesetzt, er ist entweder strom- 
führend oder stromlos. Dem entsprechen sowohl an der Basis des Transistors (bzw. an dem Gitter 
der Elektronenröhre) als auch am Kollektor (bzw. der Anode) zwei verschiedene Spannungszustände, 
die deutlich unterscheidbar sein müssen. Aus der- BE EEE. tet 
artigen Zweistellungselementen werden nun kompli- Grundoperationen der Schaltalgebra 
ziertere Schaltungen zusammengesetzt, die als KERPEN Iris ee: ER EN ns 
Bausteine für elektronische Rechenautomaten en u 
dienen. Zur Beschreibung solcher Schaltungen dient ä 
die Schaltalgebra oder Boolesche Algebra (George 
BooLz, englischer Mathematiker, 1815—1864), in 
der nur mitzweiwertigen Veränderlichen gerechnet 
wird. Die nebenstehende Tabelle gibt die Grund- 
operationen der Schaltalgebra wieder, als Werte der 
Veränderlichen dienen 0 und 1. er 
Man unterscheidet bei den Bauelementen im L 
wesentlichen Schaltelemente und Speicherelemente. Die ' 

Schaltelemente dienen zur Verknäpfung und zur Umfor- Schaltelemente für Rechenautomaten 
mung von Impulsen. Die erreichbare Schaltzeit für ver- 
schiedene Schaltelemente gibt die nebenstehende Tabelle Schaltelement 
an. 
Ein Schaltelement kann z.B. so beschaffen sein, daß es Zählred 
dann und nur dann einen Impuls abgibt, wenn an jedem 







erreichbare 
Schaltzeit 


seiner Eingänge ein Impuls ankommt. Die Speicherele- ar > I R 10-8 
mente sind im allgemeinen einfacher beschaffen; sie haben Ferritkern en 5 


nur den Zweck, einen Impuls aufzunehmen und später, Eniato £ 
z.B. auf einen Abfrageimpuls hin, wieder abzugeben. en ar Kan ar 1% - 
Als Speicherelemente werden hauptsächlich Magnet- % En - 
schichten oder Magnetkerne verwendet. Die Speicherkapazitäten verschiedener Speicherarten sind 
aus der folgenden Tabelle zu entnehmen. 


Speicher für Rechenautomaten 


Speicherkapazität 
(Anzahl der unterzubringenden Zahlen) 






Speicherart Zugriffszeit 
N 







Magnettrommel » 104... 105 Zahlen 10-2 8 
Ferritkernspeicher rs 10% Zahlen 1079 „21079 8 
dünne Magnetschichten au 108 Zahlen 10-8... 10-7 5 
Magnetband praktisch unbegrenzt Sekunden ... Minuten 
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Dualsystem. Die übliche Zahlendarstellung aus den Ziffern 0 bis 9 ist den in elektronischen Rechen- 
automaten verwendeten Zweistellungselementen nicht angepaßt, daher stellt man entweder die 
Zahlen im Dualsystem dar oder verwendet für die Ziffern 0 bis 9 duale Verschlüsselungen. Dabei 
werden nur die Ziffern 0 und 1 verwendet; statt 1 schreibt man auch L, um den Unterschied zum 
Dezimalsystem kenntlich zu machen. So wie im Dezimalsystem eine Zahl aus Zehnerpotenzen 
zusammengesetzt wird, wird sie im Dualsystem aus Zweierpotenzen additiv zusammengesetzt. Es 
gilt mit zu = Voder„ =L jr 
z = zum 2M + zu 2M 1 - + Lo 2m Lo 2m 3 0m 20. 
—m 


Dieser Zerlegung entspricht die Darstellung einer Zahl z im Dualsystem durch die Zeichenfolge 


= CU IM1+..%100 210: 0m} % B. ist 
= 0:224+-0-.21-+0.2° oder = 000 
=0-.22?140-.21+1:-2° oder I = 00L 
= 0:22+1-21+0-.2° oder 2 = 0L0 
= 0-22 +]1:-2!+1-2°0 oder 3= OLL 
= 1: 22?+-0-21+0-2° oder 4= L00. 


Auf diese Weise lassen sich alle Zahlen (mindestens genähert) darstellen. 

Es ist auch möglich, die Darstellung durch Dezimalziffern beizubehalten und jeder Dezimalziffer 
einzeln eine Folge von Dualziffern zuzuordnen. Man braucht hierzu mindestens 4 Dualstellen, ver- 
wendet manchmal jedoch auch 5 oder 6 Stellen, um noch gewisse Konitrollmöglichkeiten für die 
Maschinenfunktion zu haben. Es ist dann auch nicht nötig, die Zahlen vom Dezimalsystem ins 
Dualsystem und zurück zu übersetzen, was in den meisten Fällen automatisch durch einen Bauteil 
der Maschine geschieht; die Übersetzung der einzelnen Ziffern in ihre Verschlüsselung und zurück 
ist einfacher. Dafür werden jedoch die Rechenregeln mit den dual verschlüsselten Dezimalzahlen 
komplizierter. 


Arbeitsweise. Der Speicher des programmgesteuerten Rechenautomaten enthält in den meisten 
Fällen sowohl die zu verarbeitenden Zahlen als auch die Befehle des Programms. In einigen Fällen 
gibt es besondere Programmispeicher, die dann meist als Stecktafeln ausgebildet sind, manchmal 
wird auch das Programm Befehl für Befehl von einem äußeren Speichermedium (Lochstreifen, 
Lochkarten, Magnetband) übernommen und jeder Befehl sofort abgearbeitet. Üblicherweise besteht 
jedoch kein Unterschied zwischen Zahlenspeicher und Befehlsspeicher. Dann sind die einzelnen 
Speicherelemente, als Speicherzellen bezeichnet, numeriert; die Nummern nennt man Adressen. 
Im einfachsten Fall ist in einer Speicherzelle ein Befehl oder eine Zahl enthalten. Jedem Befehl 
eines Programms ist auf diese Weise eine Adresse zugeordnet, und in der Regel sind die Befehle in. 
Speicherzellen mit aufeinanderfolgenden Adressen in der auszuführenden Reihenfolge gespeichert. 
Ein besonderer Bauteil des Automaten, der Befehlszähler, gibt die Adresse der Speicherzelle an, 
aus der ein Befehl zu entnehmen und in einen weiteren Bauteil, den Entschlüsseler, zu bringen ist. 
Vom Entschlüsseler aus werden die Steuerimpulse, die die Befehlsausführung veranlassen, ent- 
sprechend dem Charakter des Befehls beeinflußt. Der Befehl enthält einen Operationsteil und einen 
Adressenteil. Im Operationsteil ist angegeben, was für eine Operation auszuführen ist, im Adressen- 
teil, mit in welchen Speicherzellen gespeicherten Zahlen die Operation vorzunehmen ist. Je nach 
der Anzahl der Adressen im Adressenteil spricht man von Einadreßmaschine, Zweiadreßmaschine, 
Dreiadreßmaschine usw. 

Im allgemeinen wird noch vor Ausführung des Befehls die im Befehlszähler stehende Nummer um 1 
erhöht, damit nachfolgend der nächste Befehl aus der richtigen Speicherzelle entnommen werden 
kann. Durch einen besonderen Befehl, den Sprungbejehl, kann diese Reihenfolge abgeändert 
werden, weil durch diesen Befehl eine beliebige gewünschte Zahl in den Befehlszähler gebracht 
werden kann. 

Die Menge der Befehle, die ein Automat ausführen kann, ist charakteristisch für diesen Automaten 
und heißt sein Befehlssystem. Üblicherweise enthält ein Automat mindestens Befehle zur Ausführung 
der vier Grundrechenarten und einen bedingten Sprungbefehl. Die Ausführung des bedingten Sprung- 
befehls ist davon abhängig, ob eine vom Automaten zu prüfende Bedingung erfüllt ist; z. B. kann 
das Vorzeichen einer Zahl in einer bestimmten Speicherzelle zur „Entscheidung“ verwendet werden; 
ist die Zahl negativ, so wird der Sprungbefehl ausgeführt, andernfalls bleibt er wirkungslos. 

Die arithmetischen Befehle werden im Rechenwerk ausgeführt. Es enthält zu diesem Zweck einige 
Register, die die an einer Operation beteiligten Zahlen, eventuell auch Zwischenresultate, auf- 
nehmen. Die Verarbeitung der Zahlen geschieht unmittelbar in den Registern oder in Schalt- 
elementen, die direkt mit den Registern verbunden sind, In Einadreßmaschinen ist der erste 
Operand meist der Inhalt eines bestimmten Registers, das oft als Akkumulator bezeichnet wird. 
Das Resultat der Operation erscheint wieder im Akkumulator. In Dreiadreßmaschinen dagegen 
werden die beiden Operanden einer arithmetischen Operation aus dem Speicher entnommen, und 
das Resultat wird ebenfalls in den Speicher gebracht; die betreffenden Speicherzellen werden durch 
die drei Adressen bezeichnet. 
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Außer den arithmetischen Befehlen und dem bedingten Sprungbefehl, der meist vom Vorzeichen 
der im Akkumulator stehenden Zahl abhängig ist, enthalten die programmgesteuerten Digital- 
rechner mindestens noch Befehle zur Eingabe und zur Ausgabe von Zahlen und Befehlen, meist 
aber noch eine Anzahl spezieller Befehle, z.B. zur Zahlenverschiebung, Bildung von Absolut- 
beträgen, Abtrennung einzelner Stellen u. a. 


Eingabe und Ausgabe. Wesentlich ist, daß dem Rechenautomaten Informationen über das zu 
lösende Problem sowie das zu bearbeitende Zahlenmaterial möglichst einfach übermittelt werden 
können; hierzu dienen die Eingabegeräte. Ebenso müssen die Resultate des Rechenautomaten in 
bequem verwertbarer Form zur Verfügung gestellt werden ; hierzu dienen die Ausgabegeräte. 


Eingabegeräte. Eingabegeräte, die geschriebenen Text oder Zahlen lesen können, stehen bisher 
kaum zur Verfügung; daher muß ein Umweg über einen Zwischenträger, meist Lochkarte oder 
Lochstreifen, gegangen werden. Die einzugebenden Informationen werden z. B. zunächst auf einen 
Lochstreifen gelocht und dieser Lochstreifen wird dann in einen Lochstreifenleser, meist ein photo- 
elektrisch arbeitendes Gerät, eingelegt. Das gesamte auf ihm enthaltene Material wird in den 
Speicher der Maschine gebracht, eventuell dabei noch automatisch umgeformt. Man kann etwa 
verschlüsselte Dezimalzahlen automatisch übersetzen lassen. Die Lochung auf einem Lochstreifen 
ist praktisch eine Dualverschlüsselung: ein eingestanztes Loch entspricht einer 1, ein in den vor- 
gesehenen Platz nicht gestanztes Loch einer 0. Ähnlich wie Lochstreifenleser arbeiten Lochkarten- 
abtaster, nur ist dabei die Verschlüsselung auf der Karte im allgemeinen anders. 

Die Rechenautomaten haben jedoch auch die Möglichkeit der Handeingabe über eine T'astaiur, z. B. 
eine unmittelbar an der Maschine angebrachte Tastatur oder eine besondere Schreibmaschine. 
Die Handeingabe wird besonders bei Programmprüfungen benutzt, wenn der Inhalt einer einzelnen 
Speicherzelle oder eines Registers zu verändern ist. 


Ausgabegeräte. Als Ausgabegeräte werden im wesentlichen spezielle Druckwerke, elektrische 
Schreibmaschinen, Lochstreifenstanzer und Lochkartenstanzer verwendet. Lochstreifen und Loch- 
karten müssen, wenn ihr Inhalt gelesen werden soll, vorher noch in einem speziellen Gerät ab- 
getastet und ausgedruckt werden. Sie können über die Eingabegeräte wieder direkt in die Maschine 
einlaufen. Sollen viele Zahlen ausgegeben werden, so wird die hohe Rechengeschwindigkeit des 
elektronischen Rechenautomaten, die bei den größten Rechenautomaten auf mehrere hundert- 
tausend Einzeloperationen je Sekunde gesteigert worden ist, nicht ausgenutzt. Deshalb sind 
besondere Schnelldrucker entwickelt und gebaut worden, die Tausende von Ziffern in einer Sekunde 
drucken können. 


Anwendungsgebiete. Programmgesteuerte Rechenautomaten, oft Computer genannt, werden auch für 
Zweckeeingesetzt, dienicht unter den klassischen Begriff des Rechnensfallen. In diesen Fällen werden 
jedoch auch ziffernmäßige Verschlüsselungen benutzt. Den größten Teil ihres Anwendungsgebietes 
haben die programmgesteuerten Rechenautomaten in Technik und Wirtschaft und den Grund- 
lagenwissenschaften, wie Physik und Chemie, in denen umfangreiche Rechnungen auszuführen 
sind; z.B. sind für Festigkeitsuntersuchungen, Schwingungs- und Steuerungsprobleme teilweise 
so umfangreiche Rechnungen notwendig, daß sie erst von den tausendfach schneller als der Mensch 
rechnenden elektronischen Automaten bewältigt werden können. Die Probleme der Atomphysik, 
der Astrophysik und der Molekularphysik verlangen nach überschnellen Rechenautomaten, die 
Milliarden von Rechenoperationen fehlerfrei in erträglicher Zeit (Stunden) ausführen können, In 
der Wirtschaft sind für Probleme der Abrechnung, der Statistik und der Planung, bei denen teil- 
weise Millionen von Angaben gespeichert werden müssen, Rechenautomaten mit großem Speicher- 
raum unentbehrlich. 

Von den Anwendungsgebieten, in denen nicht im eigentlichen Sinne gerechnet wird, seien nur 
Sprachübersetzung, Sprachforschung, Dokumentation und medizinische Diagnose genannt. 
Gerade hier ist durch den Einsatz von datenverarbeitenden elektronischen Automaten noch viel zu 
erwarten. 


PROGRAMMIERUNG UND ALGORITHMISCHE SPRACHEN 


Programm. Als Programm wird eine geordnete Menge von Befehlen bezeichnet. Die Ausführung 
dieser Befehle in der durch die Ordnung gegebenen Reihenfolge veranlaßt den Automaten, aus 
dessen Befehlssystem die Befehle entnommen sind, zur Erledigung der gewünschten Rechnung. 
Die Aufstellung eines solehen Programms wird als Programmieren bezeichnet. Hierfür sind folgende 
Arbeitsgänge notwendig: 1. Auswahl des Rechenverfahrens, 2. Aufteilung des Speichers der 
Maschine, 3. Zergliederung des Rechenverfahrens in Einzelschritte und Beschreibung dieser 
Schritte durch Befehle oder Teilprogramme. 


Beispiel: Es seien fünf Zahlen, die im Automaten in den Zellen 101, 102, ..., 105 gespeichert 
sind, zu addieren, und das Resultat sei in der Zelle 100 zu speichern. Der zugrunde liegende 
Automat sei eine Einadreßmaschine und enthalte einen mit A bezeichneten Akkumulator, in dem 
Zahlen aufsummiert werden können. Ein Befehl, der eine in der Speicherzelle Nr. n enthaltene 
Zahl zum Inhalt des Akkumulators addiert, werde symbolisch mit A + n bezeichnet. Ein Befehl, 
der veranlaßt, daß eine in der Speicherzelle N r.n stehende Zahl in den Akkumulator transportiert 
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wird, werde symbolisch mit A « n bezeichnet, mit A — n dagegen der Befehl, der den Transport 
einer Zahl vom Akkumulator zur Speicherzelle Nr. rn bewirkt. Mit Hilfe dieses Befehls kann das 
betreffende Programm in folgender Gestalt notiert werden: A + 101, A + 102, A + 103, 
A + 104, A + 105, A > 100. 


Versehlüsselung. Das symbolisch geschriebene Programm muß nun noch in Ziffernform verschlüsselt 
werden, damit es auf den Eingabeträger (dort z. B. in Form von Lochungen verschlüsselt) über- 
tragen werden kann. Hierzu braucht man den Befehlsschlüssel, in dem die digitalen Verschlüsselun- 
gen für die symbolisch notierten Operationsteile der Befehle (4 +, A + usw.) angegeben sind. 

Auf ein besonderes Formular werden dann sowohl die verschlüsselten Befehle geschrieben als auch 
daneben die Nummern der Zellen, in die sie einzugeben sind. Die Verschlüsselungen werden dann 
auf den Eingabeträger übertragen und in die gewünschten Zellen eingegeben. Sind auch die 
zu verarbeitenden Zahlen in die richtigen Speicherzellen eingetragen, so kann die Rechnung 
beginnen. 


Zyklische Programme, Die als Beispiel behandelte Rechnung ist sehr einfach. Üblicherweise 
werden wesentlich kompliziertere Rechnungen mit elektronischen Automaten behandelt, die Pro- 
grammierung verläuft aber im Prinzip ebenso. Meist lohnt der Einsatz eines Automaten nur, wenn 
sehr oft derselbe Rechengang (mit jeweils anderen Zahlenwerten) zu durchlaufen ist. Das Programm 
wird dann nur einmal notiert und mehrfach wiederholt. Hierzu dient der bereits erwähnte bedingte 
Sprungbefehl. Um mit ständig anderen Zahlenwerten rechnen zu können, muß der betreffende 
Befehl bei jeder Ausführung mit einer anderen Adresse versehen sein. Das läßt sich durch automa- 
tische Adressenänderung mittels Indexregister erreichen. Dazu enthält der Automat ein oder mehrere 
Indexregister, und im Adressenteil eines Befehls wird eine Adressenfunktion notiert, die aus einer 
gewöhnlichen Adresse (Nummer) und einem Index besteht, der ein Indexregister kennzeichnet. 
Als Adresse wird dann die Summe aus der notierten Nummer und der Zahl, die im angegebenen 
Indexregister enthalten ist, wirksam. Damit ist es möglich, Adressen durch Änderung des Index- 
registerinhaltes automatisch abzuändern, ohne daß der betreffende Befehl seine Gestalt ver- 
ändert. In solchen Indexregistern kann auch die Anzahl der notwendigen Wiederholungen eines 
Programmteils (Zyklus) abgezählt werden, wenn der bedingte Sprungbefehl entsprechend aus- 
gelegt wird. 


Beispiel: Zur genäherten Lösung einer Gleichung f(z) = 0 kann unter bestimmten Voraus- 
setzungen das Newtonsche Verfahren benutzt werden. Von einer Ausgangsnäherung zı ausgehend 
werden weitere Näherungen za, 23, .... nach der Formel zi+1 = 2: — f(zı)//’(z:) gebildet. Das Ver- 
fahren wird abgebrochen, wenn |f(z:)/f’(z:)| genügend klein ist. Ist /(z) ein Polynom 3. Grades, 
so ergibt sich die Formel | 


ER 2° + A221? + aı 2 + @ 
ge 322? + 2m ta 


Nach Bestimmung von 2+ı wird 2; nicht mehr gebraucht, 
sämtliche z; können daher nacheinander in der gleichen 
Speicherzelle untergebracht werden. Man kommt deshalb mit 
einer Variablen z aus, der nacheinander die Werte 21, 22, 23, - - - 
erteilt werden. Wird diese Wertzuweisung mit Hilfe des Zei- 
chens : = beschrieben, so erhält man die Formel 


2 +Qa22? +aız +@ 
322 + 2022 + aı 


Diese Formel ist keine Gleichung, sondern eine Anweisung, 
die besagt, daß z einen neuen Wert erhalten soll, der sich 
durch Einsetzen des alten Wertes von z in den rechtsstehenden 
Ausdruck ergibt. Eine derartige Schreibweise wurde zuerst von K. Zus& - allerdings mit dem Zei- 
chen—> („ergibt‘‘) - eingeführt, wobei dann 2 — f(z)/f(2—z zu schreiben ist. Bei Ausführung 
der Rechnung wird zunächst zı für z eingesetzt, danach werden f(z) und f’(z) sowie der Quotient 
berechnet. Damit wird der neue Wert für z berechnet und der Absolutbetrag des Quotienten 
daraufhin geprüft, ob er größer als eine gegebene positive Zahl e ist. Wenn das der Fall ist, wird 
die Rechnung mit diesem neuen Wert von z wiederholt, andernfalls ist die Rechnung beendet, und 
die Maschine wird angehalten. In einem Flußdiagramm oder Strukturdiagramm (von J. voN 
NEUMANN eingeführt) läßt sich das anschaulich darstellen. Ä 


Z°+0, Z2+0, Zt09 
3z?+2a,Z+a, 


zı = 2 





Masechinenspraehen. Die Formulierung der Lösung eines Problems als Programm für einen bestimm- 
ten Automaten ist eine Art Übersetzungsaufgabe. Das Problem ist in einer dem Menschen leicht 
verständlichen Form gegeben und soll in einer Form notiert werden, in der es die Maschine bearbei- 
ten kann. Diese Form ist das Programm, die Bestandteile des Programms, die Befehle, können als 
Wörter einer Sprache, die man als die Maschinensprache des betreffenden Automaten bezeichnet, 
angesehen werden. 
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Beispiel: Die nach dem oben angegebenen Flußdiagramm 
auszuführende Rechnung werde programmiert. Der verfüg- 
bare Automat möge die oben erwähnten Befehle und wei- 
tere durch A x und A: symbolisch verschlüsselte Befehle 
zur Multiplikation und Division und einen durch Sb ver- 
schlüsselten bedingten Sprungbefehl ausführen können, Ein 
adressenloser Befehl B diene zur Bildung des Absolutbetra- 

esder im Akkumulator A stehenden Zahl, ein adressenloser 
Befehl Stop halte die Maschine an. Die Zahlen as, aı, ao, 
21, z, q und e seien in den Speicherzellen 100, 101,..., 106 
untergebracht. Die das Programm bildenden Befehle werden 
in den Speicherzellen Nr. 1ff. gespeichert; ein mögliches 
Pro gramm für die Rechnung ist nebenstehend angegeben. 
Der bedingte Sprungbefehl werdenur dann ausgeführt, wenn 
die in A stehende Zahl positiv ist. Der Befehl Nr. 35 wird 
also ausgeführt, wenn |q| —e > 0 gilt; dann wird die 
Abarbeitung der Befehlsfolge in der Speicherzelle Nr. 3 
wieder begonnen. Dabei wird mit A -- 104 der zuletzt in 
104 gespeicherte Wert von z entnommen. Die Speicherzellen 
107, 108 und 109 dienen zur Speicherung von Zwischen- 
ergebnissen. 


Algorithmisehe Sprachen. Die für verschiedene Maschinen 
verschiedenartige Programmierung und die mit der Auf- 
stellung eines Programms verbundene hohe Arbeitsleistung 
gaben Anlaß zur Schaffung komplizierterer formaler Sprachen, 
in denen Rechenverfahren formuliert werden können. Solche 
Sprachen lehnen sich wesentlich an die mathematische For- 
melsprache an und haben mit ihr die Eindeutigkeit der 
Beschreibung gemeinsam; über die mathematische Formel- 
sprache hinaus vermitteln sie jedoch eine dynamische Be- 
schreibung des Ablaufs eines Rechenvorganges. Ist ein Pro- 
blem so formuliert, kann es — passend verschlüsselt - in 
einen entsprechend vorbereiteten (programmierten) Auto- 
maten eingegeben werden, und der Automat stellt daraus 
ein Maschinenprogramm für das betreffende Problem her. 
Dieser Vorgang wird als automatische Programmierung 
bezeichnet. 

Eine 1960 geschaffene künstliche Sprache ALGOL 60 hat wei- 
tere Verbreitung gefunden. Sie setzt sich aus üblichen mathe- 
matischen Formeln und einigen englischen Wörtern zusam- 
men. In den Formeln darf das Multiplikationszeichen nicht 
weggelassen werden, sondern es ist stets als x zu schreiben, 
Einzelne Teile der Rechnung, als Anweisungen bezeichnet, 
können numeriert werden. Die Anweisungen werden durch 
ein Semikolon getrennt notiert und in der damit festgesetzten 
Reihenfolge abgearbeitet. Diese Reihenfolge kann durch eine 
Sprunganweisung („nach‘‘ Nummer einer Anweisung) abge- 
ändert werden ; es wird dann mit der Anweisung fortgefahren, 


DE 


1| A + 103 
2 | A > 104 
3 
= 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 









a ee BE Sg Se Sag ES SE a SEN Sa Te EREEEEN 


32 | A «- 105 
33. RB 

34 | A — 106 
k 
36 | Stop 








Erläuterung 


zı= 21 


z2 bilden, 
in 107 
speichern 


z3 bilden, in 
108 speichern 


aaz? + 2° 
bilden, 
in 108 
speichern 


az ++ 
Gaz + z°? 
bilden, 

in 108 
speichern 
ae z bilden, 
in 109 
speichern 
32? + 2022 + aı 
bilden, 

in 109 
speichern 


g bilden 


zı=2—qg 


lgl - ® 
bilden 


bedingter 
Sprung nach 3 


deren Nummer in der Sprunganweisung angegeben ist. Wenn die englischen Wörter aus ALGOL 
60 durch entsprechende deutsche Wörter ersetzt werden, kann das angeführte Beispiel der 
Rechnung zum Newtonschen Verfahren in folgender Weise beschrieben werden: 


ls 2 := 213 
2: = 
32 = 2 —0; 

4: „wenn“ abs(g) > epsilon „dann“ ‚nach‘ 2; 
5: Stop 


2r3+a2xzt2+alxz+a0)(3xz21t2+2xa2xz-+al); 


Der vorkommende Pfeil ( + ) charakterisiert die Potenzierung, das Wort abs bedeutet Bildung des 


Absolutbetrages. 
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Unter Regelungsmathematik faßt man die Teilgebiete der Mathematik zusammen, mit deren Hilfe 
es gelingt, Ursache-Wirkungs-Zusammenhänge physikalischer Größen in gewissen physikalischen, 
technischen oder biologischen Systemen zu erfassen. In befriedigender Weise gelingt dies heute 
nur für wenige Klassen von Systemen; daher ist die Regelungsmathematik kein abgeschlossenes 
Gebiet, sondern wird sich in dem Maße erweitern, wie die Anforderungen wachsen. 

In der uns umgebenden Welt läßt sich eine Vielzahl physikalischer Größen beobachten, die sich 
gegenseitig beeinflussen und deren Werte sich im allgemeinen ständig ändern. Dieses Geschehen 
ist zwar determiniert, durch die Vielfalt der Abhängigkeiten jedoch so kompliziert, daß man es 
unmöglich übersehen kann. Der Einfluß verschiedener physikalischer Größen ist normalerweise 
verschieden stark; man faßt oft die unwesentlichen zu einer Störgröße des Systems zusammen; die 
Einwirkung der übrigen dagegen ist wesentlich. In erster Näherung läßt man die Störgröße völlig 
außer acht und untersucht, wie sich das System unter dem Einfluß der wesentlichen physikalischen 
Größen verhält. Für die Bewegung eines Flugzeugs sind z. B. der Kurs und die Luftdichte wesent- 
liche Größen; Luftströmungen, Temperatur- und Druckschwankungen u. a. gehören zur Störgröße. 
Zwei physikalische Größen Z und X stehen in kausaler Beziehung, wenn die Werte der Wirkungs- 
größe X durch die der Ursachengröße Z bestimmt sind und die Werte von X keinen Einfluß 
auf Z haben. Systeme, in denen nur zwei wesentliche Größen in kausaler Beziehung zueinander 
stehen, sind am einfachsten. Daher ist ihre mathematische Beschreibung schon relativ fort- 
geschritten. Ein solches System ist z.B. der Wasserhahn, die Ursachengröße ist eine Drehung 
des Hahnes, die Wirkungsgröße eine bestimmte je Zeiteinheit ausfließende Wassermenge. 


GLIEDER IN DER REGELUNGSTECHNIK 


Unter einem Glied versteht man jedes physikalische oder technische System, in dem eine oder 
mehrere Ausgangsgrößen kausal von einer oder mehreren Eingangsgrößen abhängig sind, in dem 
die Gesamtheit der Werte der Eingangsgrößen eindeutig den Wert jeder Ausgangsgröße festlegt. 
Im einfachsten Fall sind nur eine Eingangsgröße Z und nur eine Ausgangsgröße X vorhanden. In 
einem Glied kann man eine eindeutige Richtung der Wirkung beobachten. 

Es ist üblich, Glieder durch Blockschaltbilder zu kennzeichnen (Abb.). In diese trägt man gegebenen- 
falls noch genauere Angaben über die Art des 
Zusammenhanges zwischen der Eingangsgröße Z 
und der Ausgangsgröße X bzw. deren zeitliche 
Abläufe z(t) und x(t) ein, z.B. die Übergangsfunk- 
tion h(t), d.h. denjenigen zeitlichen Ablauf der 
Ausgangsgröße, den man erhält, wenn die Ein- 
gangsgröße plötzlich sprunghaft ihren Wert um 
eine Maßeinheit ändert. 





zit) ee x(t) 


Blockschaltbild eines Gliedes Übergangsfunktion eines Thermometers 


0 5 10° t [min] 


Beispiel 1: Als ein Glied kann das gewöhnliche Flüssigkeitsthermometer aufgefaßt werden. 
Eingangsgröße ist die Raumtemperatur, Ausgangsgröße die Lage des Meniskus der Thermo- 
meterflüssigkeit. Die Übergangsfunktion läßt sich in einfacher Weise gewinnen: Man steckt das 
Thermometer, das z.B. 18°C anzeigt, rasch in Wasser von 25°C und notiert in mehreren Zeit- 
abständen die Lage des Meniskus. Das Thermometer zeigt nicht sofort 25°C an, sondern nähert 
sich diesem Wert allmählich (Abb.). Diese Form des Übergangs ist durch das Vorhandensein 
einer Trrägheitszeitkonstante T' charakterisiert. Man gewinnt sie, indem man an die Übergangs- 
funktion im Zeitpunkt i = 0 die Tangente anlegt und diese mit der Geraden schneidet, die den 
neuen stationären Zustand (25°C) bezeichnet. 


Beispiel 2: Der Dynamo eines Fahrrads. Eingangsgröße ist eine Drehzahl bzw. eine Winkel- 
änderung, Ausgangsgröße eine elektrische Spannung. 


Die Wirkungsweise von Gliedern läßt sich verschieden interpretieren. Man kann ein Glied als 
Element der Nachrichtenübertragung auffassen. Die zeitliche Änderung z(t) der Eingangsgröße Z 
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sieht man als ein Signal an oder als eins Nachricht, die durch das Glied übertragen und dabei in 
eine neue Nachricht x(t) der Ausgangsgröße X transformiert wird. Man kann ein Glied aber auch 
als eine Art Analogierechner ansehen, da es stets eine bestimmte mathematische Operation gibt, 
die aus einem zeitlichen Ablauf z(t) der Eingangsgröße den zugehörigen zeitlichen Ablauf x(t) der 
Ausgangsgröße erzeugt. Das Glied realisiert dann sozusagen diese mathematische Operation; z. B. 
gibt es Glieder, die die Grundrechenoperationen ausführen, die integrieren oder differenzieren. 
Durch einfache Schaltungen erhält man neue Glieder aus gegebenen. 


SCHALTUNGEN MIT GLIEDERN 


Reihensehaltung. Von Reihenschaltung spricht man, wenn die Glieder rückwirkungsfrei hinter- 
einandergeschaltet sind, wenn die Wirkung des ersten Gliedes die Ursache der Wirkung des zweiten 
ist usw. (Abb.). Die Rückwirkungsfreiheit läßt sich jeweils nur angenähert verwirklichen. Zur 
Charakterisierung des dynamischen Verhaltens der Glieder werden manchmal in die Blockbilder 
die Frequenzgänge Gh(j, ®), @s(j, ») eingetragen, d.h. die Reaktionen der Glieder auf periodische 
Eingangsgrößen; in ihnen bedeuten j = V-1 die imaginäre Einheit und » die Kreisfrequenz. Wird 
z.B. auf einer Gasflamme Wasser in einem Pfeifkessel zum Sieden gebracht, so läßt sich dieses 
System als Reihenschaltung zweier Glieder auffassen. Der mit Wasser gefüllte Kessel hat die 
Wärmezufuhr als Eingangsgröße und den therınischen Zustand des Wassers als Ausgangsgröße. 
Die Pfeife mit strömendem Dampf als Eingangsgröße 
und dem akustischen Signal als Ausgangsgröße ist 
das zweite Glied. 





z{t) x(t) 


Rückwirkungsfreie Reihenschaltung zweier linearer Parallelschaltung zweier linearer stetiger 
stetiger Glieder Glieder 


Wird ein Wasserbehälter durch eine Heizanlage erwärmt und die Temperatur von einem Thermo- 
meter registriert, so läßt sich, wenn man von der geringen Wärmeaufnahme des Thermometers 
absieht, auch dieses System als Reihenschaltung zweier Glieder auffassen. 


Parallelschaltung. Zwei Glieder, auf die die gleiche Ursache wirkt, kann man parallel schalten. Sie 
haben eine gemeinsame Eingangsgröße, während sich am Ausgang der Glieder die Wirkungen 
addieren (Abb.). 

Ein Beispiel für eine Parallelschaltung zweier Glieder liegt vor, wenn ein Lichtschalter zwei Strom- 

kreise schließt, so daß etwa sowohl die Deekenbeleuchtung als auch eine Stehlampe brennen. Ein- 

gangsgröße ist für beide Lampen die elektrische Span- 

Vorwärtsglied nung, Ausgangsgröße ist das Licht im Raum. Werden 

einem Wasserreservoir durch zwei Rohre gleiche Wasser- 

Wirkung mengen entnommen, in diesen chemische Substanzen 

x{t) gelöst und die Lösungen in einem Reaktionsgefäß zu- 

sammengeführt, so liegt ebenfalls eine Parallelschaltung 
zweier Glieder vor. 


Rückführungssehaltung. Bei der Rückführungsschaltung 

(Abb.) unterscheidet man ein Vorwärtsglied und ein 

Rückwärtsglied Rückwärtsglied. Durch das Vorwärtsglied wird eine be- 

stimmte Ursache z(t) in eine Wirkung x(t) transformiert. 

Rückführungsschaltung zweier linearer Die Ausgangsgröße X wirkt nun in bestimmter Weise auf 

stetiger Glieder die Eingangsgröße Z zurück, aber nicht direkt, sondern 

über ein weiteres Glied. Es entsteht ein geschlossener 

Wirkungsweg, der von den Signalen in einem bestimmten Umlaufssinn durchlaufen wird. Bei einer 

bestimmten Eingangsgröße Z stellt sich insgesamt ein resultierender Verlauf x(t) der Ausgangs- 
größe X ein. 






Ursache 


z(t) 





Regelkreis. Die Rückführungsschaltung ist gleichzeitig das einfachste Schema für einen Regelkreis, 
und zwar für einen einmaschigen Regelkreis mit einer Rückführung (Abb.). Das Vorwärtsglied ist 
die Regelstrecke S. Als Eingangsgröße Z der Regelstrecke sieht man die Störgrößen an. Die Aus- 
gangsgröße X der Regelstrecke ist die physikalische Größe, die geregelt werden soll; von ihr fordert 
man ein bestimmtes Verhalten, z. B. die Konstanthaltung ihres Wertes (etwa Temperatur, Druck, 
Flüssigkeitsstand). Die Rückführung wird in drei Glieder mit verschiedener Funktion aufgeteilt; 
das Meßglied M registriert die jeweiligen Werte der Regelgröße X und leitet sie weiter zu einer 
Vergleichsstelle, an der die gemessenen mit vorgegebenen Werten verglichen werden; jede Abwei- 
chung schließlich wird im Verstärker bzw. Meßwertumformer V in eine Größe umgewandelt, die die 
Störungen korrigiert. Die Einwirkung selbst geschieht durch das Siellglied St, das die verstärkte 
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Regelabweichung als Eingangsgröße hat und als Ausgangsgröße einen bestimmten Eingriff in 
einen Massen- oder Energiestrom des Systems, der in entgegengesetzter Richtung wie die vorhan- 
denen Störungen auf das System einwirkt. 


Beispiel 1: Einem gasgeheizten Warmwasserspeicher soll Wasser einer bestimmten Temperatur 
entnommen werden. Man dreht den Hahn auf und prüft mit der Hand die Temperatur des aus- 
fließenden Wassers. Erscheint es 

zu kalt, so verstärkt man die Regelstrecke 

Heizung. Da man jedoch nicht 
genau weiß, welche Wärme- 
menge zusätzlich erforderlich 
ist, wird man wieder feststellen, 
daß die Temperatur des Wassers 
vom gewünschten Wärmezu- 
stand abweicht. Nach mehreren 





Versuchen wird dann die Tempe- Stellalied Verstärker h+ Meßalied 
ratur des ausfließenden Wassers N a = 
der gewünschten hinreichend Einmaschiger geschlossener Regelkreis 


nahekommen. Die Begelsirecke 

ist hier der Wasserboiler mit der Gaszuführung als Eingangsgröße und dem Wasser als Aus- 
gangsgröße. Das Meßglied ist die Hand, die Vergleichsstelle liegt im Gehirn, der Weg vom 
Gehirn bis zur Hand ist der Meßwertumformer, und das Stellglied ist die Hand mit dem Ventil 
für den Gasstrom, 

Beispiel 2: Ein rein biologischer Regelkreis ist die Pupilleneinstellung des Auges. Trifft auf das 
Auge plötzlich mehr Licht, so wird dieser größere Lichtstrom von der Netzhaut registriert und 
ins Gehirn signalisiert. Vom Gehirn kommt der Befehl, die Pupille so weit zu schließen, daß die 
Netzhaut wieder von einem Lichtstrom der früheren Größe getroffen wird. Der Befehl wird nur 
unvollkommen ausgeführt, und es kommt zu einem neuen Regelsignal an das Gehirn. Das wieder- 
holt sich, bis sich die Pupillenöffnung auf den Wert einge- x 
schwungen hat, der die Konstanz des Lichtstromes für die Meßwertumformer _  Meßglied 
Netzhaut garantiert. Allerdings ist dieser Regelkreis mit einem 
zweiten Regelkreis gekoppelt, der die Empfindlichkeit der Netz- 
haut herabsetzt. Die Pupille braucht sich infolgedessen nicht 
ganz so weit zu schließen wie oben dargestellt. 

Beispiel 3: In einem Wasserbehälter soll der Wasserstand kon- 
stant gehalten werden. Der Flüssigkeitsbehälter ist die Regel- 
strecke mit einer bestimmten zufließenden Flüssigkeitsmenge je 
Zeiteinheit als Eingangsgröße und dem Stand der Flüssigkeit 
als Ausgangsgröße. Außerdem wird eine bestimmte Flüssigkeits- 
menge je Zeiteinheit entnommen. Auf der Oberfläche der Flüs- u 
sigkeit befindet sich ein Schwimmer als Meßglied. Die Bewegung 
des Schwimmers überträgt sich auf einen Hebel, den Meßwert- Wasserstandsregler 
umformer. Der Hebel verstellt ein Ventil im Flüssigkeitszufluß des 

Kessels, das Stellglied. Die Wirkungsweise der Rückführung ist folgende: Wenn der Flüssigkeits- 
stand über den Sollwert steigt, so verändert sich die Lage des Schwimmers. Der Schwimmer 
überträgt eine Kraft auf den Hebel, das Ventil wird etwas mehr geschlossen. Dies geht so lange, 
bis der gewünschte Flüssigkeitsstand wieder angenähert erreicht ist (Abb.). 





MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG VON GLIEDERN 


Von der Erkenntnis, daß ein kausaler Zusammenhang durch ein Glied beschrieben werden kann, 
ist es noch ein weiter Weg bis zur mathematischen Beschreibung des Gliedes selbst. Nur für gewisse 
Arten von Gliedern ist bisher die mathematische Beschreibung befriedigend gelöst worden. Für 
manche Glieder gibt es sogar mehrere einander äquivalente Beschreibungsweisen. 

Aus der Menge aller Glieder seien einige Klassen ausgesondert, die sich durch ihr charakteristisches 
Übertragungsverhalten auszeichnen. 


Stetige Glieder. Sie ordnen einer stetigen Eingangsfunktion z(t) eine stetige Ausgangsfunktion «{f) 
zu. Beispiele für stetige Glieder sind das Thermometer, der Hebel, die Feder. 


Unstetige Glieder. Alle Glieder, die nicht stetig sind, nennt man unstetige Glieder. Es gibt verschie- 
dene Möglichkeiten, die Stetigkeitsbedingung zu verletzen; z. B. wird ein Glied unstetig, wenn die 
Ausgangsgröße nur diskrete Werte annehmen kann oder wenn die Zeit diskret unterteilt wird. 
Beispiele sind Schalter jeder Art; beim einfachsten Schalter kann die Ausgangsgröße nur die zwei 
voneinander verschiedenen Werte ‚ein‘ und „aus‘‘ annehmen. 


Lineare Glieder. Diese sind dadurch charakterisiert, daß die Eingangsfunktion z(£) = aı 2ı(t) + aa23 (£) 
durch die Überlagerung zweier Funktionen aı 2ı(t) und az za(t) dargestellt wird und daß die Gesamt- 


wirkung »(t) sich aus den zu zı(t) bzw. za(t) gehörenden Einzelwirkungen xı(t) bzw. xs($) als die 
Summe x(t) = aı zı(t) + a2 xe(t) ergibt. 
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Mehrere einander äquivalente Beschreibungsweisen sind für die Klasse stetiger linearer Glieder 
bekannt, für die der Zusammenhang zwischen Ausgangsgröße X und Eingangsgröße Z durch eine 
lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden kann, d.h. durch 
eine Gleichung der Form 


ao Ar x(f) dr-1x(t) d” z(t) dm-1z(}) 
a. Tun Terre ma tr tömzlt). 





Eine zweite Beschreibungsweise erhält man, wenn man als Eingangssignal eine Schwingung be- 
stimmter Frequenz » wählt, z(t) = sin» tmito® = 2x f, und das daraus resultierende Verhalten der 
Ausgangsgröße beobachtet. Man stellt fest, daß nach einiger Zeit auch die Ausgangsgröße X eine 
Schwingung beschreibt, die aber die Form x(t) = A(w) sin[» t — ®(w)] hat. Die Ausgangsgröße 
schwingt demnach mit der gleichen Frequenz w, aber die Amplitude A(w) der Schwingung am Aus- 
gang ıst für verschiedene Frequenzen verschieden; das gleiche gilt für die sogenannte Phasenverschie- 
bung ®(w). Die beiden Funktionen, das Amplitudenübertragungsmaß A(w) und die Phasenver- 
schiebung ®(w), charakterisieren das Glied in seinem dynamischen Verhalten. In komplexer Schreib- 


weise, j = Y-1, faßt man A(w») und ®(w) zu dem Frequenzgang G(j ») = A(w) el®w) zusammen. 
Dem Frequenzgang entspricht eine ebene Kurve, die Ortskurve, die man dadurch erhält, daß man 
A(w) als Radius und ®@(w) als Winkel eines Polarkoordinatensystems auffaßt. 

Eine dritte Beschreibung ist die bereits oben erwähnte Übergangsfunktion Ah(t), d.h. der Verlauf, 
den die Ausgangsgröße x(t) nimmt, wenn zum Zeitpunkt 2 = 0 die Eingangsgröße Z plötzlich ihren 
Wert um eine Einheit ändert. 

Als mathematische Hilfsmittel zur Behandlung von Gliedern zieht man Differentialgleichungen, 
die Laplace-Transformation bzw. die Fourier-Transformation und die Funktionentheorie heran. 
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Seit langem ist bekannt, daß die Mathematik für die technischen Disziplinen Elektrotechnik, 
Statik, Maschinenbau u. a. unentbehrliche Hilfe leistet. Erst in den letzten 20 Jahren ist durch die 
mathematische Formulierung ökonomischer Probleme und die Entwicklung neuer Verfahren zur 
Lösung solcher Aufgaben klargeworden, daß mathematische Methoden auch in der Ökonomie bei 
wirtschaftlichen Entscheidungen eine wichtige Rolle spielen können. 

Die Anwendung der Mathematik auf die Ökonomie reicht von der Volkswirtschaftsplanung und 
-bilanzierung bis zur Ablaufplanung und -steuerung kleinster betrieblicher Produktionseinheiten. 
Aus der Fülle der interessanten und auch für die Praxis sehr bedeutsamen Fragestellungen können 
hier nur einige besonders wichtige Probleme besprochen werden, und zwar Verflechtungsbilanzen, 
Optimierungsprobleme und ein einfaches Warteschlangenmodell. 


VERFLECHTUNGSBILANZEN 


Zur Planung für einen Industriezweig muß der Zusammenhang zwischen der Produktion und dem 
notwendigen Aufwand bekannt sein. Dabei ist zu unterscheiden zwischen der Bruttoproduktion b, 
d. h. der im Industriezweig hergestellten und in einer bestimmten Einheit (z. B. Tonnen) gemessenen 
Gesamtmenge an Erzeugnissen, und der Waren- oder Nettoproduktion n, d.h. der in derselben 
Einheit gemessenen Menge an Erzeugnissen, die abgegeben werden und in gewissem Sinne als 
Handelsware gelten können. 

Setzt sich die Bruttoproduktion aus r einzelnen Erzeugnissen zusammen, z. B. Schwefelsäure, 
Soda, Ammoniumsulfat, Plasten, so können die Bruttoproduktionen b;(j = 1,2,...,r) der 
einzelnen Erzeugnisse als Komponenten eines Vektors in einem r-dimensionalen Vektorraum (vgl. 
Hauptabschnitt Vektorrechnung) aufgefaßt werden; b = (bı, ba,....., br)ist dann ein Vektor dieses 
Vektorraums. Entsprechend ist der Gesamtaufwand a= (aı,as, .. .,as) ein Vektor in einem s-dimen- 
sionalen Vektorraum, wenn die Komponenten a; die zur Aufrechterhaltung der Produktion not- 
wendigen Aufwandarten angeben, z.B. Kohle, Wasser, Kalk, Energie. Sie müssen aus anderen 
Industriezweigen als Warenproduktion abgegeben werden. Dabei weiß man im betrachteten 
Industriezweig, daß u.; Mengeneinheiten des selbst hergestellten Erzeugnisses © notwendig sind, 
um eine Mengeneinheit des Produktes j herzustellen. Da diese Koeffizienten u; einen inneren Ver- 
brauch darstellen, ist ihr Wert negativ bis auf u.;, das den Wert + 1 haben muß, da es die Menge 
an Erzeugnis ? angibt, die einer Mengeneinheit desselben Erzeugnisses © entspricht. 

Die Produkte bı u, ba un, ... ., dr Ur geben demnach an, welche Mengen des Erzeugnisses ö ver- 
braucht werden, um die angenommene Bruttoproduktion von bı, ba, ... ., br sicherstellen zu können. 


Wegen ug <0@>j) und vu 
= +1 gibt ihre Summe den 
Teil der Bruttoproduktion b; 
an, der im betrachteten Indu- 
striezweig nicht verbraucht 
wird, also Netio- oder Waren- 
produktion ist: 


nm =bıuı +bsuna + 


+bs +++ dr. 


Der Index i darf dabei alle 
Werte 1, 2,..., r annehmen. 
Man erhält r lineare Gleichun- 
gen, aus denen bei bekannten 
Komponenten b; des Vektors b 
die Komponenten n; des Vek- 
tors n berechnet werden kön- 
nen. Wenn die Determinante 
der Koeffizienten |v;;| von Null 
verschieden ist, lassen sich mit 
den Methoden der linearen 
Algebra aber auch die Kom- 
ponenten b, aus den n, berech- 
nen, Stellt man diese Kompo- 
nenten und die Koeffizienten; 
in je einer Matrix dar 


bı nı 
ba na 
b=|* |, n=I |], 
br Nr 
ul Ul2 » +» . Ur 
Ugı U22 » + + Ur 
I r 


Ur Ur? + + drr 


so ergibt die Multiplikation U 5 
das angegebene Gleichungs- 
system, z.B. für die :-te Zeile 
Ui, Ui, «+ „, Yır die angeschrie- 
bene Gleichung. Es gilt deshalb 
U-b= ın und unter den ge- 
nannten Bedingungen auch 
b= U-!n. Auch für den Vek- 
tor a werden Koeffizienten »;; 
eingeführt, die alle negativ 
sind und die die in der gewähl- 
ten Einheit gemessene Menge 
der Aufwandsart? angeben, die 
zum Erzeugen einer Mengen- 
einheit des Erzeugnisses j not- 
wendig sind. Von der Auf- 
wandsarti braucht man mithin 
die Menge 


4 =bivat+bsevia ++ br Vi 


Hierbei darf der Index i alle 
Werte 1, 2, ...,s annehmen; 
es ergeben sich daraus s Glei- 
chungen, die die Komponenten 
des Aufwandsvektors bestim- 
men. Die Matrix U wird zur 


ir: 
Matrix (2) erweitert. 
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102,52 
16,9% 
37,08 
78,24 
174,42 
307,80 
205,20 
109,52 
270,00 

42,88 

1479,60 

1642,20 

1657,70 

1084,20 

2972,80 
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Ihr Produkt mit dem Vektor b gibt dann die Warenproduktion n ya er 
u ‘ 
und den gesamten Aufwand a an: ie B = () . Urı U... Ur 


Ist die für die Volkswirtschaft erforderliche Warenproduktion (5) = | wı Ws... Ur 

vorgegeben, so sind die Bruttoproduktion b und der Aufwand a 

zu berechnen. 

Wenn U nicht singulär ist, erhält man 
Yin sus Ub-n 

und DUIn=a aus Vb=a. = 

Zusammenfassend ergibt sich eine Beziehung, die den | V 

Inhalt einer Verflechtungsbilanz darstellt. Ä 


Beispiel: Unter Berücksichtigung der ökonomischen Verflechtungen sollen für einen Betrieb 
der Bauindustrie die Materialkosten für die Warenproduktion eines bestimmten Zeitraums auf- 
gestellt werden (Abb. S. 691). Der Betrieb stellt her: 
4 Arten (a, b, c, d) von Einzelteilen, 3 Arten (x, , y) von Baugruppen und 3 Arten (A, B, ©) von 
Enderzeugnissen. Davon sind im untersuchten Zeitraum in die Warenproduktion gegangen: 
2 Stück a, 5 Stück ec, 3 Stück x, 4 Stück ß; 5 Stück A, 10 Stück B und 15 Stück ©. Die Kompo- 
nenten des Vektors n sind danach n = (2, 0, 5, 0; 3, 4, 0; 5, 10, 15). Für diese Warenproduktion n 
war eine Bruitoproduktion p notwendig, für die die Matrix 8 die totalen Einsatzkoeffizienten angibt. 
Ihre Spalten ($) enthalten die Angaben für 1 herzustellendes Stück, ihre Zeilen (Z) die Angaben 
der dabei verbrauchten Stücke; z. B. braucht man für 1 Stück y (in Stück gerechnet): 0a, 1b, 
2c, 1d bzw. für 1 Stück B: 2a, 2b, le, Od; 1«, 18, Oy. Es leuchtet ein, daß die gelb getönten Teile 
der Matrix 8 nur Diagonalglieder 1 enthalten können. Jede Zeile (Z) gibt andererseits die auf 
jeweils 1 Stück der Warenproduktion bezogenen Anzahlen der verbrauchten Produktionsarten 
an. Das Produkt 8 n = p gibt deshalb die notwendige Bruttoproduktion in Stück an; die Anzahlen 
für A, B und © müssen in p dieselben sein wie in n. 
Für diese Bruttoproduktion werden 15 Arten Material (Mı, .. ., Mıs) gebraucht. Die Matrix A 
der Materialwerbrauchsnormen gibt in jeder Spalte an, wieviel Kilogramm bzw. Meter des betreffen- 
den Materials zu 1 Stück gebraucht werden. Jede Zeile enthält die vom betreffenden Material 
erforderlichen Mengen. Das Produkt X p liefert danach die für die gesamte Bruttoproduktion 
verbrauchten Materialmengen; für die Zeile Mi, erhält man z. B. in Kilogramm; 

0-74+1:116+0-59+0-35 +2-:48+0:-14+1:20+3:5+2:10+5-15 

= 116 + 96 + 20 +15 + 20 + 75 = 342. 

Diese Materialmengen sind mit den Preisen für jedes Materialin Mark/kgbzw. Mark/m zumultipli- 
zieren, um die Kosten des Materialbedarfs zu berechnen. Die Matrix & der Materialverrechnungs- 
preise enthält nur Diagonalelemente. Die Summe der Komponenten des Materialbedarfs t ergibt 
den gesamten Materialbedarf. 





Innerhalb eines einzelnen Betriebes wäre es eine zu grobe Vereinfachung, alle Verbrauchsmengen 
den Bruttoproduktionen proportional anzusetzen, wie oben geschehen. Es müssen zusätzlich noch 
Einfluß- oder Parametergrößen herangezogen werden, die den Verbrauch beeinflussen. Dies können 
Temperatur-, Belastungs- und Qualitätseinflüsse sein. Da oft ein zeitabhängiger Verbrauch vor- 
kommt, stellt auch die Zeit eine sehr wesentliche Einflußgröße dar. Zu den r Komponenten bı, .. ., 
b, des Vektors der Bruttoproduktion treten noch die p Komponenten iı, ta, ... ., t» der Parameter- 
größen, die die Beziehung zwischen Brutto- und Warenproduktion beeinflussen. Die -te Kompo- 
nente des für n sich jetzt ergebenden Vektors der Nettoproduktion lautet z. B. 


n: = bu ++ bUr + dı + + Um. 
Entsprechendes gilt für die Aufwandarten, also für die Komponenten des Vektors a: 
ad = bı va + +. + br dır + tı Du + +02. 


Die neuen aus der Erfahrung bestimmten Koeffizienten U = (%,) und ®= (d,;) werden wieder 
als Matrizen aufgefaßt. Sieht man von Kuppelproduktionen und anderen Komplikationen ab, so 


iı\/b 
erhält man eine matrizenmäßige Darstellung ( )) = ” 2) | ı) in der t jetzt der aus den Einfluß- 
2 — B 
größen gebildete Vektor ist und U bzw. ® die zu t gehörenden Matrizen bezeichnen. Für Planungs- 
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zwecke braucht man die Darstellung, aus der bei vorgegebenen Nettoproduktionen und Einfluß- 
größen ohne weiteres eine Bilanz aufgestellt werden kann. Mit dieser Methode konnten in einer 
Reihe von Betrieben bereits außerordentlich gute Erfolge im Hinblick auf eine schnellere und 
genauere Planung erzielt werden. 
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OPTIMALPROBLEME 


Lineare Optimierung. Vielen ökonomischen Aufgaben liegt das Problem zugrunde, ein System von 
n Veränderlichen zı, %2, .. ., 2n zu finden, für die eine gegebene lineare Funktion, die Ziel- oder 
Kostenfunktion Z= © + Cı8ı + CcaXa + '** + On &n einen extremalen Wert hat und für die zu- 
gleich als Gleichungen oder Ungleichungen gegebene Nebenbedingungen 


QXı +aaXr2 +" +amnian= mli=]1,2,...,mı) 
bızı +bar + + mn Ss blüi=]1,2,..., Me) 
20, 20.2350 


erfüllt sind. Zur Lösung sind eine ganze Reihe von speziellen Verfahren, etwa die Simplexmethode 
von DanTtzIG, die Methode der Leitveränderlichen von BEALE, die Methode der lösenden Faktoren 
von KANTOROWITSCH angegeben worden. Da die Anzahl der Veränderlichen meist recht groß ist, ent- 
stehen hier Rechenprobleme besonders umfangreicher Art. 


Opiimierung des Produktionsumfanges. Ein Beispiel für eine derartige Problemstellung 
kann aus den Matrizen eines Industriezweiges oder auch eines Betriebes hergeleitet werden. Be- 


B uU\ . : . : 5 
trachtet man etwa die Matrix (2) eines Industriezweiges, so soll die gesamte Warenproduktion 


einen möglichst großen Wert annehmen. Man bezeichnet mit xı, .. ., 2 die gesuchten Mengen an 
Warenproduktion und mit wı, ..., %, die Werte der Erzeugnisse je Mengeneinheit. Dann drückt die 
Zielfunktion z= wı %ı + wa2a + *'* + wn zn die zu erzielende Einnahme aus. 

Als Nebenbedingungen sind einmal Beschränkungen für die Bruttoproduktionen b; durch die Kapazi- 
täten B; gegeben, die sich aus den Kapazitäten der einzelnen Werke für das betreffende Erzeugnis 
ermitteln lassen. Weiter können eventuelle obere Schranken A; für den Rohstoffverbrauch a: und 
schließlich untere Schranken N; für gewisse Warenproduktionen gefordert sein, weil vorgegebene 
Mindestmengen in anderen Industriezweigen gebraucht werden, Das Optimalproblem hat dann 
die folgende Gestalt: 


z = WıXı + waxa + ''* + Wan &n > Max.! 
bı: s Bi, u 2 N: >20 für ii = 1, 2,.., #5 
54, Br ta 2.008, 


Die 5b, und a; müssen dann durch die x; dargestellt wer- 
den, die in diesem Fall die Komponenten von ı sind, 
so daß das Problem die oben betrachtete allgemeine 
Form annimmt, jedoch nur Ungleichungen auftreten. 


Zuschnittprobleme: Erhält ein Betrieb ein Zwischen- 
produkt, z. B. Bleche, Sperrholz- oder Hartfaserplatten, 


Papier, Filtermaterial, in einer bestimmten Größe, G7 
braucht aber für die weitere Verarbeitung kleinere Stücke | 7, 
des Materials, so besteht die Aufgabe darin, den Zuschnitt | 77 
so auszuführen, daß möglichst wenig Abfall oder Ver- rn 7, 
schnitt entsteht, daß er mit der geringsten Anzahl Origi- — 


nalplatten die für den Betrieb erforderlichen kleineren 
Stücke zur Verfügung hat. 


Beispiel: Die Originalgröße der Platten sei 5X 3m, 
und der Betrieb brauche für einen Produktionszeitraum 
die nebenstehenden Plattentypen in den angegebenen 
Stückzahlen, | | 

Die Abbildung zeigt zur Aufbereitung des Problems 
fünf Möglichkeiten, die drei Typen I, O, III aus den 
Originalplatten zu gewinnen. Weitere Möglichkeiten 
sind von vornherein außer acht gelassen worden, z.B. 
der unrentable Vorschlag, aus jeder gegebenen Platte 
nur eine Platte des jeweils gebrauchten Typs zu 


Gebrauchte Platientypen 








schneiden, so daß (100 +70 + 250 = 420) Stück Platten Zuschnittsmöglichkeiten 
notwendig wären. Die Tabelle gibt einen Überblick 
über fünf mögliche Zuschnittsarten Nr. 1 bis Nr. 5. Fünf mögliche Zuschnittsarten 


Sie gibt für jede die durch sie erhaltenen gebrauchten 
Plattentypen I, H, III und den dabei bleibenden 
Verschnitt an (Abb.). 

Bezeichnet man mit &ı, Xa, 3, X4, x; die Anzahl Ori- 
ginalplatten, die jeweils nach dem Verfahren 1, 2, 3,4 
oder 5 zugeschnitten werden sollen, so wird gefordert, 
daß die Summe der Unbekannten ein Minimum sein 
soll. 

Zielfunktion: &ı +22 +2 +24 + © > Min.! 


Versehnitt 
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Die Nebenbedingungen ergeben sich daraus, daß keine dieser Anzahlen x; negativ sein kann, 
2 0füri= 1,2,3, 4,5, und daraus, daß man die geforderten Stückzahlen der drei Typen I, II, 


II erhält: Typ]: Ixı + 123 + 023 + 024 + 02 = 100 
TypI: 0%: +0 +12: +14 +0x2= 70 
TypIII: 0x2ı + 1x2 + 1x3 + 224 + 5x; = 250 


Dieses Problem für ganzzahlige lineare Optimierung läßt sich wegen der naheliegenden Verein- 
fachungen zı = 0, x3 = 0 leicht lösen; man erhält ı = 0,» = 10, 3 = 0, u = 170,2 = 2. 


Optimale Bebauungspläne für die Landwirtschaft. Hier gilt es, unter Berücksichtigung 
der jeweiligen Bodenklassen einen Anbauplan zu erarbeiten, der einen maximalen Gewinn sichert. 
Nebenbedingungen sind dabei die durch den Staatsplan vorgegebenen Abgabemengen und der 
jeweilige Eigenbedarf. 


Optimale Futterpläne. Zur Lösung dieses Problemes werden die Futtermittel auf ihren Anteil 
an den Grundnährstoffen (z. B. Eiweiß, Fette, Kohlenhydrate u. a.), an Vitaminen und anderen 
Stoffen untersucht. Ferner stellt man fest, welche Mengen an Grundnährstoffen die sinzelnen 
Tierarten brauchen, um den gewünschten Erfolg zu erzielen (Zucht, Mast, Milchertrag u. a.). Danach 
wird als Zielfunktion die minimale Menge der vorhandenen Futtermittel berechnet, wobei die 
Nebenbedingungen durch die notwendigen Grundnahrungsmittel, Vitamine u. a. bestimmt werden. 


Zuordnungsprobleme. Es sind Geräte oder Maschinen unterschiedlichster Leistung in einem 
Betrieb konzentriert. Es wird eine optimale Maschinenbelegung errechnet, wobei als Nebenbedin- 
gungen die einzelnen Aufkommen an Arbeitsleistungen zu erfüllen sind. 

Einen besonderen Komplex linearer Optimierungsprobleme bilden die Transportprobleme,. 


Transportprobleme. Viele Transportprobleme sind spezielle lineare Optimalprobleme; z.B. 
sollen zwei Kohlebergwerke Bı, Bas drei Fabriken F'ı, Fa, F3 versorgen. Der tägliche Ausstoß der 
Bergwerke betrage 100 t und 80 t, der davon zu deckende Bedarf der Fabriken 60 t, 70 t und 50 t. 
Auf Grund der gegenseitigen Entfernungen und der vorhandenen Beförderungsmittel ergibt sich 
für die Transportkosten in Mark für eine Tonne die nebenstehende 
Tabelle. Um die Versorgung der Fabriken wirtschaftlich zu ge- 
stalten, hat man nun zu entscheiden, wieviel Tonnen jedes Berg- 
werk an jede einzelne Fabrik liefern muß, um seine Erzeugnisse 
abzusetzen, um den Bedarf jeder Fabrik zu decken und um die 
gesamten Transportkosten so niedrig wiemöglich zu halten (Abb.). 
Es bezeichne x und y die von Bı nach Fı bzw. F3 zu liefernden 





Mengen. Damit Fı und F3s die notwendigen 60 t bzw. 70 t bekommen, muß offenbar Bz die fehlen- 
D 
Z 


den (60 — x) Tonnen bzw. (70 — y) Tonnen 
liefern. Bı kann noch (100 — x — y) Tonnen 
an F' abgeben, Ba desgleichen noch 


80 —- (60 — x) -(70-y) =x + y — 50 Tonnen. 


C 





Die gesamten Beförderungskosten betragen 
danach in Mark 


(4) z= 60x + 40y + 20(100 —x — y) 6300 
+ 50(60 — x) + 40(70 — y) 
+ 30(2 + y — 50) = 6300 + 20x + 10y. 





Optimierung des Kohletransports Zulässiger Bereich und Zielfunktion 
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Die Größen x, y müssen die Nebenbedingungen (5) erfüllen, 
(5) 220,y20,10-z2-y20,60 -2720,70-y20,2+y-5020, 


denn die Anzahl der zu liefernden Tonnen darf nicht negativ werden. Gesucht ist ein Zahlenpaar 
(20, Yo), das der Funktion (4) bei Erfüllung der Bedingung (5) den kleinstmöglichen Wert erteilt. 
Jede der Bedingungen (5) legt eine Halbebene fest. Falls es Werte x, y gibt, die alle diese Bedingun- 
gen erfüllen, falls diese Beziehungen nicht unverträglich miteinander sind, gibt es ein Gebiet der 
x-y-Ebene, das allen diesen Halbebenen gemeinsam ist (Abb.). Die Ungleichungen x > 0 und y > 0 
beschränken das Gebiet möglicher Lösungen auf den I. Quadranten einschließlich der positiven Teile 
der xz- und der y-Achse. Die Ungleichungen 60 > x und 70 > y engen es ein auf das Rechteck mit 
den Ecken (0; 0), (60; 0), (60; 70) und (0; 70). Der Ungleichung 100 — x > y entspricht die von der 
Geraden y = 100 — x begrenzte Halbebene, die den Koordinatenursprung enthält, der Ungleichung 
y = 50 — x aber die von der Geraden y = 50 — x begrenzte Halbebene, die ihn nicht enthält. Als 
Gebiet der Lösungen ergibt sich das in der Abbildung mit A’B’C’D’E’F’ bezeichnete Sechseck. 
Die Zielfunktion z = 6300 + 20x + 10y stellt eine Ebene dar, von 
deren Punkten man leicht einige durch ihre Koordinaten bestimmen 
kann (Tabelle). Man erkennt, daß die Ebene gegen die x-Achse stärker 
geneigt ist als gegen die y-Achse. Senkrecht über dem Sechseck 
A’ B’ C’ D’ E’ F’ liegt in ihr das Sechseck ABCODEF. Sein tiefster Punkt 
ist F mit den Koordinaten x = 0; y = 50; z = 6800. Für diese Werte 
hat die Zielfunktion unter Beachtung der Ungleichungen (5) ihren 
kleinsten Wert; die minimalen Transportkosten sind demnach 
6800 Mark; die Transportbeziehungen zeigt die Tabelle. All- 
gemein ist der zulässige Bereich bei einem linearen Optimalpro- 
blem mit mehreren Variablen ein mehrdimensionales Polyeder, 
und man kann beweisen, daß das Optimum stets in einem Eck- 
punkt desselben angenommen wird. 


Eine spezielle Aufgabe der Transportoptimierung stellt das Rund- 
fahrtproblem dar, dessen Ziel beispielsweise darin bestehen kann, 
für ein einzelnes Lieferfahrzeug, das auf einer Tour leicht ver- 
derbliche Produkte (z. B. Milch) an mehrere Verbraucher ausliefern soll, eine optimale Fahrt- 
route zu ermitteln, die mit den niedrigsten Kosten und der geringsten Zeit verbunden ist. 












Niehtlineare Optimalprobleme. Zur Durchführung einer gewissen Arbeit mögen nacheinander 3 ver- 
schiedene Maschinen eingesetzt werden; 
jede Maschine möge zı, 22 bzw. x; Stun- 
den benutzt werden. Die dabei erledigte 
Anzahl von Arbeitseinheiten seien hı(zı), 
ha(xe), hs(x3) und der in einer bestimmten 
Einheit gemessene Aufwand gı(zı), 92(22), 
ga(s), z.B. der Strom- oder der Kraft- 
stoffverbrauch. Die Leistung wächst nicht 
proportional mit der Zeit, sondern sinkt 
infolge von Ermüdungserscheinungen beim 
Bedienungspersonal ab; die Leistungskur- 
ven y=hi(z:) = 1, 2, 3) sind nach unten 
konkave Kurven (Abb.). Der Aufwand 
nehme mit wachsender Zeit stärker zu; Degressive Leistungs- Progressive Aufwands- 
die Aufwandskurven y = g:(x:) sind daher kurven kurven 

nach unten konvexe Kurven (Abb.). Wäh- 

rend einer Schicht soll ein bestimmtes Arbeitssoll a geschafft werden. Gefragt ist nach einer 
solchen Aufteilung der 8 Stunden einer Schicht in Stunden zı, xs, %s, daß der Gesamtauf- 
wand gı(©ı) + ge(@2) + g3(xs) bei Berücksichtigung der Nebenbedingungen 
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hı(zı) + halze) + ha(zs) 2a, Xı +% + 2 = 8,01 20,% 20,23 >20 


zum Minimum wird, Es ist also eine nichtlineare Zielfunktion unter nichtlinearen Nebenbedingun- 
gen zum Extremum zu machen. 


Nichtlineare Optimierungsaufgaben können — von wenigen Ausnahmen abgesehen — nur näherungs- 
weise mit Hilfe von Iterationsverfahren gelöst werden. Das angeführte spezielle Beispiel etwa könnte 
mit Hilfe der Methode von CHARNES und LEMKE (Minimierung konvexer . Funktionen) oder der 
Bellmannschen Methode der rekursiven Funktionalgleichungen behandelt werden. 


Wartesehlangenprobleme. Eine andere Art von Optimalproblemen ist durch die Warteschlangen- 
theorie gegeben. Hier spielen Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen eine wesentliche Rolle. Wenn ein 
Arbeiter mehrere Maschinen bedient, so kann er sich bei einem gleichzeitigen Ausfall von mehreren 
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Maschinen nur um eine Maschine kümmern. Erst wenn diese wieder in Betrieb kommt, kann er 
eine andere der ausgefallenen Maschinen reparieren. Bedient der Arbeiter nun zu viele Maschinen 
auf einmal, so kann ein großer Produktionsausfall eintreten, weil er mit der Reparatur nicht nach- 
kommt. Bedient er aber zu wenig Maschinen, so ist er nicht voll beschäftigt. Der Ausfall von 
Maschinen ist zufällig und gehorcht einer gewissen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Anzahl 
der Maschinen in der Warteschlange, also der Maschinen, die auf die Reparatur warten müssen, 
ist dann gleichfalls eine Zufallsgröße, aus der Rückschlüsse auf die günstigste Anzahl der von einem 
Arbeiter zu bedienenden Maschinen gezogen werden können. Sei A4At die Wahrscheinlichkeit, daß 
im Zeitraum 4t eine Maschine ausfällt, und # At die Wahrscheinlichkeit, daß eine Maschine im 
Zeitraum At wieder in Ordnung gebracht wird. Sei weiter n die Anzahl aller Maschinen und m die 
Anzahl der ausgefallenen Maschinen; wm(t) sei schließlich die Wahrscheinlichkeit dafür, daß zur 
Zeit ? genau m Maschinen ausgefallen sind. Setzt man limw„(£) = wm, so erhält man ein System 
von Differenzengleichungen t>o0 


uwı = mAWwo 
A Ums = [n - m) + ulum -n-m+1l)iumı (m=2,3,...), 


dem die Rekursionsformel u Wm+ı = (n — m) A wm zugrunde liegt. Als Lösung ergibt sich 


m 1] /u\*F 1 
a 


Diese Lösung gilt auf Grund der Definition der wm nach einer hinreichend langen Dauer des be- 
trachteten Ausfall- und Reparaturprozesses. 


Reihenfolgeprobleme, Die wichtigsten Aufgaben, die auf diese Problemart führen, behandeln die 
Ermittlung der optimalen Maschinenbelegung. Ist eine Reihe von n Maschinen, z. B. Dreh-, Fräs- 
und Schleifmaschinen, zur Herstellung von m verschiedenen Produkten, z. B. Zahnrädern, Kegel- 

rädern oder Kupplungsscheiben, für 
Gesamtbeorbeitungszeit 7,=455td, jedes Produkt P,=1,2,...,n) in 


7. Reihenfolge Pr-Po-Pz-Pu-Ps 
derselben Reihenfolge Mı, Ma,..., 


| 
N: Le Pr Ps | M,„ zu durchlaufen, so hängt die 
A sms er rn. B n A | Gesamtbearbeitungszeit @ von der 
M Pr we, BER ne | Folge ab, in der die Produkte P, be- 
dr = RP A % Pays vi arbeitet werden; sie kann für jede 

3 — — er —— - 805 
Permutation Fa 2) eine an- 


t/Sta] 


—5 mM TB 20 U EEE OHUH 4 50 


2.Reihenfolge Py-Py Ps -Pa-P3 
/optimale Reihenfolge) | 
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m, wir ii ' P5 ' 2 3 ' 
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Optimale Reihenfolge 


warten muß, bis die Maschine Mk+ı frei wird. Während 


bearbeitete i-te Los zwischengelagert werden können. 
Als einfaches Beispiel sei die optimale Reihenfolge für 
die Bearbeitung von 5 Produkten Pı, Pa,...,Ps auf 
drei verschiedenen Maschinen Mı, Ma, Ms angegeben. 
Die Produkte Pı, Pa,..., Ps haben auf den Maschinen 
die in der Tabelle angegebenen Bearbeitungszeiten in 
Stunden, Zwischenlagerungsmöglichkeiten seien vor- 
handen, Die Reihenfolge Pı -— Pa —- Ps — Pı — Ps und 
die optimale Reihenfolge sind in der Abbildung dar- 
gestellt. In der Abbildung tritt in der 1. Reihenfolge 
eine Wartezeit für Pz beim Übergang von Ma auf Ms3 
ein (wae), in der 2. Reihenfolge dagegen die Wartezeiten 


| 
Gesamtbearbeitungszeit_]z =40 Std, 


dere sein. Die vorgegebene Menge 
eines Produktes wird als Los bezeich- 
net; die Losgrößen können einige 
hundert Stück betragen. Der Ein- 
fachheit halber soll angenommen 
werden, daß ein Produkt P; erst 
dann von einer Maschine M; auf die 
folgende Miı+ı übergeht, wenn das 
ganze Los auf Maschine M; bearbei- 
tet ist. Dabei kann der Fall eintre- 
ten, daß die folgende Maschine Mr+ı 
noch das vorhergehende Produkt 
bearbeitet, d.h., daß das i-te Los 
dieser Wartezeit muß oft das eben 





wı2, wsa und wa2. Die Gesamtbearbeitungszeit ist für die zweite Reihenfolge mit 40 Stunden günstiger 
als für die erste. Man bemüht sich, die optimale Durchlaufreihenfolge zu finden, für die die Ge- 
samtarbeitszeit ein Minimum wird, 
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Bezeichnet man mit a: die Bearbeitungszeit des Produktes P; auf der Maschine M;, so braucht 
dieses Produkt für den Durchlauf durch alle n Maschinen die Zeit 


n n 
Zar + 2 wir; 
k=1 k=1 


dabei können einige Wartezeiten wız den Wert Null haben. Um einen Ausdruck für die Durchlauf- 
zeit zu finden, sind in der Abbildung für n = 5 Maschinen die Durchlaufzeiten der Produkte Pı 
und Pz durch Strecken dargestellt. Die geknickten Pfeile geben die Wartezeiten an. Sollen keine 
Zwischenlagerungsmöglichkeiten vorhanden sein, so darf man mit der Bearbeitung des Produktes 2 
erst so viel später nach dem Produkt 1 anfangen, wie die Summe aller Wartezeiten beträgt. Aus der 
graphischen Darstellung ergibt sich hierfür der 

Ausdruck 


k k—1 nl 
max | 2a; — Zaut. 
1sk<en j-1 je 7 02 
Hat man nun m Produkte, so erhält man für Ls 
ihre Durchlaufzeit x eine Formel dadurch, daß 
man sämtliche Wartezeiten und die gesamte Be- 2 El 


; Q 
arbeitungszeit des letzten Produktes addiert. 012 (7% 
Man erhält 


n m—l k k—1 3 R Q73 073 
o— 2; Amk + & max & di — PN au} F l 
ie) „eilkis 4 


Zahlreiche technologische Prozesse geben für jede ee N Q,4, 054 
Anordnung ih, .. .„, in von n Objekten (im vorher- u 
gehenden Beispiel waren es Produktionslose) 

einen bestimmten Funktionswert o(Üı, ...,?.).Man 5 ii 

hat dann eine solche Permutation der n Objekte 

zu suchen, daß die Größe » einen Extremwert 

annimmt. Allgemeine Lösungsmethoden sind zur Maschinendurchlauf 
Zeit nicht bekannt. Das Durchprobieren aller n! 

Möglichkeiten scheidet wegen des bei größeren Problemen undurchführbaren Rechenaufwandes 
meist aus, 


Methode des kritischen Weges. Für die Ablaufplanung hat sich in den letzten Jahren die Methode 
des kritischen Weges vielfach bewährt. Sie läßt sich ruf zu planende Prozesse anwenden, die aus 
Teilprozessen — Aktivitäten genannt - bestehen. Die Liste dieser Teilprozesse muß vollständig sein, 
sie muß alle Prozesse erfassen, die Zeit beanspruchen. Für jede 

Aktivität wird untersucht, was erledigt sein muß, ehe sie beginnen (2) (4) 
kann, was gleichzeitig bearbeitet werden kann und was unmittel- Ten 
bar folgen muß. Danach kann man ein Netzwerkdiagramm auf- (0) De 
stellen (Abb.), dessen Knotenpunkte Ereignisse (2), (a) genannt 


werden; in der Abbildung (0), GO), (2), (3), (4), (5). Das Problem Netzwerkdiagramm 
besteht dann darin, vom Beginn des Gesamtprozesses bis zu 

seinem Ende alle Wege über die einzelnen Aktivitäten zwischen den Ereignissen zu bestimmen, 
Jede Aktivität erfordert einen gewissen zeitlichen Aufwand; bereitet seine Bestimmung Schwie- 
rigkeiten, so schätzt man eine ungünstigste Zeit i„, eine günstigste Zeit i, und eine Normalzeit t,. 
Die wahrscheinlichste Zeit t ist der Mittelwert, für den ti, das vierfache Gewicht hat, 


1 
= Gut din + bo). 


Dadurch erhält jeder Weg durch das Netzwerkdiagramm eine Zeitdauer. Es muß der Weg gefunden 
werden, der die längste Zeit beansprucht. Dieser Weg ist kritisch, denn von seinen Aktivitäten 
hängt der Abschluß des Gesamtvorhabens ab. Eine Verzögerung bei diesen Aktivitäten wirkt sich 
auf den Abschlußtermin aus. 

Alle anderen Aktivitäten haben eine gewisse Schlupfzeit, um die man sie im Gesamtablauf ver- 
schieben oder ausdehnen kann, ohne den Endtermin zu beeinträchtigen. Aus den kritischen Aktivi- 
täten und der Kenntnis der Schlupfzeiten kann man eine fundierte Terminsetzung aufbauen und 
durch Soll-Ist-Vergleiche den Ablauf des Planungsvorhabens kontrollieren. 

Ein Planungsprozeß möge aus den auf Seite 698 mit dem numerischen Code BD—(Q) gekenn- 
zeichneten sieben Aktivitäten A mit den Aktivitätszeiten’ i bestehen (Abb. Netzwerkdiagramm), 
In die Ereignis-Zeit-Matrix werden in die Eingangsspalte b alle Ereignisse eingetragen, mit denen 
eine Aktivität beginnt, in die Eingangszeile e dagegen die Ereignisse am Ende der Aktivität. 
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Die gegebenen Aktivitätszeiten tstehen 
dann jeweils in dem Feld, in dem die 
Zeile b für den Beginn sich mit der 
Spalte e für das Ende der Aktivität 
kreuzt. In eine besondere Spalte FT 
werden die frühesten Termine eingetra- 
gen, zu denen dasdaneben stehende Er- 
eignis b mit Sicherheit eingetreten ist. 
Aus dem Netzwerkdiagramm erkennt 
man, daß sich jeder F T-Wert aus dem 
des vorangegangenen Ereignisses durch 
Addition der dazwischenliegenden 
Aktivitätszeit ergibt; z. B. 


©-®-©-0+0-® 
-@ 


=5+5= 10 oder 


=5+4+7=16 oder ©)—(2) 
+ d—-& =9+7= 16. Bei meh- 


reren möglichen Wegen ist die maxi- 
male Zeit als # T-Wert anzugeben, z.B. 


erhält man für ()— 65) drei Werte: (©)—(2) + (2)—&) =9+6=15, O9 % 0:08) 


Ereignis-Zeit- Matrix 








= 16 +6 = 22 und (©)— (3) + 3)—6&) — 10 + 4 = 14 und entscheidet sich für FT = 22. Der 


diesem F T’-Wert 22 entsprechende Weg ()- ®- > + ist der kritische Weg. 
In eine zusätzliche Zeile der Ereignis-Zeit-Matrix werden die spätesten Termine ST eingetragen. 
Das sind die Zeiten, zu denen das in der Eingangszeile stehende Ereignis e beendet sein muß, um 


0 5 10 15 
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das folgende Ereignis zu einem Zeit- 
punkt zu beginnen, der sich aus der 
Zeit für den kritischen Weg ergibt. Die 
ST-Werte werden rückwärts durch 
Subtraktion aus dem ST-Wert des 
folgenden Ereignisses berechnet, wobei 
der ST-Wert für (5) dem FT-Wert 22 
für (5) gleich ist, z.B. erhält man 
für (&) den ST-Wert 22 - 6= 16 


oder für (3) den Wert 22 — 4 = 18. 
Von den zwei Werten 22 —-6=16 und 


16 — 7 = 9, die man für (2) aus den 


ST-Werten 22 für (5) und 16 für (4) 
erhält, wählt man den kleinsten aus, 
Min. (16; 9) = 9. 

Die Schlupfzeit für jedes Ereignis ergibt 
sich dann als die Differenz ST — FT 
und wird in die letzte Zeile der Matrix 
eingetragen. 


Nach dieser Ermittlung der Termine für die Ereignisse läßt sich in einer besonderen Tabelle die 
Terminsetzung für die Aktivitäten zusammenstellen. In ihr sind neben dem numerischen Code 


@)—(@) und den gegebenen Aktivitätszeiten t folgende Angaben enthalten: 


1. der früheste Beginn FB jeder Aktivität; er entspricht dem FT.-Wert des jeweiligen Anfangs- 


ereignisses ; 


2. das späteste Ende SE jeder Aktivität; es entspricht dem ST-Wert des jeweiligen Endereignisses 


@; 


3. das früheste Ende FE wird aus FE = FB + t berechnet; 
4. der späteste Beginn SB wird aus SB = SE - t berechnet; 


5. die Gesamtschlupfzeit G S schließlich ergibt sich als Differenz zwischen spätestem und frühestem 


Beginn oder Ende: 


GS=SB-FB=SE-FE=SE- t-FR, 
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Die kritischen Aktivitäten haben auch hier ; u di soitäten 
keine Schlupfzeiten. Die Ergebnisse lassen sich a a 
in einem Ablaufdiagramm darstellen (Abb.). 
Die Methode des kritischen Weges kann dazu 
ausgebaut werden, daß man eine fundierte 
Kostenplanung anschließt und schließlich un- 
ter Berücksichtigung der direkten und indirek- 
ten Kosten die volkswirtschaftlich optimale 
Zeit für die Ausführung eines Planungsvor- 
habens ermittelt. Bei der Kostenplanung geht 
man von den direkten Kosten für die einzelne 
Aktivität aus, deren Ermittlung wiederum 
Schwierigkeiten bereiten kann. Man ermittelt 
die Kosten für die Ausführung der Arbeiten in 
der betrachteten Aktivität in Normalzeit und 
die entsprechenden Kosten, wenn man eine Mini- 
malzeit annimmt. Die direkten Kosten steigen 
mit der Verkürzung der Zeitdauer. Summiert man über alle Aktivitäten, so erhält man die ent- 
sprechenden Kosten für das Gesamtvorhaben. Die indirekten Kosten hingegen sind der Zeitdauer 
direkt proportional. Durch Vergleich der direkten mit den indirekten Kosten erhält man dann 
die optimale Zeit. 





Verkehrsplanungen, Ein wichtiger Bereich für die Wirtschaftsmathematik ist die Verkehrsplanung, 
Hier werden zur Zeit zwei Komplexe bearbeitet. Einmal die statistische Erfassung des Gesamt- 
verkehrs. Sie bildet die Grundlage für Entscheidungen über Verkehrsinvestitionen. 

Eine andere Methode modelliert das Verkehrsnetz dadurch, daß Straßenverzweigungen, Kreuzun- 
gen und Plätze mit Rundverkehr als Punkte und die Verbindungsstraßen als mit den Fahrtzeiten 
belastete Strecken gewählt werden. Dadurch erhält man ebenfalls ein Netzwerkdiagramm. Das 
Problem liegt jetzt darin, in diesem Netzwerk die zeitkürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten 
zu ermitteln. 

Für alle angeführten Verfahren gibt es Rechenprogramme, um die meist sehr umfangreich anfallen- 
den Rechenarbeiten durch programmgesteuerte Rechenautomaten ausführen zu lassen. 


SPEZIALGEBIETE IM KURZBERICHT 


MENGENLEHRE 


Die Mengenlehre wurde im letzten Drittel des 19. Jahrhunderts durch den Hallenser Mathematiker 
Georg Cantor (1845—1918) begründet. Die Kühnheit und die Bedeutung der Begriffsbildungen 
und der Schlußweisen der Mengenlehre wurden danach nur von wenigen zeitgenössischen Mathe- 
matikern erkannt und gewürdigt. Die meisten standen dem Neuen ablehnend gegenüber, sie be- 
riefen sich auf eine Äußerung von Gavss, „daß der Gebrauch einer unendlichen Größe als einer 
‚vollendeten‘ in der Mathematik niemals erlaubt sei‘. Es dauerte etwa bis zur Jahrhundertwende, 
ehe die Prinzipien der Mengenlehre allgemein. anerkannt wurden. 

Im Verlauf ihrer Entwicklung hat die Mengenlehre fast alle Zweige der Mathematik zu neuen 
Forschungen angeregt und zum Teil grundlegend verändert. Die Entwicklung mancher Gebiete, 
wie der modernen Topologie, wurde erst durch die Mengenlehre möglich. Heute bauen die Algebra, 
die Theorie der reellen Funktionen und zunehmend immer mehr Gebiete der Mathematik logisch auf 
der Mengenlehre auf. Sie ist als selbständige Disziplin in den letzten 50 Jahren vor allem durch die 
Arbeiten polnischer, französischer, deutscher und sowjetischer Mathematiker zu einem umfang- 
reichen Teilgebiet der modernen Mathematik geworden. 


DER MENGENBEGRIFF 


Gebraucht man in der Umgangssprache das Wort „Menge“, so denkt man an eine Gesamtheit von 
endlich vielen (mindestens aber zwei) Dingen oder Begriffen, die hinsichtlich einer bestimmten 
Eigenschaft als gleichartig aufgefaßt werden können. In der Mengenlehre ist eine genauere Fest- 
legung des Begriffes Menge erforderlich. Besonders anschaulich ist die von Cantor gegebene Defi- 
nition. 







Einige einfache Beispiele sollen diese Definition erläutern. 


Beispiel 1: Die Gesamtheit der auf einem Parkplatz abgestellten Fahrzeuge ist eine Menge. Be- 
finden sich 25 Fahrzeuge dort, so hat die Menge 25 Elemente. Die Fahrzeuge, d.h. die Elemente 
der Menge, lassen sich in bestimmter Weise anordnen, man kann aber auch auf ein solches 
Ordnungsschema verzichten. Der Mengenbegriff vermittelt dann eine Anzahl, hier von Fahrzeugen. 
Handelt es sich bei den Fahrzeugen etwa um 1Omnibus, 4 Lastkraftwagen, 13 Personenkraft- 
wagen und 7 Krafträder, so kann man z. B. die Gesamtheit der Krafträder für sich betrachten. 
Diese Menge hat 7 Elemente. Sie ist eine T’eilmenge oder Untermenge der Menge aller Fahrzeuge. 


Beispiel 2: Die Gesamtheit der in einem Zimmer anwesenden Personen ist eine Menge. Sind 
6 Personen im Zimmer, so hat die Menge 6 Elemente. Ist niemand im Zimmer, so enthält die 
Menge kein Element. 

Beispiel 3: Die MengeM aller Primzahlen, die kleiner sind als 10, hat als Elemente die vier 
Zahlen 2, 3, 5 und 7. Man schreibt Mm = {2, 3, 5, 7}. 

Beispiel 4: Die Sandkörnchen am gesamten Ostseestrand bilden eine Menge mit endlich vielen 
Elementen. Die Anzahl ihrer Elemente ist zwar sehr groß, aber nicht unendlich. 

Beispiel 5: Die Menge aller natürlichen Zahlen ® = {1,2,3,...} ist eine unendliche Menge, 
sie hat unendlich viele Elemente. Mit unendlichen Mengen beschäftigt sich die Mengenlehre 
insbesondere. 

Beispiel 6: Alle Punkte des Intervalls (0, 1) der Zahlengeraden bilden eine Menge, die ebenfalls 
unendlich viele Elemente enthält. 

Beispiel 7: Auch die Gesamtheit aller Punkte im Inneren des Einheitskreises ist eine unendliche 
Menge. Die Koordinaten x, y der Punkte genügen der Ungleichung x? + y? < 1. 


Die oben erwähnte Menge MN = bs 3, 5, 7} aller Primzahlen, die kleiner als 10 sind, hat folgende 
16 Teilmengen: Mı = {2}, M: = {3}, Ms = {5}, Mı = {7,M; = {2,3}, Ms = {2,5}, Ir = {2,7}, 
Me = {3, 5}, M = {3, 7} Mi = {5, 7% Mı= {2, 3, 5}, Mi: = {2, 3, Ty; Mıs = {2, ö, re 
Mi = {3, 5,7}, Mıs = {2, 3,5, 7} und Mıs = 9. Mıs = M, die Menge selbst,rechnet man ebenso 
zu den Teilmengen von M wie die Menge Mies = 8, die leere Menge oder Nullmenge, die kein Element 
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enthält. Die Mengen Mı bis Mıs kann man übrigens ihrerseits als Elemente einer neuen Menge 
N = {Mı, Ma, Ma, . . ., Mıs} auffassen. Auch eine Menge kann Element einer anderen Menge sein. 


Grundbegriffe und Festsetzungen. Eine Menge ist dann gegeben, wenn die Elemente der Menge 
bekannt sind. Die Elemente sind bekannt, wenn sie einzeln aufgeführt sind oder wenn durch eine 
bestimmte Vorschrift festgelegt ist, welchen Bedingungen die Elemente genügen müssen. Man 
unterscheidet zwischen Mengen mit endlich vielen Elementen, den endlichen Mengen, und Mengen 
mit unendlich vielen Elementen, den unendlichen Mengen. Für die Aussage a ist Element der 
Menge M schreibt man a € M; für die Verneinung dieser Aussage, a ist nicht Element von RM, schreibt 
man a & M. Man nennt die Menge % dann eine Tleilmenge oder Untermenge der Menge M, in Zeichen 
NM, wenn aus «ER immer a € M folgt; die Verneinung N ist nicht Teilmenge von M wird mit 
NL M bezeichnet. 

Die leere Menge oder Nullmenge, d.i. die Menge, die kein 
Element enthält, und die Menge M selbst heißen unechie Teil- 
mengen von M. 

Zwei Mengen sind gleich, in Zeichen M = N, wenn sie die 
gleichen Elemente haben. Zur geometrischen Veranschaulichung 
von Mengen und Mengenoperationen können Intervalle der 
Zahlengeraden oder Flächenstücke der Ebene herangezogen 
werden (Abb.). 

Die Anordnung der Elemente einer Menge in einer bestimm- 
ten Reihenfolge spielt eine Rolle in Begriffen wie geordnete 
Menge, wohlgeordnete Menge, Ordnungszahl. 


Mengenoperationen. Die wichtigsten Mengenoperationen sind 
die Bildung der Vereinigungsmenge und die Bildung des Durch- Vereinigungsmenge ® (rot umran- 
schnitts. Die Vereinigungsmenge oder Summe 3 der Mengen Wı, det) und Durchschnitt D (doppelt 
Ma, ..., Mn ist die Menge aller Elemente, die mindestens einer schraffiert) zweier durch Flächen- 
dieser Mengen angehören. Der Durchschnitt D der Mengen Wı, stücke dargestellter Mengen Mi 
Ma, ».,Mn ist die Menge aller Elemente, die in jeder dieser und Ma 

Mengen enthalten sind (Abb.). 





| 
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Veranschaulichung der Beziehung Veranschaulichung der Beziehung 
(MWNNB=-MNPUNNB) (MNNUP=-EMUPINNUB) 


DIE MÄCHTIGKEIT UNENDLICHER MENGEN 


Äquivalenz von Mengen, Zwei Mengen M und N heißen äquivalent, in Zeichen M NR, wenn eine 
Zuordnung oder Abbildung gefunden werden kann, die jedem Element von M ein und nur ein 
Element von N und zugleich jedem Element von N ein und nur ein Element von M zuordnet. Eine 
solche Zuordnung heißt umkehrbar eindeutig oder eineindeutig. Endliche Mengen sind äquivalent, 
wenn sie die gleiche Anzahl von Elementen haben. Die leere Menge 6 soll nur sich selbst äquivalent 
sein, 


Beispiel 1: Die Menge der Sitzplätze eines Theaters ist äquivalent der Menge der Besucher, 
wenn kein Sitzplatz leer bleibt und wenn jeder Besucher genau einen Sitzplatz hat. 

Beispiel 2: Die Menge der geraden positiven Zahlen g, die nicht größer sind als 100, ist äqui- 
valent der Menge der ungeraden positiven Zahlen u, die kleiner sind als 100. Eine der denkbaren 
Zuordnungen istg=u-+ |. 
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Alle miteinander äquivalenten Mengen faßt man zu einer Klasse zusammen und sagt, sie haben die 
gleiche Mächtigkeit oder Kardinalzahl; z. B. gehören die Mengen {2,4,6,..., 100} und {1,3, 5, 
..., 99} zu einer Klasse, denn sie haben beide die gleiche Mächtigkeit oder Kardinalzahl 50. Für 
endliche Mengen wird durch die Definition der Kardinalzahl gerade der aus der Anschauung 
bekannte Begriff der Anzahl der Elemente erfaßt. Dieser Begriff wird auf unendliche Mengen 
ausgedehnt. Die Kardinalzahlen unendlicher Mengen nennt man iransfinit. 

Zur Bezeichnung von Kardinalzahlen endlicher Mengen verwendet man im allgemeinen kleine latei- 
nische Buchstaben m, n, ...; dagegen werden Frakturbuchstaben m, ıt, .... geschrieben, wenn die 
Menge endlich oder unendlich sein kann. 


Abzählbar unendliche Mengen. Im allgemeinen ist es bei zwei unendlichen Mengen schwieriger 
als bei zwei endlichen Mengen, die zum Nachweis der Äquivalenz erforderliche eineindeutige Zu- 
ordnung anzugeben, bzw. zu zeigen, daß solche Zuordnungen nicht existieren, daß die untersuchten 
Mengen nicht äquivalent sind. 

Den Unterschied zwischen der Äquivalenz endlicher und der unendlicher Mengen zeigt ein Beispiel 
von Laurence STERNE ;ererzähltin seinem Roman von Tristram Shandy, der seine Lebensgeschichte 
so ausführlich schreibt, daß er für den ersten Tag ein Jahr braucht. Würde er in dieser Weise fort- 
fahren, so würde sein ganzes Leben gerade ausreichen, um einige Monate zu schildern. Nimmt man 
aber an, daß er unendlich lange lebt, so wäre bei gleicher Ausführlichkeit der Schilderung die Menge 
der beschriebenen Lebenstage der Menge der Lebensjahre äquivalent. 

Man nennt Mengen, die der Menge 1, 2, 3,... der natürlichen Zahlen äquivalent sind, abzählbar 
unendlich; ihre Mächtigkeit bezeichnete CAnToR nach dem Anfangsbuchstaben aleph des hebrä- 
ischen Alphabets mit No, oft wird sie auch mit a bezeichnet. 


ler. ationalen Zahlen ist abzählbar unendlich, d.h. der Menge der natürlichen Zahlen 





Die positiven rationalen Zahlen lassen sich, wie die roten Pfeile im nebenstehenden Schema zeigen, 
so anordnen, daß jeder von ihnen eine natürliche Zahl 
eindeutig zugeordnet ist. Dabei muß auf die natürliche 
Reihenfolge der rationalen Zahlen nach ihrer Größe 
verzichtet werden. Übergeht man alle Zahlen, deren 
Zähler und Nenner einen gemeinsamen Teiler haben, 


2 2 
z.B. >47 
genau einmal vor. Der Anfang der Folge lautet 1, 2, 
ı 1 4 3 2 1 
2 ’ 3 ’ ’ ’ 2 ’ 3 ’ 4 ’ 
Menge aller rationalen Zahlen abzählbar, wie die 
nachstehende Anordnung zeigt: 0, 1, —1, 2, —2, 
1 1 


5 gl 


Die Mächtigkeit der Menge aller reellen Zahlen. Schon die Menge aller Punkte des Intervalles von 
0 bis 1 der Zahlengeraden, d.i. die Menge aller reellen Zahlen x, die der Bedingung 0 <x<1 
genügen, ist nicht abzählbar. Man bezeichnet diese Menge als das Kontinuum und ihre Kardinal- 
zahl mit c, während die klassische Bezeichnung N (aleph) ist. Wäre sie abzählbar, so müßte sich 
eine Folge xı, x2, x3, ... angeben lassen, die alle reellen Zahlen dieser Menge enthält. Wird jede 
von ihnen nach dem nebenstehenden Schema in einen unendlichen 

Dezimalbruch verwandelt, in dem die Ziffern a;x einen der Werte 0, 1,.., Zı = O, aıu@ıaQn.. 
9 haben, so läßt sich nach einem Cantorschen Diagonalverjahren eineZahl &2 = 0, ası due des... 
x angeben, die verschieden von jeder Zahl z„(n = 1, 2,...) ist. Ihre &%s =, ası as2 Qa3.. 
Existenz beweist, daß die Mächtigkeit c des Kontinuums größer st als Turnen 
a;c>.a. In der Dezimalbruchdarstellung x = 0,cı-caca... sind die &n= 0, Anı Gn2Ains... 
Ziffern cn nur so zu wählen, daß sie von ann, von 0 und von 9 verschieden 

sind. Dabei hat man für jedes cn noch die Wahl zwischen mindestens 7 verschiedenen Ziffern. 


‚2, 80 kommt jede positive rationale Zahl 


...„ Dann ist aber auch die 
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RECHNEN MIT KARDINALZAHLEN 


Für Kardinalzahlen lassen sich Rechenregeln angeben. Ist eine der Kardinalzahlen transfinit, so 
weichen diese Regeln von den für reelle Zahlen gültigen Gesetzen ab. 


Summe. Die Summe von zwei Kardinalzahlen wird definiert als die Mächtigkeit der Vereinigungs- 
menge von zwei elementfremden Mengen, die die gegebenen Kardinalzahlen haben. Für endliche 
Kardinalzahlen gelten die gleichen Rechengesetze wie für natürliche Zahlen. Ist etwaM = {a1, ae, 

., Gm} eine Menge «der Mächtigkeit m und R = {bı, bz,... ., b„} eine Menge der Mächtigkeit n 
und ist keines der Elemente gleichzeitig in beiden Mengen enthalten, d.h,MNNR = 8, so hat die 
Vereinigungsmenge = MUN= (a1, as, ..., Am, bi, b2, ...,dn} die Mächtigkeit m-+n. Für 
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unendliche Kardinalzahlen ergeben sich z. T. andere Gesetzmäßigkeiten; z.B. ist a+a= a, die 
Menge aller positiven geraden Zahlen 2, 4, 6, ...., die Menge aller positiven ungeraden Zahlen 1, 
3, 5, ...., und die Vereinigungsmenge 1, 2, 3, 4, 5, ... aller natürlichen Zahlen haben jede die 
Mächtigkeit a. Ferner gilt: 


f E ur . fu = ® u y Din { 
m. 0 yo ER Yg zu Bin Pr r\ı___ U = I u ee 
Mm [wi a=1,a + a =4,m- (= @ = (=4t, T . 
| H zu Es ü 


et 


Een 





Produkt. Definiert man das Produkt von zwei Kardinalzahlen nı und ır als die Mächtigkeit der 
Menge aller Elementpaare (a;, b;) mit a; € M, 5b; € N, wobei M eine Menge mit der Kardinalzahl m 
und R eine Menge mit der Kardinalzahl n ist, so ergibt sich für endliche Kardinalzahlen das ge- 
wöhnliche Produkt mn; stellt man z.B. die Kardinalzahl 2 durch die Menge {aı, a2} und die 
Kardinalzahl 3 durch die Menge {bı, bs, bs} dar, so erhält man als Produkt die Menge {(aı, bı), 
(a1, ba), (aı, bs), (a2, bı), (Ge, ba), (as, ds)} mit der Kardinalzahl 6, entsprechend 2-3 = 6. 
Für unendliche Mengen dagegen gelten andere Gesetze; z.B. ist aa = a. Der Beweis wird wie 
beim Nachweis der Abzählbarkeit der Menge der rationalen Zahlen durch eine geeignete Anord- 
nungsvorschrift erbracht. Weiter gelten ——— 

nebenstehende Rechenregeln für Kardinal- Im-a =1ar 

zahlen, wenn m #0. ———— 
Potenzen. Die Potenzbildung für Kardinalzahlen wird als wiederholte Multiplikation erklärt. 
Bei endlichen Kardinalzahlen ergeben sich die bekannten Potenzgesetze. Für die Kardinalzahlen 
m=2,n= 3,istp = m" = 23 = 8, denn unabhängig von der gewählten Menge mit der Kardinal- 
zahl 2 hat die Menge aller Elementtripel 8 Elemente. Nimmt man etwa M = {a,b} als Menge mit 
der Mächtigkeit m = 2, so hat die folgende Menge die Kardinalzahl p = 2? = 8: 


{(a,a,a), (a,a,b), (a,b,a), (a,b,b), (b,a,a), (b,a,b), (b,b,a), (b,b,b)}. 


Aus den Multiplikationsgesetzen folgt ar = a. 

Bei geeigneter Verallgemeinerung für transfinite Exponenten erhält man für 
unendliche Mengen die nebenstehenden Beziehungen. 

Schließlich sei bemerkt, daß für eine Ausgangsmenge der Mächtigkeit ın die Mächtigkeit der Menge 


aller Untermengen 2" ist. Da immer 2! größer ist als m, gelangt man durch Bildung der Menge 
aller Untermengen einer unendlichen Menge zu immer größeren Kardinalzahlen, denn es ist ins- 


besondere 2? =, 2° >c. Es ist noch nicht gelungen nachzuweisen, ob es eine Kardinalzahl gibt, 
die größer als a, aber kleiner als c ist. Die Vermutung, daß keine Kardinalzahl zwischen a und c 
möglich ist, bezeichnet man als Kontinuumshypothese. 

Aus dem eben Gesagten folgt übrigens, daß bei unendlichen Mengen eine echte Teilmenge der 
ganzen Menge äquivalent sein kann. Diese Eigenschaft ist kennzeichnend für unendliche Mengen. 








Sehlußbemerkung. Der Vorteil mengentheoretischer Schlußweisen besteht darin, daß für die be- 
trachteten Elemente von Mengen keinerlei einschränkende Voraussetzungen notwendig sind. 
Ganz gleich ob die Elemente Zahlen, Punkte, Funktionen oder selbst Mengen sind, immer gelten 
für die Beziehungen der Mengen untereinander die aus dem Mengenbegriff hergeleiteten Folgerun- 
gen und Sätze. 

Durch Einführung des Begriffes Häufungspunkt kann man auch allgemeinste Probleme der Analysis 
und der Geometrie einer mengentheoretischen Behandlung zugängig machen. Schließlich stellt die 
Mengenlehre wegen der Allgemeinheit ihrer Begriffsbildungen einen wichtigen Teil der mathema- 
tischen Grundlagenforschung dar. Auf Schwierigkeiten bei der Grundlegung der Mengenlehre weisen 
die sogenannten Antinomien der Mengenlehre hin. Sie entstehen durch uneingeschränkte Mengen- 
bildung, z. B. durch Einführung des Begriffes Menge aller Mengen. Sie lassen sich durch einen 
konstruktiven Aufbau der Mengenlehre vermeiden und sind heute für den Mathematiker außerhalb 
der mathematischen Grundlagenforschung nur von geringem Interesse. 


ALGEBRA 


Geschiehtliehes, Die Ursprünge der Algebra lassen sich bis ins Altertum zurückverfolgen. Sie ent- 
wickelte sich vor allem in den orientalischen Ländern aus den praktischen Bedürfnissen, die sich 
bei den Fragen der Kalenderberechnung, der Landvermessung, der Verwaltung der Ernte, der 
Eintreibung von Steuern u. a. ergaben. Es entstand die Notwendigkeit, die Vielheit der rechnerischen 
(arithmetischen) Aufgabenstellungen mit möglichst einheitlichen, allgemeinen Methoden zu be- 
handeln, Vor allem von der babylonischen, ägyptischen, indischen und chinesischen Mathematik 
sind zum Teil 4000 Jahre alte bemerkenswerte Anfänge algebraischer Denkweise überliefert. 

Im Gegensatz zu der vorwiegend arithmetisch und algebraisch orientierten orientalischen Mathe- 
matik stand in der griechischen Mathematik die Geometrie im Vordergrund. In vielen Fällen wurden 
algebraische Fragestellungen erst in ein geometrisches Gewand gekleidet, durch Strecken und 
Flächen ausgedrückt, ehe sie in dieser Form gelöst wurden. Als Beispiel für diese Denkweise sei 
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die heute noch gebräuchliche Bezeichnung ‚Quadrat‘ für die zweite Potenz erwähnt. Erst gegen 

das Ende der Blütezeit der Mathematik in Griechenland werden im Werk von DIoPHANT (etwa 

250 v, u. Z.) wieder algebraische Probleme behandelt, wobei sich Diophant sogar einer primitiven 

algebraischen Formelsprache bedient. Dabei läßt sich ein gewisser Einfluß der „algebraischen‘“ 

orientalischen Mathematik nachweisen. Das erste Lehrbuch der Algebra stammt aus dem 9. Jahr- 

hundert. Es wurde von dem arabischen Astronomen und Mathematiker MOHAMMED IBN-MUSA 

AL-HWARISMI geschrieben und trug den Titel „Hisab fil-dschabr wal Mukabala‘‘ (Ergänzungen und 
Ausgleich bei Gleichungsumformungen), aus dem zur Bezeichnung für die in diesem Buch beschrie- 

bene Theorie der Gleichungen das heutige Wort Algebra stammt. 
Für lange Zeit läßt sich damit die Algebra als Lehre von den Gleichungen kennzeichnen. Im Zu- 

sammenhang mit der schrittweisen Entwicklung der Formelsprache, die sich etwa vom 15. bis 

zum 17. Jh. vollzog, vervollkommnete sich auch die Lehre von den Gleichungen immer mehr, die 

schließlich DESCARTES in Umkehrung der Verhältnisse der griechischen Mathematik zur Beschrei- 

bung geometrischer Sachverhalte verwendete, indem er durch Einführung der nach ihm benannten 

Koordinaten das geometrische in ein algebraisches Problem verwandelte. 

Aus der Lehre von den Gleichungen hat sich durch einen Jahrzehnte währenden Abstraktions- 

prozeß in engem Zusammenhang mit den algebraischen Bedürfnissen anderer Zweige der Mathe- 

matik das heutige imposante Gebäude der abstrakten Algebra entwickelt. 


LINEARE ALGEBRA 


Wie ganz allgemein die Algebra lange Zeit eine Theorie der Gleichungen war, so war die lineare 
Algebra die Lehre von den linearen Gleichungen, d.h. von den Gleichungen, in denen die Un- 
bekannten nur in der ersten Potenz auftreten. 

Während die Gleichungen, die im Altertum und in den Anfängen unserer Zeitrechnung behandelt 
wurden, stets konkrete Gleichungen mit bestimmten Zahlen als Koeffizienten waren, ergab sich 
mit zunehmender Vervollkommnung des algebraischen Formalismus die Frage nach Lösungs- 
methoden für Gleichungen mit irgendwelchen Koeffizienten, die nicht näher festgelegt zu sein 
brauchten; man sagt: Lösung der allgemeinen Gleichung mit unbestimmten Koeffizienten. Eine 
Methode zur Lösung der allgemeinen Gleichung hat den Vorteil, auf jede konkrete Gleichung 
dadurch anwendbar zu sein, daß die unbestimmten Koeffizienten durch bestimmte Zahlen ersetzt 
werden. Eine wichtige Voraussetzung für eine derartige Problemstellung und ihre Lösung war die 
Erweiterung des Bereiches der natürlichen Zahlen zum Bereich der ganzen, der rationalen, der 
reellen und schließlich der komplexen Zahlen. In der orientalischen, wie auch in der griechischen 
Mathematik hatten viele Gleichungen keine Lösungen, und bei der Untersuchung waren viele 
Fallunterscheidungen für die Koeffizienten nötig, da die uns geläufigen Zahlenbereiche damals 
noch nicht bekannt waren. 


Lineare Gleiehungen. Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung, in der die Unbekannten nur in der 
ersten Potenz auftreten; es dürfen auch keine Produkte der Unbekannten vorkommen. Die all- 
gemeine lineare Gleichung mit einer bzw. mit zwei Unbekannten hat die Gestalt 


ax=b bzw ar -+by=c. (1) 


Die unbestimmten Koeffizienten a, b bzw. a, b, c können durch rationale, reelle oder komplexe 
Zahlen ersetzt werden. Die Lösungen der Gleichungen ergeben sich in der Form 
b h c 

chen zw. = er Ar 
In der ersten Gleichung ist die Lösung eindeutig bestimmt, während von der zweiten Gleichung 
für jedes y eine Lösung x existiert, d. h., es gibt eine ganze Schar von Lösungen. Bei dem Ersetzen 
der unbestimmten Koeffizienten a, b bzw. a, b, c durch irgendwelche Zahlen hat man einerseits 
darauf zu achten, daß man in dem entsprechenden Zahlenbereich addieren, subtrahieren, multipli- 
zieren und, das spielt bei der Lösung eine besondere Rolle, auch dividieren kann (vgl. Hauptabschnitt 
Aufbau des Zahlenbereichs); andererseits muß man darauf achten, daß a nicht durch die Zahl 0 
ersetzt wird. Unter diesen Voraussetzungen haben die angegebenen beiden Gleichungen stets eine 
Lösung; insbesondere sind die Lösungen im Bereich der rationalen, reellen und komplexen Zahlen 
wiederum rationale, reelle oder komplexe Zahlen. 
In der analytischen Geometrie zeigt man, daß die Punkte (x;y) der kartesischen Ebene, die den 
Lösungen z,y der zweiten Gleichung entsprechen, eine Gerade in der Ebene bilden (vgl. auch 
Hauptabschnitt Gleichungen [graphische Lösung)). 
Die geometrische Frage nach dem Schnittpunkt zweier Geraden in der Ebene tritt algebraisch als die 
nach den Lösungen eines Systems von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten auf. 
Ganz entsprechend führt die Frage nach dem Schnitt von zwei Ebenen im Raum auf das Problem 
der Lösung von zwei linearen Gleichungen mit drei Unbekannten, bzw. die Frage nach dem Schnitt 
von drei Ebenen auf das Problem der Lösung von drei Gleichungen mit drei Unbekannten, Schnitt- 
probleme in Räumen höherer Dimension führen, wie auch viele andere Probleme der Mathematik, 
Physik und Astronomie, allgemein auf Systeme von m Gleichungen mit n Unbekannten, wobei m 
und n zwei natürliche Zahlen bezeichnen, 
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Lineare Gleiehungssysteme. Die Frage nach den Lösungen eines linearen Gleichungssystems von m 
Gleichungen mit n Unbekannten ist ein zentrales Problem der linearen Algebra und zerfällt in drei 
unterschiedlich zu behandelnde Probleme: 


a) das sogenannte Existenzproblem, d.h. die Frage, unter welchen Bedingungen für die Koeffizien- 
ten das Gleichungssystem eine Lösung hat; aus dem Fall zweier paralleler Geraden der Ebene, die 
nicht zusammenfallen, geht hervor, daß ein lineares Gleichungssystem nicht immer eine Lösung 
zu haben braucht; 

b) das Problem, eine Methode zu finden, die eine Lösung des gegebenen linearen Gleichungssysiems 
liefert; 

c) das Problem, alle Lösungen des Gleichungssystems zu bestimmen, d.h. einen Überblick über die 
Gesamtheit der Lösungen zu geben. 


Matrizen. Ein lineares Gleichungssystem ist bestimmt durch das rechteckige Schema der Koeffi- 
zienten der Unbekannten und durch die Werte der rechten Seiten der Gleichungen. Ein recht- 
eckiges Schema von Zahlen wird als Matrix bezeichnet und in doppelten senkrechten Strichen oder 
in runden Klammern geschrieben. Die Matrix der Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems 
nennt man die Koeffizientenmatrix des Systems; für ein System von zwei linearen Gleichungen 
mit zwei Unbekannten erhält man: 


= (Ci | Koe ffizienten- dı a 0 | fa; TA 
| 


ul © der 16 





| 
" 
| 
ca | matrix 6, 6 \bı ba) 


Die Koeffizientenmatrix einer einzigen Gleichung nennt man eine Zeilenmatrix ||aı, aa || oder 


(a1, a2) im Unterschied zur sogenannten Spaltenmatrix oder ( ie ,‚ als die man häufig die rechte 


Seite eines Gleichungssystems schreibt. 


Multiplikation und Addition von Zeilenmatrizen. Ohne die Lösbarkeit oder die Lösungen eines 

Systems von n linearen Gleichungen zu ändern, darf eine dieser Gleichungen, deren Zeilenmatrix 

(a1, @2, » . ., @n) ist, mit einer Zahl «a multipliziert werden oder zu ihr darf eine andere dieser Glei- 

chungen mit der Zeilenmatrix (bı, ba, ....., &„) addiert werden. Die Zeilenmatrix der durch Multipli- 

kation oder Addition erhaltenen Gleichung lautet dann (a aı, @ as, .. .; @@n) oder (aı + bi, aa + ba, 
..5 @n + bu). Für Zeilenmatrizen gelten danach folgende Operationen: 














tion mit einer Zahl Kan Q2, » 





Sind cı und ca die rechten Seiten dieser Gleichungen, so hat die mit « multiplizierte Gleichung die 
rechte Seite « cı und die Summe der beiden Gleichungen hat die rechte Seite cı + ca. 
Kriterium für die Lösbarkeit eines linearen Gleichungssystems : 


Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann lösbar, wenn folgendes gilt: entsteht durch mehrere 
der Operationen Addition und Multiplikation mit einer Zahl eine Zeilenmatrix (0, 0,..., 0), so 
ergibt die Anwendung der gleiehen Operationen auf die rechten Seiten den Wert Null, 


Beispiel: Das nebenstehende Gleichungssystem ist nicht lösbar. 
Die Zeilenmatrizen sind (2, 1, 1), (1,2, 1), (1, —1,0). Wie die roten 
Zahlen angeben, werden folgende Operationen auf sie angewendet: 
(-1)(3, 1,1) +(1,2,1)+ (1, —1,0) = (0, 0, 0), während sich für 
die rechten Seiten ergibt (-1)-1+1+1= +1 und nicht Null. 





Dieses Kriterium für die Lösbarkeit eines Gleichungssystems läßt sich noch in mancherlei anderer 
Gestalt fassen, in der eine Nachprüfung in speziellen Fällen einfacher ist. Auch das ist eine Auf- 
gabe der Algebra, 


Methoden zum Berechnen der Lösung. Nach dem Gaußschen Verfahren oder dem Gaußschen 
Algorithmus entfernt (eliminiert) man durch Multiplikation von Gleichungen mit einer Zahl und 
Addition zu einer anderen aus (n — 1) von n gegebenen Gleichungen eine Unbekannte, eliminiert aus 
(n — 2) der neuen (n — 1) Gleichungen eine zweite Unbekannte und wiederholt das Verfahren, bis 
eine Gleichung mit einer Unbekannten übrig bleibt (vgl. Hauptabschnitt Praktische Mathematik). 
Aus ihr wird diese Unbekannte bestimmt und durch Einsetzen der Reihe nach alle anderen. Ein 
weiteres Verfahren, die Cramersche Regel, bezieht sich vor allem auf „quadratische‘“ Gleichungs- 
systeme, d.h. auf Gleichungssysteme, in denen die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der 
Unbekannten übereinstimmt. Es beruht auf der Verwendung gewisser Funktionen der Koeffi- 
zienten des Gleichungssystems, die Determinanten genannt werden. Man schreibt sie zum Unter- 
schied von den Matrizen als quadratisches Schema in einfachen senkrechten Strichen; während 
aber eine Matrix nur als Zusammenfassung eines Koeffizientenschemas anzusehen ist, repräsen- 
tiert eine Determinante stets eine bestimmte Zahl, die nach bestimmten Gesetzen aus den im 
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Schema stehenden Zahlen gebildet wird, für das oben angegebene Gleichungssystem von zwei 
dı da 


bı ba 
Durch ein derartiges Schema wird eine Determinante bezeichnet, hier die Determinante der Koeffi- 
zientenmatrix des Gleichungssystems. 

Unter der Voraussetzung, daß der Wert D dieser Determinante von Null verschieden ist, erhält 
man die Lösung des Gleichungssystems in der Form 


1 
2.8 


Gleichungen mit zwei Unbekannten z.B. die Zahl D= = aıbs — asbı. 


Cı 42 
C2 ba 4 














Der Begriff der Determinante, wie auch das angegebene Lösungsverfahren, lassen sich auf Glei- 
chungssysteme von mehr als zwei Gleichungen verallgemeinern. Determinanten und lineare Glei- 
chungssysteme mit sehr vielen Unbekannten spielen z. B. in der Astronomie bei der Bestimmung 
von Korrekturen in astronomischen Berechnungen eine wichtige Rolle. 


Determinanten. Eine n-reihige Determinante D ist eine Funktion von n? Veränderlichen, die als 
quadratisches Schema der nebenstehenden Form mit n Zeilen und 


n Spalten geschrieben wird. Ihr Wert ergibt sich als die Summe aıı dia». . Gin 
2 (= 1)Faıs, Qns, . . « Ansn, Gsı Qua... den 
deren Summanden Produkte aus den Elementen a.; der Determinante —D 


sind, und zwar enthält jedes Produkt genau ein Element aus jeder Zeile 
und aus jeder Spalte. Die Indizes sı, 83, .... ., sn sind alle verschieden und | @r1@n2...Gnn 

bilden eine Permutation der n Zahlen 1,2, ...., 2; summiert wird über 

alle möglichen Permutationen dieser n Zahlen. Da es n! Permutationen gibt, hat die Summe n! 
Summanden. Das Vorzeichen (— 1)* jedes Summanden bestimmt sich nach der Anzahl k der Inver- 
sionen in der jeweiligen Permutation (sı, 83, . : ., 8"); z. B. hat das Produkt aıs aaı Q34 Q43 für die 
Spalten die Permutation (3, 1, 4, 2), d.h. k= 3 Inversionen und deshalb das negative Vorzeichen. 


Beispiel: Die nebenstehende Determinante hat 3 Zeilen oder 9 Elemente. 
Die gelb und rot markierten Elemente lassen sich zu einer Unterdeter- 
minante zusammenfassen, deren Wert [1-9 — 5: 8] ist. 2-46 
Diese Produkte enthalten kein Element der ersten Zeile und keins der 3 5 
ersten Spalte, müssen deshalb, um die entsprechenden Produkte für D us 
zu erhalten, mit aıı = 2 multipliziert werden. Analog sind die Produkte der 

blau-roten Unterdeterminante unter Beachtung der Vorzeichenregel mit —aı3 = —4 zu multi- 
plizieren 'und die der blau-gelben mit aıs = 6. Man erhält 


D= 2[1-9- 5:8] -4[3-9-5-7]+6[18-8-1-7]= 172 


und sagt, die Determinante D isi nach der ersten Zeile entwickelt worden. Zugleich sieht man, daß 
der den Elementen der ersten Zeile gemeinsame Faktor 2 hätte ausgeklammert werden können, 
daß D das Doppelte einer Determinante D: ist, deren erste Zeile die Elemente (1, 2, 3) hat. Eine 
entsprechende Entwicklung nach der ersten Spalte würde dasselbe Ergebnis D = 72 haben. 


=D 








es Eigenschaften sind für die Determinante charakteristisch: 
Die > Determinante ist linear in ‚Jeder Zeile. Das bedeutet: 


inen Faktor, der in allen Elementen einer Zeile auftritt, „herauszichen“, d.h. als 

terminante schreiben; 

S nente einer Zeile als Summen darstellen, so läßt sich ei: die Delemaiiaıe 
in Fe Bine von Determinanten zerlegen, wobei alle anderen Zeilen ungeändert bleiben. 









= 














Beispiel: a) |@ a a @ı2 a dıs Grı Ara dıa 
ası 22 Aa3| = @ | QAsı Aee Qas 
dsı a32 a33 ' Ası Qda2 Q33 
b) aıı aıa aı13 a 2 as a1 Aıa dıs 
Be 7 ER ; ara ) pi DR 
Az + bar dem # das Gaza + bes| = | am | | der ben dan 
ası 033 Q31 a32 = 











Qsı Asa Asa 





schen zweier Zeilen ändert die Determinante ihr Vorzeichen. -_ 
BR Durch Vohnecien der Zeilen mit den Spalten ändert die Determinante Zr ene Wert michi 
Aus der Eigenschaft 3. ergibt sich, daß alle für Zeilen ausgesprochene Sätze ebenso für die Spalten 


einer Determinante zutreffen. Aus den genannten Eigenschaften lassen sich folgende Sätze ab- 
leiten: 


| 2. Beim Ve , te ar BE 
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4. Eine Determinante hat den Wert Null, wenn eine Zeile eine Linearkombination ‚anderer ‚Zeilen 
ist, d. h. speziell, wenn eine Zeile nur aus Nullen besteht, oder wenn zwei ‚Zeilen gleich sind. 

5. Hine Determinante ändert ihren Wert micht, wenn man zu den Ele n einer Zeile di mit 
einem konstanten Faktor multiplizierten Elemente einer anderen Zeile addiert. 





6. Eine Determinante läßt sieh nach den Elementeneiner | | au = SE | 
beliebigen Zeile entwiekeln, D= au Aun+aa Aa +: i ea Ex 


+ @in Arn; dabei heißen die Größen A,; algebraische Kom- Bi 
plemente oder Adjunkte der Elemente a; sie sind die Ay= (-1)} | au... 
mit einem Vorzeichen versehenen Unterdeterminanten der WEN ER 
Ordnung (r — 1), die dureh Streichen der Zeile i und en a ER 10, 
Spalte j aus der ursprünglichen entstehen, ae 





Beispiel: Nach diesen Eigenschaften wird die en Determinante berechnet: 

ZU A SE Re ee 2 9 94] 

2-—=3 12 UN 2,8, 422 38 - (- 21) 2-3 128 

4 8.3-5|2 6. 0-21 —21.Zs ur-0=24 

es er N ee 22264 2 
2.94 2 9-9 2 94 EB 

=(-21)|| 288’ -| 2-3 2|2”| = (-2, || -70| 2° -| 0-70 2” 
> | 72.88 1734 1 26 

=-2u|(-n|, n +71] - | = 147[(8 — 4) - (12 — 9)] = 147. 








Zeilen, auf deren Elemente die Regel 5 angewendet wird, sind durch Farben und Buchstaben 
hervorgehoben. 


Dabei it Ze au; DEN ERE, ZA = za — 223” 


Übersieht über die Lösungen von linearen Gleiehungssystemen. Es bleibt noch die dritte Frage nach 
einer Übersicht über alle Lösungen eines linearen Gleichungssystems zu beantworten. Dazu unter- 
scheidet man homogene lineare Gleichungssysteme, in denen die rechte Seite jeder einzelnen Glei- 
chung den Wert Null hat, und inhomogene lineare Gleichungssysteme, in denen in wenigstens 
einer Gleichung eine von Null verschiedene rechte Seite auftritt. 

Die Lösungen der homogenen Gleichungssysteme haben die Eigenschaft, daß auch das Produkt 
einer Lösung mit einer Zahl und die Summe zweier Lösungen wieder Lösungen des Gleichungs- 
systems sind. In Analogie dazu, daß das Vielfache einer Zeilenmatrix und die Summe zweier 
Zeilenmatrizen wieder eine Zeilenmatrix ist (die nicht unbedingt in dem Gleichungssystem vor- 
zukommen braucht, sich aber bei geeigneter rechter Seite ohne Änderung der Lösbarkeit oder der 
Lösungen zum Gleichungssystem hinzunehmen läßt), kann bewiesen werden: 


Mit 1, 83 « + ., #n ist auch jedes Vielfache a xı, @%2 +. 0%n eine Lösung eines homogenen Glei- 
ehungssystems, und mit den Lösungen #1, 22, ++. &n und yı, 92 » +, Yn ist auch &ı + Yı, @2 + Y2, 
“0. &n + Yn Lösung desselben homogenen Gleiehungssystems. Man erhält alle Lösungen eines 
inhomogenen Gleichungssystems, indem man zu einer festen Lösung alle Lösungen des zugehörigen 
homogenen Gleiehungssystems addiert; dieses Gleiehungssystem ergibt sich aus dem ureprungllonen 
dureh Nullsetzen aller reehten Seiten, 


Vektorräume, Bei den bisherigen Betrachtungen über lineare Gleichungssysteme sind verschiedent- 
lich gewisse Dinge (Zeilenmatrizen, Lösungen eines homogenen Gleichungssystems) aufgetaucht, 
die sich einerseits addieren, andererseits mit einer Zahl multiplizieren lassen, wobei man dann mit 
ihnen im Sinne dieser Addition und Multiplikation mit einer Zahl wie gewohnt rechnen kann. Man 
kennt in der Mathematik noch viele andere Dinge, die diese Eigenschaften haben, z. B. alle reellen 
Funktionen, die stetigen oder die differenzierbaren Funktionen über der reellen Achse oder über 
einem Intervall der reellen Achse oder auch die ganzen rationalen Funktionen, z. B. 

fix) = war +a1 271 +. + a.1% + an bzw. g(x) = boxm + bi ami - ee + bm-1% + Dim. 
Gilt etwa n > m, so ist 

f{@) = @x" +" + On m” + GAn-mıı zUi er + n-10 + Qn; 

d. h., die Summe zweier ganzer rationalen Funktionen 

fix) + g(2) =a0 2° +" * + (an-m + bo) &® + (an-m+ı + bı) zmi + +++ (an-ı + dm) +an +bm 
sowie das Produkt einer solchen Funktion mit einer reellen Zahl 

aflz) = (aa) x" + (aaı) zri + ++ + (aan_1)c +0 an 
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sind wiederum ganze rationale Funktionen. Ein weiteres wichtiges Beispiel sind die Vektoren der 
Ebene, des dreidimensionalen oder allgemein des n-dimensionalen Raumes, wie sie in der Geometrie 
oder in der Physik. (zur Darstellung von Kräften u.a.) verwendet werden. Auch hier kann man 
Vektoren addieren (Parallelogramm der Kräfte) und mit einer Zahl multiplizieren (Vervielfachen) 
und erhält wieder Vektoren. Abstrahiert man von den besonderen Eigenschaften der Vektoren, 
Funktionen, Lösungen eines homogenen Gleichungssystems u. a., so haben alle betrachteten Dinge 
zwei Eigenschaften gemeinsam: die Addition zweier solcher Dinge und die Multiplikation eines 
Dinges mit einer Zahl führen stets wieder auf eins der betrachteten Dinge. Hieraus entsteht der für 
die moderne lineare Algebra zentrale und für die moderne Algebra schlechthin typische Begriff 
einer algebraischen Struktur, die in diesem Fall in Erinnerung an das besonders wichtige Beispiel 
der Vektoren als Vektorraum bezeichnet wird. 


Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, die man zueinander addieren und die man mit 
Zahlen multiplizieren kann, wobei die übliehen Reecehenregeln gelten. 
Die lineare Algebra kann man als die Theorie der Vektorräuıne bezeichnen. 


Auf Grund der "angeführten Beispiele ist es verständlich, daß sich die Anwendungen der linearen 
Algebra auf alle Gebiete der Mathematik, insbesondere auf die Analysis und auf die Geometrie 
sowie auf viele Bereiche der Physik erstrecken. 


Lineare Abbildungen. Bei der Untersuchung der Vektorräume haben die sogenannten linearen 
Abbildungen eines Vektorraums auf einen anderen besonderes Interesse. Dabei bezeichnet man 
eine Abbildung eines Vektorraums auf einen anderen als linear, wenn die Abbildung mit den 
Operationen der Addition und Multiplikation mit einer Zahl verträglich ist, d.h., für je zwei 
Elemente ist es gleichgültig, ob man erst die Operation der Addition bzw. der Multiplikation mit 
einer Zahl ausführt und dann die Abbildung anwendet oder umgekehrt; wenn z.B. x’ das Bild 
von x ist und a eine Zahl bedeutet, ist « x’ das Bild von a. 


Dimension. Ein weiterer wichtiger Begriff der Theorie der Vektorräume ist die Dimension. Man 
nennt einen Vektorraum endlichdimensional, wenn sich alle seine Elemente durch Addition und 
Multiplikation mit einer Zahl aus nur endlich vielen Elementen zusammensetzen lassen. Der 
Vektorraum der Zeilenmatrizen oder der Vektorraum der Lösungen eines linearen Gleichungs- 
systems sind endlichdimensionale Vektorräume. 


Beispiele: 1.1Ist (a,b,c) eine beliebige Zeilenmatrix mit 3 Elementen, d.h. ein beliebiges 
Element des Vektorraumes der Zeilenmatrizen, so kann man sie nach den Operationen für diese 
Matrizen in der Form schreiben: 


(a, b, ce) = a(1, 0,0) + d(0, 1,0) + c(0, 0, 1). 


2. Durch Anwendung der im Vektorraum erklärten Operationen erhält man jede Zeilenmatrix 
mit 3 Elementen aus den 3 Zeilenmatrizen (1, 0, 0), (0,1, 0), (0, 0, 1). 


3. Beispiele für unendlichdimensionale Vektorräume sind die von reellen Funktionen. Die Zahlen 
selbst bilden einen Vektorraum der Dimension 1, da man im Bereich der Zahlen addieren und 
auch mit einer Zahl multiplizieren kann. 


Linearformen. Die linearen Abbildungen eines beliebigen Vektorraums in den Vektorraum der 
Zahlen nennt man Linearformen (lineare Funktionale); betrachtet man z. B. den Vektorraum der 
Zeilenmatrizen (%ı, X, &s) und sind aı, @s, ds, drei beliebige reelle Zahlen, so ist der Ausdruck 
@ı &ı + Qd2Xe + Qs X eine solche Linearform, die bei festen reellen Zahlen aı, aa, as jeder Zeilenmatrix 
(21, 2, %s) eine reelle Zahl zuordnet. Zwei verschiedene derartige Ausdrücke aı zı + Qg a + Qs Xs 
und 5bı &ı + bax2 + bs xs, die man als linke Seiten eines Gleichungssystems auffassen kann, lassen 
sich, wie früher schon angegeben, zueinander addieren und mit einer Zahl multiplizieren, so daß 
alle diese Ausdrücke einen Vektorraum bilden. 

Allgemein läßt sich beweisen, daß die Linearformen eines Vektorraumes selbst einen Vektorraum 
bilden, den man den dualen Vektorraum nennt. Zwischen diesen beiden Vektorräumen besteht 
eine enge Beziehung, ein sogenanntes Dualitätsprinzip, das es möglich macht, Aussagen über den 
einen Vektorraum in Aussagen über den anderen Vektorraum zu übertragen. 


Beispiel: Dualitätsprinzip im Vektorraum der Zeilenmatrizen (zı, X, &s). Die Gleichung 
dı &ı + d2%2 + ass = 0 hat eine Linearform als linke Seite und definiert bei festen aı, aa, as, 
wenn %ı, &%e, &s als homogene Punktkoordinaten aufgefaßt werden, eine Gerade in der Ebene; 
%ı, %2, %s sind die homogenen Koordinaten der Punkte, die auf der Geraden liegen. Hält man um- 
gekehrt ein Tripel .ı, 22, &3 fest und variiert aı, a2, as, d.h., betrachtet man verschiedene Linear- 
formen, so definiert diese Gleichung das Geradenbüschel durch den festen Punkt z1,2»,xs, und die 
verschiedenen Tripel aı, aa, as sind die sogenannten homogenen Koordinaten der Geraden des 
betrachteten Büschels. Das Dualitätsprinzip der Algebra umfaßt auf diese Weise die in der 
Geometrie bekannte Dualität zwischen kten und Geraden einer Ebene. 
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Die Linearformen lassen sich als die linken Seiten linearer Gleichungen auffassen, sofern der be- 
trachtete Vektorraum endlichdimensional ist. Ist etwa (1, 7a, . . ., %n) eine n-reihige Zeilenmatrix, 


nv 
so ist ı ı Fa X +" +an&n= ZZ aıxı für feste Zahlen aı, as, ..., 4n eine Linearform. 
i=1 

Daraus erklärt sich, daß sich auch das ursprüngliche Objekt der linearen Algebra, die Theorie der 
linearen Gleichungen, der allgemeinen Theorie der Vektorräume unterordnet, die ihrerseits durch 
Abstraktion aus der Theorie der linearen Gleichungen hervorgegangen ist und den heutigen Inhalt 
der linearen Algebra bildet. 

Die Weite und Tragfähigkeit der durch die geschilderte Abstraktion gewonnenen Methoden der 
heutigen linearen Algebra zeigt sich darin, daß man viele lineare Abbildungen eines unendlich- 
dimensionalen Vektorraums von Funktionen in den Vektorraum der Zahlen, d.h. das unendlich- 
dimensionale Analogon zu den linearen Gleichungen, als lineare Integralgleichungen auffassen kann. 
Im Fall eines unendliehdimensionalen Vektorraumes von Funktionen ersetzt man in dem Ausdruck 


n 
2 a, x; die Summation durch die Integration, den Summationsindex durch die Integrationsvariable 
i=1 b 
und die reellen Zahlen «;, x; durch reelle Funktionen. Man erhält so den Ausdruck [ p(x) f(x) dx, der 
ab 
die Verallgemeinerung der linken Seite einer linearen Gleichung ist. Die Gleichung [ (x, 4) f(x) dx 
a 


= y(y), indergp(x, y) und y(y) gegebene Funktionen sind, während die Funktion f(x) gesucht wird, 
ist das Analogon zu den früher betrachteten linearen Gleichungen und wird als lineare Integral- 
gleichung bezeichnet. Auf diese Weise ist die für die Physik und für die Anwendungen so überaus 
wichtige Theorie der linearen Integralgleichungen in wesentlichen Teilen in der heutigen linearen 
Algebra enthalten. 


Lineare Operatoren. Die eineindeutigen linearen Abbildungen eines Vektorraums auf sich, die man 
auch als lineare Operatoren bezeichnet, haben insofern eine besondere Bedeutung in der Geometrie, 
als sich die Transformationen eines euklidischen Raumes als lineare Abbildungen des Raumes der 
geometrischen Vektoren auffassen lassen. Wird z. B. im Vektorraum der reellen Zahlenpaare durch 
die Gleichung yı = &ı aı + za bı, Ya = Xı aa + X2 b2 dem Paar (xı, 3) das Paar (yı, ya) zugeordnet, 
so entspricht der nebenstehenden quadratischen Matrix ein linearer Operator; Die 
Nacheinanderausführung zweier linearer Abbildungen eines Vektorraumes auf sich ist 
wieder eine lineare Abbildung des Vektorraumes auf sich, so daß auf diese Weise 
je zwei linearen Operatoren ein dritter linearer Operator zugeordnet ist, den man als 
das Produkt bezeichnet. Da sich jede eineindeutige lineare Abbildung eines Vektorraumes auf sich 
auch umkehren läßt, gibt es zu jedem linearen Operator einen anderen, den man als den zu ihm 
inversen bezeichnet und der die Eigenschaft hat, daß das Produkt des Operators mit seinem Inversen 
den Vektorraum elementweise ungeändert läßt. Den linearen Operator, der jeden Vektor des betrach- 
teten Vektorraums fest läßt, bezeichnet man als identischen Operator oder als Einsoperator. 


Matrizenmultiplikation. Jede solche lineare Abbildung läßt sich in einem endlichdimensionalen 
Vektorraum durch ein quadratisches Schema von Zahlen, durch eine quadratische Matrix, be- 
schreiben. Die oben beschriebene Multiplikation der linearen Abbildungen spiegelt sich wider in 
einer Multiplikation der quadratischen Mairizen, die für zweireihige quadratische Matrizen folgen- 
dermaßen erklärt ist: 


Nr e S dı da Cı Ca Gıcı + aa dı adiıce + a da 
M nd = 
Multiplikation von Matrizen er dd ee a 


ba — aa 


D:. D 


P 2 dı da ER 
Die Inverse der Matrix | = existiert nur, wenn D = 


I) @ı aa | 
}|dı ba 














dı @2 
bı ba 
D _ D = ab) — abı #0, 
On, —0n 


und bedeutet a 


0 
1 | — Einheitsmatrix 


dl |-d mi 
DB 





Allgemein gilt: Eine quadratische Matrix hat genau dann eine meme wenn ihre Determinante 
ungleich Null ist. 
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Daraus ergibt sich, daß die Determinanten derjenigen Matrizen, die den linearen Operatoren eines 
Vektorraumes zugeordnet sind, von Null verschieden sind. 
Diese Multiplikation der linearen Abbildungen eines Vektorraumes auf sich oder die ihr ent- 
sprechende Multiplikation der Matrizen hat die Besonderheit, daß das Produkt von der Reihenfolge 
der Faktoren abhängt. Es ist nicht gleichgültig, in welcher Reihenfolge man zwei lineare Operatoren 
anwendet. Es ist demnach auch nicht gleichgültig, in welcher Reihenfolge man zwei Matrizen mit- 
einander multipliziert. 
Beispiel: ||1 2|| ||22|| ||1ı-2+2.1 1-2+2-0|| | 2] 
a) 01| 10|" |1|0-2+1-1 -0:2+1:.0|| |j10|/’ 
22|| |ı12 21 +20 2-2+2-1 12 6 
10 ENTE ee il" 
Die Matrizenmultiplikation und allgemeiner die Multiplikation linearer Operatoren sind somit 
einfache und übersehbare Beispiele für nicht-kommutative Multiplikationen. Solche Multiplikationen 
treten z. B. in der Geometrie auf, wenn man sämtliche Drehungen einer Kugel im dreidimensionalen 
Raum um ihr Zentrum untersucht. Führt man zwei Drehungen nacheinander aus, so wird die 
Drehung als ihr Produkt bezeichnet, die dasselbe Ergebnis liefert, wie beide ‚„‚Faktoren‘‘ nachein- 
ander (Abb.). 


Dix) -D(z) D(z)-Di(x) 


b) 























Drehung einer Kugel um die x-Achse, D(x), und um die z-Achse, D(z); D(x) - D(z) führt Punkt P in 
Punkt Pı über, dagegen D(z) - D(x) in den von Pı verschiedenen Punkt Pa 


Anwendungen. Die Anwendungen der linearen Algebra erstrecken sich auf fast alle Gebiete der 
Mathematik; für die Anwendungen auf die analytische und projektive Geometrie sowie auf die 
Theorie der Integralgleichungen wurden Beispiele genannt. In der Funktionalanalysis hat sich 
eine völlig neue Disziplin entwickelt, die sich mit der Anwendung und Verallgemeinerung der 
Methoden der linearen Algebra in der gesamten Analysis beschäftigt. Auch Anwendungen auf die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen sind bekannt, indem man z.B, bei Systemen von 
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten die Koeffizientenmatrix in Analogie 
zu der von linearen Gleichungssystemen vereinfacht. 

In der Physik findet die lineare Algebra einmal unmittelbar Anwendung, wie z.B. durch die Vektor- 
rechnung, zum anderen mittelbar durch die Funktionalanalysis, die bei den Untersuchungen der 
modernen Physik, z. B. in der Quantentheorie, eine bedeutende Rolle spielt. 

Multilineare Algebra. Die für die lineare Algebra wesentlichen Untersuchungen der Linearformen 
werden in der multilinearen Algebra erweitert auf Untersuchungen sogenannter Multilinearformen. 
Dies sind Abbildungen, die je r Vektoren eines Vektorraums eine Zahl so zuordnen, daß die Abbil- 
dung in bezug auf jeden dieser r Vektoren linear ist. Für r = 1 handelt es sich dabei um eine ge- 
wöhnliche Linearform. 

Bilinearformen. Für den Fall r = 2 erhält man sogenannte Bilinearformen. Betrachtet man der 
Vektorraum der zweireihigen Zeilenmatrizen (zı, 2), so hat eine Bilinearform die Gestalt 


a1 Xı Yı + QıaXı Ya + Qzı X%a Yı + Qaa 72 Ya. 
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Für x; = yı ergibt sich eine sogenannte quadratische Form. Betrachtet man etwa eine Gleichung 
Qıı Ci? + 212 Xı & + Qaa a? = b, deren linke Seite eine derartige quadratische Form ist, so 
definiert diese Gleichung einen Kegelschnitt in der Ebene, dessen Zentrum im Nullpunkt liegt. Das 
wichtigste Problem der Theorie der quadratischen Formen besteht darin, eine Bilinearform oder 
eine quadratische Form durch geeignete Transformationen auf eine möglichst einfache und über- 
sichtliche Gestalt zu bringen, eine quadratische Form z.B. in eine solche, die keine gemischten 
Produkte, sondern nur reine Quadrate enthält. Geometrisch bedeutet dies, den durch eine wie oben 
angegebene Gleichung definierten Kegelschnitt auf Hauptachsen zu transformieren (Haupt- 
achsentransformation). Da man jede Determinante als Multilinearform in den Zeilen oder in den 
Spalten auffassen kann (vgl. Eigenschaften 1. und 2. im Abschnitt über Determinanten), ergibt die 
Untersuchung der Bilinearformen auch neue Möglichkeiten zur Berechnung des Wertes einer 
Determinante. 


Tensoren. Die Koeffizienten einer Bilinearform haben bei Transformationen der Bilinearform ein 
bestimmtes Transformationsverhalten und werden als Tensoren bezeichnet. In Verallgemeiner ung 
des Begriffes des Vektorraums der linearen Algebra definiert man T'ensorräume, deren Elemente 
dann allgemein als Tensoren bezeichnet werden. 


Anwendungen. Die sogenannte Tensoralgebra, wie die Untersuchung der Tensorräume bezeichnet 
wird, läßt sich vor allem in der Differentialgeometrie anwenden, wo z.B. die Krümmung einer 
Fläche bzw. eines Raumes durch einen Tensor, den sogenannten Krümmungstensor, beschrieben 
wird. In der Relativitätstheorie spiegelt sich die Unmöglichkeit der Trennung von Energie und 
Impuls eines Teilchens darin wider, daß die Energie und die Komponenten des Impulses zusammen 
die Komponenten des Energie-Impuls- Tensors bilden. Auch in anderen Gebieten der Physik, z.B. 
in der Kristalloptik und in der Elastizitätstheorie, lassen sich die tatsächlichen Verhältnisse adäquat 
durch Tensoren beschreiben. So wird der Deformations- bzw. Spannungszustand eines elastischen 
Mediums durch den sogenannten Verzerrungs- bzw. Spannungstensor angegeben. Die Theorie der 
Bilinearformen und der quadratischen Formen führt in der analytischen Geometrie zu der bekann- 
ten Klassifikation der Kurven und Flächen zweiter Ordnung. In der Physik hat sie eine große 
Bedeutung bei der Beschreibung physikalischer Systeme in bezug auf kleine Schwingungen. 


GRUPPENTHEORIE 


Neben dem Begriff des Vektorraums ist der der Gruppe ein typisches Beispiel für den Abstraktions- 
prozeß der modernen Algebra. 

Die bekannten Zahlenbereiche (rationale Zahlen, reelle Zahlen, komplexe Zahlen) enthalten Objekte 
(die Zahlen), die man miteinander multiplizieren und durcheinander dividieren kann. Diese Opera- 
tionen gelten auch für andere Bereiche, z. B. für die eineindeutigen Abbildungen eines endlich- 
oder unendlichdimensionalen Vektorraums auf sich, für die Matrizen, deren Determinante von 
Null verschieden ist, oder für die Matrizen mit der Determinante 1, 


Permutationen, Betrachtet man die Abbildungen von endlich vielen (z. B. 4, allgemein n») Objekten 
auf sich, dann kann jedem Objekt eine Zahl 1, 2, 3, 4 (allgemein 1, 2, 3,...,n) zugeordnet und die 
Abbildung, die jedes Objekt in ein anderes überführt, dadurch beschrieben werden, daß man an- 
gibt, welche Zuordnung zwischen den Zahlen besteht, die die Objekte eindeutig keunzeichnen; 


1234 
z. B. bedeutet ( 214 = daß dem Objekt mit der Nummer 1 das Objekt mit der Nummer 2, dem 


Objekt mit der Nummer 2 das Objekt mit der Nummer 1 usw. zugeordnet wird. Man kann alle 
1234 
Zuordnungen von 4 (allgemein n) Objekten auf sich durch die sämtlichen Ausdrücke ( s ). 


tı Ga ig la 


N 

allgemein 2: FE angeben, wobei tı, %2, üs, i4 bzw. Üı, ia, . . „, in wiederum die Zahlen 1, 2, 3, 4 
m... n 

bzw. 1,2,..., n sind, nur in anderer Reihenfolge. Diese Abbildungen nennt man Permutationen, 


im Beispiel von 4, allgemein von n Objekten. Es gibt 1-2-3-4 = 24 bzw. 1-2 -n = n! Per- 
mutationen von 4 bzw. n Objekten. 

Auch in diesem Bereich der Permutationen einer festen Anzahl von Objekten darf man multipli- 
zieren und dividieren. Man muß nur bedenken, daß die Permutationen als Abbildungen beschrieben 
sind und daß das Nacheinanderausführen von Abbildungen als Multiplizieren dargestellt wird. 


Bee Eh ne see 
pre Maar Tg rg = sta] 


wie man am folgenden Schema erkennt, in dem die Zuordnung für jedes Objekt in einer anderen 
Farbe kenntlich gemacht ist. 


(ta = 25 
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Das Produkt zweier Permutationen einer festen Anzahl von Objekten ist stets wieder eine Permuta- 
tion dieser Objekte. 


Wie steht es nun mit der Division? -— Der Quotient zweier Zahlen « und 5b kann in der Form 


b 1 
Se ar! dargestellt werden, wobei das Inverse a’! = 2 durch die Gleichung «a a-! = 1 gegeben 


ist. Die Zahl 1 läßt beim Multiplizieren jede andere Zahl ungeändert; ihr entspricht deshalb die 
1234 

123 .) die jedes Objekt auf sich abbildet, die sogenannte ?deniische Permuia- 

tion. Als Inverses 9-1 einer gegebenen Permutation p bezeichnet man dann die Permutation, für 

diep pi=e gib: 


Permutation e = ( 


Beispiel: 


RR ıl2 |3 J4 
Die inverse Permutation p1 zup = ( f j 1% (iR? kb k) ) oder yı = u; 4) 


Der Quotient zweier Permutationen soll dann das Produkt der einen mit dem Inversen der anderen 
sein; dabei ist zu beachten, daß das Produkt von Permutationen, wie das Produkt von Matrizen, 
nicht kommutativ ist, daß es für den Dividenden pı und den Divisor pa also zwei im allgemeinen 
verschiedene Quotienten gibt p37! - pı und pı  prr!. 


Sr ie Se en 
a NEU, aaa 


; en en 
a et 


Die Menge aller Permutationen einer festen Anzahl von Objekten bildet einen Bereich, in dem 
multipliziert und dividiert werden kann, wobei man allerdings die Faktoren nieht miteinander 
vertauschen darf. 


Gruppen. Betrachtet man die Abbildungen eines Dreiecks oder eines regulären n-Ecks in der Ebene 
auf sich oder die Abbildungen, die einen regulären Körper im Raum mit sich zur Deckung bringen, 
z. B. die Abbildungen eines Kristalls auf sich, so bilden diese Abbildungen einen Bereich mit Multi- 
plikation und Division. Entsprechendes gilt für die Drehungen eines Kreises oder einer Kugel 
um das Zentrum. 

Allen angeführten Beispielen, zu denen sich noch viele weitere angeben ließen, ist gemeinsam, daß 
sie eine Menge von Objekten bilden, in der multipliziert und dividiert werden darf und das 
Assoziativgesetz gilt. Eine solche Menge nennt man eine Gruppe. 


Eine Gruppe ist eine Menge von Elementen, in der zu je zwei Elementen a und b ein Produkt ab 
erklärt ist, in der es ein Einselement e mit ae=ea= a gibt, in der zu jedem Element a ein 
Inverses a-! mit aa’!=e existiert und in der für je drei Elemente «a, b, e gilt a(be)=(ab)c. 


Mit der angegebenen Multiplikation kann man wie gewohnt rechnen, mit der einzigen Einschrän- 
kung, daß man im allgemeinen zwei Faktoren nicht vertauschen darf. Gruppen, in denen diese 
Vertauschung zulässig ist, wie z. B. die Gruppe der rationalen, reellen, komplexen Zahlen bezüg- 
lich der Multiplikation, die Gruppe der Drehungen eines Kreises um seinen Mittelpunkt u.a., 
werden als kommutative oder nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik ABEL (1802— 1829) 
als abelsche Gruppen bezeichnet. 

Unter dem Begriff Gruppeniheorie versteht man die Untersuchung der Struktur der genannten 
Gruppen und deren Klassifikation nach verschiedenen Eigenschaften dieser Struktur. Die Struktur 
der Gruppe ist dabei durch die in ihr definierte Multiplikation gegeben. 


Untergruppen. Eine erste grobe Einteilung der Gruppen ist die in abelsche und nicht-abelsche. 
Große Bedeutung für die Untersuchung der Gruppenstruktur kommt dem Begriff der sogenannten 
Untergruppe zu; darunter versteht man eine Teilmenge der Elemente einer Gruppe, Jie in bezug 
auf die in der Gruppe erklärte Multiplikation selbst eine Gruppe bildet. Man betrachte z.B. die 
Gruppe der Permutationen von 4 Elementen und in ihr alle die Permutationen, die die Zahl 4 fest 
lassen. Multipliziert man zwei Permutationen, die die Zahl 4 fest lassen, miteinander, so ergibt 
sich wiederum eine solche Permutation. Ebenso läßt die inverse einer Permutation, die die 4 fest 
läßt, ebenfalls die Zahl 4 fest, und das Einselement, das alle Zahlen 1, 2, 3, 4 fest läßt, ändert eben- 
falls die Zahl 4 nicht. Die sämtlichen Permutationen von 4 Elementen, die nur die ersten drei 
Elemente permutieren und das vierte Element fest lassen, bilden eine Untergruppe der Gruppe aller 
Permutationen von 4 Elementen. 


Isomorphie. Es ist unmittelbar klar, daß die Untergruppe derjenigen Permutationen von vier 
Elementen, die das vierte Element fest lassen, also nur die ersten drei Elemente permutieren, im 
wesentlichen die Gruppe der Permutationen von drei Elementen ist. Die Elemente dieser Gruppe, 
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123 


1234 
die im allgemeinen die Form (; Er haben, sind nur in der etwas anderen Form (; Fe: ) 
tı %2 03 tı I 0: 4 


geschrieben. Man wird deshalb bei einer Untersuchung der Struktur der Gruppen, bei der (wie dies 
schon aus der Definition der Gruppe hervorgeht) die Art der Elemente keine Rolle spielt, zwischen 
den beiden genannten Gruppen nicht unterscheiden. Man kann diese Gruppen jedoch nicht als 
gleich bezeichnen, denn das hieße, daß ihre Elemente gleich sind, was falsch ist. Die eine Gruppe 
besteht aus Permutationen von drei Elementen, die andere Gruppe aus Permutationen von vier 
Elementen. Man prägt für derartige Vorkommnisse einen neuen, für die Gruppentheorie, ja für die 
gesamte neuere Algebra außerordentlich wichtigen Begriff und nennt die beiden Gruppen isomorph. 


Die Untergruppe derjenigen Permutationen von vier Elementen, die das vierte Element [est lassen, 
ist zur Gruppe der Permutationen von drei Elementen isomorph. = 


Bei der Isomorphie von Gruppen handelt es sich um ihrer Siruktur nach völlig gleiche Gruppen, die 
lediglich verschiedene Elemente haben. Zwischen isomorphen Gruppen wird in der Gruppen- 
theorie nicht unterschieden. Als weiteres Beispiel für eine Isomorphie zwischen zwei Gruppen sei 
noch erwähnt, daß die Gruppe der Permutationen von drei Elementen zur Gruppe aller Trans- 
formationen, die ein gleichseitiges ebenes Dreieck mit sich zur Deckung bringen, isomorph ist. 


Homomorphie. Für die Isomorphie zwischen zwei Gruppen ist charakteristisch, daß es eine umkehrbar 
eindeutige Abbildung der Elemente der beiden Gruppen aufeinander gibt, bei der das Produkt je 
zweier Elemente der einen Gruppe auf das Produkt der entsprechenden Elemente der anderen 
Gruppe abgebildet wird. Gibt es nun eine Abbeldung einer Gruppe auf eine andere, die die oben 
genannte Eigenschaft über das Produkt zweier Elemente hat, die aber nicht umkehrbar zu sein 
braucht, durch die verschiedene Elemente der Urbildgruppe auf das gleiche Element der Bildgruppe 
abgebildet werden können, so nennt man die Bildgruppe ein homomorphes Bild der Urbildgruppe. 
Dieser Begriff der Homomorphie ist schwächer als der Begriff der Isomorphie. 

Wegen der Eigenschaft für das Produkt bei homomorphen Abbildungen bleibt zwar die Struktur in 
gewissem Sinne erhalten, die Gruppe selbst wird aber verkleinert; z. B. ist die Abbildung, die jeder 


= ad-— bc zuordnet, eine homomorphe 














b 

= ihre Determinante = 
c:d 10.d 
Abbildung der Gruppe der zweireihigen Matrizen in die Gruppe der reellen Zahlen in bezug auf die 
Multiplikation. Ist nämlich 








zweireihigen Matrix 


eine weitere Matrix, so ist, wie man leicht nachrechnet, 














c’ d’ 
au +be ab’ +bua’ ab a’ b’ 
ce +d’cb’+dd cd ce d’ı' 




















Die Determinante des Produktes zweier Matrizen ist gleich dem Produkt der Determinanten dieser 
beiden Mairizen. : 














Aaıb 
Alle Matrizen u aber, in denen A und zwei Zahlen sind, die der Bedingung «A = l genügen, 
ab 
werden auf dieselbe Determinante sg | abgebildet. Der Homomorphiebegriff wird wesentlich zum 


Vergleich und zur Charakterisierung von Gruppen verwandt. Ein Maß für die „Verkleinerung“ der 
Gruppe bilden die Elemente der Urbildgruppe, die auf das Einselement der Bildgruppe abgebildet 
werden. Diese Elemente bilden eine Untergruppe spezieller Art in der Urbildgruppe, die man als 
Kern bezeichnet. 

Eine Gruppe, die keine Untergruppe hat, die als Kern auftreten kann, heißt einfach. Die einfachen 
Gruppen sind (anders ausgedrückt) von der Art, daß sie entweder isomorph oder ganz auf das 
Einselement abgebildet werden. 


Jede Permutationsgruppe von mehr als vier Elementen hat nur eine einzige Untergruppe, die als 
Kern eines Homomorphismus auftreten kann. Diese Untergruppen, die man als alternierende Grup- 
pen bezeichnet, sind, als selbständige Gruppen betrachtet, einfach. 


Anwendungen. Man kann angenähert sagen, daß die Gruppentheorie überall dort eine Rolle spielt, 
wo Abbildungen, Transformationen, Symmetrien in irgendeinem Sinne auftreten und Gebilde 
untersucht werden, die bei diesen Abbildungen, Transformationen, Symmetrien invariant sind. 

In der Geometrie führt die Untersuchung der verschiedenen Transformationsgruppen und der in 
bezug auf diese Gruppen invarianten geometrischen Objekte zu einer Klassifikation der verschie- 
denen Geomeirien, wie dies erstmalig von Felix Kıeın (1849—1925) in seinem berühmten „Erlanger 
Programm‘‘ vorgeschlagen wurde. In der Physik spielt die Gruppentheorie vor allem in der Relativi- 
tätstheorie durch die Gruppe der sogenannten Lorentztransformationen eine bedeutende Rolle; die 
Unterteilung der Physik in relativistische und nichtrelativistische Physik ist eine Unterteilung 
nach gruppentheoretischen Prinzipien. Auch eine Klassifikation der Differentialgleichungen nach 
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gruppentheoretischen Prinzipien ist möglich und führt zu neuen Lösungsmethoden, wie 8. LıE 
gezeigt hat. In der Kristallphysik gibt die Gruppentheorie durch Betrachtung der Symmetrie- 
gruppeneinen Überblick übersämtliche möglichen Kristallformen. Schließlich sei noch erwähnt, daß 
sich auch die ebenen und räumlichen Ornamente mit Hilfe der Gruppentheorie beschreiben lassen. 


Topologisehe Gruppen. Bei den in den Anwendungen der Gruppentheorie, vor allem in der Geometrie 
und in der Physik auftretenden Gruppen handelt es sich um unendliche Gruppen, und zwar um 
Gruppen, die neben ihrer algebraischen Struktur als Gruppe eine topologische Struktur als topo- 
logischer Raum haben. 

Als topologische Gruppe bezeichnet man eine Menge von Elementen, die einerseits eine Gruppe, 
andererseits einen topologischen Raum bilden. Dabei sollen die algebraische und die topologische 
Struktur in dem Sinne miteinander verträglich sein, daß die Multiplikation, die je zwei Elementen 
ein drittes als ihr Produkt zuordnet, eine stetige Funktion im Sinne der Topologie ist; Beispiele 
sind die verschiedenen Matrixgruppen, die Transformationsgruppen der verschiedenen Geometrien 
und die Lorentzgruppe. 

Von zwei zweireihigen Matrizen von reellen Zahlen, deren Determinante von Null verschieden ist, 
läßt sich z. B. sagen, ob sie nahe beieinanderliegen, d. h., ob ihre Elemente wenig voneinander 
abweichen oder nicht. Damit kommt man aber, vom Stetigkeitsbegriff auf der reellen Achse aus- 
gehend, zu einem entsprechenden Stetigkeitsbegriff und damit zu einer Topologie für diese Gruppe. 
Während einerseits die Tatsache, daß es sich bei den topelogischen Gruppen um unendliche Gruppen 
handelt, die Untersuchung der Struktur dieser Gruppen erschwert, läßt andererseits die zusätz- 
liche topologische Struktur neue, nicht notwendig algebraische Methoden zur Untersuchung 
dieser Gruppen zu, die für abelsche topologische Gruppen sowie für kompakte topologische Grup- 
pen zu schönen Ergebnissen geführt haben. Durch das Zusammenspiel algebraischer und analy- 
tischer Methoden bei der Untersuchung derartiger Gruppen hat ihre Theorie einen eigenen Reiz. 


Liesche Gruppen. Die Drehungen der Ebene um einen festen Punkt bilden eine Gruppe. Jede dieser 
Drehungen hängt von einem Drehwinkel p ab und läßt sich, wie in der analytischen Geometrie 
gezeigt wird, durch eine zweireihige Matrix der nebenstehenden Form beschreiben. Man kann 
zeigen, daß sämtliche Matrizen dieser Art eine Gruppe bilden. Da 9 stetig zwischen 0 und 2x 
variiert, läßt sich auf dieser Gruppe ein Stetigkeitsbegriff einführen. Die Besonderheit der betrach- 
teten Gruppe gegenüber anderen topologischen Gruppen besteht darin, daß 
die Elemente der Matrizen von einem Parameter abhängen und daß diese 
Abhängigkeit durch differenzierbare Funktionen beschrieben wird. Dies gibt 
die Möglichkeit, auf der Gruppe nicht nur stetige Funktionen zu definieren, 
wie dies für jede topologische Gruppe möglich ist, sondern auch differenzierbare Funktionen, 
indem man eine Funktion auf der Gruppe differenzierbar nennt, wenn sie eine differenzierbare 
Funktion des reellen Parameters p ist. Eine Menge von Elementen, auf der sich differenzierbare 
Funktionen definieren lassen, nennt man eine döfferenzierbare Mannigfaltigkeit, und die obige 
Gruppe hat damit neben der algebraischen Gruppenstruktur nicht nur die Struktur eines topolo- 
gischen Raumes, sondern die schärfere Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Derartige 
Gruppen nennt man Liesche Gruppen nach dem norwegischen Mathematiker Sophus Lıe (1842 bis 
1899); sie sind spezielle topologische Gruppen, deren Untersuchung in vieler Hinsicht einfacher ist 
als die der allgemeinen topologischen Gruppen, da sich die Hilfsmittel der Differentialreehnung 
für die Untersuchung dieser Gruppen nutzbar machen lassen. 
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Anwendungen. Die Lieschen Gruppen und ihre sogenannten Darstellungen (vgl. Darstellungstheorie) 
haben für die Theorie der speziellen Funktionen (Kugelfunktionen, Besselfunktionen u. &.) sowie 
für die Theorie der fastperiodischen Funktionen große Bedeutung. S. Lie verwendete seine Theorie, 
wie schon bemerkt, zur Klassifikation und Lösung von Differentialgleichungen. Auch für die 
Quantentheorie spielen die Lieschen Gruppen durch die Gruppe der Kugeldrehungen und die 
Lorentzgruppe eine wichtige Rolle. 


ALGEBRAISCHE GLEICHUNGEN UND KÖRPERTHEORIE 


Neben den Gruppen werden in der Algebra noch andere algebraische Strukturen untersucht. Die 
wichtigsten unter ihnen, deren Untersuchung eine Reihe bedeutender Ergebnisse aufzuweisen hat, 
sind die Ringe und Körper sowie die Verbände. 

Die Körpertheorie hat sich in ähnlicher Weise aus klassischen algebraischen Fragestellungen ent- 
wickelt wie die lineare Algebra aus einem vertieften Studium der linearen Gleichungen. Man kann 
sagen, daß weite Gebiete der nichtlinearen Algebra, insbesondere aber die gesamte Körpertheorie, 
in engem Zusammenhang mit den Fragen der Lösung nichtlinearer Gleichungen entstanden sind. 


Körper. Im Fall der linearen Gleichungen läßt sich jede Lösung, sofern eine Lösung überhaupt 
vorhanden ist, aus den Koeffizienten der Gleichungen durch die Grundoperationen Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division gewinnen, Dabei kommt es weniger auf die Lösung einer 
speziellen konkreten Gleichung, als auf die der sogenannten allgemeinen Gleichung an, unter der 
man stets eine Gleichung mit unbestimmten Koeffizienten zu verstehen hat, für die man nach 
Belieben Elemente eines gewissen vorgegebenen Zahlenbereiches einsetzen darf. Mit diesen Un- 
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bestimmten, die als Koeffizienten auftreten, muß man aber die vier Grundrechenoperationen aus- 
führen dürfen. Sie müssen einem Bereich, einer Menge von Elementen angehören, in dem die 
Grundrechenoperationen erklärt sind und in dem man wie mit Zahlen rechnen darf. Einen solchen 
Bereich nennt man einen Körper. Ein Körper ist mithin eine Menge von Elementen, für die zu je 
zwei Elementen «a und 5b eine Addition @ + b, eine Multiplikation a 5b und ihre Umkehrungen 
erklärt sind, wobei die üblichen Rechenregeln gelten. 

Als Beispiele seien die gewöhnlichen Zahlenbereiche genannt: Der Körper der rationalen Zahlen, 
der der reellen oder der komplexen Zahlen; aber auch der Körper der Gaußschen Zahlen, der aus 


allen Zahlen a + bi besteht, wenn a und b rationale Zahlen und i = Y— 1 ist, sowie der Körper der 
Eisensteinschen Zahlen, der alle Zahlen « + bo enthält, für die «a und 5 rationale Zahlen und 


1 


a ne ist. Ferner bilden die gebrochenen rationalen Funktionen in einer Veränderlichen 
auf der reellen Achse oder in der komplexen Ebene oder die rationalen Funktionen mit rationalen 
Koeffizienten einen Körper. 

Während sich nun für die Theorie der linearen Gleichungen durch die Betrachtung von Gleichungen 
über beliebigen Körpern außer den oben angegebenen prinzipiellen Erwägungen keine neuen 
Gesichtspunkte ergeben, ist der Begriff des Körpers für die Gleichungen höheren Grades von 
grundlegender Bedeutung. 


Algebraische Gleichungen. Bei den schon seit langem bekannten Gleichungen zweiten Grades hat 
das Bedürfnis, diesen Gleichungen stets eine Lösung zuschreiben zu können, zu einer wesentlichen 
Erweiterung des Zahlenbereichs, zur Einführung der komplexen Zahlen, geführt. Algebraisch 
gesehen wurden die Lösungen dadurch gewonnen, daß man von dem Grundkörper der reellen 
Zahlen, aus dem die Koeffizienten der Gleichung genommen sind, zu einem Erweiterungskörper, 
dem Körper der komplexen Zahlen übergegangen ist. Als Erweiterungskörper K’ eines Körpers K 
gilt dabei jeder Körper K’, der den wen K als ne enthält. 


zZ Shlen an zwei Lisangen. 


Mitunter kommt man für spezielle Gleichungen schon mit kleineren Drwellsennzikienein aus; z.B. 
liegen die Koeffizienten der Gleichungen x? + 4 = 0 und «? + 3 = 0 im Körper der rationalen 
Zahlen, ihre Lösungen sind schon im Körper der Gaußschen Zahlen bei der ersten und im Körper 
der Eisensteinschen Zahlen im zweiten Fall enthalten. 

In der allgemeinen Gleichung zweiten Grades a2? +bxz-+ c = 0 sind die Koeffizienten beliebige 
Elemente aus einem Körper K; die Lösungen dieser Gleichung liegen in dem Erweiterungskörper 


K’ von K, der aus allen Elementen & -+ ß& besteht, wobei « und ß aus K und & = Yb2 — 4a ce ist. 
Entsprechende Tatsachen, wie die hier für Gleichungen zweiten Grades angegebenen, gelten nun 
ganz allgemein. 


Hauptsatz der Algebra. Jede algebraisehe Gleichung n-ten Grades, deren Koeffizienten Aunplexe 
Zahlen sind, hat genau rn Lösungen im Körper der komplexen Zahlen, 


Zu der allgemeinen Gleichung n-ten Grades 
GxXr +a,xri te. -nı1ır tan =(, 


deren Koeffizienten @o, a1, » » «, @n-1, @n Elemente aus einem beliebigen Körper X sind, gibt es einen 
Erweiterungskörper K’, den sogenannten Stammkörper, in dem diese Gleichung eine Lösung hat. 
Die Frage nach den Lösungen von Gleichungen ist damit auf die Frage der Konstruktion geeigneter 
Körpererweiterungen zurückgeführt worden, und damit ist die Lösungstheorie von Gleichungen 
in der abstrakten Körpertheorie aufgegangen. 


Lösung von Gleiehungen dureh Radikale. Neben der Frage nach der Existenz von Lösungen, d.h. 
der Konstruktion eines geeigneten Erweiterungskörpers, in dem eine gegebene Gleichung oder 
auch die allgemeine Gleichung eine Lösung hat, spielt auch die Frage nach der Berechnung dieser 
Lösung eine entscheidende Rolle. Für die quadratischen Gleichungen gibt es eine seit langem 
bekannte Lösungsformel, für die Gleichungen dritten Grades wird die Lösung in der Cardanischen 
Formel durch Ausziehen von Quadratwurzeln und kubischen Wurzeln gewonnen. 

FERRARI, ein Schüler von Geronimo CArDAno (1501— 1576), konnte eine entsprechende Formel für 
die Gleichungen vierten Grades angeben. Seitdem bemühten sich die Mathematiker vergeblich, 
ähnliche Formeln für die Lösungen der allgemeinen Gleichung höheren als vierten Grades durch 
Radikale zu finden; dabei wird unter einem Radikal eine Lösung der sogenannten reinen Gleichung 
am — a = 0 verstanden, Erst am Anfang des 19. Jahrhunderts gelang es dem norwegischen Mathe- 
matiker N. H. ABEL zu beweisen, daß eine Lösungsformel, die die Lösung der allgemeinen Gleichung 
eines höheren als vierten Grades mit Hilfe einer Reihe von Radikalen und den Grundrechenoperationen 
aus den Koeffizienten ausdrückt, nicht existieren kann. Fast gleichzeitig und unabhängig von diesem 
Ergebnis wurde die gleiche Aussage von dem französischen Mathematiker Evariste GALoIs 
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(1811-1832) bewiesen, dem es aber überdies durch eine geniale Verbindung der von ihm geschaf- 
fenen Gruppentheorie mit der Lehre von den Gleichungen gelang, ein notwendiges und hinreichen- 
des Kriterium dafür anzugeben, wann die Lösung einer speziellen Gleichung höheren Grades mit 
Hilfe von Radikalen und den Grundrechenoperationen angegeben werden kann. 

In diesen Untersuchungen, die heute als @aloissche Theorie einen festen Platz in der Algebra 
gefunden haben, besteht eine enge Wechselwirkung zwischen der Gruppentheorie und der Körper- 
theorie, die sich über die Untersuchung der Gleichungen hinaus zur Strukturuntersuchung der 
Körper mit Hilfe bekannter Sätze über die Struktur der Gruppen nutzbar machen läßt. Es ist dies 
eine der tiefsten und schönsten Wechselbeziehungen zweier ursprünglich voneinander unabhängiger 
mathematischer Disziplinen. 

Für die Untersuchung der Gleichungen sind die im Abschnitt Gruppentheorie ausführlich bespro- 
chenen Permutationsgruppen von besonderer Bedeutung. 


Jeder algebraischen Gleichung »-ten Grades läßt sich nach bestimmten Gesetzen eine Untergruppe 
der Permutationen von rn Elementen zuordnen, deren Struktur nach Galois darüber Auskunft 
gibt, ob sieh die Lösungen der Gleichung dureh Radikale darstellen lassen oder nieht. 


Der allgemeinen Gleichung, deren Koeffizienten Unbestimmte sind und zwischen denen folglich 
keinerlei Beziehungen bestehen, ist dabei die Gruppe aller Permutationen von n Elementen zu- 
geordnet. Im Abschnitt über Gruppen wurde darauf hingewiesen, daß in dieser Gruppe für n = 5, 
6, T,... nur die aliernierende Gruppe, die ihrerseits einfach ist, als Kern eines Homomorphismus auf- 
treten kann. Hierin liegt die Ursache dafür, daß die Lösungen der allgemeinen Gleichung höheren 
als vierten Grades nicht durch Radikale darstellbar sind. 


Konstruktion mit Zirkel und Lineal. Im Zusammenhang damit muß noch erwähnt werden, daß es 
durch die Entwicklung der Körpertheorie gelang, eine Reihe geometrischer Probleme durch Alge- 
braisierung zu entscheiden. Die Probleme der klassischen griechischen Mathematik, allein mit Zirkel 
und Lineal einen Kreis in ein flächengleiches Quadrat zu verwandeln (Quadratur des Kreises), 
einen beliebigen Winkel in drei gleiche Teile zu zerlegen (Winkeldreiteilung) oder die Kantenlänge 
eines Würfels anzugeben, der den doppelten Rauminhalt eines gegebenen Würfels hat (Kubus- 
verdoppelung), sind als unlösbar nachgewiesen. 


Anwendungen, Die Körpertheorie hat vielerlei Anwendungen in anderen Gebieten der Mathematik 
geiunden. In der algebraischen Zahlentheorie werden die Methoden der Körpertheorie und vor 
allem die Galoissche Theorie zur arithmetischen Untersuchung der algebraischen Zahlen, d.h. der 
Elemente eines Erweiterungskörpers des Körpers der rationalen Zahlen verwandt, Verschiedene 
in der Funktionentheorie betrachteten Funktionenklassen, z. B. die rationalen oder die elliptischen 
Funktionen, bilden einen Körper; auf sie lassen sich deshalb Ergebnisse der allgemeinen Körper- 
theorie anwenden; umgekehrt werden häufig Ergebnisse der Funktionentheorie, z. B. beim Beweis 
des Fundamentalsatzes der Algebra, zur genaueren Untersuchung des Körpers der komplexen 
Zahlen verwendet. 

Über algebraische Mannigfaltigkeiten wird im Hauptabschnitt algebraische Geometrie berichtet. 


RINGE UND ALGEBREN 


Ringe. Unter einem Ring versteht man eine Menge von Elementen, in der man in der üblichen 
Weise addieren, subtrahieren, multiplizieren, aber nicht notwendig dividieren darf. 

Da hierbei eine der Forderungen fehlt, die an einen Körper gestellt werden, ist natürlich jeder Körper 
ein Ring. Es gibt aber auch echte Ringe, die keine Körper sind, z.B. die ganzen Zahlen. Andere 
Ringe bilden die Polynome (die ganzen rationalen Funktionen) in einer oder mehreren Unbestimm- 
ten; die Potenzreihen, die in einer Umgebung eines festen Punktes der komplexen Ebene konver- 
gieren, sowie die beschränkten, stetigen Funktionen auf einem Intervall der reellen Achse. 

Die Untersuchung der Ringe, ihrer Struktur und ihrer Eigenschaften, die bis heute ein besonderes 
Interesse für die algebraische Forschung beansprucht, war maßgebend für die Entwicklung der 
abstrakten Algebra im 20. Jh. Die heute in der Algebra allgemein übliche Untersuchung alge- 
braischer Strukturen wurde von der Mathematikerin Emmy NOETHER (1882-1935), diein den zwan- 
ziger Jahren in Göttingen wirkte, vorgeschlagen und von ihr und ihren Schülern für eine Reihe 
von wichtigen Beispielen durchgeführt. Damit bekam die Algebra völlig neue Impulse, die zu neuen 
Einsichten und zu neuen Anwendungen der Algebra geführt haben. 


Algebren. Ein besonders schönes Ergebnis ließ sich für sogenannte Algebren erreicnen. Diese sind 
Ringe, die gleichzeitig endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper sind. Als Vektorraum 
über einem gegebenen Körper bezeichnet man eine Menge von Elementen, in der man addieren und 
mit einem Flement des gegebenen Körpers multiplizieren kann, ohne diese Menge zu verlassen. Im 
Sinne dieser allgemeinen Definition sind die früher betrachteten Vektorräume als Vektorräume 
über dem Körper der reellen Zahlen zu bezeichnen. Auf Grund der durch die zweite Eigenschaft 
bedingten Einschränkungen läßt sich die Struktur der Algebren mit den Methoden der abstrakten 
Algebra vollständig beschreiben. 


Anwendungen. Neben den für die Körpertheorie genannten Anwendungen, bei denen (wie schon 
eingangs erwähnt) auch die Ringtheorie eine entscheidende Rolle spielt, hat sich in der letzten 
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Zeit noch eine weitere Anwendung im Gebiet der Funktionalanalysis ergeben. Durch Einführung 
einer Verallgemeinerung des absoluten Betrages (vgl. Hauptabschnitt Funktionalanalysis) kommt 
man zum Begriff der normierten und der Hilbertschen Algebren, die einerseits ein normierter oder 
Hilbertraum im Sinne der Funktionalanalysis, andererseits ein Ring und unendlichdimensionaler 
Vektorraum im Sinne der Algebra sind. Die Theorie dieser normierten Algebren ist ein wichtiges 
Hilfsmittel für viele Teile der Analysis sowie der topologischen Algebra. 


DARSTELLUNGSTHEORIE 


In engem Zusammenhang mit der Theorie der Algebren steht die sogenannte Darstellungstheorie. 
Es handelt sich dabei um das Problem, eine Gruppe homomorph, d.h. in gewissem Sinne ähnlich, auf 
eine Gruppe von Matrizen oder allgemeiner linearer Operatoren eines Vektorraums abzubilden. In 
diesem Fragenkomplex und in der Ringtheorie ist die am Anfang des 20. Jh. in Blüte stehende 
Invariantentheorie aufgegangen. 


Darstellungen. Für Gruppen von endlich vielen Elementen läßt sich die Frage nach Darstellungen 
dieser Gruppe auf eine entsprechende Frage für Algebren zurückführen. Die oben genannten 
Struktursätze führen in vielen Fällen zur Lösung des gestellten Problems, wenngleich die konkrete 
Beschreibung von Darstellungen immer besondere Schwierigkeiten aufweist. Für eine Reihe wich- 
tiger Gruppen, z. B. die Gruppen aller Permutationen einer bestimmten Anzahl von Elementen, 
sind darum besondere Methoden zur Gewinnung ihrer Darstellungen entwickelt worden. Für un- 
endliche, insbesondere topologische Gruppen sind die Probleme der Darstellungstheorie außerordent- 
lich schwierig. Für gewisse Liesche Gruppen, so vor allem für die Drehgruppe und die Lorentz- 
gruppe, sind jedoch die wichtigsten Fragen beantwortet. 


Anwendungen, Die Darstellungstheorie dieser Gruppen wird in der Analysis vielfach angewendet. 
So geben die Darstellungen der Drehgruppe, d.h. der Gruppe der Drehungen einer Kugel im 
dreidimensionalen Raum, Anlaß zu einer vertieften Theorie der Kugelfunktionen, während sich 
durch die Darstellungen anderer Gruppen z. B. die Besselfunktionen herleiten lassen. 

Die Darstellungen der Lorentzgruppe sind naturgemäß für die Physik wichtig. Besonders in der 
Quantentheorie ist die Darstellungstheorie der Gruppen zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel der 
theoretischen Physik geworden. 


VERBÄNDE 


Der Begriff des Verbandes entstand durch Verallgemeinerung von Beziehungen, wie sie zwischen 
den Teilmengen einer Menge, aber auch zwischen Teilstrukturen irgendwelcher Strukturen (Grup- 
pen, topologische Räume u. a.) auftreten. 

Als Verband bezeichnet man eine Menge von Elementen, in der zwei Operationen erklärt sind, die 
man Durchschnitt und Vereinigung nennt, und mit denen man wie mit dem mengentheoretischen 
Durchschnitt und der mengentheoretischen Vereinigung rechnet. Als Beispiele seien genannt: 
Die Teilmengen einer festen Menge, die Untergruppen einer Gruppe, gewisse Klassen von Aussagen 
bezüglich der Partikel ‚und‘ (Vereinigung) und ‚oder‘ (Durchschnitt), die ganzen Zahlen bezüglich 
des größten gemeinsamen Teilers (Durchschnitt) und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen (Ver- 
einigung). 

Teilweise geordnete Mengen. Der Begriff des Verbandes steht in engem Zusammenhang mit dem 
einer teilweise geordneten Menge, d.h. einer Menge, in der für gewisse Elemente eine Enthalten- 
seins- oder Kleiner-Relation erklärt ist. Dieser Zusammenhang mit den teilweise geordneten Mengen, 
die in vielen Gebieten der Mathematik auftreten, zeigt die große Allgemeinheit des Verbands- 
begriffs. 

Anwendungen. Der Bereich der Anwendungen der Verbandstheorie ist infolge ihrer Allgemeinheit 
außerordentlich weit. Als wichtige Beispiele seien die mathematische Logik, die Grundlagen- 
forschung, die Algebra, die Topologie und die Integrationstheorie genannt. Erst unter Verwendung 
der Begriffe der Verbandstheorie konnte ein für die moderne Mathematik hinreichend allgemeiner 
Integrationsbegriff entwickelt werden. 


SCHLUSSBEMERKUNG 


Zusammenfassend kann man sagen, daß sich die Algebra heute als eine Theorie der algebraischen 
Strukturen darstellt. Unter einer algebraischen Struktur versteht man dabei eine Menge von Elemen- 
ten, die in bezug auf die zwischen ihnen erklärten algebraischen Operationen (Addition, Multipli- 
kation, Durchschnitt u. &.) untersucht wird, wobei die Natur der Elemente selbst gleichgültig ist. 
Dieser Strukturbegriff, wie er sich im Anfang dieses Jahrhunderts entwickelt hat, ist für die Algebra 
von großer Bedeutung und hat die Entwicklung der Algebra in den letzten 50 Jahren geprägt. Er 
hat inzwischen in abgewandelter Form (topologische, differenzierbare Strukturen) auch in andere 
Gebiete der Mathematik Eingang gefunden. 

In der letzten Zeit hat sich im Zusammenhang mit verschiedenen anderen Disziplinen der Mathe- 
matik eine Reihe neuer Begriffe herausgebildet, deren Untersuchung jedoch noch zu sehr in der 
Entwicklung steht und deren Bedeutung in vielen Fällen noch nicht abschließend geklärt ist. 


ZAHLENTHEORIE 


Die Zahlentheorie hat als ursprüngliche Aufgabe die Untersuchung der Eigenschaften der ganzen 
Zahlen. Als Wissenszweig der Mathematik ist sie sehr spät systematisch entwickelt worden. Einzel- 
ergebnisse sind schon im Altertum bekannt, so beiEuKLıp (um 300 v.u.Z.) und DIOPHANT (um 
250 u. Z.). Im 17. Jh. treten vor allem in den Untersuchungen von Pierre FERMAT (1601-1666) 
bemerkenswerte Entdeckungen von wissenschaftlicher Bedeutung auf. Große Fortschritte brachten 
die zahlreichen Arbeiten von Leonhard EvLzr (1707—1783) mit fruchtbaren weittragenden Ideen. 
Erst Carl Friedrich Gauss (1777-1855) errichtete ein einheitliches Lehrgebäude. 1801 erschienen 
seine Disquisitiones arithmeticae, ein monumentales Werk, das in strengem Sinne die höhere Arith- 
metik begründet hat. 

Die Zahlentheorie ist heute eine weitverzweigte Wissenschaft, die sowohl die abstrakte Algebra 
heranzieht (vor allem in der algebraischen Zahlentheorie) als auch tiefliegende Methoden der Analysis 
benutzt (in der analytischen Zahlentheorie). Dabei treten Fragestellungen und neue Teilgebiete auf, 
die nur mittelbar von ganzen Zahlen handeln. 

Im Gegensatz zu anderen Teilen der Mathematik sind viele Ergebnisse der Zahlentheorie dem mathe- 
matischen Laien ohne Vorkenntnisse verständlich. Es zeigt sich aber, daß die Beweise solcher 
Sätze häufig umfangreiche mathematische Hilfsmittel erfordern. 

Man bezeichnet die Zahlentheorie oft als die Königin der Mathematik, und GAuss sagte von ihr: 
„Merkwürdig ist es immer, daß alle diejenigen, die diese Wissenschaft ernstlich studieren, eine Art 
Leidenschaft dafür fassen‘‘ (Gauss 1808 an seinen Jugendfreund BöLyAr). 


Ring und Körper. Die Grundtatsachen der elementaren Zahlentheorie sind bereits im Hauptabschnitt 
„Das Rechnen mit Zahlen und allgemeine Zahlsymbole‘“ behandelt worden. Aus der Teilbarkeitslehre 
ist dabei bekannt, daß ein Quotient von ganzen Zahlen wieder ganz sein kann, z.B. 15:5 = 3, 
daß das aber keineswegs immer der Fall ist, z. B. ist 15: 7 keine ganze Zahl. Man sagt, die Umkeh- 
rung der Multiplikation, die Division, ist im Bereich der ganzen Zahlen nicht unbeschränkt ausführ- 
bar. Solche Zahlenbereiche nun, in denen die Operationen Addition, Subtraktion und Multiplikation 
unbeschränkt ausführbar sind, heißen Ringe. Ist auch die Division unbeschränkt ausführbar (außer 
durch 0), so nennt man den Zahlenbereich einen Körper, z.B. bilden die rationalen Zahlen einen 
Körper. Im folgenden bezeichne I den Ring der ganzen rationalen Zahlen 0, +1, +2,...und 
den Körper der rationalen Zahlen. In $ sind mithin die vier Grundrechenarten unbeschränkt aus- 
führbar (Division durch 0 ausgenommen). Für I trifft das nicht zu. Die Division zweier Zahlen a 
und 5 von I führt nicht immer zu Zahlen von I. Ist der Quotient b: a zweier Zahlen aus I (für 
a 7 0) wieder eine Zahl von I, so heißt b durch a teilbar, oder man sagt: b ist Vielfaches von a oder a 
teilt d. 


Ideal. Neben I werden andere Ringe N gebraucht, deren Elemente z. B. reelle oder komplexe 

Zahlen sein können. Besonders wichtig sind solche Teilmengen m eines Ringes R, die die beiden 
Eigenschaften erfüllen: 

E - l. sind @ und b Zahlen von mt, so gehört auch a —b 


zu m; 
7 94 27 12 45 7 9, fürjede Zahl A von R und jede Zahl a von m ist 
Das Ideal (3) auf der Zahlengeraden das Produkt A a eine Zahl von ın. 


Diese Teilmengen m von ® heißen Ideale in R. 

Ist z. B. m eine natürliche Zahl, so bildet die Gesamtheit der Zahlen 0, +m, +2m, +3m, ... ein 
Ideal in I, also etwa 0, +3, +6, +9, .... (Abb.). Die Differenz ganzzahliger Vielfacher von m gibt 
nämlich wieder ein ganzzahliges Vielfaches von m (1. Idealeigenschaft), und jedes ganzzahlige Viel- 
fache einer Zahl aus m gehört wieder zu m (2. Idealeigenschaft). Man schreibt in diesem Falle 
m = (m), weil das Ideal m aus den Vielfachen der Zahl m besteht. Solche Ideale, die aus einem 
Element des Ringes, hier m, erzeugt werden, heißen Hauptideale. Es ist leicht zu überlegen, daß 
jedes Ideal in I Hauptideal sein muß. Die sämtlichen Ideale in I ergeben sich danach, wenn man in 
(m) m = 0,1,2,.. . setzt. 

Man hat auch für Ideale den Begriff der T’eilbarkeit eingeführt. Ein Ideal a heißt durch ein Ideal b 
teilbar, wenn jedes Element von a Element von 5 ist, wenn also die Mengenrelation a < b gilt. Der 
naive Sinn des Wortes „teilbar“ ist hier scheinbar ins Gegenteil verkehrt. Der Zusammenhang mit 
der Teilbarkeitslehre läßt den Sinn dieser Bezeichnung jedoch sofort erkennen. Wendet man diese 
Definition, auf zwei Ideale a = (m), b = (n) in I an, so folgt aus ihr, daß a genau dann durch 5 
teilbar ist, wenn m durch n teilbar ist; z. B. besteht das Ideal (2) aus den Zahlen 0, +2, +4, +6, 
+8,..., das Ideal (4) aus den Zahlen 0, +4, +8, +12,...Esgilt also (4) < (2) als Mengenrelation, 
d.h. aber, das Ideal (4) ist durch das Ideal (2) teilbar, weil 4 durch 2 teilbar ist. Es soll noch das 
Produkt ab von zwei Idealen a und b erklärt werden, und zwar als das Ideal, das aus allen Summen 
je endlich vieler Produkte a b besteht, wenn a ein beliebiges Element aus a, b ein beliebiges Element 
aus b ist. Im Bereich I folgt ab = (mn), z. B. (2) - (4) = (8). 

Der Idealbegriff ist beim Aufbau der algebraischen Zahlentheorie geschaffen worden. Die Ideal- 
theorie untersucht die Struktur von Ringen und ihre Ideale. Um Ergebnisse bequemer aussprechen 
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zu können, ist folgende Redeweise von Vorteil: Sind a und b Zahlen des Ringes R und a ein Ideal 
in R, so sagt man a = b (mod a) (lies « kongruent b modulo a), wenn a — b eine Zahl von a ist. Die 
Kongruenzrelation ist eine Äquivalenzrelation. Sie erfüllt die bekannten Forderungen der Reflexi- 
vität, Symmetrie und Transitivität. Auf Grund dieser Eigenschaften ist es möglich, alle Zahlen von 
R in Restklassen mod a einzuteilen, d.h. so, daß Zahlen, die mod a kongruent sind, in dieselbe 
Klasse gehören. Die Bedeutung der formalen Schreibweise liegt darin, daß die meisten Rechen- 
regeln für Gleichungen auch für Kongruenzen nach demselben Modul gelten. 

Historisch gesehen ist der Begriff der Kongruenz zuerst von GAvss für den Ring I geschaffen 
worden. «a = b (mod m) bedeutet, daß die Differenz der beiden ganzen Zahlen a und 5 im Ideal (m) 
liegt, d. h., a — b ist durch m teilbar oder a und b lassen bei der Division durch m denselben Rest. 
Beispiele: 88 = — 10 (mod 14), weil 88 — (-10) = 98 durch 14 teilbar ist; 3” = 1 (mod 1093); 
232 = — ] (mod 641). 


GANZE RATIONALE ZAHLEN 


Im Ring der ganzen rationalen Zahlen haben die Restklassen bestimmte Eigenschaften. Bei ihrer 
Untersuchung spielt die Teilbarkeit der Zahlen eine wichtige Rolle. Man bezeichnet mit (a, b) den 
größten gemeinsamen Teiler (ggT) zweier Zahlen a und b und mit p eine Primzahl. 


Restklassenring mod nm. Die Restklassen mod m lassen sich zu einem Ring ausgestalten. Man muß 
dazu Addition und Multiplikation zweier Restklassen mod m erklären. Dies zeige ein Beispiel: 


rı sei die Restklasse 2 mod 6. Sie besteht demnach aus den Zahlen... — 10, —4, 2, 8, 14,...;rz 


sei die Restklasse 5 mod 6. Diese besteht aus den Zahlen... — 7, —1,5, 11,... Dann soll rı + r3 
die Restklasse sein, inder 2+5=7 und damit auch 1 liegt, d. h., zu der alle Zahlen gehören, die 
bei einer Division durch 6 den Rest 2 + 5 = 7 oder 1 haben. Es gilt 2+ 5 = 1 oder in anderen 
Beispielen 5+ 0 = 5; 3+ 3 = 0. Das Produkt wird erklärt durch 2:5 = IO = 4. Weitere Bei- 
spiele mod 6: 5-0 = 0;3-3 = 3. 

Mit Hilfe dieser so definierten Addition und Multiplikation bilden die Restklassen mod m einen 


Ring, den sog. Restklassenring mod m. Es gibt genaue Aussagen über die Struktur dieses Ringes. 
Wenn m eine Primzahl ist, aber auch nur dann, ist der Restklassenring mod m ein Körper. 


Gruppe der primen Restklassen. Wählt man unter den m verschiedenen Restklassen 0, 1, 2, .. ., 
m — 1 mod m diejenigen aus, deren Zahlen sämtlich zu m teilerfremd sind, so erhält man die 
primen Restklassen mod m. Für m = 6 gibt es zwei prime Restklassen 1 und 5; für m = p aber 
immer p — 1 prime Restklassen 1, 2,..,? -1. 

Man bezeichnet die Anzahl der primen Restklassen mod m mit g(m) (Eulersche Funktion). Es ist 
»(6) = 2, p(p) = p - 1; e(m) ist eine zahlentheoretische Funktion, d.h. eine Funktion, die für 
positive ganzzahlige Argumente erklärt ist. Diese Funktion ist multiplikativ, d. h. p(ab) 
= p(a) » p(b), wenn (a,b) = 1 ist. Man zählt leicht ab, daß g(p*) = pF-1(p — 1) ist. Auf Grund der 
angegebenen Gesetze läßt sich p(m) für jedes m berechnen; z.B. ist (3240) = (2°) (3) #(5) 
= 4:54 -4 = 864. 

Mit der Multiplikation als Verknüpfung bilden die primen Restklassen eine Gruppe 6. Ihre 
Ordnung ist p(m). Es ist wichtig, die Struktur von &„ für alle m zu untersuchen. Hier soll nur 
auf den Fall m = p eingegangen werden. &, ist zyklisch, d.h., jede prime Restklasse mod p läßt 


sich als Potenz einer festen primen Restklasse g schreiben; g heißt Primitivwurzel mod p. Für 
p=1lz.B. wird die prime Restklassengruppe &ıı durch die Restklasse g = 2 (oder 6, 7, 8) erzeugt, 
denn die Potenzen 2? =1,2=23,2=24, 23-821 =5, 23-10 2-9, 7 =7,393=3,27=86 


(mod 11) ergeben alle p — 1 = 10 primen Restklassen 1, 2,..., 10. Da jedes Element A einer end- 
lichen Gruppe & der Ordnung /! der Gleichung A! —= E (E Einselement) genügt, ergibt sich für 
® = Gm der (kleine) Fermatsche Satz: aPm) = ]| (mod m), wenn (a,m) = 1 ist. Im Primzahlfalle 
m = p wird a?-1 = ] (mod p), wenn a nicht durch 7» teilbar ist. 





Bestimmungskongruenzen. Im Restklassenring und in der Restklassengruppe lassen sich alge- 
braische Aufgaben lösen. So kann man nach Restklassen x mod m fragen, die gegebene Gleichungen 


erfüllen sollen, z. B. ax = b. Diese Fragen laufen auf Bestimmungskongruenzen mod m hinaus. 
Die lineare Kongruenz ax = b (mod m) hat nicht immer Lösungen, z. B. ist 3x = 2 (mod 12) un- 
lösbar, da kein ganzes Vielfaches von 3 bei der Division durch 12 den Rest 2 läßt. Vielmehr ist 
ax = b(mod m) genau dann lösbar, wenn der größte gemeinsame Teiler (a, m) in b aufgeht. 

Eine Kongruenz n-ten Grades nach einem Primzahlmodul 2, nämlich @&r +aı 272 +: + m =0 
(mod p), braucht ebenfalls keine Lösungen zu haben, hat aber nicht mehr als n Restklassen als 
Lösungen. 


Potenzreste. Von besonderem Interesse ist die binomische Kongruenz x" = a (mod p), wobei « 
nicht durch p teilbar ist. Diejenigen Restklassen « mod p, für die diese Kongruenz lösbar ist, 
heißen n-te Potenzreste mod p. Hier stellen sich zwei grundlegende Fragen: 1. Welche Zahlen sind 
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n-te Potenzreste nach einer gegebenen Primzahl ? - 2. Für welche Primzahlen p ist eine gegebene 


Zahl a ein n-ter Potenzrest ? — Die erste Frage wird durch das Eulersche Kriterium m 
(mod p) beantwortet, wobei i = (p — 1, n) ist. Die und nur die Restklassen «a, die diese Bedingung 
erfüllen, sind n-te Potenzreste. Die Beantwortung der zweiten Frage führt zu Reziprozitätsgesetzen, 
die zu den schönsten und tiefsten Erkenntnissen der Zahlentheorie gehören. Im Falle n = 2 heißen 
die Restklassen a (mod p), für die die Kongruenz x? = a (mod p), mit (a, p) = 1, lösbar ist, quadra- 
tische Reste mod p (kurz: Reste). 

Ist die Kongruenz x? = a (mod p) unlösbar, so nennt man a quadratischen Nichtresi (kurz: Nicht- 
rest). Für ungerade p gibt es £ 2 = Reste und 2 > E Nichtreste mod p. So gelten mod 17 die Kon- 
gruenzenr?=1,2=4, 3°? =29, 2 =16 5° =8, 69° =2,7”=15, 8 = 13. Es sind danach 1, 2, 
4, 8, 9, 13, 15, 16 die 8 Reste mod 17, dagegen 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 die Nichtreste mod 17. Die 
Kongruenz x? = 5 (mod 17) ist demnach unlösbar. 








Reziprozitätsgesetz. Die Untersuchung der Frage, für welche p als Modul eine gegebene Zahl «a 
Rest ist, hat zur Entdeckung des berühmten Reziprozitätsgeseizes der quadratischen Reste geführt. 
Leonhard EULER fand das Gesetz auf Grund eines umfangreichen Zahlenmaterials: Wenn p eine 
Primzahlder Form4n + list, so ist -- 7, wenn dagegen p von der Form 4n + 3 ist, so ist — p Rest 
(bzw. Nichtrest) von jeder Primzahl g, die Rest (bzw. Nichtrest) von 7 ist. 

Carl Friedrich GAvss hat als erster einen Beweis und später sechs weitere Beweise von diesem 
Theorema fundamentale gegeben. Die verschiedenartigen Beweisprinzipien und das Streben, Rezi- 
prozitätsgesetze für höhere (n-te) Potenzreste aufzustellen, gaben der Zahlentheorie mächtige 
Impulse. 

Um das Gesetz in Zeichen festhalten zu können, führte Adrien-Marie LEGENDRE (1752—1833) ein 


Symbol (2) ein (Legendresches Symbol), das +1, —1 oder 0 bedeutet, je nachdem «a Rest, Nicht- 


2—1 
0 (=D 
rest oder 0 mod p ist. Man erhält so die Aussage: 2) Fe ga für ungerade Primzahlen p 
po—1 
Be | — 
und g. Als Ergänzungen zum Reziprozitätsgesetz bezeichnet man die Sätze (—) = (—]) 2 
o—1 


2 
und (5) = (-—]) 8 . Danach ist die Kongruenz x? = —1l(mod p) unlösbar für p = 3 (mod 4), 
weil dafür — 


2 





2 eine ungerade Zahl ist. Sie ist lösbar, wenn p die Form 4m + 1 hat, denn dann ist 





gerade. 


Diophantische Gleiehungen. Jede Kongruenz axı +c=0(modb) läßt sich als Gleichung 
axı +bx2 + c = 0 schreiben, in der danına #£0,b21,c, zı, x: ganzzahlig sind. Sind a, b, c als 
ganzzahlig gegeben und sollen zı, x als Unbekannte ermittelt werden, so bedeutet das, die ganz- 
zahligen Lösungen einer linearen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten zu ermitteln. Ist 
(1; ».., &n) ein Polynom in 21, ..., &n mit ganzzahligen Koeffizienten, so bezeichnet man jede 
Gleichung f(zı, x, ..„&n)=A(n > 2) als diophantische Gleichung, wenn man verlangt, sie in ganzen 
Zahlen xı, X2, . . ., Zn zu lösen, (Diese Art von Gleichungen ist nach dem griechischen Mathematiker 
DIOPHANTOos von Alexandria benannt.) Beispiel: 32 — 2y — 5 = O hat die unendlich vielen Lösungs- 
paare x = 2t+ 1l,y= 3t — 1, die man erhält, wenn t alle ganzen Zahlen durchläuft. 

Lineare diophantische Gleichungen aı &ı +" + an =4An2 2, a,#0 fürv=1,2,...n) 
haben stets unendlich viele Lösungs-n-tupel, wenn sie überhaupt eine Lösung haben. Bei 
quadratischen Gleichungen ist das anders, so hat zum Beispiel 2 + xy -+ y?= 19 genau 12 
Lösungspaare 2/3; —2/-3; 3/2; —3/—-2; 2/-5; — 2/5; 5/-2; -5/2; 3/-5; -3/5; 5/-3; —5/3. 
Dagegen hat die Gleichung x? — 5y? = 4 (Spezialfall einer Pellschen Gleichung) unendlich viele 
Lösungspgare (+ 2/0; +3/+1; +7/+3; +18/+ 8; usw.). 

Überraschend ist aber der Satz von Thue: Die Gleichung ar? +asan1y+ +++ anyr 
= A(n2 3,aı # 0) mit ganz rationalen aı, as, ..., dn hat nur endlich viele Lösungen, wenn die 
linke Seite nicht in homogene Faktoren niedrigeren Grades mit ganzzahligen Koeffizienten zer- 
legt werden kann. Die diophantischen Gleichungen höheren Grades stellen tiefliegende Probleme, 
die zu ihrer Lösung die Kenntnis der Theorie der algebraischen Zahlkörper erfordern. 

Unter ihnen hat die Fermatsche Vermutung (auch großer Fermatscher Satz genannt) besonderes 
Interesse gefunden: Es gibt für keinen ganzzahligen Exponenten n > 2 ganze, von Null ver- 
schiedene Zahlen x, y,z, die der Gleichung x” + yr = zr genügen. FERMAT hatte in seinem Hand- 
exemplar der Arithmetik des Diophant an den Rand geschrieben, daß er einen wahrhaft wunder- 
baren Beweis entdeckt habe, aber der Rand sei zu schmal, ihn zu fassen. Sein Beweis ist; jedoch 
nicht aufgefunden worden. Trotz der Bemühungen bedeutender Mathematiker ist es bisher nicht 
gelungen, die Vermutung zu beweisen oder zu widerlegen. Es liegen aber interessante Teilergebnisse 
vor. Man weiß z. B., daß die Vermutung für alle Exponenten n bis 4002 richtig ist. 
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Analytische Zahlentheorie. Die Zahlentheorie kennt außer der Eulerschen Funktion o(n) viele 
weitere Funktionen /(n), die Aussagen über natürliche Zahlen geben. Man nennt solche Funktionen, 
deren Definitionsbereich die Menge der natürlichen Zahlen ist, auch zahlentheoretische Funktionen; 
z. B. bezeichnet (x) die Anzahl der Primzahlen <x; d(n) die Anzahl (Abb.) und o(r) die Summe der 
positiven Teiler von n; r(n) die Anzahl der ganzzahligen Lösungspaare x, y der Gleichung x? + y? 
= n. Manche dieser Funktionen zeigen einen sprunghaften Verlauf, z.B. d(l) = 1, d(2) = 2, 
d(3) = 2, d(4) = 3, d(5) = 2, d(6) = 4, d(7) = 2, d(8) = 4 usw. Trotzdem läßt sich oft für das 
Müitel der ersten n Funktionswerte von f eine Gesetzmäßigkeit finden. Die Funktion 

va) +/2a2) + +/m]:n 
verhält sich in vielen Fällen bei wachsendem r asympto- 
tisch wie eine analytische Funktion von n. So wächst 


1 

— 2% d(k) wie der natürliche Logarithmus von n an. 
n En 1 

Setzt man = [a(1) ++ d(n)]]=logr + R(n), so 


ist R(n) von geringerer Größenordnung in n als log.n. 





Die Untersuchung von Mittelwerten zahlentheoretischer 
Funktionen und vor allem ihrer „Reste‘‘ R(n) erfordert FF 
die feinsten Hilfsmittel der Analysis. Sie ist gegenwärtig 1,23 56/8 I 0 2B N 


noch nicht abgeschlossen. Bedeutende Mathematiker des ' : 

19. und 20. Th. beschäftigten sich mit diesem Zweig der Zahlentheoretische Funktion d(n): Anzahl 
Mathematik, der analytischen Zahlentheorie. Besonderes der positiven Teiler von n 
Interesse wendeten sie der Funktion z(x) „Anzahl der 

Primzahlen kleiner oder gleich x“ zu. Carl Friedrich GAuss vermutete, daß x(z) in erster Annähe- 


dx 
rung durch den Integrallogarithmus li = | -— bestimmt ist, Die Abschätzung des Restes z(z) — liz, 
z 108 


der für große x entweder positiv oder Be: sein kann, bereitet große Schwierigkeiten. Sie steht in 
enger Verbindung mit der nach Bernhard RızmAnn (1826-1866) benannten Vermutung, die sich 
auf die Lage der komplexen Nullstellen einer analytischen Funktion, der Riemannschen Zetafunktion, 
bezieht. 

Unter der Vielzahl weiterer Verteilungsprobleme werde der berühmte, zuerst von Peter Gustav 
Lejeune DIRICHLET (1805—1859) bewiesene Satz genannt: In jeder arithmetischen Reihe, bei der 
Anfangsglied und Differenz prim zueinander sind, kommen unendlich viele Primzahlen vor. 


Additive Zahlentheorie. Die Fragestellungen der additiven Zahlentheorie seien durch einige spezielle 
Sätze und Probleme charakterisiert: 


Satz von Fermat. Jede Primzahl p =1(mod 4) ist Summe von zwei Quadraten natürlicher 
Zahlen. Die Darstellung ist eindeutig, wenn man nicht auf die Reihenfolge der Summanden achtet. 


Beispiel: 233 = 8% + 132. 


Satz von Lagrange. ‚Jede natürliche Zahl n läßt sich als Summe von höchstens vier ganzzahligen 
Quadraten darstellen. 


Beispiel: 11 kann zwar als Summe von drei Quadraten 32 + 12 + 12 geschrieben werden, 7 
erfordert jedoch vier Summanden: 22 + 12 + 12 + 12, 


Waringproblem. (1770 von Edward WArINnG gestellt, 1909 von David HILBERT gelöst.) Jede 
natürliche Zahl n ist Summe von höchstens g(k) k-ten Potenzen natürlicher Zahlen, wobei g(k) 
nicht von n abhängig ist. Es ist g(2) = 4 nach dem Satz von Lagrange, 9(3) = 9. Es ist nun inter- 
essant, daß man bei hinreichend großen n für k> 3 weniger als g9(k) Summanden braucht. 
Beispiel: 239 = 4? + 43 + 33 + 33 + 3? + 3? + 13 + 13 + 13 ist die größte Zahl, die 9 Kuben 
erfordert. Bei allen größeren natürlichen Zahlen ist die Zerlegung i in Kuben mit einer Summe aus 
weniger Summanden möglich. Es ist bewiesen, daß es eine natürliche Zahl n geben muß, von der 
an alle nachfolgenden Zahlen eine Zerlegung in 7 Kuben gestatten. 


Goldbachsche Vermutung. Ch.GoLpBAcH (1690— 1764) stellte 1742 in einem Briefe an Leonhard 
EVLER die Vermutung auf, daß jede gerade Zahl n > 6 Summe von zwei ungeraden Primzahlen ist. 
Diese Vermutung konnte weder bewiesen noch widerlegt werden. Durch scharfsinnige Methoden 
gelang Iwan Matwejewitsch WINOGRADOW (geb. 1891) der Beweis des Dreiprimzahlensatzes: Jede 
hinreichend große ungerade Zahl rn ist Summe von drei ungeraden Primzahlen. 


Partition einer natürlichen Zahl. Unter einer Partition einer natürlichen Zahl n versteht man 
eine Darstellung von n als Summe natürlicher Zahlen. Beschränkt man die Anzahl der Summanden 
nicht, läßt gleiche Summanden zu und sieht von der Anordnung der Summanden ab, so bezeichnet 
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man die Anzahl dieser Partitionen von n mit p(n). Beispiel: 
1t1+1+1+1=-1+1+1+2=1+1+3=-1+2+2=1+4=2+3=5 


sind die 7 Partitionen von 5; in diesem Falle ist »(5) = 7. Die Funktion p(n) hat sehr viele interes- 


1 2n 
sante Eigenschaften, z.B. ist p(öm + 4) = 0 (mod 5). Für große n gilt p(n) — inys exp (= 2) 
n 





Allgemeiner lautet eine Grundfrage der additiven Zahlentheorie: Wenn X eine Menge natürlicher 
Zahlen und s > 2 eine natürliche Zahl ist, läßt sich dann jede natürliche Zahl als Summe von s 
Elementen von X darstellen ? - Seit 1930 ist auch dieses Problem angreifbar geworden durch neue 
Methoden und Begriffe (Dichte und Ordnung von X). 


ALGEBRAISCHE ZAHLEN 


Algebraische Zahlkörper. Eine algebraische Zahl « ist eine Zahl, die einer algebraischen Gleichung 
B(«) = 0 genügt. Dabei ist B(x) = box” + ++ + b„ ein Polynom im Körper & der rationalen 
Zahlen mit bb £ 0, m 2 1. Die Koeffizienten bo, ... ., dm sind mithin rational. Die Zahl « genügt 


unendlich vielen algebraischen Gleichungen verschiedener Grade, z. B. erfüllt « = V3 die Gleichun- 

gen 2 —-3=0, 2? — 2 — 32 +3 = 0, x«—- 9 = (0, usw. Die zu den letzten beiden Gleichungen 

gehörenden Polynome lassen sich zerlegen in Polynome niederen Grades, nämlich z? — x? — 32 + 3 

= (22 — 3) (x — 1) und x? — 9 = (22 + 3) (x? — 3). Solche Polynome heißen reduzibel. Ist eine Zer- 

legung eines Polynoms in Faktoren niederen Grades in & nicht möglich, so heißt ein Polynom 

irreduzibel in 8, z. B. ist P(x) = x? — 3 in & irreduzibel. 

Es gibt nun genau ein in & irreduzibles Polynom A(xz) mit dem Anfangskoeffizienten 1, so daß 

A(«) = 0 ist. Der Grad n des Polynoms A(z) = x" + az"! + +» + a„ mit rationalen aı, . . -; Gn 

heißt der Grad der algebraischen Zahl «; z. B. ist jede rationale Zahl algebraisch vom 1. Grade, da zu 

einer beliebigen rationalen Zahl r immer die Gleichung x — r = 0 gehört; ie ist vom 2. Grade 
n 

als Lösung der Gleichung 2 — x +1= 0 und V2 vom n-ten Grade als Lösung der Gleichung 

an 2—=(,. 

Die Wurzeln «U, «®,..., «m von A(x) = 0 (eine davon ist «) nennt man die Konjugierten von «. 

Diese sind paarweise untereinander verschieden. 

Sind in A(z) alle Koeffizienten ganz rational, so heißt « ganz algebraisch. 

Der mit einer algebraischen Zahl # gebildete endlich-algebraische Erweiterungskörper k = &(#) des 


rationalen Zahlkörpers & wird algebraischer Zahlkörper genannt. Im Falle & (V3) besteht er aus allen 


Zahlen der Form «a +b V3, wobei « und b rationale Zahlen sind. Als Grad von k bezeichnet man den 
eindeutig bestimmten Grad n jeder Zahl #, die den Körper erzeugt. 


Quadratische Zahlkörper. Von speziellen Körpertypen sind die quadratischen Zahlkörper am ein- 


gehendsten untersucht worden. Nimmt man # = Va, so kann man sich auf ganzzahlige d ohne 
quadratische Teiler beschränken. Unter dieser Voraussetzung hat man quadratische Körper 


k=R (Ya) zu unterscheiden mit d = 1 (mod 4) (1. Fall) und mitd = 2, d = 3 (mod 4) (2. Fall). 
1 ee 
Im 1, Fall ist o;, = 1,0 = E- 1 + Ya), im 2.Falo = 1l,o= Va eine Ganzheitsbasis des Körpers, 


d.h., jede ganze algebraische Zahl von (Ya) läßt sich eindeutig in der Fom gı wı + 9a wa mit 
ganzen rationalen Zahlen gı, ga darstellen. 


Kreisteilungskörper. Wenn n eine natürliche Zahl bedeutet, bezeichnet man die Gleichung zr — 1 
= 0 als Kreisteilungsgleichung. Ihre n Lösungen, die auch Einheitswurzeln genannt werden, zer- 
legen nämlich, wenn man sie in der komplexen Zahlenebene darstellt, den Umfang des Einheits- 
kreises um den Nullpunkt in n gleiche Teile. Die von z = 1 verschiedenen n — 1 Lösungen genügen 
für n = 2 der Gleichung /(z) = 0. Dabei ist f(z) = — r =zn-l - zn2 - ++. +2 + 1.Istn eine 
Primzahl 9, so kann man zeigen, daß /(z) ein in £ irreduzibles Polynom ist. Man erkennt auch leicht, 
daß sich in diesem Falle durch g, e2,.. ., e?-1 alle Lösungen von f(z) = 0 darstellen, wenn e eine von 
ihnen ist, Jeder Erweiterungskörper &(e) wird Kreisteilungskörper genannt. Seine konjugierten 
Körper &(e), K(e2), ...., R(e2-1), die sämtlich den Grad p — I haben, fallen zusammen. Die Kreis- 
teilungskörper wurden eingehend von Ernst Eduard Kunmer (1810— 1893) in Zusammenhang mit 
seinen Untersuchungen über das Fermatproblem erforscht. Die erzielten Ergebnisse waren bahn- 
brechend für den Aufbau der algebraischen Zahlentheorie. Schon vorher hatte GAuss eine Methode 
zur Auflösung der Kreisteilungsgleichung ersonnen. Seine Theorie gestattete zugleich, alle regel- 
mäßigen n-Ecke anzugeben, die sich mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen. So stehen in der 
Lehre von der Kreisteilung drei Gebiete der Mathematik, nämlich Geometrie, Algebra und Zahlen- 
theorie, in wunderbarer Weise in Wechselbeziehung. 
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Einheiten. Besondere ganze algebraische Zahlen in % sind die Einheiten se, die Teiler des Eins- 
elementes. Für sie ist auch der reziproke Wert e"! ganz algebraisch. In & sind + 1 die einzigen Ein- 
heiten. In einem algebraischen Zahlkörper gibt es aber in der Regel unendlich viele Einheiten. 
Diese lassen sich sämtlich aus einer endlichen Anzahl von ihnen (Grundeinheiten) durch Multipli- 
zieren und Potenzieren ableiten (Dirichleischer Einheitensatz). Endlich viele Einheiten haben 
außer 8 die imaginär-quadratischen Zahlkörper (für die die erzeugende Zahl # komplex ist). Die 
Untersuchung der algebraischen Zahlkörper hat zu sehr interessanten Ergebnissen geführt. 


Idealtheorie. Auf Grund der Gesetzmäßigkeiten im rationalen Zahlkörper kann man versucht sein 
anzunehmen, daß sich jede ganze algebraische Zahl eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren 
und bis auf Einheiten) in Primfaktoren zerlegen läßt, die wiederum ganze algebraische Zahlen sind. 
Man erkannte bald, daß diese Vermutung nicht zutrifft. So gibt es im quadratischen Zahlkörper 
Ra (Y- 5) für die Zahl 6 zwei verschiedene Zerlegungen 6 = 2:3 = (1 + Y-5) (i- Y- 5). Man 
muß sich dabei überlegen, daß sich die Faktoren 2, 3, 1+ Y-5, 1-Y-5in® (Y- 5) nicht weiter 
zerlegen lassen (von Einheitsfaktoren abgesehen). 

Es schien, als ob ein einfacher Aufbau der Theorie nun nicht möglich sei. Da fand Ernst Eduard 
Kummer (1810-1893) einen Weg, der später von Richard DepzkınD (1831—1916) und Leopold 
KRONEOKER (1823—1891) unabhängig voneinander ausgebaut wurde. Dedekind schuf die Ideal- 
theorie. Er setzte an die Stelle der ganzen algebraischen Zahlen die Ideale im Ring R der ganzen 
re Ze des Körpers k und bewies en  Haupbsser: 







Der Haupteatz en für den Ring } 1 der ganzen rationalen Zahlen: 3 edes Hauptideal (m ist ein- 
deutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) gleich dem Produkt von Primidealen (pı) (p2) . . - (?n)- 
Das ist nur eine andere Fassung des Fundamentalsatzes der elementären Zahlentheorie 


m = LPıPpa...Pn. 

Idealklassen. Zwei Ideale Y und ® des Ringes R in k heißen äquivalent, wenn es zwei Haupt- 
ideale («) und ($) gibt, so daß («) A = (ß) 8 ist. Teilt man auf Grund dieses Äquivalenzbegriffes die 
Ideale in R# in Klassen ein, so ist die Anzahl k der entstehenden Klassen endlich. Die Hauptideale 
bilden eine Klasse für sich. Im Ring I der ganzen rationalen Zahlen ist dies die einzige Klasse, d.h. 
in diesem Falle ist a = 1. Die Bestimmung von h bereitet Schwierigkeiten, sie gelingt aber mit 
Hilfe der Analysis. Es besteht eine von DIRICHLET herrührende transzendente Klassenzahlformel, 
Für spezielle Körpertypen kennt man auch eine arithmetische Darstellung von Ah. 


TRANSZENDENTE ZAHLEN 


Eine Zahl r, die nicht algebraisch ist, heißt itranszendent. Sie genügt also keiner algebraischen 
Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten. Es ist nicht sofort ersichtlich, daß es transzendente 


1 
Zahlen gibt. Joseph LiovvIsLe (1809-1882) konstruierte einige, z.B. .Z nt» und zwar auf Grund 


von Sätzen, die aussagen, daß sich algebraische Zahlen nicht „beliebig gut‘‘ durch rationale an- 
nähern lassen. Er bewies u. a.: Es gibt für jede algebraische Zahl « n-ten Grades eine nur von « 
abhängige Zahl a > 0, so daß für alle ganzen rationalen Zahlen r,s(s > 0) die Ungleichung 
r 
Be 
8 


>a+s-”% gilt. Sehr tiefliegend ist der Satz von Thue-Siegel-Roth: Die Ungleichung 








r 
Kn | < 8-4 hat bei u > 2 für eine algebraische Zahl « und ganze rationale Zahlen r, s(s > 0) nur 
endlich viele Lösungen in rationalen Zahlen - 


Von besonderem Interesse ist die Beantwortung der Frage, ob ein Funktionswert einer gegebenen 
analytischen Funktion transzendent ist oder nicht. Charles Hrrımıtz (1822-1901) bewies als 
erster, daß die Basis e der natürlichen Logarithmen transzendent ist. Kurz darauf gelang Ferdinand 
LINDEMANN (1852--1939) der Nachweis, daß der Flächeninhalt x des Einheitskreises ebenfalls eine 
transzendente Zahl ist. Damit war die Unmöglichkeit der Quadratur des Kreises gezeigt, nämlich 
mit Zirkel und Lineal ein Quadrat zu zeichnen, das einem Kreis von gegebenem Radius flächengleich 
ist. 

Allgemeiner gilt: Wenn « # 0 ist, können «& und e“ nicht beide algebraisch sein, Die Funktionen 
e*(z #0) und loge (ce # 0,x # 1) haben danach für algebraische x transzendente Werte. Zum 
Beweis wird die komplexe Funktionentheorie eingesetzt. Mit ihrer Hilfe erhält man weitere Aus- 
sagen, z. B. daß e” transzendent ist. 

Das siebente der 23 von David HıLBErrt (1862—1943) zur Jahrhundertwende aufgezählten Pro- 
bleme konnte gelöst werden: «f ist transzendent, falls « algebraisch und von 0 und 1 verschieden und 
ß algebraisch irrationai ist. Daraus folgt, daß der Quotient der Logarithmen algebraischer Zahlen 
entweder rational oder transzendent ist. 
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Man kennt sehr viele Transzendenzaussagen, die sich auf elliptische Integrale und elliptische Funk- 
tionen beziehen, z. B.: Der Umfang einer Ellipse mit algebraischen Achsenlängen ist transzendent- 
Weiter spielen in der Theorie der transzendenten Zahlen Fragen der algebraischen Unabhängigkeit 
transzendenter Zahlen eine große Rolle, Zu ihnen gehört der Saiz von Lindemann: 


Sind aı, a2, ..., & algebraische Zahlen, die über dem Körper & der rationalen Zahlen linear 
unabhängig sind, so besteht keine Beziehung ßıe”t + se”? + --- + Bne’*= 0 mit nicht 


gleichzeitig verschwindenden algebraischen Koeffizienten ßı, ß2, . . », Pn- 


ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 


Die algebraische Geometrie entwickelte sich aus der Theorie der algebraischen Kurven und Flächen 
und der mehrdimensionalen Geometrie der italienischen Schule. Die ersten Beiträge zur Theorie der 
ebenen algebraischen Kurven lieferten Isaac NewTon (1643— 1727), ColinMAoLaAvRrın (1698— 1746) 
Leonhard EvLer (1707-1783) und Gabriel OrAmer (1704-1752). Der Schöpfer der algebraischen 
Geometrie im engeren Sinne war Max NOETHER (1844— 1921). Die italienischen Geometer, in erster 
Linie Corrado SegrE (1863—1924), Francesco Spverı (1879—1961) und Federigo Enrıques (1871 
bis 1946) brachten diese Disziplin zur vollen Entfaltung. In diesem Jahrhundert wurde von der 
deutschen Schule, vor allem durch Emmy NoXrTHER (1882—1935), der Tochter von Max NOETHER, 
Bartel L. van DER WAERDEN (geb. 1903) und Wolfgang GRÖBNER (geb. 1899) aus algebraischer 
Sicht die Überprüfung ihrer Grundlagen in Angriff genommen. 


Algebraische Kurven und Flächen. Zentraler Begriff der algebraischen Geometrie ist die „alge- 
braische Mannigfaltigkeit‘“ (AM) im n-dimensionalen projektiven Raum Sn, in dem jeder Punkt 
durch die Verhältnisse zo :xı :...:2n vonn + 1 Koordinaten gegeben ist. 

Betrachtet man zur Erläuterung dieses Begriffes zunächst den Fall n = 2; dann ist 8, eine pro- 
jektive Ebene. Durch eine homogene algebraische Gleichung F(xo, &ı, &2) = 0 wird nun eine (ebene) 
algebraische Kurve des Sa definiert, d. h., die Kurve ist die Gesamtheit der Punkte (£o, &ı, &2), welche 
die Gleichung erfüllen. Man erhält zum Beispiel für die Parabel y® = 2p(x — a) durch Homogeni- 


%o? x 
sierung = = 2» E _ a) oder 2a p x0? — 2p zo £ı + za? = 0; auf der linken Seite steht ein komo- 
0 


genes Polynom F(xo, Xı, &e) (Form). Durch zwei homogene algebraische Gleichungen Fı(xo, zı, Xs) 
= 0, Fa2(&o, %ı, 2) = 0 werden die gemeinsamen Punkte der Kurven Fı = 0 und Fa = (0 erfaßt, 
nämlich alle Punkte (£o, &ı, £2), die beide Gleichungen erfüllen. Sind Fı(xg, zı, &3) und Fa(&o, Xı, Xe) 
insbesondere teilerfremd, so ergeben sich nur endlich viele soleher Punkte. Beide Fälle (algebraische 
Kurve; endlich viele Punkte) stellen Beispiele für algebraische Mannigfaltigkeiten in der projek- 
tiven Ebene dar. 

Im Falle n = 3, d.h, im projektiven Raum Ss, liefert eine Form F(xo, zı, Xs, &3) eine algebraische 
Fläche; zwei teilerfremde Formen Fy(xo, 1, x2, %3), Fa(Xo, %ı, Xs, 23) ergeben eine ebene oder räum- 
liche algebraische Kurve. Auch drei oder mehr teilerfremde Formen Fı, Fa, Fs, ... können noch 
eine Kurve liefern. Die Punkte (£, &1, &3, &) einer Kurve des Ss erfüllen außer den Gleichungen 
Fı=0(=1,2oderi=1,2,3,...) noch weitere Gleichungen; z.B. @F; = 0, wobei @ eine 
Konstante, allgemeiner sogar eine beliebige Form sein kann, und (falls F, und F, denselben Grad 
haben) F; + Fr =. 


Polynomideale, Nullstellengebilde und algebraische Mannigfaltigkeiten. Um alle diese Gleichungen 
zu überblicken, verwendet man zweckmäßig den Begriff des Ideals in einem kommutativen Ring R. 


Definition. Eine Menge von Elementen des Ringes R heißt ein Ideal a, wenn mit je zwei Elemen- 
ten a und b aus a auch a — b in a enthalten ist und ferner mit jedem Element a aus a auch 
jedes Produkt ra in a liegt, wobei r ein beliebiges Ringelement ist. - Ein einfaches Beispiel 
bildet die Menge aller r a, wobei a ein festes Element aus R ist. Solche Ideale heißen Hauptideale 
und werden mit (a) bezeichnet, — Der Idealbegriff ist historisch erstmals in der Zahlentheorie bei 
der Behandlung des Fermatproblems benutzt worden. Ist R insbesondere ein Ring von Polynomen 
J» 95 » . „so heißen seine Ideale Polynomideale. Betrachtet man in R und demgemäß in seinen Idealen 
nur die Formen, so erhält man die sogenannten homogenen Ideale (H-Ideale). - Ein Punkt (£) 
= (&0, &1, . . -, &n) des Sn heißteine Nullstelle des H-Ideals a, wenn jede Form F(xz) = F(xo, &ı, - : », &n) 
aus a für oo = &, Xi = &,...,&n = &n verschwindet. Die Gesamtheit aller Nullstellen von a 
heißt das Nullstellengebilde (N @) des H-Ideals (vgl. die oben angeführten Beispiele). 

Im folgenden werden weitere Sätze über Ideale in kommutativen Ringen R angegeben, die für die 
algebraische Geometrie von Bedeutung sind. 

Unter dem Durchschnitt an b zweier Ideale a und b aus R versteht man die Gesamtheit derjenigen 
Elemente a aus R, die sowohl in a als auch in 6 liegen. Der Durchschnitt zweier Ideale ist wieder ein 
Ideal. - Als Summe (a, 6) von a und 5 bezeichnet man die Gesamtheit aller Elemente der Form 
a+bmitaEa,be b. Die Summe zweier Ideale ist wieder ein Ideal. - Ferner wird definiert: Der 
Durchschnitt oder Schnitt N G(a) N N@(b) zweier Nullstellengebilde ist die Menge derjenigen Punkte 
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(£), die sowohl zu N@(a) als auch zu N G@(b) gehören. Unter der Vereinigung oder Summe 
N @(a) U N@(b) = N@(a) + N@(b) 


versteht man die Menge aller Punkte, die in wenigstens einem der beiden N @ liegen. - Es gelten die 
beiden Sätze: (1) NG(anb) = N@(a) + NG(b), (2) NG(a,6) = N@G(a) n NG(b). Diese Defini- 
tionen und Sätze lassen sich auf den Fall endlich vieler Ideale übertragen. 

Ein Ideal a heißt reduzibel, wenn es der Durchschnitt zweier von a verschiedener Ideale ist; andern- 
falls nennt man es örreduzibel. Entsprechend bezeichnet man N @(a) als reduzibel oder irreduzibel, je 
nachdem a reduzibel oder irreduzibel ist. 


Beispiel: a= (m? — 222) = (1 +22) N (&ı — X); das NG von a in $z ist das Geradenpaar 
aıta=- 09), ı - m =. 


Ein Polynomideal ist aber durch sein NG nicht eindeutig bestimmt. So haben z.B. die H-Ideale 
a= (zı + ze) und b = ((xı + x2)?) in Sa dasselbe N G, nämlich die Punkte der Geraden zı + 23 = 0. 
Daher empfiehlt es sich, festzulegen, daß eine algebraische Mannigfaltigkeit AM(a) nicht allein 
durch N@G(a), sondern noch durch weitere Angaben bestimmt sein soll. So könnte man AM (a) 
durch das H-Ideal a selbst charakterisieren. In diesem Sinne ist in obigem BeispielAM(a) £AM (6). 
Nun läßt sich jedes Polynomideal als Durchschnitt endlich vieler irreduzibler Ideale darstellen 
(Lasker-Noetherscher Satz); (3))a=qıMqaN...Ndgs Man definiert: Dieser Darstellung ent- 
spricht die Zerlegung (4) AM(a) = AM(gı) + AM(ge) ++ AM(g,). Es sei ausdrücklich 
bemerkt, daß die Darstellung (3) und damit die Zerlegung (4) nicht für alle Ideale a eindeutig sind. 
Für die weitere Untersuchung der irreduziblen Ideale definiert man: Ein Ideal p des Ringes R 
heißt Primideal, wenn ausab€ pundad pfolgtb € p. Ein Ideal q aus R heißt Primärideal, wenn 
ausabEqundad q,5d& gfolgta® Eqund bb’ E q (e, o geeignete natürliche Zahlen). - Für Polynom- 
ideale gelten nun die folgenden Sätze: 


(5) Jedes Primideal ist irreduzibel. | es 

(6) Jedes irreduzible Ideal ist primär, aber nieht jedes Primärideal ist irreduzibe. . 

(7) Zu jedem Primärideal q gibt es genau ein Primidealp mit NG() = NGW). 

(8) Die zu den irreduziblen Bestandteilen q1, 93 » + ., 0, aus (3) gehörenden Primideale pı, p2  . 
p. sind dureh a eindeutig bestimmt; sie heißen die zu a gehörigen Primidele. ———_ 


Hieraus (vgl. (6), (7)) folgt, daß es zu jedem N @eines irreduziblen Ideals q genau ein Primideal p 
mit NG(q) = N@(p) gibt. Ein Primideal ist hiernach durch sein N@ bereits eindeutig bestimmt. 
Daher definiert man: AM(p) = N @(p). 


Allgemeine Nullstelle. Nach VAN DER WAERDEN kann man jedes N@(p) auch auf folgende Weise 
kennzeichnen: Außer den sogenannten speziellen Punkten (£), deren Koordinaten Elemente einer 
algebraischen Erweiterung des Koeffizientenkörpers K sind, betrachtet man dazu auch Punkte 
(9) (Ei) = (Eollo, 0. ir)s =. Enlko - .., &)), deren Koordinaten Elemente einer algebraischen 
Erweiterung von K(fo,.. tx) sind. Dabei ist K(fo, . . .,tx) der Körper der rationalen Funktionen in 
den Unbestimmten to, . . .„ x mit Koeffizienten aus K. Definition: (£(t)) heißt allgemeine Nullstelle 
des Ideals a oder allgemeiner Punkt von N G(a), wenn F(x) € a für F(&(t)) = 0 notwendig und hin- 
reichend ist; z. B. hat der Kreis (10) zı? + x3?2 = xo? (inhomogen (11) 22 + y? = 1) den allgemeinen 
Punkt (12) o» = dl + 112), 0ı = bl — b12), za = 2tottı. Es gilt der Satz: 


Ein Ideal hat genau dann eine allgemeine Nullstelle, wenn es ein Primideal p ist. 


—. 142 
Aus (12) erhält man einen allgemeinen Punkt für (11), wenn man zu (13) x = = — ma 
2: a & 
y= = = re übergeht. Analog kann man aus (9) einen inhomogenen geschriebenen allgemeinen 
Punkt gewinnen, indem man alle Koordinaten durch die erste von Null verschiedene dividiert. Die 
maximale Anzahl der algebraisch unabhängigen unter den so entstandenen inhomogenen 
Koordinaten heißt die Dimension von p oder von N@(p); dabei nennt man s Größen wı, .. ., Us 
algebraisch unabhängig über dem Körper K, wenn aus f(uı, .. ., %) = 0, wobei f ein Polynom mit 
Koeffizienten aus K ist, das Verschwinden aller Koeffizienten folgt. - Es gilt nun: Aus (9) erhält 
man alle Punkte des N@(p) (eventuell mit Ausnahme von Bestandteilen niedrigerer Dimension) 
durch Einsetzen aller möglichen speziellen Werte für to, ..., %k (Parameterspezialisierungen) in 
(£(£)). So liefert die allgemeine Nullstelle (12) des Kreises (10) alle seine Punkte, ausgenommen den 
Punkt S mit zo :21:22 = 1:(-1):0. Entsprechend erhält man aus (13) alle Punkte von (11) 
außer S(z, y) = (- 1,0). 
Betrachtet man in der Abbildung sämtliche Geraden (14) y = m(x + 1), so schneidet jede von 
ihnen den Kreis (11) in $ und einem weiteren Punkt P, dessen Koordinaten (z, y) durch den An- 
stieg m eindeutig bestimmt sind. Nach Einsetzen von y aus (14) in (11) erhält man in.der Tat 


(1 + m?)2? + 2m?x — (1 — m?) = 0. Diese quadratische Gleichung hat die Wurzeln —1 und 
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l— m? 


l—-—m 2 
Em ; daraus ergeben sich mit Hilfe von (14) die beiden Punkte $ (— 1,0) und P ( 2 = ). 


1 -+ m?’ 1 + m? 
1 — m? 

Alle so erhaltenen Punkte P sind von S verschieden, da die Gleichung md zu 

besteht. Das entspricht der Tatsache, daß die Gerade x = —1 von der Darstellung (14) nicht er- 

faßt wird. Umgekehrt wird jeder von S verschiedene Punkt 


I such wirklich 'erfaßi, 
zs+1l 


Wählt man den Anstieg m als Parameter tı, so gehen die Koor- 
dinaten von P gerade in (13) über. Zum Unterschied von 
x = cost, y = sint ist hiermit sogar eine rationale Parameter- 
darstellung eines Kegelschnittes gewonnen worden. 


Multiplizität. Abweichend von der obigen Charakterisierung 
der AM(a) durch das Ideal a kann man eine AM auch dann 
als eindeutig bestimmt definieren, wenn die zu a gehörigen 
Primideale p, (vgl. (8)) und zu jedem von ihnen eine nicht- 
negative ganze Zahl „,„ als Vielfachheit oder Multiplizität 
gegeben sind, in symbolischer Schreibweise: 


AM(a) = u N@(pı) ++ N@(ps). 


Z.B. kann man dem früher betrachteten Idealb = ((zı + x2)?) 
als AM die Gerade xı + x2 = 0 mit der Multiplizität 2 zuord- 
Rationale Parameterdarstellung nen. Die Zweckmäßigkeit der Einführung eines Multiplizitäts- 
des Einheitskreises begriffes ergibt sich u. a. bei der Untersuchung von Schnitten 
algebraischer Mannigfaltigkeiten. Hierbei haben sich zwei Multi- 

plizitätsdefinitionen als wesentlich herausgestellt, die zwar für Sz und Ss übereinstimmen, aber in 
höherdimensionalen Räumen zu verschiedenen Resultaten führen können. Der einen Definition 
liegt das von den älteren Geometern postulierte Prinzip der Erhaltung der Anzahl zugrunde, wo- 
nach die Anzahl der Schnittpunkte im speziellen Fall gleich der im allgemeinen Fall ist. Eine exakte 
Formulierung und Abgrenzung der Anwendbarkeit dieses Prinzips gelang VAN DER WAERDEN 1927 
durch Einführung des Begriffes der relationstreuen Spezialisierung. Hingegen wird beiderzweiten, 
der idealtheoretischen Definition die Multiplizität als /deallänge erklärt. -— Bei Benutzung dieser 
Definition gilt im Gegensatz zur ersten der verallgemeinerte Bezoutsche Satz nicht mehr unein- 
geschränkt (Etienne BEzovr, 1730—1783); bei anderen Fragestellungen ist aber die Verwendung 
der Ideallänge zweckmäßig (vgl. hierzu Ott-Heinrich KeLrer [geb. 1906]: Algebraische Geometrie). 


— 1 für kein m 


P(x,y) des Kreises durch m = 





Neuere Methoden. Zur näheren Festlegung des Mannigfaltigkeitsbegriffes über N G@ und Multiplizität 
hinaus benutzte erstmals Oscar ZArISKI (geb. 1899) 1938 bewertungstheoretische Hilfsmittel, die 
ihrerseits die Verbindung zur Krullschen Theorie der Stellenringe oder lokalen Ringe (Wolfgang 
KruLı,geb. 1899),der Funktionentheorie und der mengentheoretischen T’opologie herstellten. 

Hierzu und zu der 1946 von Andr& Weız (geb. 1906) gegebenen Neubegründung der algebraischen 
Geometrie sowie zur Verwendung topologischer Methoden (Garbentheorie, Cohomologietheorie) findet 
man Literaturangaben in dem angegebenen Buch von O.-H. KELLER. 


TOPOLOGIE 


Die Topologie ist das Teilgebiet der Geometrie, das sich mit Eigenschaften von geometrischen 
Figuren beschäftigt, die bei topologischen Abbildungen erhalten bleiben. Beschränkt man sich der 
Anschaulichkeit halber auf den gewöhnlichen dreidimensionalen Raum, dessen Punkte sich be- 
kanntlich nach Einführung eines kartesischen Koordinatensystems durch 
drei reelle Zahlen (Koordinaten) festlegen lassen, so ist eine geometrische 
Figur nichts weiter als eine Gesamtheit von Punkten; z. B. ist die Voll- 
kugel mit dem Radius r und dem Mittelpunkt M die Gesamtheit aller 
Punkte, die von M höchstens den Abstand r haben; auch ihre Ober- 
fläche ist eine geometrische Figur; sie besteht aus allen Punkten, die von 
M genau den Abstand r haben. Weitere Figuren sind z.B. Würfel, 
Torus Tetraeder und Torus; letzteren erhält man, indem eine Kreisscheibe K um 

eine außerhalb von X verlaufende, mit K in einer Ebene liegende Achse 

rotiert (Abb.). Allerdings gibt es weniger anschauliche Figuren, z. B. die Gesamtheit aller Punkte, 





deren Koordinaten rational sind, d.h. sich in der Form = mit ganzen Zahlen m und n dar- 


stellen lassen. Das Wort Figur wird oft durch das Wort Punktmenge ersetzt. 
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Um den Begriff der topolögischen Abbildung anschaulich zu machen, denke man sich eine Figur F 
aus sehr elastischem Gummi hergestellt. Auf F eine topologische Abbildung anwenden heißt dann, 
F irgendwie verzerren, ohne dabei den Gummi an irgendeiner Stelle zu zerreißen und ohne bei 
dieser Verzerrung irgendwelche in F vorhandenen Löcher zuzudrücken. Zwei Figuren, die sich 
durch eine topologische Abbildung ineinander überführen lassen, heißen topologisch äquivalent oder 
homöomorph; z. B. sind eine Vollkugel und ein Würfel stets homöomorph, während von den drei 
Figuren Torus, Vollkugel, Kugelschale keine zwei topologisch äquivalent sind; eine Kugelschale 
entsteht, indem man aus einer Vollkugel eine kleinere konzentrische Vollkugel „herausbohrt‘. 


Königsberger Brückenproblem. Ein Beispiel für eine topologische Fragestellung ist das Königs- 
berger Brückenproblem. Leonhard EvLer (1707-1783) soll einst gefragt worden sein, ob er einen 
Spaziergang durch die Stadt Königsberg machen könne, auf dem er jede Brücke einmal, aber auch 
nur einmal überschreitet (Abb.) Man sieht sofort, daß ein solcher Spaziergang im Gebiet I anfangen 
oder enden müßte; denn von den drei in I endenden Brücken müssen sicher zwei in der gleichen 
und die dritte in der entgegengesetzten Richtung passiert werden. Genau dasselbe gilt für die 
Gebiete III und IV. Nun hat aber ein Spaziergang nur einen Anfang und nur ein Ende, so daß es 
unmöglich ist, die geforderte Bedingung zu erfüllen. Das hiermit gelöste Problem gehört der 
Topologie an; es ändert sich nichts an der Aufgabe, wenn man sich den Stadtplan auf ein Gummi- 
tuch gezeichnet und dann irgendwie so verzerrt denkt, daß dabei keine Brücken zerrissen werden. 
Solche topologischen Bilder maßstabgerechter Karten werden wegen ihrer Übersichtlichkeit häufig 
verwendet, z. B. zur schematischen Darstellung eines U-Bahn- oder Straßenbahnnetzes mit Angabe 
der Umsteigmöglichkeiten. 





Königsberger Brückenproblem Zum Vierfarbenproblem 


Vierfarbenproblem. Ein anderes, ungleich schwierigeres Problem stellt das bis heute ungelöste 
Vierfarbenproblem dar: Ist es möglich, die Länder einer jeden Landkarte so mit vier Farben zu 
färben, daß sich niemals zwei gleichgefärbte Länder längs eines gemeinsamen Grenzstückes be- 
rühren ? — Hierbei versteht man unter einer Landkarte ein Rechteck, das durch gewisse Kurven 
(die Grenzen) in einzelne Stücke (die Länder) zerlegt wird - ganz unabhängig davon, ob einer solchen 
„Karte“ Länder und Grenzen auf der Erde entsprechen (Abb.). Auch hier bleibt das Wesentliche 
des Problems unverändert, wenn die Landkarte aus Gummi hergestellt und dann durch eine topo- 
logische Abbildung verzerrt wird. 


Topologische Abbildung. Unter einer Abbildung f der Figur F auf die Figur F’ soll eine Vorschrift 
verstanden werden, die jedem Punkt p aus F einen Bildpunkt f(p) aus F’ zuordnet; dabei soll 
jeder Punkt aus F’ Bildpunkt eines Punktes aus F sein. Eine solche Abbildung heißt stetig, falls sie 
die Figur F nicht zerreißt, falls sie also Punkte p, g, die in F genügend nahe beieinanderliegen, in 
nahe beieinanderliegende Punkte /(p), f(g) aus F’ überführt; d.h., zu jeder positiven Zahl e gibt 
es eine positive Zahl ö(e) mit der Eigenschaft, daß je zwei Punkte p, q aus F, deren Abstand 
d(p, q) < ö(e) ist, durch / in Bildpunkte f(p), f(q) mit dem Abstand d(f(p), f(a)) < e übergeführt wer- 
den. Bei einer stetigen Abbildung kann es jedoch vorkommen, daß zwei verschiedene Punkte p, q 
aus F denselben Bildpunkt in F’haben, d.h., es können noch Löcher verschlossen werden, oder 
die Figur F kann in verschiedenen Punkten verheftet werden. 

Aus den stetigen Abbildungen von F auf F’ werden die topologischen Abbildungen dadurch heraus- 
gehoben, daß bei ihnen keine Verheftungen vorkommen, daß aus p 4 g stets f(p) # /(g) folgt und 
daß sie keine Löcher verschließen. Diese letzte Bedingung läßt sich durch die Forderung präzisieren, 
daß die zu finverse Abbildung f-!, die jedem Punkt f(p) aus F’ den Punkt p aus F zuordnet, keine 
Löcher aufreißt, d. h. stetig ist. Zusammengefaßt ergibt sich: 

Eine Abbildung f von F auf F’ ist topologiseh, 


| s gisch, falls aus p 4 q stets f(p) 7 f (q) folgt und sowohl 


Es ist nicht immer einfach festzustellen, ob zwei Figuren F und F’ homöomorph sind, ob es also 
eine topologische Abbildung von F auf F’ gibt. Hilfsmittel für solche topologischen Betrachtungen 
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sind die Homotopie- und die Homologietheorie. Sie sind aus verschiedenen anschaulichen Prin- 
zipien entwickelt worden; um z. B. zu zeigen, daß der Torus T' nicht zur Vollkugel V homöomorph 
ist, geht die Homotopvetheorie davon aus, daß es in 7’ eine geschlossene Kurve (etwa die Mittellinie 
von T') gibt, die sich innerhalb von 7 nicht auf einen Punkt zusammenziehen läßt (s. Abb. Torus), 
da sie das in 7’ vorhandene Loch umschlingt; alle in V gelegenen geschlossenen Kurven aber lassen 
sich in V auf einen Punkt zusammenziehen. Die Homologietheorie dagegen geht davon aus, daß es 
in T' eine geschlossene Kurve gibt (etwa wieder die Mittellinie von T), die nicht Rand eines in T 
enthaltenen Flächenstückes ist, während jede in V enthaltene geschlossene Kurve der Rand eines 
in V enthaltenen Flächenstückes ist. 


Bettische Zahlen. Anschaulich versucht die Homologietheorie, verschiedene Figuren durch die in 
diesen vorhandenen Löcher zu unterscheiden. Es gibt zwei wesentlich verschiedene Arten von 
Löchern in Figuren: einmal Löcher, die wie das Innere einer Kugelschale ganz vom Außenraum 
abgetrennt sind, und zum anderen Löcher, die wie das Loch im Torus einen Durchgang durch die 
Figur bilden; Löcher der ersten Art findet man in einem Schweizer- 
käse, Löcher der zweiten Art dagegen in einem Sieb. Die Anzahl der 
Löcher zweiter bzw. erster Art in einer Figur bezeichnet man als die 
erste bzw. zweite Beitische Zahl dieser Figur. Die nullie Beitische Zahl 
einer Figur F ist die Anzahl der zusammenhängenden Teile, aus denen 
sich F zusammensetzt. Es werden danach jeder Figur drei Bettische 
Zahlen zugeordnet, wobei — wie die Anschauung vermuten läßt - ent- 
sprechende Bettische Zahlen homöomorpher Figuren gleich sind. 
Gelingt es zu zeigen, daß zwei Figuren nicht die gleichen Bettischen 
Zahlen haben, so können sie nicht homöomorph sein. In einem wich- 
tigen Spezialfall gelingt so die vollständige Klassifikation von Figuren. 
Betrachtet man nämlich alle geschlossenen Flächen, d.h. alle Flächen, 
Kugel mit 3 Henkeln die keinen Rand haben, so läßt sich zeigen, daß diese Flächen zur Ober- 
fläche einer Kugel, an die eventuell mehrere Henkel angehängt sind, 

homöomorph sind (Abb.). Andererseits sind zwei derartige Oberflächen nur dann homöomorph, 
wenn sie die gleiche Anzahl von Henkeln haben. Jede Fläche ist mithin zu genau einer Henkel- 
kugel homöomorph. Betrachtet man auch Flächen, die nicht im dreidimensionalen Raum liegen, so 
kommen noch weitere nichtorientierbare Flächen hinzu, zu denen z. B. die projektive Ebene gehört. 





Weitere Probleme. Andere wichtige Probleme der Topologie hängen mit den stetigen Abbildungen 
zusammen; z. B. gelten die folgenden Sätze. 


Brouwerscher Fixpunktsatz: Es sei F eine Figur, die zur Vollkugel homöomorph ist, und F’ eine 
Teilfigur von F, deren Punkte mithin aueh zu F gehören; dann hat jede stetige Abbildung f von 
F au‘. F’ einen Fixpunkt, d. h. einen Punkt, für den f(p) =p gilt. Zu jeder stetigen Abbildung der 
Kugeloberfläche auf sieh selbst gibt es einen Punkt p, der durch f in sich selbst, f(p) = p, oder in 
seinen Gegenpunkt übergeführt wird. = = | 

Jordanseher Kurvensatz: Ist J eine in der Ebene gelegene einfach geschlossene Kurve, d. h. eine 


_ zur Kreisperipherie homöomorphe Figur, so zerlegt J die Ebene in genau zwei Teile. 


Durch die Topologie hat dieser Satz eine weitgehende Verallgemeinerung erfahren, die hier speziell 
für den dreidimensionalen Raum formuliert wird: 


Alexander-Pontrjaginscher Dualitätssatz: Sind F und F’ zwei homöomorphe Figuren im dreidimen- 
sionalen Raum R und bestehen die Figuren G bzw. G’ aus allen Punkten, die nicht zu F bzw. F’ 
gehören, die mithin übrigbleiben, wenn man F bzw. F’ aus dem Raum R herausnimmt, so haben 
die Figuren G und G’ stets die gleichen Bettischen Zahlen. | 


Es wäre falsch, anzunehmen, daß mit F und F’ auch @ und @’ homöomorph 
sein müssen. Ein anschauliches Beispiel hierfür liefert ein verknoteter 
Torus K (Abb.). Sicher ist X zu einem gewöhnlichen Torus T homöomorph, 
während die Restmengen, die übrigbleiben, wenn man aus dem Raum 
einmal 7T und einmal K herausbohrt, nicht homöomorph sind. Da die 
Anzahl der zusammenhängenden Teile, aus denen sich eine Figur zu- 
sammensetzt, gleich der nullten Bettischen Zahl ist, folgt aus dem 
Dualitätssatz insbesondere, daß zwei homöomorphe Figuren den drei- 
dimensionalen Raum R in die gleiche Anzahl von zusammenhängenden 
Teilen zerlegen. Spezialisiert man noch einmal, so ergibt sich, daß alle 
zur Kugeloberfläche homöomorphen Figuren den Raum R in genau 
Verknoteter Volltorus zwei Teile zerlegen. Da jede geschlossene Fläche zur Oberfläche einer 
eventuell mit Henkeln versehenen Kugel homöomorph ist, folgt aus 

der Tatsache, daß derartige Oberflächen den Raum in genau zwei Teile zerlegen, der folgende Satz: 
ine im dreidimensionalen Raum gelegene geschlossene Fläche zerlegt den Raum in genau zwei 
ile. - | a _...—_.. - . _ _ _ 
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Metrische Räume. Wie zu erwarten, beschränkt sich das Anwendungsfeld der Topologie nicht nur 
auf die Figuren des dreidimensionalen Raumes. Viele ihrer Ergebnisse gelten allgemeiner für Punkt- 
mengen in k-dimensionalen euklidischen Räumen. Viel wichtiger als diese Ausdehnung auf höhere 
Dimensionen ist für die Anwendung der Topologie jedoch die folgende, ungleich weitergehende 
Verallgemeinerung. In der Definition der stetigen und der topologischen Abbildung wird von allen 
Eigenschaften des dreidimensionalen Raumes nur die eine ausgenutzt, daß je zwei Punkte p, q 
einen wohlbestimmten Abstand d(p, g) haben. 

Diese Eigenschaft kommt auch den in der Funktionalanalysis geschilderten metrischen Räumen zu, 
bei denen je zwei Elementen z, y ein mit d(x, y) bezeichneter Abstand zugeordnet ist, wobei folgende 
Bedingungen erfüllt sind: 


(1) d(p2,g) = d(g,p), (2) d(p,g) = 0, und zwar d(p,g) = 0 genau dann, wenn p=g, 
(3) d(p,gq) <d(p,r) + d(r, g) (Dreiecksungleichung). 


Zwischen zwei metrischen Räumen E und E’ läßt sich dann die Stetigkeit einer Abbildung f durch 
die Bedingung definieren, daß es zu jeder positiven Zahl e eine positive Zahl ö(e) geben soll, so daß 
für je zwei Punkte p, g von E aus d(p,g) < ö(e) stets d(/(»), f(g)) < e folgt. Darüber hinaus heißt 
eine Abbildung / von E auf E’ topologisch, falls aus p # q stets f(p) # f(g) folgt und sowohl f als 
auch die inverse Abbildung f-! stetig sind. Die Topologie der metrischen Räume untersucht dann 
Eigenschaften von metrischen Räumen, die bei diesen topologischen Abbildungen erhalten bleiben. 
Als Beispiel soll die Gesamtheit 7 aller auf dem Intervall 0 < x < 1 definierten stetigen Funktionen 
p(x) betrachtet werden. Als Abstand zweier Funktionen p und y soll gelten 


1 
d(9; y) =1 | a(@) — v(z) | de. 


In diesem soeben definierten metrischen Raum F wird jeder Funktion @ aus F die Funktion 
x 
y(z) = Ä lt) di 


zugeordnet. Man erhält eine stetige Abbildung / von F in sich. Ihre Fixpunkte sind die Lösungen 
der Integralgleichung 


x 
/ plt) dt = plz), 


do(z) 
dz 

einer Integral- oder Differentialgleichung ist damit auf die Frage nach den Fixpunkten einer 
stetigen Abbildung zurückgeführt - d.h. auf ein topologisches Problem. In diesem einfachen Fall 
ist es allerdings nicht nötig, topologische Hilfsmittel heranzuziehen, um etwa Lösungen der Inte- 
gralgleichung zu finden, jedoch zeigt das Beispiel, wie eng die Topologie mit anderen Zweigen der 
Mathematik zusammenhängt. In der Tat gibt es heute kaum ein mathematisches Gebiet, in dem 
nicht Methoden der abstrakten Topologie Anwendung finden. 

Auch die metrischen Räume sind noch nicht die allgemeinsten mathematischen Strukturen, für die 
man stetige und damit topologische Abbildungen definieren kann. Die allgemeinsten Strukturen 
dieser Art sind die topologischen Räume, die sich - sofern sie nicht metrische Räume sind - aller- 
dings recht weit von der geometrischen Anschauung entfernen. 





die sich such als Differentialgleichung = p(x) schreiben läßt. Die Frage nach den Lösungen 


MASSTHEORIE 


Die Maßtheorie behandelt die Bestimmung von Inhalten der geometrischen Gebilde oder allgemeiner 
von Punktmengen. Sie steht in unmittelbarem Zusammenhang mit der Integralrechnung und der 
Mengenlehre, wird in der Funktionalanalysis sowie in der Wahrscheinlichkeitsrechnung angewendet 
und ist auch für andere Gebiete der Mathematik wichtig. Im Unterschied zur Berechnung des 
Flächeninhalts von Dreiecken, Rechtecken und anderen gradlinig begrenzten Figuren bereitet die 
von krummlinig oder noch komplizierter begrenzten Figuren Schwierigkeiten. Schon die Erklärung, 
was man unter dem Inhalt einer Punktmenge zu verstehen hat, ist ein Problem. Seine erste Lösung, 
der Riemannsche Inhaltsbegriff, wurde von Giuseppe PEAno (1858-1932) und Marie-Ennemond- 
Camille JorpDAn (1838—1922) in enger Anlehnung an den Riemannschen Integralbegriff um 1890 
angegeben. 

Um zum Inhalt einer Punktmenge zu gelangen, wird über die Ebene ein quadratischer Raster 
gelegt und die gegebene Figur von innen durch ein nur aus Quadraten des Rasters zusammen- 
gesetztes Gebiet angenähert (in der Abb. gelb); ein äußeres Näherungsgebiet enthält die Figur im 
Innern (gelb und blau). Geht man durch Halbierung zu einem feineren Raster über, so enthält das 
neue innere Näherungsgebiet das alte, ist aber meist um einige der neuen Quadrate größer, während 
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das neue äußere Gebiet durch Streichen von neuen Quadraten aus dem alten entsteht. Der Unter- 
schied der Flächeninhalte dieser Näherungsgebiete wird also höchstens geringer. Wenn sich nun 
bei fortgesetzter Verfeinerung die inneren und äußeren Inhalte beliebig nahekommen, nennt man 
ihren gemeinsamen Grenzwert den 
Riemannschen Inhalt oder kurz den 
Inhalt der gegebenen Figur. 
Dieser Inhaltsbegriff liefert für gerad- 
linig begrenzte Figuren sowie für Kreis, 
Ellipse u.a. die bekannten Flächen- 
formeln. Es gibt aber Punktmengen, 
denen man keinen Riemannschen 
Inhalt zuschreiben kann. In der Ab- 
D C bildung handelt es sich um ein Qua- 
drat ABCD, auf dessen oberer Kante 
C Din allden (unendlich vielen) Punk- 
ten, deren Entfernung von der Ecke O 
eine rationale Zahl ist, Senkrechte von 
der Länge der Quadratseite errichtet 
wurden. Hier sind alle äußeren Inhalte 
mindestens doppelt so groß wie die 








A 8 inneren und streben nicht nach einem 
Approximationen bezüglich Figur ohne Riemann- gemeinsamen Grenzwert bei Verfeine- 
Riemannschen Inhalts schen Inhalt rung des Rasters, da das volle Quadrat 


CC’D’D stets und nur zum äußeren 
Näherungsgebiet gehört; jedes noch so kleine in 0 0’.D’D liegende Rasterquadrat enthält ja sowohl 
Punkte, die zur Figur gehören, als auch solche, die nicht zu ihr gehören. 


Das Lebesguesche Maß. In der moderneren Mathematik gewannen aber gerade solche zunächst 
recht ausgefallen anmutenden Punktmengen erheblich an Bedeutung. In sehr vielen Fällen führt 
dann der 1902 von Henri-L&on LEBEscuE (1875—1941) entwickelte umfassendere Inhaltsbegriff, 
das Lebesguesche Maß, zum Ziel. Im Unterschied zum Riemannschen Inhalt dürfen die Annähe- 
rungsfiguren auch aus unendlich vielen Elementarflächenstücken verschiedener Größe zusam- 
mengesetzt sein. 

Punktmengen, die einen Inhalt haben, sind auch meßbar, und ihr Maß ist zahlenmäßig dem Inhalt 
gleich. Dagegen gibt es Punktmengen, denen kein Inhalt zukommt, die aber ein Maß haben; z.B. 
ist das Maß der Figur in der zweiten Abbildung gleich dem Inhalt des Quadrates ABCD; die aus 
den Senkrechten bestehende Teilmenge ist vom Maß Null. Mengen vom Maß Null spielen sowohl in 
der reinen Mathematik alsauch allgemein bei dermathematischen Beschreibung von Naturvorgängen 
eine besondere Rolle; sie charakterisieren gewissermaßen das Unwesentliche. 

Völlig analog sind die Betrachtungen im Falle mehrerer Dimensionen; z.B. ergibt sich für die 
Dimension drei der gewöhnliche Rauminhalt bzw. das räumliche Maß. 

In der Integralrechnung führt die Benutzung des Maßes an Stelle des Inhalts zum Lebesgueschen 
Integral. Es stellt eine Erweiterung des Riemannschen Integralbegriffes dar, so wie das Lebes- 
guesche Maß eine Erweiterung des Riemannschen Inhaltsbegriffes ist. 

In der weiterentwickelten Maßtheorie versteht man unter einem Maß ganz allgemein eine reelle 
Funktion m(A), deren Argument gewisse Punktmengen A sind - nämlich die nach dem vorliegen- 
den Maß meßbaren Mengen -; diese Funktion muß einige den einfachsten geometrischen Vorstellun- 
gen entsprechende Eigenschaften haben, z. B. m(A) > 0 und m(A + B) = m(A) + m(B), falls A 
und B keine gemeinsamen Punkte haben. Diese Auffassung erlaubt z. B. die direkte Anwendung 
maßtheoretischer Sätze in der Wahrscheinlichkeitsrechnung; dort werden die Punktmengen als 
Ereignisse, das Maß als die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse gedeutet. 


FUNKTIONENTHEORIE 


Die Funktionentheorie ist ein umfangreiches und hochinteressantes Teilgebiet der höheren Mathe- 
matik, welches in wechselseitiger Beziehung zu allen Gebieten der Mathematik und gleichzeitig in 
enger Verbindung zu wichtigen physikalisch-technischen Disziplinen steht. Neben Problemen der 
theoretischen Optik erfordern gerade die modernen konstruktiven Aufgaben der Aero- und Hydro- 
mechanik, z. B. die Berechnung des Auftriebs und des Widerstands von Tragflügeln, der Strö- 
mungsverhältnisse in Turbinen, der Gestaltung einer günstigen Kraftwagenkarosserie, zu ihrer 
mathematischen Behandlung weitgehend Mittel der Funktionentheorie. 

Die Funktionentheorie entstand mit der Aufgabe, die Begriffe und Methoden der Differential- und 
Integralrechnung sowie der Lehre von den unendlichen Reihen auf Funktionen komplexer Variabler 
auszudehnen. Im 19. Jahrhundert entwickelte sie sich zu einem selbständigen mathematischen 
Gebiet, besonders durch die Arbeiten von Augustin-Louis CAucHY (1789-1857), von Karl WEIER- 
STRASS (1815— 1897) und von Bernhard RıEMAnN (1826-1866). 


Analytische Funktionen 731 


ANALYTISCHE FUNKTIONEN 


Ebenso wie bei reellen Variablen bezeichnet man eine Funktion komplexer Variablen durch das 
Zeichen w = f(z); dabei wird im allgemeinen der unabhängigen Variablen z= x + iy wieder 
eine komplexe Variablew = u + iv zugeordnet. Denkt man sich dies ausgeführt für einen Bereich 8 
der komplexen z-Ebene, so wird, geometrisch gesprochen, jedem Punkt z aus ß ein Punkt w in 
einem Bereich ® einer zweiten komplexen Zahlenebene, der w-Ebene, zugeordnet. Eine Funktion 
w = /[(z) bedeutet die Abbildung von Punkten der z-Ebene auf Punkte der w-Ebene (Abb.). 

Um die Abbildungsbereiche besser überblicken 
zu können, wird die Funktion in ihren Real- 
teil u(z, y) und ihren Imaginärteil v(x,y) zer- 
legt, w = f(z) = ulz,y) + iv(z,y); z.B. er- 
hält man für die Funktionv=2?= (ce -+iy)? 
die Zerlegungu= x? — y’undv=2ry, aus 
der hervorgeht, daß alle Punkte der reellen 
Achse der z-Ebene auf die positiv reelle Achse 
der w-Ebene und alle Punkte der imaginären 
Achse der z-Ebene auf die negative reelle 
Achse der w-Ebene abgebildet werden. 

Eine andere Möglichkeit zur Veranschau- 
lichung einer komplexen Funktion w = f(z) Geometrische Veranschaulichung einer Funktion 
besteht darin, in jedem Punkt z eine Senk- w = [(z) einer komplexen Variablen 
rechte auf der z-Ebene von der Länge |w| 

zu errichten. Auf diese Weise entsteht aber nur die über der Gaußschen Zahlenebene liegende 
Betragsfläche der Funktion w = f(z) (vgl. Bildtafel 72). 


Elementare Funktionen. Es erhebt sich die Frage, ob man den Definitionsbereich der aus der reellen 
Analysis bekannten Funktionen ganz oder wenigstens teilweise auf die komplexe Zahlenebene 
ausdehnen kann. Das ist im allgemeinen der Fall, so für die Wurzel- und Potenzfunktionen, für 
ganz- oder gebrochenrationale Funktionen, für die Exponentialfunktion und die Logarithmus- 
funktion, für die trigonometrischen, zyklometrischen und hyperbolischen Funktionen. Man definiert 
z. B. 





22 23 22 23 
lgl+2)=2-5+7-7--- tür [2] <3I, e=-1+2z + ap tz, +... fürallz 
s 23 25 x 22 24 3 

sin=2- tet für alle z, csz= 1-75, Fra, für alle z, 


durch Reihen (vgl. Funktionenreihen) ; setzt many = 0inz=x-+ iy, so erhält man die bekann- 
ten Reihenentwicklungen der obigen Funktionen für reelle Variable und hat damit den Anschluß 
an die reelle Analysis hergestellt. Umgekehrt kann man die obigen Definitionen als eine Forisetzung 
der reellen Entwicklungen ins Komplexe bezeichnen. 

Zwischen den letzten drei Funktionen gelten die Eulerschen Formeln 


; l } 1 
ei? = c0sz + 1sinz, cos2 = 5 (et? + eriz), sin = a; (et: —_ e-iz), 


Die Definition von Funktionen komplexer Variabler durch unendliche Reihen setzt allerdings 
voraus, daß die aus der reellen Analysis bekannten Sätze über Konvergenz, insbesondere der Satz 
von Bolzano-Weierstraß und das Cauchysche Konvergenzkriterium, auch auf Folgen und Reihen 
komplexer Zahlen ausgedehnt werden dürfen. Im Prinzip gesprochen, bleiben alle zugehörigen 
Sätze der reellen Analysis richtig, mit Ausnahme derer, die, sei es im Satz oder sei es im zugehörigen 
Beweis, Aussagen über „größer als‘ oder „kleiner als .. .‘“ von Zahlen enthalten. Diese Beziehun- 
gen haben für komplexe Zahlen keinen Sinn. 


Beispiel: Die ganzen linearen Funktionen w = I!(z) = az + b, mit beliebigen konstanten 
komplexen Zahlen a und b, seien auf die von ihnen vermittelte Abbildung hin zu untersuchen. 
Für «= 1 besteht die Abbildung w = z + b in einer Parallelverschiebung; jede Figur der 
z-Ebene geht durch eine Translation in die Bildfigur der w-Ebene über. Für a # 0,b = 0 ver- 
mittelt die Abbildung w = a z auf Grund der geometrischen Bedeutung der Multiplikation kom- 
plexer Zahlen eine Drehstreckung; Drehung um den Winkel arge und Streckung im Verhältnis 
1: |@|. - Beide Abbildungen zusammen, also die Funktionen w = az +b,a #£0,b £ 0, bedeuten 
dann eine Ähnlichkeitstransformation: Original und Bild sind um einen festen Winkel gegenein- 
ander gedreht, zueinander ähnlich im Verhältnis 1: |@| und noch um 5b verschoben (Abb.). 


Stetigkeit und Differenzierbarkeit komplexer Funktionen. Wie im Reellen heißt eine Funktion 

w= f(z) an der Stelle zo stetig, wenn lim f(z) = f(zo) ausfällt oder, anders ausgedrückt, wenn zu 
2>2 

jeder beliebig kleinen positiven Zahl e eine positive Zahl öfe) so gefunden werden kann, daß 
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If(z) — f(z0)| < se ausfällt, sobald |z — z0| <ö(e) ist. Das bedeutet geometrisch, daß alle Punkte 
einer 6-Kreisumgebung um 2, in der z-Ebene auf eine e-Kreisumgebung von wo = (zo) der w-Ebene 
abgebildet werden. Sobald man irgendwo in den ö-Kreis eindringt, muß das Bild im e-Kreis liegen 
(Abb.). Es muß stets derselbe Grenzwert f(z0) angenommen werden, auf welchem Wege auch immer 
man sich in der z-Ebene zo nähert. 





Ähnlichkeitstransformation eines Dreiecks durch Geometrische Bedeutung der Stetigkeit 
w=az-+b 


Ebenso wie im Reellen ist die Ableitung einer Funktion an der Stelle zu als Grenzwert des Differen- 
zenquotienten definiert 
er f{zo + Az) — f(2o) 


l = f(z0) oder 
4z—0 4z 
Des ulxo + 4X, yo + Ay) + ivlzo + 4X, yo + Ay) — ulzo, Yo) — i v(xo, Yo) 
(Ac+iay)>0 u +i14y 


Dabei bedeutet Az irgendeine komplexe Größe, die ganz beliebig gegen Null geht, das heißt geome- 
trisch, der Punkt (zo + 4z) nähert sich dem Punkt zo auf einem beliebigen Wege. Eine Stelle zo, 
an der man stets denselben Grenzwert erhält, für die also die Ableitung der Funktion existiert, 
heißt regulär, sonst singulär. Falls eine Funktion in einem ganzen Bereich der komplexen Ebene 
differenzierbar ist, bezeichnet man ihn als Regularitätsbereich. 


Die Cauehy-Riemannsehen Ditierentialgleichungen. Trotz formaler Ähnlichkeit der Definition der 
Differenzierbarkeit mit derjenigen der reellen Analysis ergeben sich im Komplexen doch bedeutend 
größere Schwierigkeiten. Schon aus diesem Grunde wäre ein einfacheres Kriterium für die Diffe- 
renzierbarkeit wünschenswert. Man gewinnt es, wenn man sich 20 einmal parallel der reellen Achse 
und zum anderen parallel der imaginären Achse nähert, d.h. die Grenzwerte 4x > 0 bei Ay = 0 
und 4y > O0 bei 4x = 0 getrennt ausführt. Dabei ergeben sich die Werte 


1ou dv ou „ogv 
tm 
Sie müssen, wenn die Funktion differenzierbar ist, übereinstimmen, weil sich die gleichen Werte 


bei allen Annäherungen an zo ergeben sollten. Durch Vergleich der Real- und Imaginärteile erhält 
man so die nach Cauchy und Riemann bezeichneten Differentialgleichungen. 


Te En 


rl nn were de) ereee  ipe 
vauchy-Kiemannsche Difierentlalgeleichunge: 
a Ey dl Ei or gend Yung tunen 77 Year ne 





Es läßt sich nun zeigen, daß diese auch hinreichend für die Differenzierbarkeit sind: 


Eine Funktion / («) = u (@,y) +10 (x, y) Ist genau dann differenzierbar, wenn sie stetige partielle 


Ableitungen ——, Du ya hat und zwischen ihnen die Cauehy-Riemannsehen Gleichungen 





gelten. 
Mit Hilfe dieser Differentialgleichungen kann man leichter entscheiden, ob eine Funktion differen- 
zierbar ist. Dazu kommt aber noch, daß die Differenzierbarkeit einer komplexen Funktion viel 
einschneidender für die Klassifizierung der Funktionen ist als im Reellen. Ganz im Gegensatz zur 
reellen Analysis folgt aus der Existenz der 1. Ableitung einer komplexen Funktion in einem Gebiet 
schon die Existenz aller höheren Ableitungen. Die Bedingung der Differenzierbarkeit sondert also 
aus der Menge aller Funktionen komplexen Arguments die Klasse der beliebig oft differenzierbaren 
Funktionen aus, die Klasse der analytischen oder regulären oder holomorphen. Funktionen. Diese 
Klasse erweist sich einerseits als eng genug, daß sie allen analytischen Operationen - algebraische 
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Operationen, Differenzieren, Integrieren - stets unterworfen werden kann; sie erweist sich anderer- 
seits als weit genug, daß sie allen wesentlichen praktischen Anwendungen der Funktionentheorie 
gerecht werden kann. 

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen stellen somit einen der zentralen Punkte der 
gesamten Funktionentheorie dar. Aus ihnen lassen sich weitreichende Folgerungen ziehen: 


d 
(1) Man bildet die Ableitung - einer Funktion w = f(z), indem man ihre partielle Ableitung nach 


, dw 9w , dw 10w 
x bildet: Pau, Entsprechend ist auch 1 eg 10, 
* ” “ ” dw 3 
Beispiel: w= z°; mithin ES 22; aber auch w = 2? = (2? — y?) +i2xy, 
dw 
Sn 22 Hi2y= 2(@ +iy) = 2z. 


(2) Aus der Gültigkeit der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt sich, daß der Real- 
teil u und der Imaginärteil v einer analytischen Funktion auch den folgenden, nach Pierre-Simon 
u u 089 029 

Larrace (1749-1827) benannten Differentialgleichungen 28 + a” 0 und ar 0 ge- 
nügen. In der Potentialtheorie werden solche Funktionen Potentialfunktionen genannt. Daher hat 
die Funktionentheorie enge Beziehungen zur Mechanik, zur Elektrostatik, zur Elektrodynamik und 
zu deren physikalisch-technischen Anwendungen, wo der grundlegende physikalische Begriff des 
Potentials eine Rolle spielt. 

(3) Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen eröffnen den Zugang zu den für die An- 
wendungen außerordentlich wichtigen konformen Abbildungen. 


KONFORME ABBILDUNG 


Die von einer analytischen Funktion w = f(z) vermittelte Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene 
ist für alle Stellen zo, an denen f’(zo) # 0, in erster Näherung eine Ähnlichkeit, d.h., sie ist winkeltreu, 
und alle Längen werden im Kleinen mit dem gleichen Werte |f’(20)| multipliziert. Werden drei 
genügend nahe beieinander liegende Punkte 20, zı und za durch w = f(z) auf die Punkte wo = f(zo), 
wı = f(zı) und wa = f(za) abgebildet, so gehen die Strecken 4ız = zı — 20 und Asz = z2 — zo über 


Aw 
in dıw= wı — w und As w = ws — wo (Abb.); das Verhältnis | up | der Beträge der Bildstrecke Aw 


zur Originalstrecke Az hat für jede Fortschreitungsrichtung von dem Punkte 2, aus im Kleinen 
stets denselben Wert |f’(z0)| und wird Abböldungsmodul genannt. Für genügend kleine Az ist ja der 


dw 
Differenzenquotient Hrn f(z0)+e nur um die be- 


liebig kleine Größe e von der Ableitung f’(zo) ver- Y 
schieden, die an der Stelle z0 für jede Richtung den- 
selben Wert hat. 


YA z-Ebene 





G@eometrische Bedeutung der streckentreuen Abbildung Geometrische Bedeutung der winkeltreuen 
Abbildung 


Winkeltreu besagt das folgende (Abb.): Seien wieder wo, wı, ws die Bilder von 2, 2ı, za und be- 
zeichnet man den Winkel, den die Strecke 4ız mit der x-Achse bildet, mit arg Aız, so unterscheidet 
sich im Kleinen, d.h. für genügend kleine Az, der Differenzenguotient beliebig wenig von der 
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dw 


Ableitung; _— — f’(zo) + &ı. Nach den Regeln für die Division komplexer Zahlen gilt dann 
1 


arg — arg(f’(zo) + &ı) oder 

arg Aıw = arg dız + arg(f’(zo) + eı), 

arg Asw = arg Aaz + arg(f’(zo) + ee). 
Durch Subtrahieren dieser Gleichungen folgt für kleine eı bzw. e2 wegen 


arg(f’(zo) + &ı) — arg(f(zo) + &2) = 0, 
arg Aıw — arg Asw = arg(4ız) — arg(Asz) = 9. 


Zwei Strecken schneiden sich demnach im Original und im Bild unter dem gleichen Winkel 9. Der 
als Schnittwinkel ihrer Tangenten definierte Winkel zwischen zwei Kurven in der z-Ebene bleibt 
bei der Abbildung in die w-Ebene erhalten. Somit bedeutet die konforme Abbildung geometrisch, 
daß im Kleinen irgendwelche Figuren der z-Ebene auf ähnliche Figuren der w-Ebene abgebildet 
werden. 


Beispiel: Die Funktion w—= 2? ist analytisch ; sie vermittelt, mit Ausnahme des Punktes z = 0, 
für den w = 0 ist, eine konforme Abbildung. Wegen 


w=u+iv=r—-y?+i'22y, asou=a?r—y, v=2ry, 


gehen die Hyperbeln x? — y? = const 
der z-Ebene in der w-Ebene in Par- 
allelen = const zur v-Achse über 
und die zu denersteren orthogonalen 
Hyperbeln 2x = const in Par- 
allelen » = const zur w-Achse. Ande- 
rerseitsgehen die Parallelenz=const 
zur y-Achse wegen u=c: — y}, 
v= 2cy oder v? = 4o?(c? — u) in 
eine Parabelschar über, deren Brenn- 
punkte im Nullpunkt der w-Ebene 
liegen. Entsprechend liefert y = c 
die dazu konfokalen orthogonalen 
Parabeln v2 = 4c2 (c? + u). Dabei 
folgt die Orthogonalität aus der 
Orthogonalität der Originalgeraden 
x = const, y = eonst (Abb.). 





Anwendung auf Strömungsproble- 
me.Von einer Luft- oder Flüssigkeits- 
Konforme Abbildung der Parallelen zur x- und y-Achseauf strömung wird zur Vereinfachung an- 
die w-Ebene durch die Funktion w = 2? genommen, daßsiesich 1. als ebene Strö- 
mung behandeln läßt, d.h., daß in jeder 
Ebene einer parallelen Ebenenschar die gleichen Vorgänge ablaufen; daß 2. die Strömung stationär 
ist, sich deshalb im Laufe der Zeit nicht ändert (z. B. ein konstanter Wind); daß 3. eine Potential. 
strömung vorliegen soll, in der somit keine Wirbel auftreten wie z. B. beim Flug eines Geschosses 
Wird die Lage aller Stellen in der Strömung, in denen sie dieselbe Geschwindigkeit hat, durch die 
Werte 9 = const einer als Geschwindigkeitspotential bezeichneten Funktion (x, y) beschrieben und 
weiter die Bewegung eines Teilchens längs einer Strömungslinie durch die Werte y = const der 
Stromfunktion y(x, y), so bedeutet die 3. Bedingung, daß diese beiden Funktionen der Laplaceschen 
Differentialgleichung oder Potentialgleichung genügen, daß für sie gilt 


2 8% 


0x2  öy? 0x2 


2 Ody 

= 0, +0. 

Wenn die empirisch gegebenen Funktionen u(z, y) für das Geschwindigkeitspotential und v(z, y) 
für die Stromfunktion den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen genügen, lassen sie sich 
als Real- und Iınaginärteil einer analytischen Funktion w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y) auffassen, 
die dann das Strömungsfeld beschreibt. Ist z.B. w = 22, so sind wegen v(x,y) = y(z,y) = 2x y 
die Stromlinien Hyperbeln. Die Funktion w = 2? gibt die Strömung innerhalb eines rechtwinkligen 
Knies wieder (Abb.). 


Die Strömung um einen Kreiszylinder wird von einer Funktion vom Typ w=az + = wieder- 


gegeben (Abb.). Die Praxis stellt aber kompliziertere Anforderungen; sie fragt z.B. nach der 
Umströmung eines Tragflügels oder allgemein nach der Strömung um eine beliebige Kontur GC. Da 
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man die Strömung um eine Kreiskontur mathematisch beherrscht, liegt es nahe, von der Kreis- 
fläche auszugehen. Man denkt sie sich deformierbar, etwa aus Gummi bestehend, bringt sie in die 
Strömung und verformt sie und damit die Strömung so lange, bis die gewünschte Kontur angenom- 





Strömung in einem rechtwinkligen Knie 


men wird. Dabei geht die Kreisströmung in die gesuchte Konturströmung über. Dieser Prozeß 
läßt sich mathematisch mit Hilfe der konformen Abbildung erfassen nach dem wichtigen und weit- 
reichenden Existenzsatz: 






Be w Boa. gr Ne De he re nun rn a ed 
IT =: a SEEN Fi 3% = REN DEN 


Fer 


Die gesuchte Funktion ist vom Typ 


freilich ist es im praktischen Fall recht schwierig, die Funktion wirklich anzugeben, die tatsächlich 
die gewünschte Kontur, z.B. das Shukowski-Profil (oft auch Joukowski-Profil geschrieben) auf 
den Kreis abbildet (Abb.). 





Abbildung eines Shukowski-Profils auf den 
Kreis 





Strömung um einen Kreiszylinder 


INTEGRATION IM KOMPLEXEN 


Das bestimmte Integral. Das unbestimmte Integral f f(z) dz ist wie im Reellen durch die Um- 
kehrung des Differenzierens definiert. Beim bestimmten Integral im Komplexen liegt der Integra- 
tionsweg in der z-Ebene; neben der Angabe der Punkte 2ı und z3 als der oberen und der unteren 
Grenze des Integrals ist darum noch die Angabe des gewählten Verbindungsweges € notwendig, 
längs dessen die Funktion f(z) integriert werden soll. 
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(&)z 
Man schreibt f Y (z) dz. Dabei ist vorausgesetzt, daß f(z) in einem Bereiche $ analytisch ist 


z 
sowie daß zı, ze und der ganze Integrationsweg € in ® liegen (Abb.). Wegen f(z) = u(x,y) + iv(x, Y) 
und dz = dx + idy geht das Integral in zwei reelle Linienintegrale über, die über die Kurve € zu 
erstrecken sind: 


(C)z; 
S f«) dz = [(ude —- vdy) +if(wde + udy). 
zı 


Wie in der Integralrechnung angegeben wird, sind diese reellen Linien- 


ou 0% 
integrale unabhängig von €, wenn die Bedingungen — = — — und 
ov ou 0 02 


From = erfüllt sind. Das sind aber die Cauchy-Riemannschen Diffe- 


rentialgleichungen, die für Real- und Imaginärteil jeder analytischen 
Funktion gelten. Hat € die Parameterdarstellung 





Geometrische Bedeutung 2 u hält 
des bestimmten Integrals *” ot), y = ylt), so erhält man 
z= opli) + iyfi), de = de + idy = [p/(f) + i y/(t)] dt = z’(t) dt, also 


(E) 22 12 Ä - u tz ö 
S /@)dz = fe +1iylt)] [p(t) + iy (de = j/eWl z(t) dt, 
2 1 1 
wobei die Parameterwerte tı und ia den Endpunkten zı und za entsprechen. 


(E)l1-+i 
Beispiel 1: Für das Integral [ zdz soll die Kurve € längs der Winkelhalbierenden verlaufen 
(Abb.); als. Parameterdarstellung dieses DER, En iR, y- = t gewählt werden; en ist 


y ae Payne, "Tea = far Hard +Nar= aror fear 
—i. -— Wählt man einen en Weg ©, der von 0 über Inach1+i läuft, 
so zerfällt der Integrationsweg in zwei Teilabschnitte. Auf dem ersten 
Wegstück 0... 1 hat man die Parameterdarstellung = 1,y= 0 und erhält 
1 1 1 

{ 2dz= ee 5° Längs des Wegstückes 1...1-+i hat man die Pare- 

1+i 
meterdarstellung = ne y=t oder z=1-+it; dae=idi und r 2dz 
1 





1 
Zur a ee des _ [ (+id)id=i n dt — d tdi=i-— 2° Beide Wegstücke ee 


Integrals Ä 2.dz ee den Weg &*, der sarbrert des Integrals ist dann i, d.h. der- 


selbe Wert wie längs des Weges €. 
2) 
Beispiel 2: Von besonderer Wichtigkeit ist das Integral = ; wenn & den im positiven Sinne 
durchlaufenen Einheitskreis um den Ursprung bedeutet (Abb.). Aus seiner Parameterdarstellung 
x = cost, y = sint für O<t< 27 folgt dz = (—sint + i cost) di und daraus wegen 
(-sint + i cost) (cost — isint) = —sini cost + sint cost + i (sin?? + cos?2t) 
(€) 2n 


In 
dz —sint + i cost { ; 
FE Bi: > au = [id = ri. 
0 


Im Beispiel 1 hat das Integral für verschiedene Integrationswege & denselben 
Wert. Dieses Ergebnis ist eine Folge des Hauptsatzes der Funktionentheorie. 


Hauptsatz der Funktionentheorie. Wenn die Funktion f(x) in einem einfach 


Zur ir zusammenhängenden endlichen Bereieh 3 analytisch ist, so ist der Wert des 


(E)z2 
des Integrals N = Integrals f f(=) d= unabhängig von dem Integrationsweg. Dabei muß & 





2ı 
ganz im Innern von 3 verlaufen. 


Folgerungen aus dem Hauptsatz. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mit Hilfe der Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen. Aus ihm lassen sich eine Reihe wichtiger Folgerungen ziehen. 
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1. Das über eine ‚gesehlossene Kurve genommene Integral -— man sehreibt dafür $ i(@) d= - hat 
den Wert Null, wenn f (=) im Innern der geschlossenen Kurve überall analytisch ist und die ge- 
sehlossene Kurve ganz in 3 liegt. Auch die Umkehrung (Satz von Morera) ist riehtig: Aus 
dem Versehwinden des Integrals längs jedes gesehlossenen Weges folgt, daß i(<) analytisch ist, 


2. Wenn dagegen die Funktion nicht analytisch ist oder wenn im Innern N von der Kurve um- 


schlossenen Gebietes singuläre Stellen der Funktion liegen - im Beispiel = — die Stelez = 0 -, 
dann ist der Wert des Integrals nicht stets Null. 


2a 
3. Nach dem Hauptsatz kann bei der Integration von [ f(z) dz der für die rechnerische Behand- 
lung bequemste Integrationsweg ausgesucht werden. 2ı 


4 Umschließen sieh zwei geschlossene Kurven Cı und €, gegenseitig so, 
daß die Funktion f(=) in dem Ringgebiet zwischen ihnen regulär ist 
(Abb.), und liegen &ı und C; selbst im Innern von 3, so sind die beiden 
Integrale über die Kurven Cı und €» einander gleich: 


E) (&a) 
SH) de= S Ile) de, 


aueh wenn im Innern der inneren Kurve, im sehraffierten Teil der 
Abbildung, singuläre Stellen der Funktion liegen. Unter geeigneten Vor- 
aussetzungen sind ge- 
Der Beweis beruht darauf, daß man Verbindungswege %ı und 33 von Cı schlossene Integrations- 
nach Cs einführt, die bei der Gesamtintegration keinen Beitrag liefern, wege gleichwertig 
da sie hin und zurück im entgegengesetzten Sinne durchlaufen werden. 





d 
Aus diesem Satz folgt z.B., daß das Integral $— nicht nur dann den Wert 2ri hat, wenn 


der Nullpunkt auf dem Einheitskreis umlaufen wird, sondern bei jedem Integrationsweg, der den 
Ursprung einmal positiv umschließt. 


5. Die wichtigste Folgerung aus dem Hauptsatz der Funktionentheorie besteht in der Oauchyschen 
Integralformel, nach der erstaunlicherweise die Funktionswerte f(£) auf dem Rande eines Gebietes 
schon sämtliche Funktionswerte f(z) im 
Innern bestimmen (Abb.). 

Die Punkte { liegen dabei auf einer ganz (©) 2m 
im Regularitätsbereich von f(z) verlau- | Cauchysche Integralformel $ == 
fenden geschlossenen Kurve €, der - 

Punktz aber irgendwo im Innern von. 

Die Funktionswerte f(2£) für Punkte der Kurve & können nur soweit willkürlich vorgegeben werden, 
insofern sie den Wertevorrat einer analytischen Funktion bilden. 

Im Reellen gibt es kein Analogon zu dieser Beziehung, denn die Funktionswerte an den Enden eines 
Intervalls bestimmen keineswegs die Funktionswerte im Innern des Intervalls, 

6. Es läßt sich zeigen, daß die Cauchysche Integralformel nach z differenzierbar ist. Dann gewinnt 
man durch fortgesetzte Differentiation die Integraldarstellungen der 

Ableitungen y 





m 2 ie 


L: 





(©) 
\ A a | (9 BE 
allgemein: fm(z) = Iri 4 ———— e—- zymn 4 
x 
Wenn eine komplexe Funktion überhaupt einmal differenzierbar ist, 


Z 'auchyschen Inte- 
dann ist sie beliebig oft differenzierbar. ur Cauchyschen Inte 


gralformel 


POTENZREIHENENTWICKLUNG ANALYTISCHER FUNKTIONEN 


Im Reellen ist der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ein Intervall; im Komplexen konvergiert 
eine Potenzreihe 
Plz —- 20) = a + aı (2 — 20) + as — 20)? + "= 2 a,(2 — 20), 
v0 
in der die a, reelle oder komplexe Zahlen sind, für alle z innerhalb eines Kreises um 2, mit dem 
Radius r, Der Konvergenzradius kann auch unendlich groß sein (r = ©); dann ist die Potenzreihe 
beständig konvergent. In Analogie zum Reellen konvergiert sie gleichmäßig in jedem innerhalb des 
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Konvergenzkreises gelegenen Kreis. Darum stellen Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzkreises 
analytische Funktionen dar (vgl. Hauptabschnitt Funktionenreihen). Die Potenzreihen aber zeichnen 
sich dadurch aus, daß auch die Umkehrung richtig ist: Jede analytische Funktion hat eine, und 
zwar sogar eindeutige Potenzreihenentwicklung (Abb.). 

Hierin besteht der von Karl WEIERSTRASS (1815— 1897) herausgearbeitete 











r . . er ana de ee N BE er 
Konvergenzkreis einer aan De ee Se ee 
FAZ 220)" 
Potenzreihe ee en | ii = er ne 77 3 £ 


Die Ableitungen von f(z) erhält man - wegen der gleichmäßigen Konvergenz — durch gliedweise 
Differentiation, und die Potenzreihen für die Ableitungen konvergieren im selben Konvergenzkreis 
wie die ursprüngliche Potenzreihe. Ebenso wird f(z) glöedweise integriert. Der Unterschied zum 
Reellen ist bemerkenswert: Für eine reelle Funktion folgt aus der Differenzierbarkeit einer Funk- 
tion nicht einmal die Stetigkeit der Ableitung, geschweige denn deren Differenzierbarkeit. Und 
selbst dann, wenn eine reelle Funktion beliebig oft differenzierbar ist, muß sie noch nicht in eine 
(konvergierende) Taylorreihe entwickelbar sein. Im Komplexen dagegen folgt aus der Existenz 
der ersten Ableitung schon die Konvergenz der Taylorentwicklung. 


Singuläre Punkte analytischer Funktionen, Laurent-Entwieklungen. Analytische Funktionen können 
1 
verschiedene Arten von Singularitäten haben; z. B. wird die Funktion f(z) = = für z = 0 unendlich 


groß. Die Funktion f(x) = ar: hat für z = 1 eine singuläre Stelle. Solche Singularitäten heißen 
= 1 


Pole, und zwar Pole I. Ordnung. Dagegen nennt man die Stellez = zu der Funktion f(z) = @- op 
einen Pol 3. Ordnung. Allgemein bezeichnet man eine Stelle z = 2 als Pol n-ter Ordnung, wenn 
durch Multiplikation von f(z) mit (2 — zo)”, aber durch keine niedrigere Potenz, eine in 20 reguläre 
Funktion entsteht. Funktionen, die bis auf Pole analytisch sind, heißen meromorph. 

1 





Am Beispiel der Funktion f(z) = e* erkennt man, daß es außer Polen 
noch andere Singularitäten gibt. Hier ist z = 0 singulärer Punkt, aber 
1 

es gibt keine Potenz zr, so daß f(z2)z" =z"r-e? in z= (0 analytisch 
würde. Eine solche Stelle heißt wesentliche Singularität. 

Komplexe Funktionen lassen sich auch in der Umgebung singulärer 
Stellen zo in Reihen entwickeln, aber es sind keine Potenzreihenent- 
wicklungen mehr. Es treten noch negative Potenzen von (z — 20) auf, 
endlich viele bei Polen, unendlich viele bei wesentlichen Singularitäten. 
Solche Entwicklungen heißen Laurent-Entwicklungen; sie sind gültig 
für alle z in einem Kreis um 2 herum (Abb.). Der Koeffizient a_ı 
heißt das Residuum der Funktion f(z) inz = 2o. 





Konvergenzbereich einer 
Laurent-Entwicklung 
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Laurententwicklungen und die funktionentheoretischen Sätze über die Residuen von Funktionen 
werden häufig zur Auswertung komplexer Integrale verwendet. 


Das analytische Gebilde. Riemannsche Fläche. Falls der Konvergenzradius r, einer Potenzreihe 
Plz — zo) endlich ist, muß auf der Peripherie des Konvergenzkreises ko mindestens ein singulärer 
Punkt so der durch die Potenzreihe dargestellten analytischen Funktion f(z) liegen, da sonst ro 
nicht der Konvergenzradius wäre. 

Entwiekelt man die Funktion /(z) um einen innerhalb des Konvergenzkreises gelegenen Punkt 
2ı # 20 in eine Potenzreihe ®;(z — zı), dann kann man ihren Konvergenzkreis solange ausdehnen, 
bis die Peripherie wieder einen singulären Punkt sı erreicht. Im Durchschnitt der beiden Konver- 
genzkreise, welcher nach Voraussetzung nicht leer ist, existieren zwei verschiedene Potenzreihen- 
entwicklungen, ®(z — z0) und $ı(z — 2ı). Die erste stellt f(z) dar, die zweite ebenfalls eine analy- 
tische Funktion, fı(z2). Nun läßt sich zeigen, daß in Wahrheit dieselbe Funktion dargestellt wird: 
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fı(z) = /(e); die beiden Potenzreihenentwicklungen sind nur verschiedene Darstellungen ein und 
derselben Funktion. Rechnerisch folgt dies daraus, daß man 2ı = 2 + zı setzt, 0 = 21 — zı in 
P(z — zo) einsetzt und nach Potenzen von (z — zı) umordnet. Falls auf dem Rande des Konvergenz- 
kreises von ®(z — zu) nicht nur singuläre Punkte lagen, hat man so den Definitionsbereich von 
f(z) über den ursprünglichen Bereich hinaus fortgesetzt. Durch Umordnung von P®ı(z — zı) nach 
(z — 22), wo zz im Konvergenzbereich von ®ı(z — 2ı) 
liegt, kann man gegebenenfalls den Definitionsbereich 
abermals erweitern, Dieser Prozeß heißt analytische 
Fortsetzung. 





Prinzip der analytischen Fortsetzung Analytische Fortsetzung führt in den ursprüng- 
lichen Konvergenzkreis zurück 


In diesem Prinzip erkennt man auch den eigentlichen Grund, weshalb der Gültigkeitsbereich der 
Mehrzahl der reellen Funktionen auch auf komplexe Variable und dann nur auf eine einzige Weise 
ausgedehnt werden kann: Wenn überhaupt, so sind die reellen Funktionen eindeutig ins Komplexe 
fortsetzbar. 

Man bezeichnet die durch das gemeinsame Band der analytischen Funktion f(z) zusammengehal- 
tenen Potenzreihenentwicklungen ®, ®ı, Pa, ... als Funktionselemente. 


Durch analytische Fortsetzung - wenn sie überhaupt möglich ist - wächst | y 
aus einem ersten Funktionselement gleichsam die ganze analytische Funk- Übergang 
tion heraus; man spricht vom analytischen Gebilde. verboten 


Überdeckt nach mehrmaligem Fortsetzen ein Konvergenzkreis ganz oder 
teilweise einen früheren, etwa den ersten, so treten bei eindeutigen Funk- __ 
tionen (Abb.) die früheren Funktionswerte wieder auf, bei mehrdeutigen ZZ 
Funktionen dagegen davon verschiedene; ja es kann sogar vorkommen, 
daß sich ein Punkt, an dem die Potenzreihe konvergierte, bei erneutem 
Erreichen durch analytische Fortsetzung als singulär erweist! 

B. RIEMANN hat in den nach ihm benannten Riemannschen Flächen ein 

gedankliches Hilfsmittel geschaffen, diese Verhältnisse klar zu erfassen; Ir: Br E 


ein Beispiel möge das Prinzip verdeutlichen. Die Funktion w = Yz entsteht Zahlenebene 


durch Fortsetzung der reellen Funktion y=Yx, &>0 ins Komplexe, 
Als Ausgangselement wähle man etwa die sich aus der binomischen Reihe ergebende Potenz- 
reihenentwicklung für |z — 1| <1 





Die längs der negativ 


1 
ns 1 1 1:3 
Bel - Ir ee re 


Die Fortsetzung ist möglich und völlig eindeutig, solange man die negative reelle Achse, den Null- 
punkt eingeschlossen, meidet und sich die komplexe Zahlenebene sozusagen längs der negativen 
reellen Achse aufgeschnitten denkt (Abb.). Die Rechnung zeigt jedoch, daß beim Überschreiten 
dieses Schnittes der Funktionswert w in den negativen übergeht; dem entspricht, wenn man schließ- 


lich die positive reelle Achse erreicht hat, die Tatsache, daß Yz zweiwertig ist. Treibt man die 
analytische Fortsetzung weiter im Gegenuhrzeigersinne, so erreicht man abermals die negativ 
reelle Achse; wieder geht der Funktionswert in den entgegengesetzten vom vorhergehenden, also 


in den ursprünglichen Funktionswert über. Der Wertevorrat der Funktion w = Yz ist danach auf 
zwei Blättern ausgebreitet, die nach Art einer Schraubenfläche in zwei Windungen übereinander- 
liegen und längs der Schnittlinie aneinandergeheftet sind (Abb.). Sie durchdringen sich ferner auf 
der negativen reellen Achse so, daß man, etwa von der oberen Fläche kommend, ohne das andere 


Blatt zu berühren, auf das untere Blatt hinüberwechselt. Hier versagt unsere Raumvorstellung. 
1 


Immerhin ist das Bild der Riemannschen Fläche der Funktion w = z2 anschaulich genug, daß 
man erkennt: 


47% 


N 
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Schreitet man auf der Riemannschen Fläche von Punkt zu Punkt vorwärts, so ändert sich der Wert 
der Funktion genau wie bei einer eindeutigen Funktion. Den Punkt 0 rechnet man nachträglich 
auch noch zur Fläche, zählt ihn jedoch nur einmal. Man macht ihn zum Träger des Wertes Null 
und nennt ihn einen (zweiblättrigen) Verzweigungspunkt der Fläche. 


Auf der Riemannsehen Fläche einer 
Funktion f (=) ist dergesamte Werte- 
vorrat der Funktion in völlig ein- 
deutiger Weise ausgebreitet. 


Es gibt sehr komplizierte Riemannsche 
1 


Flächen. Bei der Funktion w = z* 
ist sie n-blättrig. Es gibt unendlich- 
blättrige Flächen, es gibt Flächen, 
die sich in verwickelten Kurven ge- 
genseitig durchdringen, und solche, 
deren Blätter mehrere Verzweigungs- 
punkte haben. 


Ausbliek, Die Riemannsche Fläche ist 
ein Mittel zum Studium der mehr- 
deutigen analytischen Funktionen, wie 
der Wurzelfunktionen, der Logarithmusfunktionen und der algebraischen Funktionen. 

Die eindeutigen Funktionen haben eine einblätirige Riemannsche Fläche. Einige von ihnen sind peröo- 
disch (z. B. e*, sinz), einige sogar doppeltperiodisch (z. B. die elliptischen Funktionen). Viele spezielle 
Funktionen sind sehr kompliziert; z. B. weiß man von einer von B. RIEMANN untersuchten Funk- 
tion, &-Funktion genannt, heute noch nicht, ob die unendlich vielen, nichttrivialen Nullstellen 





1 
2 


Riemannsche Fläche der Funktion w = z 


1 
dieser Funktion sämtlich den Realteil 3 haben. Ein Beweis dieser Riemannschen Vermutung fehlt 


aber, obgleich ihre Bedeutung für viele Probleme bekannt ist. Als der große deutsche Mathematiker 
David HiıLBerT (1862—1943) gefragt wurde, wonach er sich zuerst erkundigen würde, wenn er 
100 Jahre nach seinem Tode noch einmal mit Mathematikern zusammenkäme, soll er geantwortet 
haben: „Danach, ob die Riemannsche Vermutung bewiesen ist.‘ 


POTENTIALTHEORIE 
UND PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


Ordnung, Linearität, Homogenität. In gewöhnlichen Differentialgleichungen treten nur Funktionen 
einer unabhängigen Veränderlichen auf. Dagegen spricht man von einer partiellen Differential- 
gleichung, wenn die gesuchte Funktion u = u(zı, %2, . . .,%n) von mehreren unabhängigen Veränder- 


ö 02 
lichen z1, &2, ..., &n abhängt und in der Gleichung partielle Ableitungen —, Fr usw. für ® 
ı 0%: 003 


bzw.j=1,2,...,n auftreten. Die Ordnung der höchsten vorkommenden Ableitung bestimmt die 
Ordnung der Gleichung. Die Differentialgleichung heißt linear, wenn die gesuchten Funktionen und 
ihre Ableitungen nur linear und nicht miteinander multipliziert auftreten. Eine lineare partielle 
Differentialgleichung heißt homogen, wenn sie kein von den gesuchten Funktionen und ihren Ab- 
leitungen freies Glied enthält, andernfalls inhomogen. Für lineare partielle Differentialgleichungen 
gilt, wie für gewöhnliche, das Superpositionsprinzip: Wenn uı und us Lösungen sind, dann ist jede 
Linearkombination u = Cı uı + Cs us, in der Cı und Cs Konstanten sind, auch Lösung. 


Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Integration einer partiellen Differential- 
gleichung 1. Ordnung läßt sich immer zurückführen auf die Integration eines Systems von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen, des charakteristischen Systems. Für die Differentialgleichung 
ou 

F (20, ::, 2 U 20, +, Pa) = 0, mit = Fr hat dieses System die Gestalt 

‚.oF 5 of Bir =; nor 
am Figur * ”% 89; P’" 
ee en ö 
Hängt die Differentialgleichung nicht explizit von u ab, dann läßt sie sich (mit » =t, p = > 


öt 
Ö 
und eventueller Umnumerierung der Variablen) auf die Form n + Hit, 21, ::, 2 Pr +», Pr) = 0 
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bringen. Eine Gleichung dieser Form heißt Hamilton-Jacobische Differentialgleichung; die darin 
vorkommende Funktion H nennt man Hamilion-Funktion. Das charakteristische System hat dann 
d öH d öH 
die kanonische Gestalt = = an Gr = ua Die Bewegungen der Massepunkte von bestimmten 
i ‘ 
mechanischen Systemen werden durch solche Gleichungen beschrieben. Dabei sind die x: und 9: 
verallgemeinerte Lage- und Impulskoordinaten, und die Hamilton-Funktion H ist gleich der Gesamt- 
energie. 


Partielle Differentialgleiehungen höherer Ordnung. Eine entsprechende geschlossene Integrations- 
theorie für partielle Differentialgleichungen höherer Ordnung gibt es nicht. Ist das allgemeine 
Integral nieht zu ermitteln, so erhält man partikuläre Lösungen oft durch einen geeigneten Lösungs- 
ansatz in Form eines Produktes oder einer Summe von Funktionen, deren jede nur von einem Teil 
der Veränderlichen abhängt: Separation der Variablen. Die gegebene Differentialgleichung zerfällt 
dann in mehrere einfachere Differentialgleichungen für diese Funktionen. 

Die wichtigsten Eigenschaften einer linearen partiellen Difjerentialgleichung 2. Ordnung werden 
in der Potentialtheorie geschildert. 


POTENTIALTHEORIE 


Ursprünglich aus Problemen der Mechanik erwachsen, hat sich die Potentialtheorie zu einem selb- 
ständigen, umfangreichen Gebiet der Mathematik entwickelt. Ihre Ergebnisse werden in zahlreichen 
physikalischen Disziplinen verwendet, insbesondere zur ‚Behandlung von Aufgaben aus der Mecha- 
nik, der Elektro- und Magnetostatik, der Elektro-, Hydro- und Thermodynamik. Auch auf die 
Entwicklung der Theorie der gewöhnlichen und partiellen Differentialgleichungen, der komplexen 
Funktionentheorie, der Theorie der konformen Abbildungen und der Differentialgeometrie hat die 
Potentialtheorie befruchtend gewirkt. 


Das Newtonsche Potential. Am einfachsten ist der Begriff des Potentials aus der von Newton ent- 
deckten gegenseitigen Anziehung materieller Körper zu erklären. 


Potential eines Punktes. Das Newtonsche Gravitationsgeseiz besagt, daß zwei Körper im drei- 
dimensionalen Raum aufeinander eine Anziehung ausüben, die ihren Massen direkt und dem 
Quadrat ihrer Entfernung umgekehrt proportional ist. Denkt man sich die Körper derart idealisiert, 
daß ihre gesamte Masse jeweils in einem 
Punkt, dem Massepunkt, konzentriert ist, etwa 
die Masse m des einen Körpers im Punkt P 
und die Masse „ des anderen im Punkt Q, so 
gilt die nebenstehende Formel für das Gesetz. 
Es stimmt mit dem Coulombschen Gesetz überein, wenn die Massen durch Ladungen ersetzt werden. 
Dabei ist r der Abstand der beiden Punkte und &k ein Proportionalitätsfaktor, z. B. die Gravitations- 
konstante. Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, sei vorausgesetzt, daß km = | ist. 
Nimmt man an, daß der Aufpunkt P vom Quellpunkt Q aus angezogen wird, so ist die Kraft K 
von P nach @ gerichtet. Bildet diese Kraftrichtung 
in einem kartesischen Koordinatensystem mit P(xz,Y,z) 
und Q(£,n,2) die Winkel «, ß,y gegen die Koordina- 
tenachsen, so gilt nach den Sätzen der analytischen 
Geometrie (Abb.) 


r= V@ - 92 +y-m:+ (2 - 0%, 
g—% n=Y 2 
‚cosß = ; coy= 














cosı = 
r 


und damit für die Komponenten X, Y und Z der 
Kraft K: 


Ee=-x 
X=Kcose =u Br 
Y=Keoß=u: a Z=Kocosy = u: 2 3 £ h Zerlegung der Kraft in Komponenten 











Diese drei Komponenten sind nun aber, wie Joseph-Louis LAGRANGE 1773 entdeckte, partielle 
Differentialquotienten einer Funktion U(x, y, z), die nach Carl Friedrich Gavss (1840) Potential 
der in @ befindlichen Masse « für den Aufpunkt P(x, y,z) genannt wird. 


er u \ 
Setzt man nämlich U = - allz — &)®? + (y— n)® + (z — 2)?]z und sieht Q als fest, P als ver- 
änderlich an, so ergibt die partielle Ableitung nach x 


oU 


1 _3 €E-x 
= -zul® - 9? +Yy-mM?+ (2 2% 2:22 —E)=u: 


y3 





= X. 
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su su 
Entsprechend liefert die partielle Ableitung von U nach y und z die Werte an r, Fl Z. 





Das Potential U ist im ganzen dreidimensionalen Raum mit Ausnahme des Quellpunktes Q definiert; 
für P = Q verschwindet der Nenner, der Ausdruck - ist deshalb für r = 0 nicht definiert. 


Der Wert — U(z, y,z) ist gleich der potentiellen Energie des aus den beiden Massepunkten be- 
stehenden Systems. 

Potential endlich vieler Punkte. Wird der Aufpunkt P von endlich vielen Massepunkten 
Qs(s = 1,2,...,n) mit den Massen u, angezogen, so wirkt auf P eine Gesamtkraft, deren Kompo- 
nenten X, Y, Z die Summen der Komponenten X,, Y,, Z, der Einzelkräfte sind: 

6 —% al 4 


G—2 
73 EB OR PR 73 . “ 


y3 ’ 





P. 7 u.a = He 


N N N 
Ze X, Y=_Y, Z= 222. 
s=1 s=1 s=T 





Masse liegt. Man denkt sich die Masse, die das Gebiet 7 
ausfüllen soll, in unendlich kleine Volumenelemente 
dr= d&dnd£ mit der Masse d« und der Dichte ge = = 
eingeteilt. Von dem Volumenelement im Quellpunkt 
Q(£,n,) aus wirkt dann auf den Aufpunkt P(x, y,z) eine 
Anziehungskraft mit den Komponenten dX, dY, dZ. 
Die Komponenten der Anziehungskraft der gesamten 
Masse im Gebiet T' erhält man durch Summierung über 

Y alle unendlich vielen Volumenelemente, d. h. durch 
Integration über 7’ (Abb.): 








\' \ 
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e-% n—y .—-2z 
Zur Ableitung des Newtonschen Potentials X= y3 da, = y3 dw, Z= y3 da. 
T Fe 7 


Diese Komponenten sind wiederum partielle Ableitungen eines Potentials U, wie man durch par- 
tielle Ableitung unter dem Integralzeichen nachweisen kann. 





Äquipotentialilächen. Eine Möglichkeit der geometrischen Veranschaulichung von Potentialen 
bilden die Äquipotential- oder Niveauflächen. Die angegebenen Potentiale sind für jeden Punkt P 
des dreidimensionalen Raumes definiert, sofern dieser nicht mit dem anziehenden Massepunkt 
zusammenfällt bzw. sich euf oder innerhalb der anziehenden Masse befindet. Verbindet man alle 
Punkte P, in denen das Potential den gleichen Wert « hat, so erhält man eine Äquipotential- oder 
Niveaufläche U(x,y,z) = a. Bei veränderlichem a stellt die angegebene Gleichung eine einpara- 
metrige Flächenschar dar. 


Im Fall des Punktpotentials U = - wird die Schar angegeben durch - = a. Das sind offenbar 
konzentrische Kugeln um Q, deren Abstände ständig kleiner werden, wenn man a um gleiche Beträge 
wachsen läßt. In den Abbildungen sind die Flächenschar - = a und die Abhängigkeit des Poten- 


tials U vom Abstand r dargestellt. 
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1 _I 
Difterentialgleiehung für Potentiale. Differenziert man - = [(x - &? + (y — n)? + (z — 2]? 
zweimal partiell nach x, so erhält man ü 


ox \r 


3 
- (z) re ce ee - A um 


02 /1 „Ss ER} 
3 (7) = +3le - + W- Mt DIR - = 0 + WM +e- TE 
3@-ee 1 
= y5 ps" 


Entsprechend ergibt sich für die partiellen Ableitungen nach y und z 
02 ( 3(y—-n®: 1 02 (+) 32-02 1 
öy? =) = Orr Hr) _ 


yS y3 ’ 
Addiert man diese drei zweiten partiellen Ableitungen, so heben sich ihre rechten Seiten auf: 


ar ayıı £ Pe 
ZioESTIuES inet 





i Abhängigkeit des Punktpotentials U v 
Äquipotentialjlächen = 4 IRITTRER 2 En nn entials U vom 


Für diese lineare, homogene, partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung schreibt man ab- 
gekürzt du = 0. 

Da die Differentialgleichung homogen und linear 
ist, bleibt sie richtig, wenn man sie mit einer 
Konstanten « multipliziert. 


1 
Mit (r) — O gilt deshalb auch 4 (2) ig 
Das Punktpotential U = ist demnach eine Lösung der Laplaceschen Differentialgleichung. Da 





n 

für jeden Summanden der Summe %& = die Gleichung 4 (&) = (0 gilt, ist die Differentialgleichung 
s=1 '® ® 

auch für die Summe erfüllt. Schließlich findet man durch Differentiation unter dem Integralzeichen 


0 /[f aß)ear-o 


Alle drei bisher behandelten Potentiale sind somit Lösungen der Laplaceschen Differentialgleichung. 
Damit ergibt sich ein neuer, interessanter Zugang zur Potentialtheorie: Man nimmt die Laplacesche 
Differentialgleichung als Ausgangspunkt und nennt die aufzusuchenden Lösungen Potentiale. Der 
bisher ausgeschlossene Fall, in dem der Aufpunkt P innerhalb der anziehenden Masse liegt, führt 
auf eine von Simeon-Denis Poısson 1813 entdeckte inhomogene Differentialgleichung der Gestalt 
Au = —4no, wobei e die Dichte der Masse ist. 

Als Verallgemeinerungen der Laplaceschen Gleichung seien aus dem Gebiet der theoretischen 
Physik einige partielle Differentialgleichungen genannt: 
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1. die Helmholtzsche Schwingungsgleichung Au + ku = 0; 


2. die Wärmeleitungsgleichung Au = die auch auf Diffusionsvorgänge angewendet wird; 


a &’ 


1 2u 
3. die Wellengleichung du = Ru 


breitung und REN. 


—— für elektromagnetische und Wasserwellen, für Schallaus- 


4. die Telegraphengleichung Au= Pa EM 
Wellen in Kabeln. 


Die allgemeine Potentialfunktion. Man nennt nun jede Funktion U(x,%,z), die nach allen drei 
Veränderlichen zweimal stetig differenzierbar ist und die in einem gewissen Gebiet 7 des Raumes 
die Gleichung AU = 0 erfüllt, eine Potentialfunktion oder auch harmonische Funktion in diesem 
Gebiet. 


Die Potentialtheorie ist die Theorie der Lösungen der Potentialgleichung AU =. 


ER 2 — + cu für die Ausbreitung elektromagnetischer 


Interessanter, als für diese Gleichung alle Lösungen zusammenzustellen, ist es, gemeinsame Eigen- 
schaften aller Potentialfunktionen zu suchen oder zusätzliche Bedingungen zu finden, denen sie 
genügen. 


Eigenschaften der Potentialfunktionen. Man betrachtet ein Gebiet Tim dreidimensionalen Raum, 
dessen Oberfläche mit S, dessen Volumenelemente mit dr und dessen Oberflächenelemente mit 

u, do bezeichnet werden (Abb.). In jedem Punkt der Oberfläche S 
denkt man sich die dazu senkrechte Richtung, dis Normale n, 
markiert. Hat man nun irgendeine in T und $ erklärte, zweimal 
stetig differenzierbare Funktion V und bildet für alle Punkte von 


oV 
S ihre partielle Ableitung in Normalenrichtung, > ‚ dann ist nach 
dem Gaußschen Integralsatz: 


[1% buffer 


Ist V eine an U, dann Er überall in 7’ die Beziehung 
AU = 0, und es folgt: 





Oberflächenelement und Nor- 
male 





Diese Aussage kennzeichnet Potentialfunktionen; wenn sie auf der Oberfläche 8’ von jedem belie- 
bigen in T gelegenen Gebiet 7” gilt, dann ist U eine Potentialfunktion. Nach einem anderen Integral- 
satz, dem Satz von Green, gilt für zwei beliebige in T' und $ erklärte, zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen V und W 


ev _,0W 
IP - vn) =/[ (HAW—-WAV)dr. 
n 7 


1 
Wählt man W = = wobei r den Abstand des Aufpunktes von einem festen Punkt Po bezeichnet, 


1 
dann ist AW=4 (+) = 0 außer in P = Po, Diesen Punkt schließt man aus dem Integrations- 


gebiet T zunächst aus, da W dort eine Singularität hat. Will man P, in T aufnehmen, so hat man 
rechnerisch einen Grenzübergang durchzuführen, der zu 


ek —) dr = 4n VIPo) für BET 


führt. Wählt man für V wieder eine Potentialfunktion U, so erhält man: 
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U ist also in jedem Punkte P, von T völlig bestimmt, wenn man nur die Werte der Funktion U und 


oU 1 1 
der Normalableitung SI auf dem Rand $ kennt. (>) o(-) ; 
Nimmt man für Seine Kugel K mit dem Radius R um Po, so gilt u ek Auf S 


} ou 
ist r= R= const, und unter Berücksichtigung von J f rn do = 0 folgt: 


che 1 it ut, Sr 





Der Funktionswert im Kugelmittelpunkt ist immer gleich dem arithmetischen Mittel der Funk- 
tionswerte in den Punkten der Kugeloberfläche. Eine Potentialfunktion kann daher in keinem 
inneren Punkt ein relatives Maximum oder Minimum annehmen. 


Randwertaufgaben. Die Greensche Darstellungsformel führt auf folgende Fragestellung: Unter 
welchen Voraussetzungen kann man aus vorgegebenen Werten von U und In auf dem Rand 8 


eines Gebietes T die Potentialfunktion U im Inneren von 7 bestimmen ? — Probleme dieser Art 
heißen Randwertaufgaben. Sie treten in vielen Zweigen der Physik auf, z. B. in der Elektrostatik, 
der Hydrodynamik und der Theorie der Wärmeleitung. 


U 
Man kann nun nicht gleichzeitig sowohl U als auch ws auf S willkürlich vorschreiben, Schon durch 


Vorgabe der Randwerte von U ist die Funktion eindeutig festgelegt; die Differenz (U — U) zweier 
Funktionen mit gleichen Randwerten ist ja längs des ganzen Randes Null und wegen der Gaußschen 
Mittelwerteigenschaft auch im Innern. 

Die Aufgabe, aus den vorgegebenen Randwerten von U die Potentialfunktion im Innern zu be- 
stimmen, heißt ersie Randwertaufgabe der Potentialtheorie oder auch, nach ihrem Erstbearbeiter, 
das Dirichletsche Problem. 

Bei der zweiten Randwertaufgabe, dem Neumannschen Problem, wird eine Potentialfunktion gesucht, 


uU 
die in allen Randpunkten eine vorgegebene Normalableitung an hat. Die Randwerte müssen 
uU 
dabei natürlich so vorgegeben werden, daß die Bedingung F j 7 do = 0 erfüllt ist. 


Die dritte Randwertaufgabe sucht Lösungen der Potentialgleichung, bei denen eine Linearkombina- 


U 
tion Tr + hDU,in der h eine positive Konstante ist, in den Randpunkten bestimmte vorgeschrie- 
bene Werte annimmt. 


Einfache Lösungen der Potentialgleiehung. Die Potentialfunktionen U im dreidimensionalen Raum 
sind Funktionen von drei unabhängigen Veränderlichen und haben z. B. für kartesische Koordinaten 
die Form U = U(x,y,z), für Zylinderkoordinaten U = U(e,9,z2) und für Kugelkoordinaten 
U = Ulr, 8, p). Man interessiert sich nun oft für Lösungen, für die sich U als ein Produkt von drei 
Funktionen von nur einer Veränderlichen schreiben läßt: U(z, y,2) = X(xz) Y(y) Z(z) oder U(e, p, z) 
= P(e) ©@(p) Z(z) oder U(r, 8, g) = R(r) ©(#) @(p). Durch einen derartigen Ansatz erhält man aus 
der partiellen Differentialgleichung AU = 0 drei gewöhnliche Differentialgleichungen, die man 
meist direkt lösen kann. Man bezeichnet dieses Vorgehen als Separation der Variablen. So liefert der 
®U U U 


Ansatz U(x,y,2) = X(xz) Y(y) Ze) aus AU = SFr, IyR + Fe Ye 0 die drei Differentialglei- 
1 @X 1 dyY 1 zZ 
chungen Fe k2,— Y 7 12, Fer — (k2 + 12) und damit die Lösung 
Uxim(z, y,z) = ekzevem; m®—= —(k?2 +12); k, I, m komplex. 


Transformationen. Gewisse Abbildungen im dreidimensionalen Raum lassen die Eigenschaft 
einer Funktion, Potential zu sein, unverändert. Es sind dies die Spiegelungen an Kugeln; man 
bezeichnet sie als T’homson-Transformationen. So ist zum Beispiel bei Spiegelung an der Einheits- 


1 1 
kugel |r| = 1 mit U(r, 9,9) immer auch 5 U (+ d, 0) eine Potentialfunktion. Aus dem Newton- 
schen Potential U = E entsteht dabei das konstante Potential U = 1 und umgekehrt. 
Potentiale in der Ebene. Zweidimensionale Potentiale sind Lösungen der Differentialgleichung 


RU RU 
623 ah oy? 
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Sie treten oft in physikalischen Problemen auf, wenn die betrachteten Vorgänge von der dritten 
Raumkoordinate unabhängig sind; z. B. wird die Anziehungskraft eines sehr langen, in Richtung 
der z-Achse liegenden, gleichmäßig mit Masse erfüllten Stabes auf zwei Punkte Pı(z, y,zı) und 
Pı(x, y, z2) fast gleich sein, solange die Koordinaten zı, za klein gegen die Länge L bleiben. Für eine 
Näherungsbetrachtung darf man dann annehmen, daß U von z gar nicht abhängt, und den Ansatz 
U = Ufx,y) machen (Abb.). 

Die Lösungen der zweidimensionalen Potentialglei- 
chung stehen in enger Beziehung zur Funktionen- 
theorie: Eine Funktion w = u + iv der komplexen 
Veränderlichen z=x + iy ist genau dann analytisch, 
wenn ihr Realteil v(x, y) und ihr Imaginärteil v(x, %) 
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
cu oöv u Öv 2u 


ger FURTT Baal genügen. Dann ist aber Fer 





=logr ip 
Potential eines Stabes der Länge 2L ‚erhält man zwei zueinander konjugierte Potentiale 
‚in der Ebene. Sie lauten u(r, 9) = logr und v(r, p) 


— 1, oder in kartesischen Koordinaten U(z,y) = log/z? + y2, V(a,y) = arctan > rail 


Das Potential U = logr, das logarithmische Potential, spielt in der Ebene etwa die gleiche Rolle wie 
1 
das Newtonsche Potential U = =; im Raum. Es ist ebenfalls das Potential des Kraftfeldes eines 


1 1 
anziehenden Punktes, nur ist dabei die Anziehungskraft proportional zu „ anstatt zu „ 


VARIATIONSRECHNUNG 


Die Methoden der Variationsrechnung werden zur Lösung vieler Probleme der Geometrie, 
der theoretischen Physik und der Technik angewendet. Fragen, die im Laufe der Entwick- 
lung auf Probleme der Variations- 
rechnung führten, tauchten schon in 
der Antike auf, z.B. die, von allen 
Flächenstücken mit gleichgroßem Um- 
fang das zu finden, das den größten 
Flächeninhalt hat. Schon ZENODOROS 
(um 180 v. u. Z.) hatte das isoperime- 
trische Problem erkannt. Vor der glei- 
chen Aufgabe stand auch der Bauer 
Pachom in Tolstois Erzählung ‚„Wie- 
viel Erde braucht der Mensch ?‘, als 
Von allen Figuren gleichen Umfangs schließt der Kreis die der Baschkirenälteste ihm zurief: „So 

größte Fläche ein viel Land, wie du an einem Tage um- 

schreiten kannst, ist dein.‘ 


Isoperimetrisches Problem: Von allen ebenen Figuren gleiehen Umfangs (den isoperimetrischen 
Figuren) hat der Kreis die größte Fläche (Abb.), und im Raum hat die Kugel von allen Körpern 





gleicher Oberfläche das maximale Volumen. 


Newton stößt auf ein schwieriges Problem. Mit den zunehmenden naturwissenschaftlichen und 
mathematischen Kenntnissen in der Zeit des europäischen Frühkapitalismus stießen Mathematiker 
und Physiker auf verwandte, aber tieferliegende Fragestellungen. Isaac Newton (1643—1727Y 
berechnete in seinem Hauptwerk, den „Mathematischen Prinzipien der Naturlehre‘“ (1687), die 
Widerstände von Körpern, wie Zylinder oder Kugel, beim Fall in einem widerstrebenden Medium. 
Dabei suchte er denjenigen Rotationskörper zu finden, der beim Fall (mit gleichbleibender Ge- 
schwindigkeit in Richtung der Achse) den geringsten Widerstand bietet. Unter sonst unveränderten 
Bedingungen ist bei gleicher Länge und bei gleichem wirksamem Querschnitt die Begrenzungskurve 
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des Achsenschnittes gesucht. Zwar kann man sicher sagen, daß der dem Rotationshyperboloid 
ähnelnde Körper (a) ungeeigneter ist als der aus Halbkugel und Kegel zusammengesetzte (b). Aber 
Newton und seine Zeitgenossen konnten als Lösung 
noch nicht den stromlinienförmigen Körper (c) angeben 
(Abb.). 


Das Brachystochronen-Problem. Folgenreicher noch und 
berühmter war das 1696 von Johann I. BERNOULLI 
(1667—1748) öffentlich gestellte Problem der Brachy- 
stochrone: Wenn zwei Punkte Pı und Pz gegeben sind, 
die auf verschiedener Höhe (aber nicht untereinander) 
liegen, dann sollte unter allen möglichen Verbindungs- 
kurven, auf denen sich ein materieller Punkt unter 
dem Einfluß der Schwerkraft (ohne Berücksichtigung 
der Reibung) von Pı nach Paz bewegt, diejenige auf- ee en 





gefunden werden, für die die Zeit des Durchlaufens ein 
Minimum wird. Dieses Problem beschäftigte seinerzeit | | 
die führenden Mathematiker ganz Europas: I. NEWTON, a b c 


Gottfried Wilhelm Leıenız (1646 bis 1716), Jakob 4 
Bernovııı (1654-1705), Guillaume-Frangois-Antoiine Zum Newtonschen Problem: Rotations- 
L’HosrıtaAr (1661-1704), Huppez, Farıo u.a. Von da körper gleicher Länge und gleich wirk- 
an entwickelte sich die Variationsrechnung zu einer samen Querschnitts 
speziellen mathematischen Disziplin. 

In einem passend gewählten Koordinatensystem sind zwischen den Punkten Pı und P:3 einige 
solcher Verbindungskurven y = y(x) als mögliche Fallkurven eingezeichnet (Abb.). 

Da in jedem Punkt dieser Kurven der Weg s, die Zeit £ und die momentane Geschwindigkeit v 


d 
durch die Beziehungen v = er verknüpft sind, da 


RlOx,) 
die durch die Erdbeschleunigung g erhaltene Ge- 


(0.x) 












schwindigkeit den Wert v=]2gy hat und das Bogen- a E 
element ds schließlich die bekannte Funktion ds (x) > 

X * 
=|\1-+ y’®2dx von y’ und x ist, erhält man die zum N 
Durchlaufen nötige Gesamtzeit T' als ein bestimmtes x 
Integral zwischen den Grenzen xı und xs; aus Extremale y,1x) N 





folgt = ur = 5 
olg Yy Zum Brachystochronen-Problem 


Dieses Integral soll für eine gesuchte Funktion yo = yo(x) den kleinsten Wert haben, d.h., sein 
Wert ist für alle von yo verschiedenen Funktionen xx) größer. Nach den im folgenden gezeigten 
Methoden (Lösung der Eulerschen Differentialgleichung) erhält man mit « als Parameter und zwei 
Konstanten C, und Cs als Lösung die Zykloide 


Cı . Cı 
o.=+ 5 —- sine) + CO, %= ya — c0Se). 


VARIATIONSPROBLEME OHNE NEBENBEDINGUNGEN, 
EULERSCHE DIFFERENTIALGLEICHUNG 
Die Untersuchung der Brachystochrone hat auf das Problem geführt, eine Funktion y(x) zu finden, 
für die das Integral über eine zweite Funktion f(x, y, y’) einen kleinsten oder größten Wert ergibt; 
die Funktion f(x, y,y’) ist durch die geometrischen, technischen oder physikalischen Gegeben- 
heiten bestimmt und wird Grundfunktion genannt. Im Brachystochronen-Problem ist f(x, y, y‘) 
Yı+ y® 
= —H die Grundfunktion. Kennzeichnet man die Forderung nach einem Extremwert durch 


ein Ausrufezeichen, so soll gelten 


Tg 
J= [ f(x,y,y’) de = Extremwert! 
7 


Die Grundfunktion hängt-ab von der unabhängigen Veränderlichen x, von der gesuchten Funktion 
y(x) und von ihrer Ableitung y’(z). Die gesuchte Funktion yo(x) wird Extremale genannt. 
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Das Grundproblem der Variationsrechnung ist eine Maxima- oder Minima-Aujgabe, jedoch von 
schwierigerer Art als in der Differentialrechnung. Es ist eine Funktion zu ermitteln, für die ein be- 
stimmtes Integral einen größten. oder kleinsten Wert annimmt. 


Hatten die Brüder BERNOULLI, NEWTON u.a. nur mit Hilfe spezieller Kunstgriffe das Problem 
der Brachystochrone gelöst, so konnten Leonhard EULER (1707—1783) und Joseph-Louis LAGRANGE 
(1736—1813) sowie Karl WEIERSTRAss (1815—1897), Michail Wassiljewitsch OSTROGRADSKI (1801 
bis 1861), Constantin CARATHEODORY (1873-1950) u.a. im 19. und 20. Jh. ein stets zum Ziele 
führendes Verfahren entwickeln. 

EULER gelang es, das Variationsproblem auf Differentialgleichungen zurückzuführen. Er ging 
davon aus, daß alle zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen y(x) sich in den Punkten P, und Pa 
nicht von der gesuchten Extremalen %0(x) unterscheiden dürfen. Er dachte sich y(x) stets zusam- 
mengesetzt aus der Extremalen yo(z) und einer Abänderungsfunktion en(x). Dann soll y(x) 
= Yyo(x) + en(x) für den Wert e = 0 des freien Parameters in die Extremale übergehen. Zugleich 
muß n(x) für die Punkte Pı und P3, d.h. für die Werte zı und xs, den Wert Null haben, d.h., es 
müssen die Randbedingungen n(zı) = n(x2) = 0 gelten. Für y = y(x) wird das Integral J eine 
Funktion von e 


%a 
J(e) = [ fx, yo +en,y0’ +en) de. 
Tı 
Diese Funktion J(e) hat für e = 0 ein Extremum, deshalb muß nach den Regeln der Differential- 


rechnung ihre Ableitung für e = 0 verschwinden. Da die Grenzen des Integrals fest sind, wird unter 
dem Integralzeichen differenziert: 


Ta 
Ile) = S [fr(&, yo + en, yo +en’)n + fyr(&, yo + en, y0’ + en’)n’] de. 


= 


Für jede zwischen xı und 23 stetig differenzierbare Funktion n(x), die an den Stellen xı und zz ver- 
schwindet, muß gelten 


%2 
J’(0) = [ [fv(&, Yo, yo’)n + Fyr(z, Yo, Yo’) ] de = 0. 
% 


Durch partielle Integration, angewendet auf den zweiten Summanden, findet man 


Ta 
d d % 
hu zu hr \ nee) da + | nte)|, = 
%ı 
Der rechte Summand verschwindet Bi ae der Randbedingungen. Die Beziehung 


/ u auf | nie) az = 0 


ist aber für alle Funktionen 7(x) nur En erfüllt, wenn die eckige Klammer identisch verschwindet, 
? d öf döf 

d. h., man erhält f, — 5 fyr = 0 oder anders geschrieben dy TE ay = (0. Führt man die totale 

Differentiation nach x aus, so ergibt sich die berühmte Eulersche Differentialgleichung der Varia- 

tionsrechnung. 


m *. m muB 


Eulersche Differentialgleichung® N dvrur y" r + or Ya h=0 
Sie stellt eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung dar. 


Die Forderung, daß ein bestimmtes Integral durch eine Funktion zum Extremwert ge wird, ist 
durch eine Dijferentialgleichung für diese Funktion ersetzt. 


Die erste Variation. Die Änderungsfunktion wird nach einer von LAGRANGE (1755) eingeführten 
Bezeichnung die Variation öy der Funktion y(x) genannt: 


öy=en@); y=y+ Ööy. 
Da das Integral J für die Extremale ein Extremwert sein soll, kann die Differenz 4J = J(y) — J(yo) 
für ein Maximum nie positiv und für ein Minimum des Integrals nie negativ sein. Für beliebig kleine 
Werte von e kann die Änderung des Integralwertes als Differential der Funktion J(e) für e = 0 


aufgefaßt werden. Man nennt das Produkt J’(0) e die erste Variation von J und bezeichnet es mit 
öd: 





Ta 
da 
3J/= J(0). = Uyr 641% + [(R- aafn) ovar. 
Tı 
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Die bei der Ableitung der Eulerschen Differentialgleichung gefundene notwendige Bedingung für 
die Existenz eines Extremwertes des Integrals läßt sich damit so aussprechen, daß die erste Varie- 
tion verschwinden muß; ö5J = 0. 


Erweiterungen. Die Grundfunktion f(z,y, y’) und damit das Integral J kann anstatt von einer 
Funktion y(x) von mehreren (endlich vielen) Funktionen yı(%), Y2a(®); - » +» Yn(x) und ihren Ab- 
leitungen abhängen. An Stelle einer Eulerschen Differentialgleichung ergibt sich dann ein System 
von n Differentialgleichungen. Bei einer Funktion y(x) können andererseits in der Grundfunktion 
höhere Ableitungen von y(x) auftreten, neben y’(z) auch y”’(&), . . .„y®(x). Die Eulersche Differential- 
gleichung hat dann die Ordnung 2n. Schließlich kann auch nach extremalen Eigenschaften von 
Flächen im Raum gefragt werden. Eine von einem geschlossenen, nicht ebenen Drahtbügel auf- 
gespannte Seifenblase z.B. nimmt wegen der Oberflächenspannung stets die kleinste mögliche 
Fläche ein (vgl. Bildtafel 59). Solche Flächen minimalen Flächeninhalts werden Minimalflächen 
genannt. Das Integral J wird dann zum Doppelintegral, in der Grundfunktion sind x und y un- 
abhängige Veränderliche, und gesucht wird die die Fläche bestimmende Funktion z = z(z, y): 


SS f&, Y; 2, 22, 2,) de dy = Extremwert! 
B 


Als Bedingung für das Auftreten eines Extremwertes erhält man die Ostrogradskische Differential- 
gleichung, eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 






NOTWENDIGE UND HINREICHENDE BEDINGUNGEN 
FÜR DAS EINTRETEN EINES EXTREMUMS 


Unter der Voraussetzung, daß eine Extremale vorhanden ist, muß die erste Ableitung J’(0) ver- 
schwinden und die Eulersche Differentialgleichung gelten. Eine solche Bedingung, die für jede 
Lösung erfüllt sein muß, nennt man eine notwendige Bedingung. Ob eine Lösung vorhanden ist, 
kann nach einer notwendigen Bedingung allein nicht entschieden werden. Hinreichende Bedingun- 
gen für die Existenz eines Extremwertes konnte Karl WEIERSTRASS 
(1815— 1897) mit prinzipiell neuen Überlegungen finden. Darauf aber, 
sowie auf die Führung eines Existenzbeweises, der zeigt, daß über- 
haupt eine Lösung vorhanden ist, kann hier nicht eingegangen 
werden. In vielen Fällen begnügt man sich, nachträglich zu unter- 
suchen, ob die Lösung der Eulerschen Differentialgleichung unter 
den gegebenen geometrischen, technischen oder physikalischen Be- p B 
dingungen wirklich extremale Eigenschaften hat; z.B. zeigt die ’ 2 
Anschauung, daß es zwischen zwei Punkten der Ebene keine kürzeste, Zwischen zwei Punkten Pı 
aber nicht geradlinige Verbindungskurve gibt, da zu jeder Verbin- und Pzgibt es keine kürzeste, 
dungslinie eine kürzere denkbar ist, die Gerade aber nach Voraus- nicht geradlinige Verbin- 
setzung ausgeschlossen sein soll (Abb.). dungskurve 





VARIATIONSPROBLEME MIT NEBENBEDINGUNGEN 


%e 
Häufig treten Variationsprobleme auf, in denen nicht nur das Integral [ f(x, y, y’) dz zu einem 


17 
Extremwert gemacht werden soll, sondern noch zusätzliche Bedingungen erfüllt werden sollen. 
Solche Bedingungen nennt man Nebenbedingungen. 


Isoperimetrisches Problem. Will man das Flächenstück F 
x 
S ydı, &a > %,, unter der gesuchten Kurve y(x) zu einem 


x % 
Extremwert machen, so muß die Bogenlänge [ Y1 + y’2 dx 





% 
= | vorgeschrieben sein, wobei ! nicht kleiner als x — xı 
sein darf, 12%: — xı. Als Lösung dieser Aufgabe, mit B1x,0) 


einem gegebenen Umfang, der hier aus der Strecke PAP2a oh 74 

(Abb.) und / besteht, eine möglichst große Fläche zu um- l 

schließen, ergibt sich der Kreisabschnitt. 3 Eee E 

Allgemein tritt beim isoperimetrischen Problem zu der Die von der Strecke PıP2 und einer 
%a Kurveder vorgegebenen Längel zwischen 

Forderung /[ f(x, y, y’) dx = Extremwert! noch eine Neben- diesen Punkten umrandete Fläche vst 
2% am größten, wenn die Kurve ein Kreis- 

bedingung in Integralform auf, die verlangt, daß das bogen ist 
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Integral einer von y und y’ abhängigen Funktion g(z, y, y’) einen festen, vorgegebenen Wert «a 
%e 
hat: [ga,y,y)de= a. 


1 
Dieses allgemeine isoperimetrische Problem läßt sich mit der von Joseph-Louis LAGRANGE (1736 bis 
1813) entwickelten Methode der Multiplikatoren auf ein Variationsproblem ohne Nebenbedingungen 
zurückführen. Man bildet aus den gegebenen Funktionen f(x, Y, y’) und g(x, y, y’) mit einem kon- 
stanten Multiplikator A die erweiterte Grundfunktion 


h(2,9,y') = Ma, yy’) + gl, y, Y’) 
und löst für sie die Eulersche Differentialgleichung: 


d 
hy az hr N 


Im Beispiel der vorgegebenen Bogenlänge ! hat man zu setzen 


ha,yy)=y+All+y” 
und erhält durch Integration der Eulerschen Differentialgleichung 
@-2+y- =, 
d. h., die Extremalen sind tatsächlich Kreisbögen mit dem Radius |2|. 


Nebenbedingungen in Gleichungsform, Beim isoperimetrischen Problem wird, trotz der formal 
komplizierten äußeren Form, im Grunde nur eine Zahl, z.B. eine Länge, vorgeschrieben. Eine 
Nebenbedingung in Gleichungsform aber, die wohl einfacher aussieht, läßt für die gesuchten 
Extremalen viel mehr Möglichkeiten offen, z. B. den willkürlichen Verlauf der gesuchten Kurve 
auf einer Fläche. Wie viele Möglichkeiten hat man allein schon bei der Kugel, von einem Punkt 
zum anderen zu gelangen! 

Die geodätischen Linien sind auf einer Fläche als die Kurven der kürzesten Verbindung zwischen zwei 
Punkten der Fläche zu bestimmen. Denkt man sich die Koordinaten der Flächenpunkte «({t), y(i), 


ek ? p : (= R dy „de 
z(t) abhängig von einem Parameter i FF. 2 Tut Dr Te 


:), dann soll also die Bogenlänge, 

1 

d.h. aas Integral [ vr + %° + 2?dt, zu einem Minimum werden; zugleich aber muß garantiert 
t 

sein, daß die Kürven wirklich auf der Fläche liegen; die Koordinaten x, y, z müssen die Gleichung 

98, 9,2) = gle(t), y(t), (t)] = 0 der Fläche als Nebenbedingung erfüllen. 


MINIMALPRINZIPIEN DER THEORETISCHEN PHYSIK 


Es war von den Mathematikern und Physikern schon relativ zeitig bemerkt worden, daß ein Licht- 
strahl zwei Punkte des Raumes auf einem Wege verbindet, zu dessen Durchlaufen er eine kürzere 
Zeit braucht als auf jedem Nachbarweg. Wenn man dieses Prinzip von Fermat der geometrischen 
Optik zugrunde legt, lassen sich aus ihm deduktiv z. B. die Brechungs- und die Reflexionsgesetze 
herleiten. 

Solche Minimalprinzipien wurden im 18. Jh. teleologisch gedeutet, ja der Franzose Pierre-Louis- 
Moreau DE MAuPpErTUIS (1698-1759), damals Präsident der Berliner Akademie, versuchte sogar, 
aus seinem Prinzip der kleinsten Wirkung einen Gottesbeweis aufzubauen! Hatte VoLTAIRE in 
seiner Spottgeschichte vom Dr. Akakia (1752) Maupertuis dem Gelächter Europas preisgegeben, 
so wurde auch der Sache nach der Teleologie der Garaus gemacht: Es stellte sich heraus, daß der 
Lichtweg gelegentlich auch zu einem Maximum der Zeit führen konnte und - was noch wesentlicher 
war - die Variationsprinzipien der Mechanik auf Differentialgleichungen zurückgeführt werden 
konnten, die nicht einmal mehr teleologisch klangen oder aussahen. Dieser Weg, der von Joseph- 
Louis LAGRANGE (1736—1813), Carl Friedrich GAuss (1777—1855), William Rowan HAMILTON 
(1805-1865) und Carl Gustav Jacob Jacosı (1804—1851) beschritten wurde, sei unter Benutzung 
der heutigen Schreibweise der mathematischen Physik angedeutet. 

Die Bewegung eines Massepunktes, z. B. im Schwerefeld der Erde oder eines geladenen Teilchens in 
elektrischen oder magnetischen Feldern, wird nicht nur durch seine durch äußere Kräfte bedingte 
augenblickliche Geschwindigkeit, sondern auch durch Potentiale bestimmt, hängt somit neben 
der kinetischen Energie T von der potentiellen Energie U ab. Nach LAGRANGE betrachtet man die 
Lagrange-Funktion L= T — U als Funktion der Zeit t, der räumlichen Koordinaten %, Y, z und 
ihrer Ableitungen &, %, 2. Hat man nicht einen einzelnen Massepunkt, sondern ein System von N 
Massepunkten, so ist L eine Funktion der Zeitt, von 3N Koordinaten und von 3N Geschwindigkeits- 
komponenten. Für verschiedene physikalische Probleme werden dabei verallgemeinerte Koordi- 


naten, sogenannte generalisierte Koordinatenguk = 1,2,...,3N, eingeführt, so daß L = L(t, 9,4), 

k=1,2,...,3N, eine Funktion dieser Koordinaten wird. 

Die Bewegung der Massepunkte ergibt sich aus den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen II. Art 
öL döLl 


u Hm vlg m ON, 
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Diese Gleichungen lassen sich nach dem Prinzip von Hamilton ableiten. Unter allen denkbaren 

Bedingungen, die das System aus einem Zustand 1, den es zur Zeit i, innehatte, während des Zeit- 
tz 

raumes iz — tı in einen bestimmten Zustand 2 überführen, ist das Integral J = [ Lt, gu, d«) dt bei 


der wirklich eintretenden Bewegung am kleinsten. Dieses wichtigste Integralprinzip der klassischen 
Mechanik führt auf diese Weise auf ein Variationsproblem, und die zu ihm gehörigen Eulerschen 
Differentialgleichungen sind die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen II. Art. 


DIREKTE VERFAHREN 


So elegant die skizzierten Methoden der Variationsrechnung auch wirken, so können sich der 
praktischen Durchrechnung doch erhebliche Schwierigkeiten in den Weg stellen. Insbesondere ist 
bei zahlreichen Problemen die exakte Lösung der Eulerschen Differentialgleichung schwierig oder 
überhaupt nicht möglich. Es sind darum Näherungsverfahren entwickelt worden, die, da sie die 
Eulersche Differentialgleichung umgehen, als direkte Verfahren der Variationsrechnung bezeichnet 
werden. 


z 
Das Verfahren von Ritz (1909); benannt nach Walther Rırz (1878-1909). BeiJ= f He, Y,y')d 
Tı 


= Extremwert! macht man für die gesuchte Funktion y(x) den Näherungsansatz 
y=cpılz) +’ + On enl®), 


wobei die g:(x) die Randbedingungen erfüllen müssen. Die Aufgabe besteht darin, die konstanten 
Koeffizienten c; zu bestimmen. Man setzt yin J ein und erhält J(cı, .. ., cn) = Extremwert! Die c; 


0J 
ergeben sich aus den notwendigen Bedingungen ze 0,?=1,... n für das Vorliegen eines 
Extremwertes. = 


\ 


Beispiel: Soll f (ya yr — 22 y) de = Extremwert! werden und die Lösung die Randbedin- 
gungen y(0) = ne = 0erfüllen, so macht man z. B. den Ansatz a = z(1- — 2)und® = z2(1-e). 


7 8 71 
Dann erhält man Ar Näherungslösung y= 17° 500 a2 + 369° Zur Kontrolle findet man in 
diesem Beispiel über die Eulersche Differentialgleichung die Lösung y = nn — x. Die Unter- 


schiede zwischen der exakten und der genäherten Lösung liegen nur in der Größenordnung von. 
10%, 


INTEGRALGLEICHUNGEN 


Eine zur Bestimmung einer Funktion dienende Gleichung heißt Integralgleichung, wenn die gesuchte 
Funktion im Integranden eines Integrals auftritt. Ein sehr einfaches Beispiel ist die Gleichung 


8 
(1) ZN Mar ZN), ass<sb. 


Die Funktion f(s) ist vorgegeben, gesucht ist die Funktion y(t). Offenbar ist die Lösung y(t) = — 
Integralgleichungen ergeben sich häufig bei der mathematischen Behandlung physikalischer a 
technischer Probleme; dazu gehören Aufgaben über elastische Verbiegungen und Schwingungen 
(Brückenbau) und über Wärmeausbreitungsvorgänge. Als Beispiel betrachte man eine eingespannte 
Saite von der Länge /!, beschrieben durch das Intervall 0 <.s < !. An der Stelle mit der Koordinate : 
werde sie mit der Kraft 1 belastet; die ausgelenkte Saite-sei durch die Funktion E(s, it) dargestellt; 


A 3 für i= 3 an- 
gegeben. Hat die Kraft.die Größe y, so ist die Auslenkung h(s) = E(s, t) y (durchgezogene Linie). 
Wirken zwei Kräfte yı und yz an den Stellen tı und tz, so ergibt sich eine Gesamtauslenkung A(s) 


1 
= E(s,tı)yı + E(s, tz) ya, die sich in Abbildung 5 aus den einzelnen Auslenkungen E (» 2)" 0,9 


in Abbildung a (gestrichelte Linie) ist z. B. die Auslenkungskurve h(s)= E|s 


(punktierte Linie) und EZ (e 3) - 0,6 (gestrichelte Linie) zusammensetzt. Entsprechend führt die 


Belastung mit n Kräften yı, ya, ... ., %n an den Stellen tı, te, . . ., in zur Auslenkung 


h(s) = Eis, tı) yı + E(s, te) ya + "++ E(s, tn) Yn 
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(Abbildung c). Insbesondere hat die Auslenkung beim k-ten Angriffspunkt s = 1x den Wert 
(2) hr = h(tx) = Elle, tı) yı + °** + Elia, in) Ya oder hr = 2 Ei Wu le 1%, 2... 

Bei einer kontinuierlich über die ganze Saite verteilten Krafteinwirkung ergibt sich analog 

(3) h(s) _ [0 1) y(e) dt. 


Die Funktiony(t) ist die Kraftdichte oder Kraft 
je Längeneinheit, y dt also die auf das Längen- 
element dt wirkende differentielle Kraft; ent- 
sprechend geht das Summenzeichen von (2) 
in das Integral von (3) über. Die ausgelenkte 
Saite bildet eine „glatte‘‘ Kurve A = Äh(s) 
(Abbildung d). 
Ist umgekehrt die Form der ausgelenkten 
Saite, d.h. die Funktion h(s), bekannt und 
soll die Belastung y(f) der Saite gefunden 
werden, so wird die Beziehung (3) zu einer 
linearen Integralgleichung erster Art für die 
gesuchte Funktion y(t). Die Funktion zweier 
Variabler E(s,t) heißt Kern der Integral- 
gleichung. 
Zur Lösung der Integralgleichung kann man 
den umgekehrten Weg einschlagen: Die Glei- 
chung (3) wird durch die Gleichung (2), d.h. 
das Integral durch eine endliche Summe mit 
gewünschter Genauigkeit angenähert, indem 
man sich die Kraftdichte y(t) durch hinrei- 
chend viele Einzelkräfte y, ersetzt denkt. Die 
Berechnung der y; in (2) ist aber nichts anderes 
als die Auflösung eines linearen Gleichungs- 
systems von n Gleichungen mit n Unbekann- 
ten yı. 
In der Tat hat die Theorie der linearen Inte- 
gralgleichungen vieles mit der der linearen 
Gleichungssysteme gemein; man könnte die 
Integralgleichungen als lineare Gleichungen 
mit unendlich vielen Unbekannten auffassen. 
Diese Zusammenhänge benutzte Erik Jon 
FREDHOLM (1866—1927), als er (um 1900) die 
Ausgelenkte Saite erste allgemeine Theorie aufstellte. Allerdings 
betrachtete er einen etwas anderen Typ, die 
sogenannten linearen Integralgleichungen zweiter Art oder Fredholmschen Integralgleichungen. Diese 
treten häufig auf, wenn auch meist nur mittelbar als Ergebnis der Umformung von Differential- 
gleichungen; z.B. wird die erzwungene harmonische Schwingung einer Saite beschrieben durch 


die Differentialgleichung 
4) "”Hriy=f/e, y)=yl)=P0; 
= y(s) ist die Auslenkung der Saite an der Stelle s zu einer bestimmten Zeit (Schwingungsform), 


die Konstante A ist durch die Schwingungsfrequenz, die Funktion f(s) durch die einwirkende äußere 
Kraft gegeben. Zur Umformung setzt man in die Taylorentwicklung 








8 
y(s) = y(0) + s y’(0) vu ty” (t) dt 


für y”’ nach (4) f(t) — Ay(t) ein. Indem man diese Entwicklung speziell für s = / aufschreibt und 
die Randbedingungen y(0) = y(l) = 0 benutzt, läßt sich y’(0) eliminieren; man erhält die Gleichung 


l 
(5) Y(s) — af K(s, t) y(t) dt = h(s), 


eine lineare Integralgleichung zweiter Art für y(s). Der Kern K gleicht etwa der obigen Einfluß- 
funktion E(s, it); h(s) berechnet sich aus f(s) und ist insbesondere identisch Null, wenn keine äußeren 
Kräfte wirken (f = 0: freie Schwingung). Randbedingungen treten nicht mehr auf. 
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Die Integralgleichungen zweiter Art sind besonders gut erforscht; vor allem durch die Arbeiten 
von Erhard ScHmipr (1876-1959). Auf einige wichtige Eigenschaften dieses Gleichungstyps soll 
nun eingegangen werden. 


Fredholmsche Alternative. Bei einer linearen Integralgleiehung zweiter Art existiert entweder zu 
jeder auf der rechten Seite vorgegebenen Funktion R(s) eine eindeutig bestimmte Lösung 
4y (s), oder es gibt nur zu gewissen rechten Seiten Lösungen, dann aber jeweils unendlieh 
viele. | | / 


Entscheidend dafür ist, ob die zu (5) gehörige homogene Gleichung 
I 
(6) Y(s) — al K(s, t) Y(t) dt = 0 


nur die itriviale Lösung Y = 0 hat (erster Fall) oder ob nichttriviale Nullösungen %(s) vorhanden 
sind (zweiter Fall); im behandelten Beispiel bedeutet das physikalisch, ob es freie Schwingungen - 
auch Eigenschwingungen genannt — der durch A bestimmten Frequenz gibt (zweiter Fall) oder nicht 
(erster Fall). Im letzteren Fall gibt es somit stets eine Schwingungsform, wie auch die äußeren 
Kräfte verteilt sind. Existieren Eigenschwingungen, so kann es zu einer vorgelegten Kraftver- 
teilung h(s) zwar eine Schwingung %(s) der Saite geben, jedoch läßt sich diese noch zusätzlich mit 
einer beliebigen Eigenschwingung %(s) überlagern: y(s) + %(s) ist ebenfalls Lösung der Aufgabe. 
Es braucht aber auch gar keine Lösung zu geben; dieser Fall liegt physikalisch gesehen dann vor, 
wenn die einwirkende Kraft gerade so gewählt ist, daß sie eine Eigenschwingung „aufschaukelt“ 
(Resonanz) und theoretisch zu unendlich großen Auslenkungen der Saite führt. 


Eigenwerte. Im allgemeinen sind diejenigen Parameterwerte A, für die (6) nichttriviale Lösungen 

hat, relativ seltene Ausnahmen. Man nennt sie Eigenwerte, die zugehörigen Nullösungen auch 

Eigenlösungen oder -funktionen; z. B. sind bei der Saitenschwingung die Eigenwerte die Zahlen 
u —. ur / 

= n n?(n=1,2,...) und die zugehörigen Eigenfunktionen %n = sin (Var 5). Eigenwerte 


und Eigenfunktionen spielen in Theorie und Praxis der Integralgleichungen eine bedeutende Rolle; 
z. B. sind Reihenentwicklungen gegebener Funktionen nach Eigenfunktionen wichtige Hilfsmittel 
zur Lösung von Differential- und Integralgleichungen;; die bekannten Fourierreihen gehören hierzu. 


Resolvente. Ist (5) eindeutig lösbar, so läßt sich die Lösung y (s) mit Hilfe des lösenden Kerns oder 
der Resolvente T'‘(s, t) darstellen: x 


I 
(7) his) + Al Ts, t) h(t) dt = y(s). 


Für genügend kleines A läßt sich die Resolvente durch ein Iterationsverfahren berechnen. Zu dem 
Zweck setzt man in (5) für y(£) unter dem Integral den von (5) selbst gelieferten Wert 


l 
hit) +i/[ Kli,r) y(r) dr 
0 


l l 
ein; es ergibt sich eine Gleichung der Art y(s) — 4? [ Ka(s, r) y(r) dr = h(s) + 4 f K(s, t) A(t) dt. 
0 0 gr 


In ihr wird wiederum das y unter dem Integral durch den genannten Ausdruck ersetzt; usw,; 
schließlich läßt der Vergleich mit (7) die Entwicklung : ö 
(8) T(s,t) = Kf(s,t) +4 Kals,t) + 2 Kyls,t) +... 


erkennen, die sogenannte Neumannsche Reihe. Die iterierten Kerne Ka, Ks, ... berechnen sich aus 
K durch mehrfache Integrationen. 


Andere Gleichungstypen. Außer den Gleichungen (3) und (5) gibt es noch lineare T ntegralgleichungen 
dritter Art: 


l 
(9) gs) y(s) - ei K(s, t) y(t) dt = his), 


in denen g(s) und h(s) vorgegebene Funktionen sind. Die Integralgleichungen erster und zweiter 
Art sind Spezialfälle dieses Typs; sie ergeben sich aus (9), wenn g(s) eine Konstante ist. 

Ferner gibt es das umfangreiche Gebiet der nichtlinearen Integralgleichungen. Hier existiert noch 
keine allgemeine Theorie. In diesen Gleichungen kommt die gesuchte Funktion y unter dem Integral 
nicht als Faktor von K(s, t) vor, sondern in ganz allgemeiner - und meist komplizierter — Weise, 
So wäre etwa 


l 
(10) y(s) = 8, $) yi) + 918, 8) [Ly()]P?} dt = his) 
eine nichtlineare Integralgleichung. 
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INTEGRALTRANSFORMATIONEN 


In diesem Abschnitt werden reelle oder komplexe Funktionen f(t) einer reellen Veränderlichen ? 
betrachtet. Sie können als Punkte eines unendlichvieldimensionalen Raumes angesehen werden, 
indem man sich von einem Ursprung unendlich viele Koordinatenachsen ausgehend und auf jeder 
einen der unendlich vielen Funktionswerte als Komponente abgetragen denkt. In Analogie zum 
allgemeinen Funktionsbegriff nennt man dann eine Abbildung oder Transformation, die den Punk- 
ten f eines solchen Raumes Punkte g eines anderen unendlichvieldimensionalen Funktionenraumes 
zuordnet, eine Funktionaltransformation A und schreibt g = Af. Man sagt, daß durch 4A die 
Objektfunktion f in die Resultatfunktion g abgebildet wird. Die Menge der Funktionen /, denen A 
ein g = A f zuordnet, bildet den Objektraum, die Menge der entstehenden Funktionen g den Resul- 
tatraum der Funktionaltransformation. Den Zustand der Zuordnung je eines f zu einem g bezeichnet 
man als Korrespondenz. Hat A die Eigenschaft A(}ı fı + Az fa) = Aı Afı + Aa A fe, wobei A, und Aa 
komplexe Zahlen sind, so heißt die Transformation lönear. Eine lineare Funktionaltransformation 


b 
von der Gestalt g(s) = [ K(s, t) f(t) dt wird eine Integraliransformation mit dem Kern K(s, t) 


a 
genannt. Das Integral kann im Riemannschen oder Lebesgueschen Sinne verstanden werden. 
Eine der ältesten und in ihrer vielseitigen Anwendungsfähigkeit zugleich eine der wichtigsten 


Bi oo 
re ist die Fourier-Transformation g(s) = — /[ eis f(t) dt. Hier ist die Be- 


IT —oo 


SingüunEg L |/()| dt <> hinreichend dafür, daß für alle reellen Werte s die Resultatfunktion g(s) 


existiert, Seel die Objektfunktion /(t) kann an jeder Stelle £, in deren Umgebung f(t) von beschränkter 
in 

Schwankung ist, aus g(s) durch die Umkehrformel f(t) = s- f eristg(s) ds, in der dasIntegralim 
7 —o0o 

Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen ist, zurückgewonnen werden, sofern die Funktion 


1 
/tt) für alle i ihres Definitionsbereiches die Beziehung f{t) = 3 [ft + 0) + fit — 0)] erfüllt. Durch 


1 too P-+o 
Einsetzen erhält man die Fouriersche Integralformel f(t) = S- f | f eisw-of(u) du | ds. Sie läßt er- 


kennen, daß die exponentielle Fourier-Transformation in die Fourier- ee 
tr 
g(s) = v2, f eos(s t) fit) dt bzw. in die Fourier- a re g9(s) = 2} Ti sin(s 2) f(t) dt mit 
den neh tt) = V2i f eos(s t) g(s) ds bzw. ft) = ?f f sin(s t) g(s) is übergeht, je nach- 
+00 


nn die reelle ee tt) Berss oder ungerade ist. Unter ae Voraussetzungen [ |f{t)| dt<», 
too —09 
y or dt<oo und /] Ir) dt <oy,f nl di <»(i = 1, 2) gelten für die Fourier-Transformation 
-+o0 — 00 
die. Parsevalsche Gleichung zn |g(s)]|? ds = yT |/(t) |? dt und der Faltungssatz 


—oo 


1 +0 [+ 
gıle) ges) = z, S | f fılu) felt — u) au| dt. 


Die Parsevalsche Gleichung besagt, daß die Fourier-Transformation bezüglich einer dem Funk- 


+00 
tionenraum durch die Abstandsdefinition o2(fı, fz2) = S Ih) — fz(t)]® dt aufgeprägten Metrik 
isometrisch ist. —00 
+00 


Die Aussage des Faltungssatzes, daß die Faltung — (u) fa(t — u) dw zweier Objektfunktionen 





fı(t), fe(t) auf das Produkt der korrespondierenden = gı(s), 92(5) abgebildet wird, 
bedeutet, daß dem transzendenten Prozeß der Faltung im Objektraum der elementare Prozeß der 
Multiplikation im Resultatraum entspricht. 

Die Fouriertransformation ist in umfangreichem Maße zur Lösung von Randwertproblemen ver- 


wendet worden. In ihrer Bedeutung für die Anwendungen wird sie nur durch die Laplace-Trans- 


formation g(s) = [ e* f(t) dt übertroffen. Die Laplace-Transformation kann als reziproke ae 
0 


+00 u. 
ae ee el, 
Van ne veg*(t) dt mit g*(t) Oo füri<0, f*y) = 


s=x-+ iy, gedeutet werden. Es gelten unter entsprechenden Annahmen die Umkehrformel 


Transformation f*(y) = 


— 9(8), 
= 
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- 
der Faltungssatz gı(s) g2(s) = [ e* ; fı(u) feld — u) au jat Die Anwendbarkeit der Laplace- 
0 0 


1 
Ki: 


est g(s) ds, die Parsevalsche Gleichung [ e-?*t | /(t)|? di = [ Ig& + iy)|?dy und 
z—ioo 0 —c0 


Transformation im Bereich der Differentialgleichungen beruht auf dem Differentiationssatz für die 


co N 
Objektfunktion f e-* fw(t)dt = s" g(s) — & s"-! Fü-u(0), dessen Gültigkeit an die Voraussetzung 
0 i=1 
gebunden ist, daß für einen reellen Wert so > 0 eine zu f{®(t) gehörige Resultatfunktion existiert. 
Danach ist das der Integration einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung im Objektraum 
zugeordnete Problem die Auflösung einer linearen algebraischen Gleichung im Resultatraum. Die 
Korrespondenzen der Fourier-Transformation und der Laplace-Transformation sind für den prak- 
tischen Gebrauch in umfangreichen Tabellen zusammengestellt worden. 

Einige weitere wichtige Integraltransformationen sind die zweiseitige Laplace-Transformation 


+00 
g9(s) = f[ er#flt)di, die in der Gestalt der mit ihr äquivalenten Mellin-Transformation 


oo 
9(s) = [ t*t f(t) dtin der Funktionentheorie als beweistechnisches Hilfsmittel Bedeutung erlangt hat; 
0 oo En 
die Hankel-Transformation g(s) = f J-(2 Vs :) / ({) dt mit r > —1, deren Kern die Bessel-Funktion 
0 


erster Art J (u) ve 5 (— 1)r (z/2)r+?r ist: die Gauß Try nsfor atio ( s. LT fe) En a 
ö ij neor!Tir+n+1) ı "ira matıion g Vor 
00 





die Hilbert-Transformation g(s) = 


Der Begriff der Integraltransformation ist nicht auf Funktionen einer Veränderlichen beschränkt. 


Zur Behandlung partieller Differentialgleichungen wird die zweidimensionale Laplace-Trans- 
oo oo 


formation g(u, v) = [ [ erus-vi f(s, t) ds di herangezogen, 
00 


FUNKTIONALANALYSIS 


Die Funktionalanalysis hat sich im wesentlichen in den letzten 30 Jahren entwickelt. Ihre Anfänge 
lagen in der Erkenntnis, daß die verschiedenartigsten mathematischen Operationen, von den Grund- 
rechenarten bis zur Differentiation und Integration, auffallend viele gemeinsame Züge haben und 
daß die den Operationen unterworfenen mathematischen Objekte im Verhalten gegenüber den 
Operationen gleiche oder ähnliche Eigenschaften aufweisen, obwohl sie aus ganz verschiedenen 
Bereichen der Mathematik stammen; dieselben Rechenregeln der Addition gelten für die Addition 
von Winkeln, von Zahlen, von Vektoren u.a. In diesem Sinne bildete die Funktionalanalysis 
ursprünglich einen Querschnitt durch bestimmte Bereiche der Analysis, z. B. durch die Theorie der 
Integralgleichungen, der Variationsrechnung und der linearen Algebra. 

Das Suchen und Erfassen solcher tiefliegenden Gemeinsamkeiten, das Streben nach möglichst all- 
gemeinen, von den speziellen mathematischen Objekten unabhängigen Aussagen, die nur von den 
abstrakten Zusammenhängen bestimmt werden, haben zu zahlreichen neuen Begriffsbildungen 
geführt, die zur Grundlage der Funktionalanalysis geworden sind und zugleich häufig in der 
modernen Mathematik verwendet werden. 


ABSTRAKTE RÄUME 


Abweichend vom Sprachgebrauch des täglichen Lebens hat der Begriff Raum in der Funktional- 
analysis keine unmittelbaren Beziehungen zur Geometrie oder gar zu dem Raum unserer Erfahrung. 
Wegen gewisser Ähnlichkeiten zur Geometrie, insbesondere zur analytischen Geometrie und zur 
linearen Algebra, wurde das Wort Raum auf funktionalanalytische Objekte übertragen. Ähnlich 
sind auch andere Begriffe, wie Abstand oder Länge, dem Wortschatz der analytischen Geometrie 
entnommen worden, haben aber ihre ursprüngliche geometrische Bedeutung verloren. 


Begrifi des abstrakten Raumes. In der Funktionalanalysis bezeichnet man eine Menge von Gegen- 
ständen oder — wie man häufiger sagt — eine Menge von Elementen als einen abstrakten Raum, 
wenn innerhalb der Menge ein Grenzübergang erklärt ist. Es soll die Ausdrucksweise: eine Folge 
%1, %2, %3, ... von Elementen des Raumes strebt gegen ein Grenzelement x = limz, einen wohldefinier- 
ten Sinn haben. no 


48* 
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Beispiel 1: Die Elemente des k-dimensionalen euklidischen Raumes, der mit R* bezeichnet wird, 
sind die geordneten k-Tupel von reellen Zahlen x = (£1, &,...., &), y = (m N2, +» + .,nx). Eine 
Ele von Elementen zn = (4m, &®, ..„ &®), n= 1,2,..., strebt gegen das Element x 

= (&1, &,..., &), wenn jede Zahlenfolge &) für n > © gegen das entsprechende $; strebt; © steht 
Berker als Vertreter der Indizes 1, 2, ‚k. Hat der euklidische Raum die Dimension k- =.$, 50 
besteht danach R° aus der Gesamtheit aller Tripel & = (£ı, &2, $3) von reellen Zahlen. Die £ı, £a, &3 
können dann aufgefaßt werden als Koordinaten und x als Punkt im Sinne der analytischen 
Geometrie des Raumes. 


Beispiel 2: Der Raum der Polynome höchstens m-ten Grades von einer Veränderlichen 2 hat die 
Elemente z = «{(t) = + at + as? -H''* + am im, wobei die Koeffizienten &, &, ».., &m 
komplexe Zahlen bedeuten. Die Menge dieser Polynome stellt einen Raum dar, wenn in ihr ein 
Grenzbegriff erklärt ist. Das Polynom «(t) ist durch die Angabe der Funktionswerte und der 
Werte der ersten m Ableitungen an einer Stelle ? = ih eindeutig nach der Taylorschen Formel 
festgelegt: 
x” (to) am) (to) 
Kr En en 





z(t) = z(to) + @ (to) (b - bo) + ( — to)m. 


Man definiert deshalb: Eine Folge von Polynomen x, = &£n(t) heißt konvergent gegen das Polynom 
x = x(t), wenn die Funktionswerte von x„ und ihren Ableitungen an der Stelle t = % einzeln 
gegen den Funktionswert x(fo) und die Ableitungswerte «’(to), ... ., z(”(to) konvergieren, d.h., 
wenn gilt lim zn (to) = x(to), lim zn’(to) = 2’ (to), . . ., iman m (to) = zm) (to). 

N No No 


Lineare Räume, In linearen Räumen müssen eine Multiplikation der Elemente ©,y,z... mit 
reellen oder komplexen Zahlen A, « und eine Addition von je zwei Elementen des Raumes erklärt 
sein. Jeder Zahl A und jedem Element x des Raumes ist dann eindeutig ein mit 4x bezeichnetes 
Element und ebenso jedem Elementenpaar (x, y) eindeutig ein mit © + y bezeichnetes Element 
des Raumes zugeordnet. Es ist jedoch vollkommen unbestimmt gelassen, wie diese Multiplikation 
und Addition speziell aussehen; sie müssen lediglich die folgenden Bedingungen erfüllen: 


Bedingungen für Multiplikation und Addition in linearen Räumen: 
(1) Au) = (Au), 2)l2=2 )Atm)z=ir tum, (M)ety=yr+, 
Sea +y)+z=-at+tlYytz), ($) Aw +y)= Am + Ay. 
(7) Es gibt ein Nullelement O, für das stets 0-=x = 0'y = 0 (mit der reellen Zahl 0) gilt. 


Ferner müssen Addition und Multiplikation stetige Operationen sein, d.h. die weiteren Bedin- 


gungen erfüllen: 
| (8) Aus limx, = x und limy» = y folgt lim(zn + y„) = +Y. 
No0o No N 00 


(9) Aus lim, = A und limz, = & folgt lim}, &n = Az. 





Beispiele, in denen alle Axiome erfüllt sind: Z/. Der k-dimensionale euklidische Raum R* wird 
zu einem linearen Raum, indem man die Multiplikation durch 


Az A(&ı, &, u. €x) -_— (A &1; A En, 2. A &k) 


und die Addition zweier Elemente x = (&,&,..,&) und y= (n,7,..,”) durch 2 +y 
= (+ n,&+m,...,& + 9x) definiert. Das Nullelement ist O = (0, 0,...,0). 
2. Der Raum der Polynome wird durch die ee, Air =im +iaıb+ + + A am iM 


und z+y=elt) + + y(t) = (0 + Bo) + (aı + N +++ (am + Bm)tr zu einem linearen 
Raum. Das Nullelement ist das Polynom O = Olt) =. 


Der Begriff der Metrik und des metrischen Raumes. Zwei Punkte P und Q des geometrischen drei- 
dimensionalen Raumes haben, falls sie nicht zusammenfallen, einen gewissen, von Null verschie- 


denen Abstand voneinander; dieser Abstand wird durch die Länge PQ der Verbindungsstrecke von 
P und Q gemessen. Der Abstand zwischen P und @ ist gleich dem Abstand zwischen Q und P,d.h., 


PQ = QP. Es ist PQ > 0, falls P # Q. Nimmt man noch einen dritten Punkt R, der nicht auf 
der durch P und Q laufenden Geraden liegt, hinzu, so erhält man ein Dreieck PQR. Nach einem 


elementargeometrischen Satz ist eine beliebige D: Dreieckseite, etwa PQ, Q, stets kleiner als die Summe 
der beiden anderen Dreieckseiten PR und OR, d.h, PQ<PR-+ OR. Man nennt diese Be- 
ziehung Dreiecksungleichung. In der Form PQ< PR + QR gilt diese Beziehung uneingeschränkt 
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auch in den Fällen, in denen P, Q und R kein eigentliches Dreieck mehr bilden, sondern auf einer 
Geraden liegen (Abb.). 

Auch in der Analysis ist man häufig genötigt, zwischen den betrachteten Elementen ®, y, 2 
bildlich gesprochen Abstände zu messen, zu entscheiden, ob sich zwei 

Elemente x, y in „großer‘‘ oder ‚kleiner‘‘ Entfernung voneinander befin- R 

den. Um Abstände zu messen, muß eine Abstandsfunktion, eine für alle 

Elementepaare x, y definierte reelle Zahlenfunktion d(z,y) > 0, eine so- 

genannte Metrik, erklärt sein. 


Eine Metrik muß den drei Axiomen genügen: p ) 


1) d&,y)=d(y,2) (2) d(z,y) = 0 genau dann, wenn = y, 
(3) d(w,y) s d(@,2) + d(z,y) (Dreiecksungleichung) chung 


Zur Dreiecksunglei- 





Dabei bleibt zunächst vollkommen offen, welche analytische Gestalt die Abstandsfunktion hat, 

Ein Raum, für dessen Elementepaare eine Abstandsfunktion erklärt ist, heißt metrischer Raum. 

In der Tat ist durch die Metrik für die Elemente ein Grenzübergang erklärt, indem man limz„ 

= x durch limd (x, 2.) = 0 definiert. n— oo 
nn > 


Beispiele für Metriken im k-dimensionalen euklidischen Raum: 


k 
1. d(&,y) = E (& — n:)? in Verallgemeinerung der Formel für die Länge in der analytischen 
i=1 | 
Geometrie. 


k 
2. d(z, y) = max 16 nl. 3. dea,y) = 2 |& — nl. 
; g=1 


ı= sorez 


Für jede dieser Metriken ist zu zeigen, daß sie die angegebenen drei Axiome erfüllt. Dies ist recht 
leicht; nur für die erste angegebene Möglichkeit fällt es verhältnismäßig schwer, die Gültigkeit der 
Dreiecksungleichung zu beweisen. 


Der Begrif? der Norm und des normierten Raumes. Bekanntlich wird jeder komplexen Zahl 


&=&-+in die nicht-negative reelle Zahl |£| = J)&+n? als absoluter Betrag oder Norm von & 
zugeordnet. Bei der Beschäftigung mit Funktionen, Vektoren, Matrizen u. a. wird oft schon durch 
die Aufgabenstellung nahegelegt, den betrachteten Objekten ebenfalls eine nicht-negative reelle 
Zahl als Maß für ihre ‚Größe‘ zuzuordnen. Man nennt eine solche, den Elementen x, y,..... eines 
Raumes zugeordnete Maßzahl Norm und schreibt dafür ||x||, ||y|];- - - 


Eigenschaften der Normen |je||; |Iyll. (1) Ilz|| > 0 für = = 0, |[0]| = 0; (2) I Az|| = |2]- IeIl,. 


wenn 4 eine beliebige reelle oder komplexe Zahl ist; (3) ||@ + y|| s ||=|| + ||Y]] (Dreiecks- 
ungleichung). 





Diese Eigenschaften sind z.B. für den absoluten Betrag oder die Norm einer komplexen Zahl 
erfüllt. 
Ein Raum, dessen Elementen eine Norm zugeordnet ist, heißt normierter Raum. 


Aus der Norm kann eine Metrik abgeleitet werden, indem man die Norm der Dijjerenz zweier Elemente 
als Abstandsfunktion. de, y) = ||® — y|| erklärt. 


Im k-dimensionalen euklidischen Raum R* haben die folgenden Normen alle geforderten Eigen- 


schaften: 
k k 
1. IIe]|= |/ 2 &2; 2. ||| = maxl&l; 3. ||e|| = 2 |&. 
t=1 ve; 2.55% a! 


Aus ihnen ergeben sich die im vorhergehenden Beispiel erwähnten Metriken des R*. Dabei hängt 
es oft von der Zielstellung der Untersuchung ab, welche Normdefinition man für einen bestimmten 
Raum zweckmäßig verwendet. 


Hilbert-Räume, Diese nach dem deutschen Mathematiker David HıLBeErr (1862-1943) benannten 
Räume sind wichtige Spezialfälle linearer, normierter Räume. In ihnen ist für alle Elemente- 
paare x, y eine komplexwertige Zahlenfunktion (x, y), ein Skalarprodukt, erklärt, das die folgenden 
Eigenschaften hat (Überstreichen bedeutet den Ühesranz zur konjugiert-komplexen Zahl): 


758 FUNKTIONALANALYSIS 


(1) (x, Y) —- (; x); 

(2) (Ax,y) = Alx, y), A eine beliebige komplexe Zahl; 

(3) (2,2) = 0 und genau dann gleich 0, wenn x = (0); 

(4) (x + z) = (, 2) ee (Y, 2). 

Der Raum wird normiert, indem man nach der Gleichung ||x|]| = (x, x) mit Hilfe des Skalar- 
produktes eine Norm einführt. 


Beispiele für Hilbert-Räume: I. Der Raum K* der komplexen k-Tupel mit dem Skalar- 





ıi= 
2. Der Raum Lz(a, b). Seine Elemente werden von den komplexwertigen, inast<s b erklärten 


3 b 
Funktionen x = x(t) gebildet, für die das Integral f |x(t)|? dt existiert. Alle geforderten Eigen- 
a b Le 
schaften des Skalarproduktes werden durch die Definition (2, y) = /[ z(t) y(t) dt erfüllt. 
| a 


k-. ı/%* 
produkt (z,y) = 2 &;n:ı und der dazugehörigen Norm ||x|| = V PN | &:|? (&, 7: komplex). 
Aa 


Beispiel für die funktionalanalytische Methode. Selbstverständlich werden die eben angeführten 
und weitere funktionalanalytische Begriffe nicht um ihrer selbst willen eingeführt. Der dadurch 
erzielte Erkenntnisgewinn möge an einem Beispiel erläutert werden. 





Schwarzsche Ungleichung | In einem Hilbert-Raum bestehtdie Ungleichung |(2, y)] < IJz1l I1yI| 
Der Beweis benutzt zunächst die dritte Eigenschaft des Skalarproduktes, nach der (@e + iy,= + Ay) 
> 0 ist für jede beliebige komplexe Zahl A. Nach den anderen Eigenschaften erhält man 
@riyaetiy=WeH+Ay)+iy,a@ + Ay) 

=(@+iya) ia +ryY) = (R,2) + Aya) +AR,y) +AR(y,y) 

= (2) +Aa,y) + Aa) +Ary,y)20. 
(x, y) 
(Y, y) 


BURN) Eur, ar) 
a Be wu) Tee 





Dies gilt insbesondere auch für} = — ‚es ist mithin auch 


Daraus folgt 
(2,4) (y x) = (2, y) (&,y) = |(®, y)? s 1211? I1y11? (g. e.d.). 


Der Nutzen dieser allgemeinen Aussage besteht in folgendem: Hat man an einer zwischen zwei 
beliebigen Raumelementen x und y vorgenommenen Zahlenbildung erkannt, daß sie den für Hilbert- 
räume geforderten Bedingungen des Skalarproduktes genügt, so gewinnt man für diesen speziellen 
Raum aus der Gültigkeit der Schwarzschen Ungleichung sofort wichtige Beziehungen; z. B. erhält 
man die Ungleichungen 













EALE 


|2&4m|s 
tel u: 





b ze id WB le 2 
If xt) yi)di|s / fly (ol®dt für den Raum Le(a,b). 
a [77 > Ss er - Ü 


a re u ZELL Pe 





Dies sind Beziehungen, die neben einer Reihe ähnlicher Formeln schon vorher, und zwar für die 
einzelnen Räume getrennt voneinander von Augustin-Louis CAucaHY (1789-1857), Viktor Jakow- 
lewitsch BUNJaKkowskı (1804-1889), Hermann Amandus SCHwARZz (1843-1921) u.a. gefunden 
worden sind. Durch die Einführung funktionalanalytischer Begriffe wird auf diese Weise der ver- 
schiedenen Bereichen der Analysis gemeinsame wesentliche Sachverhalt aufgedeckt und heraus- 


earbeitet, 
Ähnlich ergeben sich viele schon früher gefundene Beziehungen ganz einfach als Deutungen eines 
Satzes der Funktionalanalysis; z. B. folgt aus der Schwarzschen Ungleichung die Gültigkeit der 
Dreiecksungleichung für Normen. 


Wegen |jz]| = V(®,&) ist nämlich ||e + y|®? = («+ Yy,2 + y) = (2) + (,y) + yx) + y, y) 


< 2]? + Ivy? + Io I + 1% w)l Ss IIell? + Iyll® + 21lell- Iyıl = (el + Ilyll)%, womit die 
Behauptung bewiesen ist. 
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Für die Räume R* und La(a, b) ergeben sich daraus die schon früher bekannte Cauchysche und die 
Minkowskische Ungleichung. 


IE Ele ee en u 
kowskısche Ungleichung | | 
Y ae He ©Sı 


Me = m = m Se — 





OPERATOREN 


Während durch den Raumbegriff im wesentlichen nur eine Typisierung der mathematischen 
Untersuchungsobjekte vorgenommen wird, charakterisiert ein Operator eine bestimmte mathema- 
tische Operation, die mit den Elementen des Raumes ausgeführt werden kann. Fast jede mathe- 
matische Operation kann als eine durch eine bestimmte Rechenvorschrijt festgelegte Zuordnung auf- 
gefaßt werden, die jedes Element x eines abstrakten Raumes X eindeutig auf ein Element y eines u. U, 
von X. verschiedenen Raumes Y abbildet. Die Zuordnung wird auch als Abbildung von X in Y 
bezeichnet, die Zuordnungsvorschrift als Operator A,B,.... oder F; die Zuordnung wird in der 
Form y = A x oder y = A(x) beschrieben (Abb.). . 


Die reellen Funktionen F einer reellen Veränderlichen x 
sind spezielle Operatoren; sie bilden den Raum der reellen 
Zahlen R! oder einen Teilraum X desselben in Y = R!ab. 


Wird jedem Polynom x(t) des Raumes X der Polynome 
höchstens m-ten Grades das Polynom 





y=Ax=z"(t) - 30(t) — @22(t) Veranschaulichung eines Operators, 
zugeordnet, so bedeutet y—= Ax eine Abbildung von X in Abbildung von X in Y durch A, 
den Raum Y der Polynome von höchstens 2m-tem Grade. von Yin Zdurch C 


Lineare Operatoren. Im Hinblick auf die Anwendungen bilden diese Operatoren die wichtigste 
Klasse. Sie sind dadurch erklärt, daß (1) A(Ax) = 4A « ist für jede beliebige komplexe Zahl A und 
daß (2) A®+y) =4Ax+ Ay ist. Beispielsweise stellt der eben angegebene Operator einen 
linearen Operator dar, wenn « = 0 ist, andernfalls einen nichtlinearen. 


Komposition von Operatoren. Sind A und B zwei Operatoren, die eine Abbildung von X in Y 
bewirken und ist A eine beliebige Zahl, so versteht man unter dem Produkt A A den Operator, der 
x in A(A x) überführt, so daß gilt (A A) x = A(A x); die Summe A + B dagegen sollzeinAx + Bx 
überführen, so daß gilt (A+ B)e=Axr+Be. 

Wenn schließlich noch ein dritter Operator (' gegeben ist, der den Raum Y in einen Raum Z ab- 
bildet, dann ordnet der Operator CA jedem Element x das Element C(Ax) aus Z zu, in das x 
durch Hintereinanderausführen der Operationen A und © übergeführt wird; dies wird durch die 
Formel (CA) x = 0(A x) ausgedrückt. 


Besehränkte lineare Operatoren. Ein linearer Operator A, der einen linearen normierten Raum X 
in einen linearen normierten Raum Y abbildet, heißt beschränkt, wenn eine Ungleichung der Gestalt 


IsII = IIAe|| < K ||x|| mit X > 0 für alle x aus X 


besteht; die kleinste Zahl K mit dieser Eigenschaft wird Norm des Operators A genannt und mit 
IA || bezeichnet. Es versteht sich von selbst, daß die Norm ||y|| im Raum Y eventuell eine andere 
sein kann als die Norm ||z|| in X. 


Beispiel: Es seien X der R® mit der Norm ||x|| = max |&| und Y der R®? mit der Norm ||y|| 
= max |n]| für = 1,2 | 

Durch nı = au di + au &a + aıs&, n2 = azuı di + Quade + Qu &s wird jedem x = (&1, &3, &) ein 
bestimmtes y = (nı,n2) = Ax zugeordnet. Der dadurch definierte Operator ist beschränkt, 
denn es gilt 


3 
Im] < Jau| Is] + la:i2]| * |&e] + Jass]| * |&s| == a4] IlzIl, 


d.h., ||y|| = max |n:| < (max le Ilz|- Man findet bei genauer Untersuchung, daß 
3 t=1, i=1,2 k=1 

max 2 |ax| gerade die kleinste Zahl K, also die Norm des Operators A, darstellt. 

r=1,2 #-1 | 
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Durch die soeben definierte Addition von Operatoren, die Multiplikation eines Operators mit einer 
Zahl und die Norm eines Operators wird die @esamtheit aller linearen, beschränkten Operatoren 
A,B,..., die einen Raum X in einen Raum Y abbilden, selbst zu einem linearen, normierten 
Raum. Das ist von ungemeiner Bedeutung für die Funktionalanalysis und die Anwendung funk- 
tionalanalytischer Methoden. Der Kreis der Betrachtung schließt sich gewissermaßen wieder: 
Klassen von Operatoren, die als Vermittler zwischen zwei Räumen außerhalb der Theorie der 
Räume zu stehen schienen, fallen selbst unter die Kategorie der abstrakten Räume. 


Verbreitung und Nutzen funktionalanalytischer Methoden. Begriffe und Sätze der Funktional- 
analysis werden heute in fast allen Teilen der Analysis verwendet. Besonders überzeugend zeigen 
sich die Vorzüge funktionalanalytischer Hilfsmittel in der Theorie der Näherungsverfahren, der 
Approximationstheorie, bei der Untersuchung von Differential- und Integralgleichungen. 

Die Theorie der Näherungsverfahren befaßt sich mit der Aufgabe, Methoden zur näherungsweisen 
Lösung von Gleichungen der verschiedensten Art anzugeben. Das abstrakte Schema solcher Glei- 
chungen lautet folgendermaßen: Gegeben sei ein Operator A, der die Elemente x eines (vollständi- 
gen, normierten) Raumes X in Elemente y eines (normierten) Raumes Y überführt. Gesucht ist ein 
Element x* aus X, das auf das Nullelement 0 von Y abgebildet wird, für das folglich A(z*) = 0 
gilt. Ein in vielen Fällen zum Ziel führendes Verfahren zur näherungsweisen Bestimmung von x* 
ist das sogenannte Iterationsverfahren: Man formt die Gleichung A(x) = 0 so um, daß sie die 
äquivalente Gestalt x = B(x) erhält, wählt nach Gutdünken eine Anfangsnäherung x und bildet 
dazu die weiteren Näherungen xı = B(x0), 2 = B(zı), &3 = B(xe), - . ., &n = B(&.-ı), .... in der 
Erwartung, daß die Folge der x, gegen x * strebt. Die Näherungen x„ konvergieren in der Tat gegen 
eine Lösung x*, falls der Operator B eine gewisse xo enthaltende Menge von Elementen wiederum 
auf Elemente derselben Menge abbildet und eine positive Konstante L < 1 existiert, so daß für 
alle x, &a) der besagten Menge die Ungleichung || B(z«,) — B(zw)|| < Z||zxu, — z«|| erfüllt ist. 


Beispiel 1: Ak)=x-sine - 1= 0; B(«) =sinr +1; X= Rt Das Intervall 
wird durch B(x) auf das Teilintervall 1 + sin2< x<s 2 abgebildet. Wegen 
|B(z) — B(xzoy)| = |sinza, — sinze| s |cos2]| - |&u, — za 


S:S52 


w| N 


sind die Konvergenzbedingungen mit x0 = E und Z = |cos2]| erfüllt. Man erhält die aufeinander- 


folgenden Näherungen zı = 2, 22 = sin2+ 1 = 1,909, ... 


1 1 
del 1 < (f) 1 x(t) dt 
Beispiel 2: Alx) = x(s) — len - 2=.0; , Bi2) = Ale +23, Z=r 
0 0 
) 


= L.[0,1]. Eine quadratisch integrierbare Funktion wird durch B(x) wieder in eine quadratisch 
integrierbare Funktion abgebildet; ferner gilt 


1 
1 Hjums t 
[5 ) — zey( I 


2 1% 1 
tert ds < rel Izn(t) - ol)? di = II — zoll®. 





1 
Bea) -— B(ze)) ||? -[ 
0 0 


Die Konvergenzbedingungen sind daher mit L = !/s und einer beliebigen quadratisch integrier- 
baren Funktion, etwa mit zo(s) = 0 erfüllt. Man erhält die aufeinanderfolgenden Näherungen 
2-+3s 
ne 


zı(s) = 2, z2(s) = In T#3 


Aus diesen wenigen Beispielen geht schon einigermaßen deutlich hervor, wie die Begriffe Operator, 
Raum und Norm selbst bei numerischen Aufgaben der Ingenieurpraxis vorteilhaft zur Geltung 
kommen. Wer sich über genauere Einzelheiten orientieren will, muß diese der Fachliteratur 
entnehmen. 


GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE 
EUKLIDISCHE UND NICHTEUKLIDISCHE GEOMETRIE 


Evekuıp von Alexandria (etwa 365-300 v.u.Z.), einer der einflußreichsten Mathematiker aller 
Zeiten, gab in seinen Stoscheia, den Elementen der Mathematik, eine Zusammenfassung des mathe- 
matischen Wissens der damaligen Zeit. Diese Mathematik wurde in der Sprache der Geometrie 
geschrieben. Den Wunsch des Königs Ptolemäus nach einem leichteren Weg zur Mathematik als 
dem durch die Elemente lehnte Euklid mit dem Ausspruch ab: Es gibt keinen Königsweg zur Mathe- 
matik. Neben den Elementen sind von EUKLID die Data zu erwähnen, ergänzende planimetrische 
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Sätze, und die Optik, die sich mit der Perspektive beschäftigt. Beide Werke sind uns heute noch 
erhalten, während die Porismen, die sich mit projektiven Sätzen befaßt haben müssen, und vier 
Bücher über die Kegelschnitte nur von nach E uKLiD lebenden Mathematikern erwähnt werden, 


Euklids Eleınente. Die Elemente gehören zu den Büchern mit den meisten Auflagen; noch bis zum 
Ende des vorigen Jahrhunderts wurden Teile von ihnen als Lehrbuch verwendet. Die neuere Text- 
kritik vermutet, daß nicht alle ihrer 13 Bücher von Eu&Lip selbst stammen. Sicher ist, daß neben 
eigenen Leistungen wichtige Erkenntnisse anderer Mathematiker verarbeitet wurden, Die Bücher 
1 bis 6 enthalten die Planimetrie einschließlich der Lehre von den Proportionen und von der Ähn- 
lichkeit sowie die Theorie der inkommensurablen Größen von EUDoxos (etwa 408-355 v.u.Z.). 
Die Bücher 6 bis 9 sind der elementaren Zahlenlehre gewidmet (Euklidischer Algorithmus; Beweis, 
daß es unendlich viele Primzahlen gibt). Das Buch 10 befaßt sich mit Irrationalitäten, die wie in 
den Büchern 6 bis 9 mit geometrischen Mitteln behandelt werden. Die Bücher 11 bis 13 umfassen 
die Stereometrie mit der Theorie der fünf regulären Körper. 

Die epochemachende Bedeutung der Elemente liegt darin, daß in ihnen zum ersten Mal ein axio- 
matisch-deduktiver Aufbau der Mathematik gegeben wird. Dieser Aufbau erfordert, aus den aus der 
Wirklichkeit abstrahierten Grundbegriffen und Grundrelationen die weiteren Aussagen nur mit 
Hilfe der Logik ohne weiteren Rückgriff auf Anschauung oder Erfahrung abzuleiten. Euklid ver- 
suchte noch, die Grundbegriffe durch Definitionen zu erklären: Ein Punkt ist, was keine Teile hat; 
eine gerade Linie ist eine solche, die zy den Punkten auf ihr gleichmäßig liegt. Erst in den Axiomen 
und Postulaten wird festgelegt, welche Eigenschaften und Beziehungen der Grundbegriffe zum 
Beweis der Aussagen gebraucht werden, so daß die Definitionen der Grundbegriffe überflüssig sind. 
Die Reihenfolge der einzelnen Sätze ist in erster Linie von logischen Gesichtspunkten bestimmt: 
Ein Satz wird bewiesen, sobald die Voraussetzungen zu seinem Beweis gewonnen sind. Als Eukli- 
disches Beweisverfahren bezeichnet man die nach dem Schema Voraussetzung — Behauptung - 
Beweis vorgenommene Aneinanderreihung geometrischer Aussagen, wobei die Kongruenzbeziehung 
das Hauptmittel des Beweises ist. 


Der euklidische Raum. Das Axiomensystem bei Euklid ist nicht willkürlich gewählt, sondern eine 
Abstraktion aus der jahrtausendelangen täglichen Erfahrung und Produktionspraxis des Menschen. 
Die dazugehörige Geometrie ist daher die Geometrie unseres Anschauungsraumes. 

Bis zum Ende des 19. Jh. lag der gesamten Naturwissenschaft und Technik diese euklidische 
Geometrie zugrunde. Erst die moderne Physik (Relativitäts- und Gravitationstheorie) hat gezeigt, 
daß man zu allgemeineren Geometrien übergehen muß, um die neuen physikalischen Erkenntnisse 
richtig zu beschreiben. 


AXIOMENSYSTEME 


Das Parallelenaxiom. Historisch betrachtet beginnen die Grundlagenuntersuchungen in der Geo- 
metrie mit der Frage nach der Beweisbarkeit des 11. Axioms von Euklid: 


„Und daß, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit. zwei ‚geraden Linien bewirkt, daß innen auf 
derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei ‚geraden 
Linien bei Verlängerung ins Unendliche sich treffen. auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die 
zusammen kleiner als zwei Rechte sind. ir 


Aus diesem Axiom folgt, daß es zu einer Geraden Sureh? einen außerhalh Tegndee Punkt eine 
Parallele gibt. Die Frage der Ableitbarkeit dieses 11. Axioms lag deshalb nahe, weil man aus den 
übrigen Axiomen und Sätzen seine Umkehrung beweisen kann. 

Viele der Beweisversuche zum Parallelenaxiom beruhten auf Trugschlüssen oder benutzten an- 
schaulich gegebene Tatsachen, die nicht ausdrücklich als neues Axiom formuliert wurden. Wissen- 
schaftlich wertvoll waren alle Untersuchungen, aus denen hervorging, durch welche anderen 
Axiome das Parallelenaxiom ersetzt werden kann. Der Jesuitenpater Girolamo SACCHERI (1667 bis 
1733) konnte zeigen, daß der Satz, die Winkelsumme im Dreieck ist zwei Rechte, dem Parallelen- 
axiom äquivalent ist. Adrien-Marie LEGENDRE (1752—1833) bewies mit der Annahme, daß man 
durch einen Punkt im Innern eines Winkels stets eine Gerade ziehen kann, die beide Schenkel 
schneidet, den Satz von der Winkelsumme im Dreieck. Ebenso läßt sich das Parallelenaxiom be- 
weisen bei Zuhilfenahme der Tatsache, daß die Lote von beliebigen Punkten einer Geraden auf 
die Parallele gleich lang sind. Eine entscheidende Wende brachte der Gedanke, eine Geometrie 
aufzubauen, in der das Parallelenaxiom nicht gilt. Man weiß aus Briefen, daß Carl Friedrich 
Gauss (1777—1855) schon eine klare Vorstellung hatte, wie eine solche nichteuklidische Geometrie 
aussieht, daß er aber nichts veröffentlichte, weil er „das Geschrei der Böotier‘‘ fürchtete. 

Der russische Mathematiker Nikolai Iwanowitsch LOBATSCHEwSKI (1793—1856) veröffentlichte 
dann 1829 und der Ungar Jänos BöLyAı (1802-1860) 1831 die ersten Abhandlungen über nicht- 
euklidische Geometrie. 

Erst danach beschäftigte man sich mit der Vervollständigung und Präzisierung des euklidischen 
Axiomensystems. Moritz PAscH (1843—1930) arbeitete die Anordnungsaxiome heraus, und David 
HILBERT (1862-1943) veröffentlichte im Jahre 1899 ein Axiomensystem, das die verschiedenen 
Mängel des euklidischen beseitigte. 
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In der Folgezeit untersuchte man andere Axiomensysteme, die etwa statt des Kongruenzbegriffs 
den Spiegelungsbegriff verwenden und ebenfalls zur euklidischen Geometrie führen. Auch Teile des 
euklidischen Axiomensystems können Geometrien bilden, so etwa die Verknüpfungsaxiome eine 
Inzidenzgeometrie. Zu ihr gehören alle die Definitionen und Sätze, die sich allein aus den Inzidenz- 
axiomen ableiten lassen ohne Zuhilfenahme von Axiomen der Anordnung, Stetigkeit u. a. 


Forderungen an ein Axiomensystem. Ein Axiomensystem muß zumindest widerspruchsfrei sein. 
Häufig verlangt man noch, daß es vollständig, unabhängig und kategorisch ist. 


Widerspruchsfreiheit. Es soll nieht möglich sein, durch logisch-deduktives Schließen aus den 
vorgelegten Axiomen das Gegenteil (Negation) eines dieser Axiome oder einen Satz und seine 
Negation herzuleiten. Eine Verletzung dieser Forderung macht ein vorgelegtes System wissenschaft- 
lich unbrauchbar. Allerdings ist die Frage der Widerspruchsfreiheit nicht leicht zu entscheiden; 
die Berufung z. B. auf die Gültigkeit der Hilbertschen Axiome im Anschauungsraum genügt nicht, 
da wegen der grundsätzlichen Ungenauigkeit der Messungen eine exakte Überprüfung der Axiome 
nicht möglich ist. Es war eine weitere entscheidende Leistung HILBERTS, nachgewiesen zu haben, 
daß die Widerspruchsfreiheit der euklidischen Geometrie auf der Widerspruchsfreiheit des Systems 
der reellen Zahlen beruht. 

Vollständigkeit. Ein 'Axiomensystem ist vollständig, wenn aus ihm alle Sätze einer Geometrie 
abgeleitet werden können. Das von EukLıp z.B. war unvollständig, da die Anordnungsaxiome 
fehlten und dadurch im Laufe der Ableitungen anschaulich gegebene Tatsachen verwendet werden 
mußten, die nicht im Axiomensystem erfaßt waren. Bei konsequenten Schlußweisen führt ein un- 
vollständiges Axiomensystem dazu, daß man nicht alle Aussagen beweisen kann, die zu der vom 
Axiomensystem zu erfassenden Geometrie gehören. 


Unabhängigkeit. Diese Forderung verlangt, keine Aussagen als Axiome aufzunehmen, die aus- 
einander ableitbar sind; sie ist nicht so grundsätzlich wie die vorausgegangenen; nimmt man z.B. 
den Satz von der Winkelsumme im Dreieck in das Hilbertsche Axiomensystem auf, so ändert sich 
an der Geometrie nichts, lediglich der Beweis einiger Sätze wird einfacher. 

Kategorizität. Ein Axiomensystem heißt kategorisch, wenn es im wesentlichen nur ein einziges 
Modell für dieses System gibt. Stellt man sich eine euklidische Geometrie mit roten Punkten, Geraden 
und Ebenen vor und eine andere mit grünen Punkten, Geraden und Ebenen, so wird niemand 
beide als wesentlich verschieden ansehen, weil jede Aussage der grünen Geometrie dadurch aus der 
roten hervorgeht, daß man einfach die roten Elemente durch die grünen ersetzt. Die Verhältnisse 
liegen nicht immer so einfach, doch müssen sich zwei Modelle eines kategorischen Axiomensystems 
immer so umkehrbar eindeutig aufeinander beziehen lassen, daß die Relationen zwischen den Ele- 
menten des einen Modells in die entsprechenden Bildrelationen der Bildelemente des anderen Mo- 
dells übergehen. 


Axiomensystem der ebenen enklidischen Geometrie. 


I Inzidenz- (Verknüpfungs-) Axiome 
1. Zu zwei versehiedenen Punkten gibt es genau eine Verbindungsgerade. 
2. Auf jeder Geraden liegen wenigstens zwei Punkte. 
3. Es gibt wenigstens drei Punkte, die nieht auf einer Geraden liegen. 


HI Anordnungsaziome 


1. Wenn der Punkt Q zwisehen den Punkten P und R liegt, so sind P,Q, R drei verschiedene 
Punkie einer Geraden g, und Q liegt dann auch zwischen R und P. 


2. Auf einer Geraden gibt es zu zwei verschiede- 
nen Punkten P und @ wenigstens einen 
Punkt R, so daß Q@ zwisehen P und R liegt. 


3. Von drei verschiedenen Punkten einer Geraden 
liegt genau einer zwisehen den beiden ande- 
ren, 


g 





Anordnungsaxiome 1, 2 und 3 Anordnungsaxiom 4 


4. Sind P,Q, R drei verschiedene, nieht auf einer Geraden liegende Punkte und ist g eine dureh 
keinen dieser drei Punkte gehende Gerade, von der ein Punkt Zı zwischen P und @ liegt, 
dann liegt auch zwischen Q und R bzw. zwischen R und P ein Punkt Z; von g (Axiom von 
Paseh). 
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III Parallelenaxziom 


1. Zu einer Geraden gibt es dureh einen nieht auf ihr gelegenen Punkt höchstens eine 
Gerade, die die erste Gerade nicht schneidet. 


IV Kongruenzaziome 


1. Die Strecke PQ mit P als Anfangs- und O als Endpunkt ist sich selbst und der Strecke 
OP kongruent (Z bedeutet kongruent): PO=ZPQ, PQZOQP. Au PQ=ZP’LQ Lolgt 
P'O’=ZPO; au PQ=P’Q’ und P’Q’ = P7Q” kolgt PQ=EP”Q”. 

2. SindP,Q zwei verschiedene Punkte und ist R ein weiterer Punkt der Geraden 9, so gibt es 
auf jeder der von R ausgehenden Halbgeraden genau einen Punkt, S, bzw. S:, für den 





POZRSı; bzw. POZERS: gilt. 





Kongruenzaxiom 2 


Kongruenzaxiom 3 


3. Liegt der Punkt Q zwischen den Punkten P und R auf einer Geraden g und der Punkt @’ 
zwischen den Punkten P’ und R’ auf einer anderen Geraden g’, so gilt mit PQ=ZP’O’ 
und@R=Z Q’R’ auch PR=ZP’R’. 

4. SindP, Q,R drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte und P’,Q@’ zwei andere Punkte, 


für diePQ = P’OQ'’ gilt, so gibt es auf jeder Seite der durch P’ und Q’ bestimmten Geraden g 
einen Punkt R’ bzw. R’', so daß APQR=ZAP’O’R’bzw. APQR=ZAP’O’R” gilt. 





Kongruenzariom 4 Kongruenzariom 5 
5. Sind P,Q,R drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte und T ein Punkt auf der durch 


P, @ bestimmten Geraden, so folgt aus APQR=ZAP’O’R’ und AROT=ZAR’O’T’ 
aueh PT=ZP’T‘. 


Stetigkeitsaxiom 





V Stetigkeitsaxiom 


Durch n-maliges Abtragen der Streeke PoPı auf einer Geraden erhalte man die Punkte P.; 


Poa+ mit PoPı U P.Pa+, wo P,„ zwischen P, und Pr+ı liegt. Ist R ein Punkt der von Po nach Pı 
gehenden Halbgeraden, so gibt es eine natürliche Zahl m, so daß R zwischen P, und P, liegt 
(Archimedisehes Axiom). 
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NICHTEUKLIDISCHE GEOMETRIE 
Entscheidende Zusammenhänge zwischen der euklidischen, der nichteuklidischen und der projek- 
tiven Geometrie wurden um 1860 von Arthur Cayıey (1821—1895) und ein Jahrzehnt später von 
Felix Kıeım (1849-1925) herausgearbeitet. Sie begründen den Ausspruch Cayleys: Projective 
geomeiry is all geometry. 
Die projektive Geometrie läßt sich durch ein System von Inzidenz-, Anordnungs- und Stetigkeits- 
axiomen erfassen, das vom euklidischen Axiomensystem im wesentlichen in folgenden Forderungen 
abweicht: Zwei Geraden in der Ebene haben immer einen Punkt gemeinsam; statt Eigenschaften 
einer Zwischen-Beziehung für drei Punkte werden die einer Trenn-Beziehung für vier Punkte 
festgelegt; das Stetigkeitsaxiom bezieht sich auf die Trennung von Elementklassen. 
Der Übergang von der projektiven zur euklidischen bzw. zu einer nichteuklidischen Geometrie 
erfordert die Einführung der Parallelität und des Senkrechtstehens. 
Zwei Geraden bzw. Ebenen werden parallel genannt, wenn sie sich in der uneigentlichen Ebene des 
Raumes schneiden. In der euklidischen Geometrie ist deshalb durch einen Punkt außerhalb einer 
Gerauen nur eine Parallele möglich, weil durch diesen Punkt und den uneigentlichen Punkt der 
Geraden nur eine Verbindungsgerade existiert. Ist in einer als uneigentlich ausgezeichneten Ebene 
eine Polarität ohne Fundamentalkurve, eine absolute Polarität gegeben, so kann auch das Senk- 
rechtstehen im euklidischen Raum erklärt werden (vgl. Hauptabschnitt Projektive Geometrie). 
Statt nun eine Ebene unzugänglich zu machen, kann man das auch mit anderen Gebilden tun. 
Zeichnet man eine elliptische Fläche 2. Ordnung als uneigentlich aus, so zerfällt der projektive 
Raum in ein Inneres und ein Äußeres bezüglich dieser Fläche, z. B. in bezug auf eine Kugel oder 
ein Ellipsoid. Eine Polarität des ganzen Raumes, dessen Fundamentalfläche eben die ausgezeichnete 
Fläche 2. Ordnung ist, definiert das ‚„Senkrechtstehen‘ für die Geraden und Ebenen, die durch das 
Innere der Fläche gehen, wobei eine Gerade dann zu einer Ebene senkrecht heißt, wenn die Gerade 
durch den Pol der Ebene geht. Man sieht weiterhin, daß es in einer Ebene, die jetzt nur noch aus 
dem zum Inneren der Fundamentalfläche gehörigen Teil besteht, zu einer Geraden mehrere Paralle- 
len gibt. Auf diese Weise erhält man die von GAuss, BöLyAı und LOBATSCHEWSKI entdeckte hyper- 
bolische Geometrie. 
Zeichnet man schließlich kein Gebilde des projektiven Raumes als uneigentlich aus und erklärt 
das Senkrechtstehen mittelseiner 
Polarität ohne Fundamentalflä- 
che, so ergibt sich die erstmalig 
von Bernhard RIEMAnN (1826 
bis 1866) untersuchte ellöptische 
Geometrie. 


Hyperboliseche Geometrie. Die 
ebene hyperbolische Geometrie 
erhält man am einfachsten, wenn 
im Axiomensystem der ebenen 
euklidischen Geometrie das Par- 
allelenaxiom durch folgendes er- 
setzt wird: Zu einer Geraden gibt 
es durch einen nicht auf ihr ge- 
legenen Punkt mindestens zwei 
Geraden, die die gegebene Gerade 
nicht schneiden. 
Um zu einem Modell für diese 
Geometrie zu kommen, versucht 
man, das hyperbolische Senk- 
rechtstehen durch eine Polarität 
Modell einer hyperbolischen Geometrie mit Fundamentalkurve zu er- 
klären. Im ebenen Fallwähltman 
als Fundamentalkurve am einfachsten einen Kreis (Abb.). Die Punkte auf dem Kreisumfang werden 
als die uneigentlichen Punkte des Modells ausgezeichnet. Die in seinem Innern liegenden Punkte 
und Sehnen sind die eigentlichen Punkte und Geraden der ebenen hyperbolischen Geometrie (im 
folgenden h-Punkte und h-Geraden genannt). Man überzeugt sich, daß die Inzidenz und Anordnungs- 
axiome der ebenen euklidischen Geometrie auch für die h-Punkte und h-Geraden erfüllt sind und 
daß es zu einer h-Geraden mehrere Nichtschneidende gibt, z. B. zur h-Geraden PQ durch k-Punkt 
R die h-Geraden RV und RU, weil ja U und V keine h-Punkte sind, aber auch die h-Geraden a, b 
oder c. Für das h-Senkrechtstehen greift man auf diejenige Polarität in der euklidischen Ebene 
zurück, für die der Kreis Fundamentalkurve ist. Die h-Gerade ST heißt dann h-senkrecht zur 
h-Geraden P’Q’, wenn der Pol A der euklidischen Geraden P’Q’ auf der euklidischen Geraden ST 
und der Pol B von ST auf der euklidischen Geraden P’Q’ liegt. Da die Polare von jedem Punkt 
der euklidischen Geraden P’Q’ durch den Pol A geht, braucht nur eine Gerade durch die Punkte 7 
und A bzw. durch $ und A gezogen zu werden, um ein h-Lot auf P’ 9’ zu fällen bzw. in $ eine 
h-Senkrechte zu errichten. 
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Die h-Kongruenz wird so definiert: Zwei h-Strecken PQ und P’Q’ heißen h-kongruent, wenn die 
mit den Schnittpunkten ihrer Geraden mit dem Fundamentalkreis gebildeten Doppelverhältnisse 


im absoluten Betrag ihrer Logarithmen einander gleich sind, also PQ ist h-kongruent zu P’Q’, 
wenn |lgD(PQUV)| = |lgD(FP’Q’U’V’)|. Entsprechend sind bei der Stetigkeitsforderung h-kon- 
gruente Strecken abzutragen. Mit einer darauf aufbauenden Definition für die k-Kongruenz von 
h-Winkeln kann man dann zeigen, daß die Winkelsumme im h-Dreieck kleiner als zwei Rechte ist 
und daß zwei h-Dreiecke schon h-kongruent sind, wenn sie in drei Winkeln übereinstimmen. 

Die vorangehenden Überlegungen geben wesentliche Hinweise auf die Abbildungsgruppe, die 
dieser hyperbolischen Geometrie zugrunde liegt. Im Sinne von F. Kreis ist die Frage zu beant- 
worten, für welche Transformationsgruppe die eben definierten Begriffe invariant sind. Dazu wird 
das Modell wieder als Gebilde der euklidischen Ebene aufgefaßt. Zunächst ist klar, daß die in 
Frage kommenden Abbildungen solche Kollineationen sein müssen, die den Kreis in sich über- 
führen und Punkte des Kreisinneren wieder auf Punkte des Kreisinneren abbilden. Drehungen 
um den Kreismittelpunkt und Spiegelungen an den Kreisdurchmessern z. B. sind solche Abbildun- 
gen; Translationen bzw. Streckungen oder Stauchungen können nicht dazu gehören. Die eben 
charakterisierten Kollineationen bilden nun eine Gruppe. Es genügt noch festzustellen, daß die 
Abbildungen dieser Gruppe die Strecken- und Winkelkon- 

gruenz erhalten. Die Invarianz der Streckenkongruenz ist N 

eine Frage der Definition mittels eines Doppelverhältnisses D. 
Zwei zueinander k-senkrechte Geraden gehen wieder in solche 
über, weil die Polarität erhalten bleibt. In diesen automorphen 
Kollineationen des Kreises hat man die Kongruenzgruppe 
des vorliegenden Modells vor sich. 


Elliptische Geometrie. Diese Geometrie läßt sich nicht so 
ohne weiteres aus dem Axiomensystem der euklidischen 
Geometrie durch Ersatz oder Weglassen eines einzigen 
Axioms entwickeln wie die hyperbolische Geometrie. Aus den 
Inzidenz-, Anordnungs- und Kongruenzaxiomen der ebenen 
euklidischen Geometrie läßt sich nämlich schon herleiten, 
daß es zu jeder Geraden mindestens eine Nichtschneidende 
gibt. Es müssen somit schon diese Axiomengruppen anders, 
lauten; insbesondere sollen zwei Geraden immer einen Punkt 
gemeinsam haben. Ein Modell für die ebene elliptische 
Geometrie ist in der sphärischen Geometrie gegeben. Als Modell der elliptischen Geometrie 
elliptische Ebene betrachtet man die Oberfläche einer Kugel, 

die el-Geraden sind die Großkreise der Kugel, ein el-Punkt ist ein Paar sich diametral gegenüber- 
liegender Kugelpunkte (Abb.). 

Zwei el-Geraden haben nun immer einen gemeinsamen el-Punkt, weil sich zwei Großkreise immer 
in zwei diametralen Punkten schneiden. Die el-Punkte (N, $) und (M, T) bestimmen genau eine 
el-Gerade, nämlich (NM ST), aber man kann vom el-Punkt (N, 8) unendlich viele el-Lote auf die 
el-Gerade (MOTP) fällen. Wählt man als Entfernung zweier el-Punkte den kleineren Bogen des 
7 
2 
el-Geometrie. Die Winkelsumme in einem el-Dreieck ist immer größer als zwei Rechte. 

Im Hauptabschnitt Algebra wurde gezeigt, daß die Drehungen einer Kugel um ihren Mittelpunkt 
eine Gruppe bilden, Diese Abbildungsgruppe der Kugel ist im vorliegenden Fall die Kongruenz- 
gruppe für das Modell der elliptischen Geometrie. 





durch sie bestimmten Großkreises, der zwischen ihnen liegt, so ist — die größte Entfernung in der 


WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 


Die Wahrscheiniichkeitsrechnung ist heute ein Gebiet der Mathematik, das nicht nur mit vielen 
anderen Zweigen der mathematischen Wissenschaft eng verbunden, sondern auch in der Anwen- 
dung für viele Bereiche der Naturwissenschaften, der Technik und der Ökonomie von großer 
Bedeutung ist, 

Aus der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie sollen hier der Weg zur formal-logischen Begründung 
des Begriffes der Wahrscheinlichkeit durch KoLMOGOROWw angegeben und zwei wichtige Richtungen 
der Wahrscheinlichkeitstheorie, die Grenzwertsätze für Summen unabhängiger Zufallsgrößen und 
die stochastischen Prozesse, skizziert werden. 


BEGRIFF DER WAHRSCHEINLICHKEIT 


Klassisehe Definition der Wahrscheinliehkeit. Die klassische Definition des Begriffs der Wahrschein- 
lichkeit entstand im 17. Jh. und war der erste Versuch einer quantitativen Fassung des Begriffs 
der Zufälligkeit. Die Untersuchung von Gewinnchancen bei Glücksspielen gaben Anlaß zu dieser 
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Definition und ihren Voraussetzungen. Man ging davon aus, daß alle Fälle, die bei dem betrachteten 
Ereignis eintreten können, gleichmöglich (gleichwahrscheinlich) und untereinander unverein- 
bar sind: mögliche Fälle. Die Wahrscheinlichkeit wird dann als das Verhältnis der für ein betrach- 
tetes Ereignis E günstigen zur Gesamtzahl aller möglichen Fälle definiert. Ist n die Anzahl der 
möglichen und m die Anzahl der für das Ereignis E günstigen Fälle, so ist die Wahrscheinlichkeit 


m & R 
für das Eintreten des Ereignisses E durch P(E) = = definiert, Wird z. B. mit einem idealen Würfel 


gewürfelt, so besteht die gleiche Aussicht, eine 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 zu würfeln; das sind die gleich- 
möglichen Fälle. Wird die Wahrscheinlichkeit für das Würfeln einer geraden Zahl (Ereignis Z) 
gesucht, so sind die dafür günstigen Fälle die 2, 4 oder 6 und es wird P(E) = 3/6 = 1/2. 

Diese Definition führte aber beim Übergang zu komplizierteren Aufgaben, die sich aus der Weiter- 
entwicklung der Naturwissenschaften und der Technik ergaben, zu großen Schwierigkeiten. Diese 
bestehen vor allem darin, daß es im allgemeinen nicht gelingt, sich auf endlich viele mögliche 
Fälle zu beschränken. Zum anderen können oft die möglichen Fälle nicht als gleichmöglich be- 
trachtet werden; z. B. ist es schwierig, mit reinen Symmetrieüberlegungen die Wahrscheinlichkeit 
dafür anzugeben, daß während eines bestimmten Zeitintervalls auf einem Telephonkabel von n 
möglichen m Gespräche geführt werden. 


Statistische Definition der Wahrscheinlichkeit. Die statistische Definition des Begriffs der Wahr- 
scheinlichkeit suchte diese Schwierigkeiten in folgender Art zu überwinden: Werden wiederholt 
Versuche unter unveränderten Versuchsbedingungen vorgenommen und wird dabei das Eintreten 
oder Nichteintreten eines Ereignisses E beobachtet, so zeigt sich, daß in vielen Fällen die Häufig- 
keit des Eintretens dieses Ereignisses bestimmten Gesetzmäßigkeiten unterworfen ist. Tritt bei n 
unabhängigen Versuchen m mal das Ereignis E ein, so ergibt sich, daß das Verhältnis m/n bei einer 
hinreichend großen Versuchsanzahl n fast sicher in der Nähe einer gewissen Konstanten bleibt. 
Dabei werden mit wachsender Versuchsanzahl die Abweichungen von diesem Wert immer geringer. 
Diese Tatsache wird als Stabilität der relativen Häufigkeiten bezeichnet. Als Zahlenwert für die 
Wahrscheinlichkeit des Eintretens des betrachteten Ereignisses E kann bei einer großen Zahl von 
Versuchen in Näherung das Verhältnis aus der Häufigkeit M des Eintretens des Ereignisses E zur 


M 
Gesamtzahl N der Versuche genommen werden: P(E) = v‘ 


Diese Erklärung des Begriffs der Wahrscheinlichkeit wird als statistische Definition des Begriffs 
der Wahrscheinlichkeit bezeichnet. Sie ist der klassischen Definition überlegen, da sie die oben 
genannten Schwierigkeiten überwindet, hat aber mehr einen beschreibenden als einen formal- 
mathematischen Charakter. 


Axiomatische Definition der Wahrseheinlichkeit. Die axiomatische Begründung des Begriffs der 
Wabrscheinlichkeit und damit der axiomatische Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung wurden 
erforderlich durch die Anforderungen, die auf Grund der Entwicklung der Naturwissenschaften 
und der Technik am Anfang dieses Jahrhunderts an die Wahrscheinlichkeitsrechnung gestellt 
wurden. Es war nötig, systematisch die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsreehnung zu unter- 
suchen und die Bedingungen für ihre Anwendbarkeit festzustellen. 

Von den verschiedenen Wegen, die vorgeschlagen wurden, wird heute im allgemeinen - und es soll 
auch hier geschehen - der gegangen, den Andrei Nikolajewitsch KoLmoGorow (geb. 1903) Anfang 
der dreißiger Jahre zur Lösung der neuen Probleme einschlug. Kolmogorow verknüpfte den Begriff 
der Wahrscheinlichkeit mit der modernen Mengenlehre, der Maßtheorie und der Funktional- 
analysis. Sein Weg geht von den Haupteigenschaften der Wahrscheinlichkeit aus, die sowohl 
unter Zugrundelegung der klassischen als auch der statistischen Definition gelten. Kolmogorow 
schuf eine axiomatische Begründung des Begriffs der Wahrscheinlichkeit, die sowohl die klassische 
als auch die statistische Definition einschließt und außerdem den erhöhten Anforderungen dermoder- 
nen Naturwissenschaften und aer Technik genügt. 

Bei diesem axiomatischen Aufbau wird von einer Menge M von Elementarereignissen ausgegangen, 
und es wird ein System S von Teilmengen von M betrachtet. Die Elemente des Systems &, d.h. 
die Teilmengen von M/, werden als zufällige Ereignisse bezeichnet. Genügt das System © der zu- 
fälligen Ereignisse den folgenden Bedingungen, so wird es Borelsches Ereignisfeld oder Borelkörper 
genannt. 


Borelsches Ereigynisfeld: 1. Die Menge M soll ein Element von S$ sein. 
2. Sind die Mengen Eı und E. Elemente von &, so sollen auch die Vereinigungsmenge Eı U Es, der 
Durehsehnitt Eı N Es und die Komplementärmengen Eı und E; Elemente von S sein. 
3. Sind die Mengen Eı, Er, ..., En, «.. Elemente von ©, so sind es auch die Vereinigungsmenge 
Eı VER UV... UV En... und der Durehsehnitt EIN EEN..« N En... 
Sind nur die Bedingungen 1. und 2. erfüllt, so spricht man von einem Ereignisfeld. 
Nach der zweiten Bedingung muß auch M, d.h. die leere Menge 6, ein Element von $ sein. Sie wird 
als unmögliches Ereignis bezeichnet. In den Abbildungen sind die zufälligen Ereignisse E}, Eı, 
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Eı v Er, Eı v Er, Ei m Er und Eı N Er veranschaulicht, wobei die Elementarereignisse durch 
die Punkte einer quadratischen Fläche dargestellt werden. Jede Punktmenge stellt dann ein zu- 
fälliges Ereignis dar. 

Die Erklärung soll an einem Beispiel erläutert werden: Es wird mit einem Würfel gewürfelt. Dann 
besteht die Menge der elementaren Ereignisse aus den 6 Elementen &(@ = 1,2,...,6), wobei & 
angibt, daß bei einem Wurf © Augen geworfen werden. Das System der zufälligen Ereignisse © 
besteht dann aus 28 = 64 Elementen: (eı), (e2),. - -, (Es), (eı, 82), » » -, (Es, €), (eı, E2, €3), » - +, (&4, Es; E6), 
„2.5 (&1, €2, E3, €4, &5, €) und der leeren Menge 9. Innerhalb jeder Klammer stehen die Elemente 
von M, aus denen sich die betreffende Teilmenge von M zusammensetzt. 


EiNE, 


Ereignis Eı und Ereignis Eh #reignis Eı U Er und Ereignis Ereignis Eı N Ex und Ereignis 
Eı vB; Eın&ar 





Auf der Grundlage des Systems S von zufälligen Ereignissen, in dem M das sichere, M das unmög- 


liche und E und E entgegengesetzte Ereignisse sind, wird die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten 
eines Ereignisses durch das Kolmogorowsche Axiomensystem erklärt. 


Kolmogorowsches Axiomensystem : 


1. Axiom: Jedem zufälligen Ereignis E des Ereignisfeldes wird eine niehtnegative reelle Zahl P (E) 
zugeordnet, die als Wahrseheinlichkeit von E bezeichnet wird. 

2. Axiom: Die Wahrscheinliehkeit des sicheren Ereignisses M ist 1, P(M) =1. 

3. Axiom: Sind die Ereignisse Eı, E», .., En paarweise unvereinbar, so ist pP (Eı U Es UVss: U iur) 
= P(Eı) +P(E.) +: + P(E.). 


Das folgende erweiterte Additionsaxiom wird hinzugenommen, um die in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung oft auftretenden Ereignisse berücksichtigen zu können, die in unendlich viele Teilergeb- 
nisse zerfallen. 


Erweitertes Additionsaxiom: Ist das Eintreten eines Ereignisses E gleichwertig damit, daß ein 
beliebiges der paarweise unvereinbaren Ereignisse Eı, Ea, ..., En ... eintritt, so ist P(E) 
=P(E) +P(E) ++ P(E) + 


Aus diesen Axiomen ergibt sich als erste Schlußfolgerung, daß für jedes Ereignis E aus © die 
Ungleichung P(E) < 1 gilt. Das Axiomensystem ist widerspruchsfrei, aber nicht vollständig. Auf 
ihm erfolgt der Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese maßtheoretische Wahrscheinlich- 
keitsauffassung in Verbindung mit einer genügend weit gefaßten Häufigkeitsinterpretation ist die 
Grundlage der mathematischen Statistik. 


GRENZWERTSÄTZE FÜR SUMMEN UNABHÄNGIGER ZUFALLSGRÖSSEN 


Den Ausgangspunkt für die Entwicklung der Theorie der Grenzwertsätze für Summen unabhän- 
giger Zufallsgrößen und für alle damit zusammenhängenden Untersuchungen bildete der Iniegral- 
grenzwertsatz von Moivre-Laplace. Er baut auf folgender Fragestellung auf: Es werden n Versuche 
durchgeführt, und bei jedem Versuch kann das Ereignis E mit der Wahrscheinlichkeit » eintreten 
bzw. mit der Wahrscheinlichkeit g = 1 — p nicht eintreten. Die Zufallsgröße m; soll bei Eintritt 
des Ereignisses E im k-ten Versuch den Wert 1 und bei Nichteintritt den Wert 0 annehmen. In n 


n 
aufeinanderfolgenden Versuchen wird die Anzahl des Eintretens des Ereignisses E gleich 2 mx 
k=1 
sein. Diese Summe ist wieder eine Zufallsgröße, deren Verteilungsgesetz’auf Grund der Verteilungen 
der einzelnen Summanden eine Binomialverteilung ergibt. Dabei erhält man als Mittelwert a = np 
und als Streuung o = n p q (vgl. Abschnitt Binomialverteilung im Hauptabschnitt Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und Statistik). Strebt diese Summe für große n gegen eine bestimmte Grenze? — 
Der Satz von Moivre-Laplace bejaht diese DPRer denn er sagt aus: Für große n(n > ») strebt die 


Wahrscheinlichkeit P dafür, daß die Größe F —— (Ri) ei 


k=1 Vnpg 


in der angegebenen Weise zwischen den 
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Größen a und b liegt, gegen die Normalverteilung, d. h., die Summe dieser unabhängigen Zufalls- 
größen strebt für große n gegen die Normalverteilung. 

Dieses Ergebnis warf Fragen auf, die den An- 
laß zu weiteren Untersuchungen und damit r| n (mx — u) 


»=ı Inpa 


zur Herleitung weiterer Grenzwertsätze gaben: 
Inwiefern ist diese Beziehung vom speziell 
gewählten Summationsschema abhängig ? Ist 
diese Relation noch gültig, falls an die Verteilungsfunktion der Summanden noch weniger Forde- 
rungen gestellt werden ? — 

Lange Zeit war es die Hauptaufgabe der klassischen Seite dieser Theorie, die allgemeinsten Bedin- 
gungen zu finden, unter denen die Verteilungsfunktionen von Summen unabhängiger Zufallsgrößen 
mit wachsender Zahl der Summanden gegen die Normalverteilung streben. Parallel mit dem Ab- 
schluß dieser klassischen Seite entwickelte sich eine weitere Richtung in der Theorie der Grenzwert- 
sätze für Summen unabhängiger Zufallsgrößen, die mit den weiter unten skizzierten stochastischen 
Prozessen eng verbunden ist. Die Fragestellung dieser Richtung lautet: Welche Verteilungen, außer 
der normalen, können Grenzverteilungen von Summen unabhängiger Zufallsgrößen sein ? — Bei 
diesen Untersuchungen zeigte sich, daß als Grenzverteilung nicht allein die Normalverteilung in 
Frage kommt. Man stellte sich die Aufgabe, Bedingungen für die Summanden zu finden, damit die 
Verteilungsfunktion der Summe für eine hinreichend große Zahl von Summanden gegen die eine 
oder die andere Grenzverteilung strebt. Diese moderne Seite der Grenzwertsätze von Summen 
unabhängiger Zufallsgrößen hat sich in den letzten dreißig Jahren stark entwickelt und ist eng 
mit den Namen KOLMOGOBOW, CHINTCHIN, GNEDENKO u.a. verbunden. Praktische Bedeutung 
haben die Grenzwertsätze z. B. bei der Entwicklung der mathematischen Statistik und in der Theorie 
der Beobachtungsfehler. 





STOCHASTISCHE PROZESSE 


Ein weiteres wichtiges Teilgebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung, das besonders für die Natur- 
wissenschaften und die Technik von großer Bedeutung ist, befaßt sich mit stochastischen Prozessen. 
Dabei werden Zufallsgrößen untersucht, die außer vom Zufall von einer oder mehreren Veränder- 
lichen abhängen. Den Begriff des stochastischen oder zufälligen Prozesses kann man folgendermaßen 
erklären: 

Wird die Untersuchung einer Zufallsgröße X ohne Berücksichtigung einer eventuellen Zeitabhängig- 
keit durchgeführt, so bezeichnet man diese Betrachtungsweise als statisch. Sie liegt der klassischen 
Wahrscheinlichkeitsrechnung zugrunde. Wird jedoch nach der zeitlichen Entwicklung dieser 
Zufallsgröße gefragt, d.h. von einem dynamischen Standpunkt ausgegangen, so nennt man diese 
Zufallsgröße eine zufällige Funktion bzw. Zufallsfunktion oder einen stochastischen Prozeß. Er 
wird kurz mit X(t, w) bezeichnet. Die Größe w drückt die Abhängigkeit vom Zufall aus; wenn M 
die Menge aller möglichen Ergebnisse des betrachteten Ereignisses ist, so ist wE€ M. Die Größe t 
kennzeichnet die Abhängigkeit von der Zeit. Dabei muß aber 2 nicht notwendig die Zeit symboli- 
sieren, sondern kann auch andere systematische Änderungen der Zufallsgröße angeben, z.B. die 
Reihenfolge bei einer Numerierung oder einen Abstand. Sowohl X(t, w) als auch ? kann die natür- 
lichen oder reellen Zahlen durchlaufen. 

Anders ausgedrückt ist der stochastische Prozeß X(t, w) eine Gesamtheit von Zufallsgrößen, die 
von einem reellen Parameter t abhängen. Bei festem £ (das ist einer Momentaufnahme zum Zeit- 
punkt ? vergleichbar) ist X (t, w) eine Zufallsgröße. Bei festem w ist X(t, w) eine Funktion von t. 
Man nennt diese eine Realisierung des Prozesses. So kann X(t, w) z. B. die Anzahl von Individuen 
oder Teilchen, Temperaturen oder Geschwindigkeitsvektoren in Abhängigkeit von der Zeit an- 
geben. Große praktische Bedeutung haben solche stochastische Prozesse X(t, w), bei denen für 
alle £ der Mittelwert m(t) über alle w und die Varianz oder Streuung D®? X (t, w) von X(t, w) über 
alle w existieren, wobei 


m(t) = EIX(t,w)] und D?X(t,w) = E([X(t, w) — m(t)]); 


dabei bedeutet E(...) den Erwartungs- oder Mittelwert der in Klammer angegebenen Größen. 
Sie werden stochastische Prozesse zweiter Ordnung genannt. Im folgenden werden einige spezielle 
stochastische Prozesse angegeben. 


Markowsche Prozesse und Markowsehe Ketten. Die nach Andrei Andrejewitsch Markow (1856 bis 
1922) genannten Prozesse sollen an einem Beispiel erläutert werden: Am Anfang des Zeitintervalls 
(£,2 + 1) fließt zu der in einer Talsperre befindlichen und von zufälligen Einflüssen abhängigen 
Wassermenge X (2, w) die Wassermenge Z(t, w) zu, die ebenfalls vom Zufall abhängig, aber von den 
in den anderen Zeitintervallen zufließenden Mengen unabhängig ist. Außerdem fließt am Ende 
jedes Zeitintervalls die Wassermenge M ab. Sind die Zufallsgrößen X (ft, w) und Z(t, w) bekannt, 
so kann die Wahrscheinlichkeit dafür angegeben werden, daß die am Beginn des (t + 1)-ten Zeit- 
intervalls vorhandene Wassermenge X(t + 1,w) = X(t,w) + Z(t,w) — M ein bestimmtes Fas- 
sungsvermögen, etwa % Volumeneinheiten, nicht überschreitet. Diese Wahrscheinlichkeit ist un- 
abhängig davon, wie groß die Wassermenge in der Talsperre vor dem i-ten Zeitintervall war. Ein 
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stochastischer Prozeß dieser Art wird als Markowscher Prozeß oder als Prozeß ohne Nachwirkung 
bezeichnet. Bei ihm kommt es für die Kenntnis der künftigen Entwicklung lediglich darauf 
an, den gegenwärtigen Stand zu kennen: Sind die Verteilungsfunktionen zu verschiedenen 
Zeitpunkten fo <itı <...<tm bekannt und wird die Verteilungsfunktion zu einem Zeitpunkt 
t > im gesucht, so liegt ein Markowscher Prozeß vor, falls diese nur aus der Kenntnis der Verteilungs- 
funktion zum Zeitpunkt im berechnet werden kann. 

In dem Spezialfall, daß X (t, w) für festes £ nur endlich viele Werte annimmt und daß t lediglich die 
natürlichen Zahlen durchläuft, wird ein solcher Markowscher Prozeß als Markowsche Ketie be- 
zeichnet. 

Als Beispiel für einen Vorgang, der durch einen Markowschen Prozeß beschrieben werden kann, 
sei die Brownsche Molekularbewegung angeführt, 

Die Markowschen Ketten sind in der Genetik von Bedeutung, indem mit ihnen die strukturellen 
Änderungen im Verlaufe mehrerer Generationen beschrieben werden können, 

Mit den Grenzwerteigenschaften (£ wächst über alle Grenzen) von Markowschen Prozessen und 
Markowschen Ketten beschäftigen sich die sogenannten Ergodensätze. 

Eine spezielle Klasse von Markowschen Prozessen, die Klasse der Poissonschen Prozesse, spielt 
unter anderem bei der Beschreibung des radioaktiven Zerfalls oder bei Bedienungsprozessen (Arbeit 
einer Telephonzentrale, Wartezeiten an Schaltern oder bei Maschinenausfall) eine Rolle. 

Das Wachstum von biologischen Gesamtheiten kann mit Hilfe von sogenannten Geburts- und 
Todesprozessen dargestellt werden. D. G. KENDALL versuchte, mit Hilfe soleher Markowscher 
Prozesse die Entstehung und das Wachstum von Krebszellen zu beschreiben. 


Stationäre Prozesse. Die Charakterisierung dieser Prozesse soll an zwei Beispielen erfolgen: 


1. Beobachtet man die Temperaturen in einem festen Punkt der Atmosphäre, und wählt man den 
Beobachtungszeitraum so klein, daß ihre von der Tageszeit abhängigen Änderungen unberück- 
sichtigt bleiben können, so stellt man fest, daß sie unregelmäßige Schwankungen um einen 
festen Mittelwert ausführen (Abb.). 





Lokale atmosphärische Temperaturschwankungen 


2. Verfolgt man den Durchmesser eines von einer Spinnmaschine gesponnenen Fadens, so ergibt 
sich auch hier, daß die auftretenden zufälligen Schwankungen um einen festen Mittelwert 
liegen. 


In beiden Fällen können die Schwankungen auf von der Zeitunabhängige Ursachen zu- 
rückgeführt werden, und man bezeichnet daher stochastische Prozesse, die gleichartige Vorgänge 
wie in den obigen Beispielen beschreiben, als stationäre Prozesse. 

Allgemein unterscheidet man stationäre Prozesse im engeren und im weiteren Sinne. Bei beiden 
geht man zunächst von einem stochastischen Prozeß X(t, w) aus, bei dem die Variable i alle reellen 
Zahlen durchläuft, als Zeit gedeutet wird, und bei dem außerdem für jedes 2 Mittelwert und Varianz 
existieren sollen, 

Ein stationärer Prozeß im engeren Sinn liegt dann vor, wenn bei beliebigen n und r die Verteilungs- 
funktionen der beiden endlichen Gruppen von Zufallsgrößen z{(t, w), z(t3, w), ..., &(fn, w) und 
x(tı + r, w), z(t2 + 7, w), .. ., 2(fn + r, w) identisch sind, also nicht von r abhängen. Eine gemein- 
same Verschiebung aller Zeitpunkte um die Größe r soll mithin keinen Einfluß z, B. auf die Ver- 
teilungsfunktion, den Mittelwert und die Varianz haben. Die Verteilungsfunktion von X(t, w), der 
Mittelwert m = E[X(t, w)] und die Varianz D2?X(t, w) = E[X(t, w) — m(t)]? sind dann von der 
Zeit unabhängig, Die Funktion R(t — s) = E[(X(t, w) — m) (X(s, w) — m)] hängt dabei nur von 
der Differenz (t — s) ab, wobei i und s zwei beliebige Zeitpunkte sind. Sie ist bis auf den Faktor 
1/D: X (t, w) gleich dem Korrelationskoeffizienten und wird Korrelationsfunktion genannt, 

Von einem stationären Prozeß im weiteren Sinn spricht man dann, wenn von den Zufallsgrößen des 
Prozesses lediglich gefordert wird, daß der Mittelwert und die Varianz endliche Werte haben und 
von der Zeit unabhängig sind und daß die Korrelationsfunktion nur von der Differenz (t— s) 
abhängig ist. Diese stationären Prozesse haben für die Praxis große Bedeutung. Sie werden z.B. 
in der Elektrotechnik, speziell der Nachrichtentechnik, bei Untersuchungen von turbulenten 
Strömungen in der Atmosphäre, bei der Bearbeitung von ökonomischen Problemen und in der 
Medizin angewendet. 
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Ohne Austausch von Nachrichten und Informationen in den mannigfachsten Formen ist das täg- 
liche Leben heute undenkbar. Es sei nur an Gespräche, Fernsehsendungen, Vorträge, Unterrichts- 
stunden, Zeitungen, Briefe, Fahrpläne, Messungen in Laboratorien erinnert. Bücher etwa stellen 
eine Art von Informationsspeichern dar. Versteinerungen und prähistorische Funde in Ausgrabun- 
gen liefern Informationen über versunkene Zeiten. Ein Drehautomat arbeitet nach einem Pro- 
gramm, d.h. gemäß gespeicherten Informationen. 


Stetige und diskrete Signale. Die Nachrichten können als diskrete Signale in Form einer Folge von 
einzelnen Symbolen aus einem Symbolvorrat vorliegen, ähnlich wie ein Telegramm aus den Sym- 
bolen des Alphabets zusammengesetzt ist. 

Stetige Signale, z. B. optische, akustische oder elektrische, können in Form einer Funktion der Zeit 
und des Ortes vorliegen. Aus technischen Gründen ist man jedoch vielfach gezwungen und durch 
die begrenzte Auflösungskraft der menschlichen Sinnesorgane auch berechtigt, stetige Signale 
durch diskrete zu ersetzen oder, wie man sich ausdrückt, die stetigen Signale zu quanteln; z.B. 
wird das zu übertragende Fernsehbild in einzelne Quadrate unterteilt, von denen jeweils nur der 
Helligkeitsmittelwert übertragen wird. 


Eine Nachricht läßt sich stets als Folge von diskreten Symbolen darstellen. 


Gegenstand der Informationstheorie, Die Informationstheorie interessiert sich nicht für den subjektiv 
bedingten Inhalt einer Information. Legt man ein bestimmtes Telegramm außer dem eigentlichen 
Empfänger noch anderen Personen vor, so wird ihre Reaktion auf den Inhalt verschieden ausfallen; 
dieselbe Folge von Wörtern ist für den einen wertlos, für den anderen aber eine wertvolle Informa- 
tion. Die Informationstheorie kann sich auch nicht für einmalig auftretende Ereignisse interessieren. 
Sie hat in dieser Hinsicht vieles mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung gemeinsam. Wie diese unter- 
sucht sie nur zufällige Ereignisse E;, die zumindest prinzipiell unter bestimmten konstanten äußeren 
Bedingungen beliebig oft eintreten können, aber nicht notwendig jedesmal eintreten müssen. Der 
Besitz eines Rundfunkgerätes wäre uninteressant, wenn ständig nur der Kammerton a gesendet 
würde. Informationen, auch subjektiv bedingte, können nur durch ständige Abwechslung in der 
gesendeten Symbolfolge entstehen. 

Beobachtet man einen gequantelten Sendevorgang, d. h. eine Folge von Signalen, dann stellt man 
fest, daß sich die relativen Häufigkeiten, mit denen die einzelnen Symbole eines endlichen Symbol- 
vorrats auftreten, bei hinreichend langer Beobachtung und selbst bei mehrfacher Wiederholung 
dieser Beobachtung relativ stabil verhalten. 

Man darf daher wie in der Wahrscheinlichkeitsrechnung annehmen, daß jedes der einzelnen Symbole 
mit einer Wahrscheinlichkeit 7: in der Signalfolge auftritt. In der Folge von Signalen, die durch 
einen gequantelten Sendevorgang entsteht, ist die relative Häufigkeit eines einzelnen Symbols 
eine Konstante, wenn nur genügend lange beobachtet wird. Jedes Symbol tritt danach mit einer 
bestimmten Wahrscheinlichkeit in der Signalfolge auf. Auch für die Buchstaben der Schriftsprache 
gilt dies, wie man durch spezielle Untersuchungen an einigen Romanen der Weltliteratur nach- 
gewiesen hat. 


Gegenstand der Informationstheorie sind Signalfolgen, in denen das Auftreten des einen oder ande- 
ren Symbols dureh eine Wahrscheinliehkeitsverteilung gesteuert wird. Kürzer sagt man dafür: die 
Informationstheorie untersucht die statistischen Eigensehaften eines Nachriehtenübertragungs- 
vorgangs. 


Die Schätzung dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung geschieht mit den Mitteln der mathematischen 
Statistik. 

Eine Signalfolge ist im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie ein zufälliger Prozeß, im einfachsten 
Fall eine stationäre zufällige Folge mit endlich vielen Zuständen. Die aufeinanderfolgenden Signale 
sind aber im allgemeinen nicht unabhängig voneinander; z. B. kann in der deutschen Sprache auf 
ein „‚g“‘ kein „A“ folgen. Eine Sprache läßt sich erst sprechen und eine Musik erst dann anhören, 
wenn nicht jeder mögliche Buchstabe oder jeder Ton auf einen beliebig herausgegriffenen folgen 
kann. In der deutschen Sprache ist die Abhängigkeit aufeinanderfolgender Buchstaben noch über 
acht Buchstaben hinweg wesentlich. 


Entropie. Bricht eine Signalfolge plötzlich ab, so ist man nicht ganz sicher, welches Symbol als 
nächstes erscheint. Diese Ungewißheit wird durch die Übertragung des folgenden Symbols beseitigt. 


Information ist beseitigte Ungewißheit. 


Die vor dem tatsächlichen Eintreten eines Symbols E; bestehende Ungewißheit ist verschieden für 
verschiedene Symbole. Für das Entstehen von jedem besteht eine Wahrscheinlichkeit p:, die sich 
z.B. in der Sprache durch die Abhängigkeit aufeinanderfolgender Buchstaben und Wörter aus- 
drückt. Wegen dieser Beziehungen lassen sich Telegramme nicht nur sehr knapp formulieren, man 
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kann durch sie mitunter Übertragungsfehler feststellen und korrigieren. Man stellt die Symbole 
Eı, Ea, . . ., Zm und: die Wahrscheinlichkeiten 91, 22, - « :, 2m, mit denen ihr Eintreffen zu erwarten 
ist, in Wahrscheinlichkeitstabellen 7 zusammen: 


Bu lesa: A 5 Mm 2 5 
_ “ Pa .:. ei 2. Di ar 0,01 0,01 karl: 


Im angeführten Beispiel Tı enthält die Mitteilung „das nächste Signal ist Eı‘ offenbar wenig 
Information. Man erwartet es wegen 9ı = 0,97 sowieso fast immer. Anders sieht es aus, wenn 
die vier Symbole mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 0,25 erzeugt werden. Da kein Symbol bevor- 
zugt entsteht, erhält man durch die Angabe des als nächstes erzeugten Symbols eine relativ große 
Information. 

Um diese vagen Aussagen quantitativ zu erfassen, soll jeder Wahrscheinlichkeitstabelle T ein 
Informationsmaß zugeordnet werden, das Entropie genannt wird. Es ist nicht negativ, hängt von 
der Anzahl m der möglichen Symbole ab, soll gewisse Additivitätseigenschaften haben und noch 
einigen weiteren, hier nicht herleitbaren Forderungen genügen. 


war 0 u Luc a a Ra m {TIm\ 
Entropie der Wahrscheinlichkeitstabelle T | H{7 N). 


| 
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Willkürlich ist dabei auf Grund der Anwendungen in der Fernmelde- und Rechentechnik die Zahl 2 


1 

als Basis der Logarithmen gewählt worden. Sie lassen sich wie folgt berechnen: lbn = er vw 3,3221gn 

(vgl. Hauptabschnitt Höhere Rechenarten, Kettenregel). Die Informationseinheit 

wird danach der nebenstehenden Wahrscheinlichkeitstabelle T’, zugesprochen, da ( Eı Es 
1.71 1 : 

Sie wird als 1 bt bezeichnet (lies bit [engl. binary digit, Binärzeichen]). 

Man berechnet in dem obigen Beispiel 


H(T,) = 0,0425 + 0,0664 + 0,0664 + 0,0664 = 0,2417 bt, 


Eı Be E E 


während sich im Falle 73 : (; 25 0.25 0.25 0.25 


) die Entropie 


178 1 
H(T;) = —4- 7w3] = +4: B | = 2 ergibt. 
Ist m die Anzahl der verschiedenen möglichen Symbole, dann ist Ibm der größte mögliche Wert der 
Entropie. Er wird gerade dann erreicht, wenn jedes Symbol mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 
1/m auftritt. 


Quelle, Kanal, Empfänger. Die Übertragung von Nachrichten erfolgt durch eine Kette, eine Kaskade, 
hintereinandergeschalteter Übertragungssysteme. Eine Quelle Q produziert eine Folge von Symbolen 
(Signalen) entsprechend einer ganz bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung (Abb.). Über einen 
Kanal gelangt die Nachricht zum Empfänger E. Im Kanal erfahren die Symbole Störungen 
(Rauschen), so daß das Signal am Ausgang dem am 
Eingang durchaus nicht gleich zu sein braucht. Dem- 
entsprechend braucht die gesendete Information Hg 
der von E aufgenommenen Hr nicht gleich zu sein. 
Ein Teil H x dieser Information H, geht verloren, er 






Kanal 


Quene | I | Empfänger 













Störungs- Ar 
velle 
9 An 
Schema eines Übertragungssystems VENN-Diagramm 


wird als Äquivokation bezeichnet. Ein Kanal arbeitet verlustfrei, wenn Hı = 0 ist. Ein Teil H» 
der von E aufgenommenen Information Hz ist unerwünschte Rauschinformation oder Dissipation. 
Die riehtig übertragene Information I(Q, E), die als T'ransinformation bezeichnet wird, ist danach 
I(9,E)=Hz- Hn = Ha —- H,.. Diese Verhältnisse werden im VENN-Diagramm veranschaulicht 
(Abb.). 
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Bei bekannten statistischen Eigenschaften eines Übertragungskanals kann man maximal je Symbol 
nur eine bestimmte Informationsmenge übertragen. Diese obere Grenze der Werte, die I(Q, E) 
annehmen kann, nennt man die Kapazität C des Kanals; sie wird in bt/Symbol gemessen (vgl. 
Kodierung). Als Ausnutzungsindex u des Kanals bezeichnet man das Verhältnis von /I(Q, E) zu ©. 


Übertragungsproblem. Die Quelle gibt mit der in Symbolen/Sekunde gemessenen Geschwindigkeit 
vo Symbole ab. Jedes Symbol beinhaltet im Mittel #g bt/Symbol Informationseinheiten. Dann 
nennt man H: = vg Ho, gemessen in bt/Sekunde, die Entstehungsgeschwindigkeit der Information. 
Überträgt ein Kanal K der Kapazität C' die Symbole mit der Geschwindigkeit vx (gemessen in 
Symbolen/Sekunde) dann kann er höchstens O0; = vx C Informationseinheiten je Sekunde über- 
tragen. C': heißt die Flußkapazität des Kanals. Selbst bei verlustfreiem Kanal ist danach eine ver- 
zögerungsfreie Übertragung nur möglich, wenn die Information nicht schneller produziert wird, 
als sie übertragen werden kann. Es muß 


Flußkapazitäten einiger Informationskanäle 


Bandbreite | Flußkapazität 
in kHz in bt/s 


Tr C 
mithin gelten H: < C, oder vg < vr Br 


Wie läßt sich erreichen, daß ein Kanal trotz 
Störungen Nachrichten möglichst getreu 
übermittelt ? - Wie läßt sich die Störanfäl- 
ligkeit der Nachrichten vermindern -Auf Telegraphie mit 








diese Fragen gibt die Theorie Auskunft.Sie vx = 10 Symbole/s 80 
untersucht die Übertragungsverhältnisse Fernschreiber 970 
bei verrauschtem Kanal. Die technische Fernsprecher 56000 
Lösung der Probleme beruht meist auf Rundfunk 140000 
einem Kompromiß mit der Forderung, UKW 350000 
mit möglichst billigen Mitteln möglichst Fernsehen 130 - 108 


viele Nachrichten zu übertragen. 


Kodierung. Ein notwendiges Glied jedes nachrichtenverarbeitenden Systems besteht in der Um- 
formung ursprünglich vorgelegter Nachrichten in solche anderer Natur, z. B. liegen die Befehle 
und das Rechenprogramm einem Rechenautomaten meist in dekadischen Ziffern vor, der Automat 
kann aber nur Folgen elektrischer Impulse verarbeiten. Zwei Symbole stehen zur Verfügung: L, 
es fließt Strom, und 0, der Strom ist unterbrochen. Alle Symbole des Programms müssen somit auf 
Binärentscheidungen zurückgeführt oder kodiert werden. 

Für ein Programmsymbol stehen die Ziffern 0 bis 9 zur Verfügung, jede mit der Wahrscheinlichkeit 


1 
10° Die Entropie der durch ein Programmsymbol ausgedrückten Information ist daher 


H 10-- Ib = 1b 10= 3,322 bt 
Zn 10 10° u ; 


Im Mittel braucht man deshalb mindestens 3,322 Signale L oder O zur Kodierung einer Ziffer. 
Im ersten gleichmäßigen Code wird jede deka- 

dische Ziffer durch ihre Dualzahl ausgedrückt, 1965 Zwei mögliche Codes für die Ziffern 
also durch OOOLLOOLOLLOOLOL. Diese Sym- des Zehnersystems 

bolfolge läßt sich leicht wieder entziffern (deko- 
dieren), da immer einer Vierergruppe eine Ziffer 
entspricht. Allerdings werden je Ziffer 4 bt ver- 
braucht. Im zweiten Code sind dies nur 3,4 bt, 
während die Entzifferung schwieriger wird, da mit 
OO stets eine Vierergruppe beginnt, sonst aber 
Dreiergruppen auftreten; OOOLLLELOOOLL 
bedeutet wieder 1965. 

Eine weitere Verkürzung der „Codewörter‘‘ wird selbst für gleichmäßige Codes dadurch erzielt, 
daß jeweils zwei bzw. drei und mehr aufeinanderfolgende Ziffern gleichzeitig kodiert werden. 
Überträgt man immer 3 Ziffern gleichzeitig, so werden pro Ziffer 3,33 Binärzeichen aufgewandt. 
Werden hinreichend lange Ziffernfolgen gleichzeitig kodiert, kommt man dem Wert 1b10 = 3,322 
beliebig nahe. 


Entropie der Schriftsprache. In jeder Sprache besteht für jeden Buchstaben des betreffenden Alpha- 
bets eine bestimmte Wahrscheinlichkeit dafür, daß er in einem Text auftritt. 





Näherungswerte der Wahrscheinlichkeiten für das Auftreten einzelner Buchstaben und des Zwischen- 
raums zwischen zwei Wörtern in der deutschen Schriftsprache 


Buchstabe _ E N S I R A D T U 





relative 
Häufigkeitin % | 14,4 14,4 87 65 63 62 59 55 54 42 
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Die restlichen 17 Buchstaben treten nur mit einer Wahrscheinlichkeit von insgesamt 22,6%, auf. 
Dem würde eine Entropie von Hı = 4,037 bt/Buchstabe entsprechen. Zwischen benachbarten 
Buchstaben besteht in einer realen Sprache eine ziemlich enge Bindung. Das kommt darin zum 
Ausdruck, daß die Entropie je Buchstabe kleiner wird, wenn sie auf Grund der Häufigkeiten be- 
rechnet wird, mit denen ein Buchstabenpaar bzw. drei oder mehr Buchstaben hintereinander in 
der Schriftsprache vorkommen: Als Entropie der Sprache bezeichnet man den Grenzwert H 
dieser Entropien. Für die deutsche Sprache ist 


H.. = 1,6 bt/Buchstabe. 


Maximal ließen sich in jedem Buchstaben Ho = 4,75 bt unterbringen, wenn alle gleich häufig 
wären. Dieser Unterschied läßt eine Sprache zwar als technisch unvollkommen erscheinen, doch 
wäre ohne ihn die Sprache im Umgang sicher unverständlich. Man bezeichnet den relativen Unter- 
schied 


1 Hoo 66% 
inf A een Yo 


als Weitschweifigkeit (relative Redundanz) der Sprache. 66% der Buchstaben eines Textes sind also 
bereits durch die statistische Struktur der Sprache festgelegt. Beim WMorsecode wird nur die 
Häufigkeit der einzelnen Buchstaben annähernd berücksichtigt. Der Fernschreibcode ist ein gleich- 
mäßiger Code, je Buchstabe und Zeichen werden 5 bt aufgewandt. 
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Unsere Zeit wird oft als Zeitalter der Automatisierung bezeichnet. Fahrkarten-, Zigaretten- und 
andere Bedienungsautomaten, automatisch funktionierende Aufzüge, Rolltreppen, Plattenspieler 
und Fernsprechvermittlungen sind im alltäglichen Leben schon seit geraumer Zeit bekannt; in der 
Wissenschaft, in der Technik und in der Produktion spielen Rechenautomaten wie allgemein Geräte 
zur automatischen Datenerfassung und -verarbeitung, zur automatischen Steuerung und Regelung 
eine kaum zu überschätzende Rolle. Die Konstruktion und Verwendung von. Automaten hat die 
Aufgabe, die Menschen von routinemäßiger Arbeit zu befreien, und zwar nicht nur von körper- 
licher, sondern auch von geistiger, wobei eine Tätigkeit routinemäßig genannt wird, wenn sie sich 
durch einen Algorithmus beschreiben läßt. In diesem Sinne dienen Automaten. dazu, Algorithmen 
zu realisieren. 

Wie funktioniert nun ein beliebiger konkreter Automat, z. B. ein Einkaufsautomat, bei dem man 
durch Einwurf eines passenden Geldstücks und etwa durch Drücken eines entsprechenden Knopfes 
die gewünschte Ware erhält ? - Unmittelbar fällt ins Auge, daß das Funktionieren eines Automaten 
darin besteht, daß der Automat und seine Umwelt, d.h. der Teil der Wirklichkeit, der nicht zum 
betrachteten Automaten gehört, gegenseitig aufeinander einwirken und auf diese Einwirkungen in 
bestimmter Weise reagieren. Die gegenseitige Einwirkung, die Wechselwirkung, kommt aber da- 
durch zustande, daß Signale ausgetauscht werden. Es kann hier nicht ausführlich erläutert werden, 
was unter einem Signal im allgemeinsten Sinne zu verstehen ist; bei einem Einkaufsauton:aten 
sind es Münzen und Waren, bei einem Rechenautomaten Zahlen oder irgendwelche anderen Daten, 
bei einer automatischen Fernsprechvermittlungsanlage sind es einerseits die beim Wählen erzeugten 
Impulse und andererseits die Impulse, durch die schließlich die gewünschte Verbindung geschaltet 
wird. Ein Automat kann in der Regel nicht beliebige Signale aufnehmen bzw. abgeben. Man nennt 
Signale, die aufgenommen werden, Eingabesignale, und solche, die ausgegeben werden können, 
Ausgabesignale. Signale werden meist mittels gewisser Organe des Automaten ausgetauscht. Diese 
Organe sind häufig spezialisiert, und zwar gibt es Eingabeorgane, auch Eingänge, Eingabevorrichtun- 
gen oder Rezeptoren genannt, die Signale nur aufnehmen, und Ausgabeorgane, auch Ausgänge, Aus- 
gabevorrichtungen oder Effektoren genannt, die Signale nur ausgeben. Die Spezialisierung geht sogar 
so weit, daß jedem Eingang oder Ausgang nur ganz bestimmte Eingabe- bzw. Ausgabesignale aus 
der Gesamtheit aller zu dem betrachteten Automaten gehörenden Signale zugeordnet sind; z. B. 
gibt es bei einem Einkaufsautomaten Schlitze zum Einwerfen von Zwei-Mark-Stücken, Ein-Mark- 
Stücken, Fünfzigern, Groschen und Fünfern. Es ist im allgemeinen sinnlos, wenn der Automat gut 
konstruiert ist und ordnungsgemäß funktioniert, etwa in den 

für Fünfziger bestimmten Schlitz "ein Zwei-Mark-Stück, einen B: 


Groschen oder irgendeinen anderen Gegenstand, z. B. einen : 3 | Autamar | 3: 
Hosenknopf oder eine Metallscheibe einwerfen zu wollen; der = Zell 
Gegenstand würde entweder gar nicht in den Schlitz passen Em An 
oder aber keine Reaktion des Automaten hervorrufen und sofort ‚Schematische Darstellung eines 
in den Rückgabebecher fallen, Automaten 

In der Abbildung ist ein Automat mit m Eingängen Eı,..., 

Em und n Ausgängen 4ı, ..., An schematisch dargestellt (m>0,n2 0). Dabei ist der Fall, daß 
m bzw. n Null ist, durchaus zugelassen. Es handelt sich dann um einen Automaten, der keine 
Eingänge bzw. Ausgänge hat. 
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Es werden jetzt sechs einschränkende Bedingungen formuliert, durch die aus der Gesamtheit aller 
konkreten, d.h. in der Wirklichkeit existierenden, Automaten eine spezielle Klasse herausgehoben 
wird. Die Automaten dieser Klasse werden dann durch bestimmte mathematische Objekte, die 
abstrakte Automaten heißen, beschrieben. Die abstrakten Automaten sind der Gegenstand der 
mathematischen Theorie der abstrakten Automaten. 


1. Zeitlieh diskontinuierliche Arbeitsweise der Ein- und Ausgänge. Es wird gefordert, daß eine 
bestimnite Zeitspanne existiert, die mindestens verstreichen muß, ehe nach der Ein- bzw. Ausgabe 
eines Signals das nächste ein- bzw. ausgegeben werden kann. Beispiele solcher Automaten sind 
Schreibmaschinen, Warenautomaten, automatische Fernsprechvermittlungsanlagen und zeitlich 
diskontinuierlich arbeitende Rechengeräte. Die in dieser Form ablaufenden Signaleingabe- und 
Signalausgabeprozesse werden mathematisch durch Folgen im üblichen Sinne beschrieben. 

Zum Unterschied dazu gibt es Automaten, bei denen die Ein- und Ausgabe von Signalen zeitlich 
kontinuierlich erfolgt, d.h. zu jedem Zeitpunkt ein Signal eingegeben und ein anderes ausgegeben 
wird. Die Ein- und Ausgabevorgänge werden jetzt nicht durch Folgen, sondern durch Funktionen 
p(t) erfaßt, wobei t die reelle Achse oder ein Intervall durchläuft. Beispiele für Automaten mit 
kontinuierlicher Ein- und Ausgabe sind ein Meßwertwandler, der den Stand einer Quecksilbersäule 
als Eingabesignal in eine elektrische Spannung als Ausgabesignal umformt, oder ein Manometer, 
durch das der Druck in einem Dampfkessel als Eingabesignal in eine Zeigerstellung als Ausgabe- 
signal übergeführt wird. Die im Hauptabschnitt Regelungsmathematik beschriebenen stetigen 
Glieder sind nichts anderes als Automaten in diesem Sinne. 

Durch die Bedingung 1 werden Automaten, die zeitlich kontinuierlich arbeitende Ein- oder Aus- 
gänge haben, aus der Betrachtung ausgeklammert. Derartige Automaten werden hauptsächlich in 
der Regelungstheorie studiert. 

In der Praxis kommen auch Automaten vor, die kontinuierlich arbeitende Eingänge und diskon- 
tinuierlich arbeitende Ausgänge haben bzw. umgekehrt. Automaten dieser Funktionsweise haben 
eine große Bedeutung, denn in der Praxis werden häufig zeitlich kontinuierlich anfallende Signale 
in (zeitlich diskontinuierliche) Signalfolgen bzw. umgekehrt umgewandelt, damit z. B. bestimmte 
Rechenanlagen zur Informationsverarbeitung verwendet werden können. Ein Beispiel für einen 
derartigen Automaten ist ein automatischer Schalter, der die Straßenbeleuchtung bei einer be- 
stimmten Helligkeit am Abend ein- und am Morgen ausschaltet. Genaugenommen gehört auch das 
Manometer hierher, da die den Druck verursachenden Stöße der Moleküle diskontinuierlich er- 
folgen, durch die Trägheit der Membran aber zu einer kontinuierlichen Bewegung der Membran 
verschmiert werden. Beim Studium solcher Automaten berühren sich die Regelungstheorie und 
die Theorie der abstrakten Automaten. 


2. Synehron arbeitende Ein- und Ausgänge. Diese Bedingung besteht aus drei Teilen. Ersiens 
wird gefordert, daß alle Eingänge untereinander synchronisiert sind, d.h., daß nur zu denselben 
Zeitpunkten in die verschiedenen Eingänge Signale eingegeben werden können. Zweitens sollen 
auch die Ausgänge untereinander synchronisiert sein und drittens schließlich die Eingänge mit den 
Ausgängen. Deshalb dürfen die m Eingänge Eı, Es, ... ., Em zu einem Eingang E und dien Ausgänge 
Aı, As, ..., An zu einem Ausgang A zusammengefaßt werden; X soll dann die zum Eingang ge- 
hörende Signalmenge bedeuten und Y entsprechend die zum Ausgang A gehörende. Somit erhält 
man die folgende Bedingung. 


3. Es gibt genau einen Eingang und genau einen Ausgang. Ein Beispiel soll das Zusammenfassen 
verschiedener synchronisierter Eingänge veranschaulichen. Zu den drei Eingängen E,, Es und Es 
eines Automaten mögen die Mengen Xı ={a,b,c}, Xa= {«,$} und Xs = {0,1} von Eingabe- 
signalen gehören. Es ist offenbar gleichwertig, ob man zu einem Zeitpunkt it durch die getrennten 
Eingänge Eı, Er und E; die Signale b, « und 1 oder ob man nach der Zusammenfassung durch den 
einzigen Eingang E das geordnete Tripel [b, «, 1] eingibt. Alle für E möglichen Tripel sind dann 
durch die nebenstehende Menge X gegeben. Mit SEI U LEE en TI 75 
anderen Worten, die Menge X ergibt sich durch = {la, &, 0], [a, %, 1], [a, B, 0], [a, B, 1], 
Multiplikation aus den Mengen X, X» und X3;d.h,, [d, &, 0], [B, %1], [d, 8, 0], [b, ß, 1], 
es gilt Z=Xı x XXX [e, &, 0], [e, &, 1], [e, ßB, 0), [e, ß; 1]} 


4, Äquidistante Arbeitspunkte der Ein- und Ausgänge. Wegen der schon geforderten diskontinuier- 
lichen Arbeitsweise können die Abstände zwischen zwei benachbarten Zeitpunkten, zu denen eine 
Ein- und eine Ausgabe von Signalen erfolgen kann, nicht beliebig klein gemacht werden. Sie sollen 
darüber hinaus alle einander gleich sein. Dieser konstante Abstand kann dann als Zeiteinheit dienen, 
und die Arbeitspunkte des Automaten lassen sich der Reihe nach mit 1, 2, 3,..... durchnumerieren. 
Eine Numerierung ist auch möglich, wenn die Abstände nicht sämtlich gleich lang sind; es würde 
jedoch bedeuten, daß bei allen Betrachtungen die für einen Takt erforderliche Zeit vernachlässigt 
wird. 

5. Existenz innerer Zustände, Man beobachtet, daß es Automaten gibt, die zu verschiedenen Zeit- 
punkten auf dasselbe Signal verschieden reagieren. Es muß ihnen deshalb ein „Gedächtnis“ zu- 
geschrieben werden, d.h., sie müssen einen Speicher haben, mit dessen Hilfe sie sich „„merken“ 
können, welche Signale im Laufe der Zeit eingegeben wurden und wie sie darauf reagiert haben. 
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Ein Automat, der eine Rolltreppe ein- oder ausschaltet, falls etwa durch eine Person P eine entspre- 
chende Lichtschranke unterbrochen wird, muß sich ‚‚merken‘‘ können, daß eventuell nach P eine 
weitere Person P’ die Rolltreppe betreten hat, daß somit noch nicht ausgeschaltet werden darf, 
wenn P die Rolltreppe verläßt. 

Diese Eigenschaften eines Automaten werden darauf zurückgeführt, daß er sogenannte innere 
Zustände z; annehmen kann und daß er auf ein eingegebenes Signal in Abhängigkeit von dem vor- 
liegenden inneren Zustand reagiert. Die Menge der inneren Zustände, die überhaupt vorkommen 
können, wird durch Z angedeutet. 


6. Diskontinuierlicehe und synehrone Verarbeitung der eingegebenen Signale auf Grund einer Über- 
führungsfunktion und einer Ausgabefunktion. Es wird angenommen, daß der Automat, zeitlich 
diskontinuierlich und mit der’ Ein- und Ausgabe synchronisiert, gewisse innere Zustände aus dem 
Reservoir Z möglicher innerer Zustände durchläuft. Ferner wird vorausgesetzt, daß der neue innere 
Zustand, etwa der Zustand 2:+1 im Zeitpunkt 2 + 1, eindeutig durch das im Zeitpunkt t eingegebene 
Signal x: und den im gleichen Zeitpunkt vorliegenden inneren Zustand z: festgelegt ist. Mathematisch 
bedeutet dies, daß eine Funktion f existiert, die jedem Eingabesignal € X und jedem inneren 
Zustand z€ Z wieder einen inneren Zustand z* = f(x,z) zuordnet und deshalb Überführungs- 
funktion des Automaten genannt wird. Der innere Zustand 2:4 ist somit durch zZı41 = f(z:, 2:) 
gegeben. Schließlich wird gefordert, daß eine weitere Funktion g existiert, die jedem Eingabe- 
signal x € X und jedem inneren Zustand ze Z ein Ausgabesignal y= g9(x,z) zuordnet und deshalb 
Ausgabefunktion genannt wird. Das Signal %., das im Zeitpunkt t ausgegeben wird, ist durch yı 
= 9(%:, 2) bestimmt, Auch die Festsetzung Yırı = 9(X:, 2:) ist möglich; auf die Problematik, die 
mit diesen zwei Möglichkeiten verbunden ist, kann aber aus Platzgründen nicht eingegangen 
werden. 

Damit sind die angekündigten sechs Bedingungen formuliert. Bei dem Wort Automat denkt man 
gewöhnlich nur an Systeme, die aus mechanischen oder elektronischen Bauelementen zusammen- 
gesetzt sind. 

Es ist charakteristisch für die moderne kybernetische Betrachtungsweise, daß von der Art des 
Materials, aus dem ein System aufgebaut ist, abstrahiert wird; demgemäß wird in den an- 
gegebenen Bedingungen nichts darüber vorausgesetzt, aus welchem Material die betrachteten 
Automaten bestehen sollen oder dürfen. Akzeptiert man diesen methodischen Ansatz, dann gibt 
es auch biologische Systeme (lebende Organismen), die die angeführten Bedingungen exakt oder 
angenähert erfüllen. Dies wird verständlich, wenn man daran denkt, daß nach dem heutigen Stand 
der Kenntnisse die Naturvorgänge diskontinuierlich ablaufen (Quantentheorie). 


Abstrakte Automaten. Wie eingangs schon angedeutet, werden die durch die Bedingungen 1 bis 6 
festgelegten konkreten Automaten durch bestimmte mathematische Objekte beschrieben, die 
abstrakte Automaten heißen. Diese sind der Gegenstand einer mathematischen Theorie, der Theorie 
der abstrakten Automaten ; sie werden durch die angegebenen Bedingungen charakterisiert und können 
mittels mathematischer, d. h. deduktiver, Methoden untersucht werden. Bei diesen Begriffsbildun- 
gen spielt eine Rolle, daß nur die Verhaltensweisen der betrachteten Automaten studiert werden 
sollen, d. h. die Reaktionen eines gegebenen Automaten auf beliebige Folgen von Eingabesymbolen. 
Für die innere Struktur eines Automaten interessiert man sich in der Theorie der abstrakten Auto- 
maten nur in der Form, daß die Existenz einer Überführungs- und einer Ausgabefunktion konsta- 
tiert wird. Alle weiteren Fragen zur inneren Struktur von Automaten gehören in andere wissen- 
schaftliche oder technische Disziplinen; sind sie mathematischer Natur, dann z. B. in die Theorie 
der Netze und Schaltkreise (auch Schaltalgebra genannt), sind sie physikalischer oder technischer 
Natur, so gehören sie etwa zur Physik, Chemie und Biologie, speziell zur Elektronik, Biophysik und 
Biochemie. 

Bei der Definition des Begriffes abstrakter Automat läßt man sich von der Tatsache leiten, daß 
das Verhalten eines Automaten, der die Bedingungen 1 bis 6 erfüllt, durch die Menge X der 
Eingabesignale, die Menge Y der Ausgabesignale, die Menge Z der inneren Zustände, die Über- 
führungsfunktion f und durch die Ausgabefunktion 9 eindeutig festgelegt ist. Demgemäß 
definiert man: 


Ein Quintupel A= x Y, Z; hg heißt abslsuikier Automat genau dann, wenn Ss Y, 2 
beliebige Mengen sind und f bzw. g eine OSenuge mung von X x Z in Z bzw. von 
ZZ r u 


Verhaltensfunktionen, Durch diese Funktionen werden alle überhaupt möglichen Verhaltensweisen 
eines Automaten mathematisch erfaßt. Es sei ein beliebiger Zustand zı € Z eines abstrakten Auto- 
maten A = [X, Y,Z, f, g] fest gegeben. Man denkt sich den Automaten A vor Beginn seiner Tätig- 
keit in den Zustand 2, versetzt; demgemäß heißt zı in diesem Zusammenhang Anjfangszustand von A. 
Wird jetzt in A eine beliebige endliche Folge zı @2 . .. X L; > 1) von Signalen aus X eingegeben, 
so produziert der Automat A eindeutig eine Folge yı ya. » Yn von Signalen aus Y, d.h. eine 
von Ausgabesignalen. Die zu einer Eingabefolge xı &...xn gehörende Ausgabefolge Yı Yar. + Yan 
kann durch das folgende Schema festgelegt werden. 
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Somit ist zu dem gegebenen 2ı €Z Tas 

eine Funktion V,, definiert, die ee > 

für eine beliebige Eingabefolge =ı f(zı, 1) 22 = yı 

x X2...X%n als Argument die Reak- le, ’za) Pr en 

tion Yyı Y2 - » . Yn des Automaten A 5 nr 

im Anfangszustand zı als Wert ste 

annimmt, d.h. für die ee N a 
ala ae nee) 

gilt. Die Funktion V,, wird die 


zum Zustand zı gehörende Verhaltensfunktion genannt. Da jedes z€E Z als Anfangszustand 
gewählt werden kann, gehört auch zu jedem zE Z eine Verhaltensfunktion V.. 


















Beispiel: Zahlen, die im Dualsystem dargestellt sind, werden nach einem Algorithmus addiert, 
der durch das nebenstehende Schema für die Zahlen LLOOOLLL una Be Zn 


u an h ® 
N % >, T-6D1; 





und LOOLOLL erläutert werden soll. Die Zahlen werden wie 
angegeben untereinandergeschrieben, dann werden die jeweils ——T 
in derselben Spalte untereinanderstehenden addiert, von rechts #| 
beginnend. Dabei muß man Ergebnis und Übertrag unter- Ä 
scheiden. Die Überträge sind rot geschrieben, und die Ergeb- 
nisse stehen unter dem Strich. Ferner muß der bei der Addition 
der i-ten Spalte erhaltene Übertrag in der (© + 1)-ten Spalte 
mit addiert werden. In der ersten Spalte erhält man L-+L 

= LO, d.h. das Ergebnis 0 und den og L; in der zweiten L+ L + L = LL, ErgebnisLL, 
Übertrag L; in der dritten L+ O + L= LO, Ergebnis O, Übertrag L; usw. 

Es soll jetzt ein abstrakter Automat konstruiert werden, der diesen Algorithmus realisiert. Ein 
entsprechender konkreter Automat wird Addiergerät für Dualzahlen oder kurz Dualadder 
genannt. 

Demgemäß liegt es nahe, die in der ersten und zweiten Zeile jedoch in derselben Spalte des obigen 
Schemas stehenden Ziffern zu geordneten Paaren zusammenzufassen und diese als Eingabesignale 
einzuführen. Es gibt genau vier derartige geordnete Paare, nämlich [O, O], [O,L], [L,0] und 
[L,L]; man setzt deshalb X = {[0, O], [0, L], [L, O], [L, L]}. 

Das bei jedem Schritt zu notierende Ergebnis wird als Ausgabesignal betrachtet; es gibt somit die 
Ausgabesignale O und L, und man setzt Y = {O,L}. Die Überträge können als innere Zustände 
des zu konstruierenden Automaten.gedeutet werden. 
Als Übertrag können O oder L auftreten, d. h., man 
setzt Z=140,L}. 

Die Funktionen fund g müssen entsprechend der De- 
finition von X, Y und Z so festgelegt werden, daß für 
jedes € X undz € Z stets f(x,z) der erhaltene Über- 
trag und g9(2, 2) das zu notierende Ergebnis sind. Sie 
lassen sich leicht durch die nebenstehende Tabelle 
charakterisieren. 

Damit der konstruierte Automat das Gewünschte leistet, müssen noch einige Vereinbarungen 
getroffen werden. Zunächst ist klar, daß er stets im Anfangszustand O gestartet werden muß; 
wird er nämlich im Anfangszustand L gestartet, entspricht der erste Schritt nicht dem Additions- 
algorithmus für Dualzahlen, denn es wird eine Eins zuviel addiert, Ferner muß der Automat 
so lange laufen, bis der Additionsalgorithmus abgearbeitet ist. Dazu ist erstens notwendig, vor 
die kürzere der beiden zu addierenden Zahlen so oft O zu setzen, bis beide die gleiche Länge 
haben. Sind beide gleich lang, erübrigt sich diese Operation. Auf diese Weise wird erreicht, daß 
der Automat alle vorkommenden Spalten überhaupt addiert. Nachdem der letzte Takt vollzogen 
ist, kann es geschehen, daß der Automat im inneren Zustand L stehenbleibt. Nach Definition der 
Funktion f ist dieses L aber ein Übertrag, der bei der Addition in der folgenden Spalte verarbeitet 
werden muß, Deshalb ist es zweitens erforderlich, eine weitere Spalte einzuführen. Man schreibt 
dazu vor jede zu addierende Zahl noch eine Dualziffer, und zwar je eine Null, damit der 
entsprechende Automatentakt dasselbe Ergebnis wie der letzte Schritt des Additionsalgorithmus 
liefert. Es ist klar, daß danach der Automat stets in den inneren Zustand O übergeht, was dem 
Übertrag Null entspricht. 





Homomorphie und Isomorphie abstrakter Automaten. Diese Begriffe werden in Analogie zu entspre- 
chenden Begriffsbildungen in der Algebra definiert. Es wird aber nur ein (wichtiger) Spezialfall 
betrachtet. Gegeben seien die abstrakten Automaten A = [X, Y,Z, /,gJund 4’ = [X, Y,Z’, f, g]. 
Man sagt, daß A’ zustandshomomorphes bzw. zustandsisomorphes Bild von A genau dann sei, wenn 
es eine eindeutige bzw. eine eineindeutige Abbildung von Z auf Z’ gibt, so daß für jedes ze X 


und jedes z € Z gilt: 
elf, 2)] = Fr, p(2)), 
92,2) = y’[e, ple)]. 
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Die Bedeutung dieser Gleichungen läßt sich leicht einsehen ; der Automat A befinde sich im inneren 
Zustand z, der Automat A’ im inneren Zustand o(z), der dem Zustand z mittels zugeordnet ist. 
Es werde sowohl in A als auch in A’ das Signal x eingegeben. Die erste Gleichung besagt, daß dem 
Zustand f(z, 2), in den der Automat A übergeht, durch p der Zustand /’[x, p(z)] zugeordnet ist, in 
den der Automat A’ übergeht. Die zweite Gleichung drückt aus, daß beide Automaten dasselbe 
Signal ausgeben. 


Äquivalenz von Zuständen. Man nennt Zustände z, und 23 eines abstrakten Automaten A äquivalent 
genau dann, wenn die dazugehörigen Verhaltensfunktionen V,, und V,, übereinstimmen, d.h., 
wenn für jede Eingabefolge xı 2... &n mit 21,0%, ..„ZnE€E X gilt: 


V.,(zı 2 ı.% In) = V.,(zı rei» In). 


Äquivalenz abstrakter Automaten. A und A’ heißen äquivalent genau dann, wenn die Gesamtheit 
aller möglichen Verhaltensfunktionen von A mit der entsprechenden Gesamtheit von 4’ überein- 
stimmt. 


Endliche abstrakte Automaten. Ein abstrakter Automat A = [X, Y,Z, f, 9] heißt endlich genau 
dann, wenn die Mengen X, Y und Z sämtlich endlich sind. 

Damit sind einige der wichtigsten Begriffsbildungen entwickelt, mit denen in der Theorie der ab- 
strakten Automaten gearbeitet wird. Es werden jetzt einige Hauptprobleme und Resultate aus 
dieser Theorie formuliert. 


Existenz und Konstruktion minimaler abstrakter Automaten. Da äquivalente Zustände dieselbe 
Verhaltensfunktion erzeugen, läßt sich vermuten, daß durch Weglassen von Zuständen, die anderen 
Zuständen äquivalent sind, und durch eine geeignete Definition einer neuen Überführungs- und einer 
neuen Ausgabefunktion ein abstrakter Automat konstruiert werden kann, der dem gegebenen 











= Ri 


Sind die betrachteten Automaten endlich, gibt es ein allgemeines Verfahren, d.h. einen Algorith- 
mus, mit dem der kleinste Automat konstruiert werden kann. Dieses Verfahren hat unmittelbar 
praktische Bedeutung. Es darf jedoch nicht überschätzt werden, da nur die Anzahl der Zustände 
eines Automaten minimalisiert wird; andere Fragen, wie zum Beispiel, ob ein Automat aus ge- 
gebenen Bauelementen möglichst günstig aufgebaut werden kann, werden durch diesen Algorith- 
mus nicht gelöst. 

Für endliche Automaten sind außerdem Algorithmen entwickelt worden, mit denen man die wich- 
tige Frage, ob zwei gegebene Automaten äquivalent sind, effektiv entscheiden kann. 


Analyse und Synthese abstrakter Automaten. Bei der Analyse handelt es sich um das Problem, die 
zu einem gegebenen Automaten gehörenden Verhaltensfunktionen zu charakterisieren. Meist ist 
nicht nur ein einzelner Automat, sondern eine im allgemeinen unendliche Klasse von Automaten, 
z. B. die Klasse aller endlichen Automaten, gegeben, und außerdem kann jede der in Frage kom- 
menden Verhaltensfunktionen durch mindestens einen Ausdruck eines bestimmten Kalküls che- 
rakterisiert werden, Für die Klasse der endlichen Automaten sind sogar Analysealgorithmen ent- 
wickelt worden. Darunter versteht man Algorithmen, mit denen zu jedem endlichen Automaten 
ein Ausdruck konstruiert werden kann, der die Verhaltensfunktionen dieses Automaten beschreibt. 
Das Syntheseproblem ist die Umkehrung des Analyseproblems, Es ist für die Praxis noch wichtiger 
als das Analyseproblem. Für endliche Automaten sind ebenfalls algorithmische Lösungen des Syn- 
theseproblems angegeben worden. 
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GESCHICHTLICHES 


Schon in den frühesten Entwicklungsstufen der Menschheit wurden Algorithmen entdeckt und 
aufgestellt. Das Zusammenleben der Menschen in größeren Gruppen erforderte Regeln des Ver- 
haltens schlechthin, Gebote, Gesetze, Der hinter diesen Erscheinungen verborgene Algorithmen- 
begriff trat zuerst im Rahmen der Mathematik und Logik ins Bewußtsein als allgemeines Ver- 
fahren zur Lösung aller Aufgaben einer gegebenen, im allgemeinen unendlichen Aufgabenklasse. 
Als Musterbeispiel aus dem Altertum ist der Euklidische Algorithmus anzusehen. Ein weiteres 
Beispiel aus jener Zeit ist die Syllogistik von ARISTOTELES (384—322 v. u. Z.); das ist ein System 
von Regeln zur Erfassung gewisser logischer Schlußweisen (nämlich der einstelligen Prädikaten- 
logik der ersten Stufe). 
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Allgemeinere Gedanken über Algorithmen als universelle Verfahren in der Mathematik traten 
jedoch erst im Mittelalter auf. 

Unser heutiges dezimales Stellenwertsystem stammt aus Indien und wurde ungefähr um die Mitte 
des 7. Jahrhunderts von den Arabern übernommen. Einen ersten Höhepunkt der sich nun ent- 
wickelnden arabischen Mathematik, die auf das Studium algebraischer Probleme gerichtet war, 
findet man bei MUHAMMAD IBn MvsA AL-Hwärızmf um 825. In einer seiner zahlreichen Arbeiten 
über mathematische und astronomische Probleme erläutert er das indische Zahlensystem und das 
Rechnen in diesem System. Das Original ging verloren ;‘ von der lateinischen Übersetzung unter 
dem Titel Algorithmi de numero Indorum, nach anderer Deutung direkt von dem Namen Al- 
HwärizmfT, ist das Wort Algorithmus abgeleitet. 


Ars magna,. Die von den Arabern eingeführten algebraischen Methoden inspirierten den Spanier 
Raymundus Lurrus um 1300 zu seiner Ars magna. Er versteht darunter ein allgemeines Verfahren, 
alle Wahrheiten überhaupt aufzufinden. Die von Lullus tatsächlich angegebenen Verfahren sind 
praktisch ohne Wert, wichtig ist allein, daß durch ihn die großartige Idee des allgemeinen Verfah- 
rens konzipiert wurde. 

Luvrrus hat durch die Idee der Ars magna auf die folgenden Generationen von Mathematikern 
einen großen Einfluß ausgeübt, z. B. sieht noch CARDANO über zweihundert Jahre später die Algebra 
völlig im Zeichen der Lullusschen Kunst. Das geht unter anderem aus dem Titel seines Werkes 
Artis magnae seu de regulis algebraicis liber unus hervor, in dem er algebraische Algorithmen ver- 
öffentlichte (1545), darunter die nach ihm benannte Formel zur Auflösung der allgemeinen Glei- 
chung dritten Grades. 

Die Entwicklung der Algebra im 16. Jahrhundert schien zu zeigen, daß alle Fragestellungen dieses 
Gebietes algorithmisch behandelt werden können, während in der anderen damals vorhandenen 
mathematischen Wissenschaft, der Geometrie, derartige Entwicklungen nicht bemerkbar waren; 
die Analysis im heutigen Sinne entstand erst später. DESCARTES (1596— 1650), der die analytische 
Geometrie schuf, sah das Wesentliche seiner Methode darin, auf diesem Wege alle geometrischen 
Probleme in algebraische zu übersetzen und damit den algebraischen Algorithmen zugänglich zu 
machen. Demgemäß war für ihn nicht die Einführung von Koordinaten entscheidend - sie gab es 
schon im Altertum -, sondern die Rückführung der Geometrie auf die Algebra. Da er der Meinung 
war, daß alle algebraischen Probleme mit einem allgemeinen Verfahren gelöst werden könnten, 
folgerte er, daß es nunmehr für den schöpferischen Mathematiker keine interessanten: Probleme 
ınehr gäbe. Das war allerdings ein Irrtum, jedoch bei dem damaligen Entwicklungsstand ein ver- 
zeihlicher; denn es mußten noch fast dreihundert Jahre vergehen, ehe man zu einer Abgrenzung 
dessen, was algorithmisch gelöst werden kann, gelangte - und darunter fallen nicht alle Probleme 
der Algebra. 

Die von LULLUS inspirierten Ideen einer Ars magna fanden bei Leısnız (1646—1716) einen ersten 
Höhepunkt. Er versuchte, möglichst allgemeine Algorithmen aufzustellen und in das Wesen des 
Algorithmus einzudringen. LEIBNIZ betont, daß er auf LuLLus zurückgeht, und stellt fest, daß der 
Begriff der Ars magna genaugenommen zwei Begriffe umfaßt, nämlich den einer Ars iudicandi 
(Entscheidungsverfahren) und den einer Ars inveniendi (Erzeugungsverfahren, Axiomatisierungs- 
verfahren). Außerdem weist er darauf hin, daß man ein allgemeines Verfahren auf einer Maschine 
muß realisieren können, und nimmt damit den heutigen Begriff der logischen, d.h. informations- 
verarbeitenden, also kybernetischen Maschine voraus. Demgemäß ist es kein Zufall, daß LEIBnız zu 
den ersten gehörte, die mechanische Rechenmaschinen zur Ausführung der Grundrechnungsarten 
konstruierten. 

Die Ideen einer Ars magna wurden nach LEIBNIZ zunächst nicht weitergeführt. Eine Ursache dafür 
ist, daß die für derartige Untersuchungen notwendige Formalisierungs- und Interpretationstechnik 
der mathematischen Logik und Metamathematik noch nicht existierte; als andere Ursache ist zu 
nennen, daß allgemein die wissenschaftlich-technische Entwicklung noch nicht genügend weit 
fortgeschritten war. 


Logik und Mathematik. Die Entwicklung der Formalisierungs- und Interpretationstechnik begann 
zuerst in der Logik, und zwar, wenn man von den Ansätzen bei ARISTOTELES (Syllogistik) und 
LEIBNIZ absieht, mit den Arbeiten von A. DE MorGANn (1806-1871) und G. Boore (1815— 1864). 
Die insbesondere durch BooLE angeregten Untersuchungen, bei denen Analogien zur Algebra eine 
bedeutende Rolle spielten (Boolesche Algebra), wurden von E. SCHRÖDER (1841-1902) in seinen 
Vorlesungen über die Algebra der Logik (3 Bände, 1890—1895) systematisch ausgebaut, vervoll- 
ständigt und zu einem gewissen Abschluß gebracht. 

Neue Anregungen zur Formalisierung der Logik und auch der Mathematik entstanden, zum Teil 
unabhängig von der Boole-Schröderschen Richtung, durch den Wunsch nach exakter Grundlegung 
der Mathematik, ausgelöst durch die Antinomien der Mengenlehre. Diese Untersuchungen, in denen 
auf die enge Analogie zur Algebra verzichtet wird, wurden durch G. FREGE (1848-1925) und 
G. PEAno (1858—1932) begonnen und fanden einen ersten Höhepunkt in dem monumentalen Werk 
Principia Mathematica (3 Bände, 1910-1913) von A. N. WEITEHEAD (1861—1947) und B. Russen 
(geb. 1872), in dem gezeigt wurde, daß sich große Teile der Logik und Mathematik in einem Kalkül 
(auch formalisierte Sprache oder formalisierte Theorie genannt) darstellen lassen. Weiter sind in 
dem Zusammenhang besonders die großartigen Leistungen von D. HıLBerT (1862-1943) und 
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seinen Schülern sowie der Polnischen Logikerschule zu nennen, die seit der Jahrhundertwende und 
verstärkt nach dem Ende des ersten Weltkrieges mit grundlegenden Arbeiten über den Aufbau 
und die Struktur formalisierter Theorien hervortraten. 


BEGRIFF DES ALGORITHMUS 


In der modernen Wissenschaft, in der Technik und in der Produktion, in der Natur und in der 
Gesellschaft (selbst in Bereichen, in denen man dies zunächst nicht vermutet, z. B. in der Pädagogik, 
in der Sprache und in der Kunst) gibt es zahlreiche Vorgänge und Erscheinungen, auch Prozesse 
genannt, die sich bei einer geeigneten Abstraktion durch Algorithmen beschreiben und erfassen 
lassen. 

Wie mit anderen Formen wissenschaftlicher Forschung wird durch die Verwendung von Algorith- 
men angestrebt, Kenntnisse über die betrachteten Vorgänge und Erscheinungen zu erhalten; 
dabei sollen die durch Algorithmen zu beschreibenden Prozesse so erfaßt werden, daß sie auf 
Grund dieser Beschreibung im Prinzip von einem Automaten nachgebildet oder gesteuert werden 
können. Damit ist angedeutet, daß der Begriff des Algorithmus zu den zentralen Begriffen der 
Kybernetik gehört und Algorithmen bei allen Automatisierungsproblemen eine grundlegende Rolle 
spielen. Bislang ist kein anderer Weg bekannt, einen Prozeß zu automatisieren, als ihn zu algorith- 
misieren, d.h. durch einen Algorithmus zu beschreiben, auf dessen Grundlageein Automat dann kon- 
struiert oder ein gegebener Automat hergerichtet, z. B. ein programmgesteuerter Automat pro- 
grammiert werden kann (vgl. die Hauptabschnitte Rechenautomaten und Abstrakte Automaten). 
Man könnte denken, daß diesen Thesen die Existenz lernender Automaten, deren Entwicklung in 
den letzten Jahren begonnen hat, widerspricht; denn ein lernender Automat wird nicht von einem 
Menschen programmiert. Er wird vom Konstrukteur nur mit gewissen allgemeinen Verhaltens- 
prinzipien ausgestattet und bildet sein endgültiges Verhalten danach und in direkter Wechsel- 
wirkung mit seiner Umwelt heraus. Das endgültige Verhalten folgt jedoch wieder einem Algorith- 
mus, wenn dieser auch ohne unmittelbare Beteiligung des Menschen aufgestellt wurde. 

Aus den folgenden Beispielen für Prozesse, für die bereits beschreibende Algorithmen bekannt 
sind oder für die es wichtig ist, nach solchen zu suchen, ergibt sich, daß Algorithmen eine große 
theoretische und praktische Bedeutung haben und demgemäß eine exakte und hinreichend all- 
gemeine begriffliche Analyse dessen, was unter einem Algorithmus zu verstehen ist, und eine um- 
fassende theoretische Untersuchung aller in diesem Zusammenhang auftretenden Probleme als 
unerläßlich angesehen werden muß. Aus der Logik sind die Prozesse des logischen Schließens - 
nicht mit Denken zu verwechseln, das viel mehr umfaßt als Schließen - und aus der Mathematik 
beliebige Rechenprozesse zu nennen, insbesondere Auflösungsverfahren für die verschiedensten 
Typen von Gleichungen, z. B. von linearen Gleichungen, von beliebigen algebraischen Gleichungen, 
von Differentialgleichungen und von Integralgleichungen. Unter allgemeinen kybernetischen Ge- 
sichtspunkten interessieren Prozesse der Informationsverarbeitung in Automaten, in Organismen 
(einschließlich des Menschen) sowie in Kollektiven aus Automaten und Organismen, z.B. in einer 
menschlichen Gesellschaft. Außerordentlich wichtig sind Produktionsprozesse, z.B. der Herstel- 
lungsprozeß eines chemischen Produkts, eines Fernsehgerätes oder eines Motors, aber auch Pla- 
nungs- und Leitungsprozesse, etwa die Tätigkeit eines Schaltwartes, eines Dispatchers, eines Sta- 
tionsvorstehers, eines Piloten, eines Verkehrspolizisten, eines Lehrers. Weitere wichtige Prozesse 
sind die Tätigkeit eines Wissenschaftlers, eines Künstlers, eines Übersetzers bei ihrer Arbeit. 

Alle Betrachtungen in diesem Bereich, die mit mathematischen Methoden durchführbar sind, 
werden unter der Bezeichnung Algorithmentheorie zusammengefaßt. Da die zu beschreibenden 
Prozesse außerordentlich kompliziert und vielgestaltig sind, fehlt allerdings bis heute eine all- 
gemeine Algorithmentheorie. Es ist bisher nicht gelungen zu definieren, was im allgemeinsten 
Sinne unter einem Algorithmus zu verstehen ist, wenn man von einer derartigen Definition eine 
Schärfe und Korrektheit fordert, wie sie z, B. für die Definition des Funktionsbegriffes auf der 
Grundlage der allgemeinen Mengenlehre erreicht worden ist. 

Wenn auch meist nur gefühlsmäßig, d. h., ohne genaue Prinzipien angeben zu können, ist doch den 
meisten Menschen, die auf ihrem Arbeitsgebiet mit entsprechenden Problemen in Berührung 
kommen, bekannt, was ein Algorithmus ist und welche Forderungen an ihn zu stellen sind. Ver- 
sucht man, diese Vorstellungen zu präzisieren, so ergibt sich: 





in andere Größen, aueh Ausgaheurößen; Äusonheinruationen 0 oder Lösungen genannt, umgeformt 
oder umgearbeitet ‚werden können. en in | in 


Es ist klar, daß diese Formulierung bei jedem Versuch, eine ar Algenitianchlkoseis auf- 
zubauen, nicht als Definition des Algorithmenbegriffs an die Spitze gestellt werden kann; denn 
es kommen darin unklare Termini vor, z.B. Regel, umformen, umarbeiten, und bisher ist es noch 
nicht gelungen, diese hinreichend allgemein zu präzisieren. An Hand dieser Formulierung lassen 
sich jedoch sechs grundlegende Bedingungen herausarbeiten, die erfüllt sein müssen, wenn von 
einem Algorithmus gesprochen werden darf. 
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Als@ kann gewählt werden: z, B. die enge der netärliehen Zahlen, die Menge der zellen Zahlen, 
die Gesamtheit der Sätze der deutschen und der russischen Sprache, die Gesamtheit aller Flug- 
zustände eines Flugzeuges, die Gesamtheit der Verarbeitungsstufen bei der Herstellung eines 
BE die Zustände ana A che von u nu 





ist; ob und in welchem Sinne sein tr auch auf andere Fälle eier. werden kann, ist noch 
nicht geklärt. 
Weitere Bedingungen ergeben sich aus Beispielen. 


Beispiel 1: Euklidischer Algorithmus, erste Form. Wie im Hauptabschnitt Das Rechnen mit 
Zahlen und allgemeine Zahlsymbole angegeben ist, läßt sich der größte gemeinsame Teiler 
ggT (a, b) zweier natürlicher Zahlen @ und b (a > 5) nach folgendem Verfahren in endlich vielen 
Schritten gewinnen: 

a=b.'qı-+r, wobei 0srı<b, 

b=r'ga+tr, wobei 0sr<r, 

rıı =r2'gs tr, wobei O<Sr3<rs, usw. 


Die r; sind dabei natürliche Zahlen, für die gilta>zb>rı>rs >r3... 


Für das im Abschnitt „Eindeutigkeit der Zerlegung einer natürlichen Zahl in Primfaktoren‘‘ an- 
gegebene Zahlenbeispiel erhielt man 13013 > 390 > 143 > 104 > 39 > 26 > 13 und mit dem 
6. Schritte ggT (13013, 390) = 13. Der Gang der Rechnung läßt sich in diesem Spezialfall durch 
6 Regeln beschreiben. Diese Beschreibung ist vollständig; der auf diese Weise angegebene Algorith- 
mus läßt sich aber nicht auf andere Beispiele übertragen. Es kann keine Zahl angegeben werden, 
die für jedes beliebige a eine obere BEREBeRe für MR Aazapl der WRSRIBEHBPEHLED Schritte ist. 





Im hier wiedergegebenen Beispiel 1 1 em m "Bedinäuhe nicht erfüllt, FE ein Automat kann mit 
dem Wort ‚usw.‘ nicht ohne weiteres etwas anfangen. Soll durch einen Algorithmus das Verhalten 
eines Menschen, das ebenfalls ein Prozeß ist, gesteuert werden, so dürfen im System der beschrei- 
benden Regeln durchaus Lücken vorkommen; diese dürfen sogar um so größer und um so zahl- 
reicher sein, je besser der in Frage kommende Mensch das betrachtete Gebiet kennt, d. h., je besser 
er auf Grund seiner Kenntnisse in der Lage ist, die Lücken auszufüllen. Es wurden schon sogenannte 
lernende Automaten erwähnt. Inwieweit ein lernender Automat, der bereits gewisse Kenntnisse 
über das betrachtete Gebiet hat, mit unvollständig angegebenen Algorithmen zurechtkommt, ist 
zur Zeit noch eine Frage der Forschung und soll deshalb hier nieht GIBEntIETG werden, 


rege ® 3 
Des ER ang SEIT = te 





Fre 


gu 1A Endliehkeit de 


Diese Bedingung wird sd, da kein Mensch unendlich viele Regeln niederschreiben kann. 
Das im Beispiel 1 angegebene Verfahren läßt sich in der nebenstehenden Form wiedergeben. Die 
Anweisung „usw.“ ist durch Regeln der Form 

a2 = fa’ In r In wobei 0) < Ina <Tnı [27 := b nl g1 u 715 wobei 0 s r1 < b, 


s b =n '@ +7, wobei 0<r <r, 
ersetzt, in der n der Reihe nach die Werte 3, 4, ; 
5, .... annimmt. Damit ist der Algorithmus zwar Fr ed = i 15 OBEN, 
vollständig beschrieben; aber diese Beschreibung er 
ist nicht endlich und damit für einen Automaten unbrauchbar. Alle diese Regeln haben jedoch 
dieselbe Struktur und lassen sich deshalb zu einer einzigen Metaregel oder Superregel zusammenfassen, 
die so oft, wie erforderlich, angewendet wird, indem ein geeigneter Zyklus durchlaufen wird. Auf 
dieser Grundlage läßt sich zeigen, daß das Verfahren von Beispiel 1 durch ein endliches System 
von Regeln beschrieben werden kann. 





LEE 


Beispiel 2: Euklidischer Algorithmus, zweite Form. Es werden zwei Speicherzellen x und y ein- 
geführt mit unendlicher Speicherkapazität; in jeder lassen sich also beliebige natürliche Zahlen 
speichern. Ihr momentaner Inhalt wird mit (<) bzw. mit (y) bezeichnet. 


Es werden die folgenden Regeln gewählt: 


Rı: Speichere a in «= und b in y ein; gehe nach R.. 
Ra: Wenn (x) > (y), so gehe nach Ri; wenn (x) < (y), so gehe nach R». 
Ra: Vertausche die Inhalte von x und y; gehe nach R.. 
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Rs: Bestimme natürliche Zahlen q und r, so daß (@> = <y)gq +r und Osr< (y) und speichere 
rinx ein; gehe nach R;. 

Rs: Wenn (2) = 0, so gehe nach Rs; wenn (cz) #£ 0, so gehe nach R;. 

Res: Gib (y) aus; gehe nach R;. 

Ro: Stop 


Der Euklidische Algorithmus erscheint jetzt als ein endliches System von Umformungsregeln. 
Die unendlich vielen Regeln des Beispiels 1 sind in der Metaregel R, zusammengefaßt. Sie hängt 
von zwei Parametern ab, nämlich dem Inhalt von x und dem von y, und geht bei jeder Fest- 
legung von (x) und (y) in eine der Regeln aus Beispiel 1 über. 


Eindeutig ausführbare Algorithmen. Beim Studium von Algorithmen ist die Einteilung in eindeutig 
und mehrdeutig ausführbare wichtig. Bei eindeutig ausführbaren Algorithmen liegt für jede ihrer 
Regeln R fest, welche nach Anwendung von R (falls R keine „Stop-Regel‘“ ist) als nächste an- 
gewendet werden muß; bei mehrdeutig ausführbaren stehen dagegen mehrere, u. U. alle Regeln des 
gegebenen Algorithmus zur Auswahl. Ist ein Algorithmus eindeutig ausführbar, so sind für jedes 
System von Eingabegrößen die daraus mit Hilfe seiner Regeln produzierbaren Größen in jedem 
Teilschritt eindeutig bestimmt, bei mehrdeutig ausführbaren ist das im allgemeinen nicht mehr 
der Fall. 

Die betrachteten Beispiele 1 und 2 sind offenbar eindeutig ausführbare Algorithmen, Sie unter- 
scheiden sich unter anderem darin, daß beim ersten die Regeln in natürlicher Reihenfolge, d.h. in 
der Reihenfolge, in der sie angegeben sind, angewendet werden, beim zweiten jedoch nicht. Ab- 
weichungen von der natürlichen Reihenfolge werden im allgemeinen durch sogenannte Folge- 
adressen (ein Symbol, das eine Regel kennzeichnet) angegeben. 


Arten der Regeln. Bei einem eindeutig ausführbaren Algorithmus ist stets eine Regel als Anfangs- 
regel ausgezeichnet, d.h. als Regel, mit der die Abarbeitung begonnen wird. Für das Folgende wird 
vereinbart, daß die Anfangsregel stets die erste Regel in der angegebenen Reihenfolge ist. 

Die Prüf- oder Testregeln spielen eine besondere Rolle, im Beispiel 2 sind das Rz und Rs. Durch 
diese Regeln werden die vorliegenden Größen nicht umgeformt, es wird nur geprüft, ob sie eine 
gewisse Eigenschaft haben oder nicht. Das Kernstück einer Prüfregel ist demgemäß die Angabe 
der zu prüfenden Eigenschaft, auch logische Bedingung der gegebenen Prüfregel genannt. Außerdem 
ist in einer Prüfregel in Abhängigkeit vom Resultat der Prüfung durch Folgeadressen festgelegt, 
welche als nächste angewendet werden soll. Demgemäß hat eine Prüfregel stets mehrere, im hier 
betrachteten einfachsten Fall zwei Folgeadressen. 

Prüfregeln, deren sämtliche Folgeadressen sich auf die in der natürlichen Reihenfolge nächste 
Regel beziehen, sind offenbar entbehrlich; deshalb kann man ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit annehmen, daß in einer Prüfregel mindestens eine Folgeadresse von der natürlichen Reihenfolge 
abweicht, einen Sprung verlangt. Sie werden deshalb auch Sprungregeln genannt, und zwar bedingte 
Sprungregeln, weil der auszuführende Sprung davon abhängt, ob die gegebene logische Bedingung 
wahr oder falsch ist. 

Die Regeln, die keine Prüfregeln sind, werden unter der Bezeichnung Operationsregeln zusammen- 
gefaßt. Unter echten Operationsregeln versteht man solche, mit denen aus gegebenen Größen des 
Bereichs @ neue derartige Größen produziert werden, im Beispiel 2 z. B. Rı und im folgenden Bei- 
spiel 3 z. B. Ray’. Echte Operationsregeln im weiteren Sinne formen gegebene Regeln um oder produ- 
zieren neue Regeln. Zu den unechten Operationsregeln, auch Organisationsregeln genannt, gehören 
z. B. die Transportregeln, z.B. Rı, Rs, Rı im Beispiel 2, sowie die Stopregel. 

Alle Operationsregeln haben höchstens eine Folgeadresse. Gibt diese Folgeadresse einen Sprung an, 
heißt die entsprechende Operationsregel ebenfalls Sprungregel, und zwar unbedingte Sprungregel, 
da der auszuführende Sprung von keiner Bedingung abhängig ist. Im Spezialfall wird vor dem 
Sprung nur die identische Operation ausgeführt. 

Bei der Abarbeitung eines Algorithmus können dadurch Schwierigkeiten entstehen, daß einzelne 
Schritte für einen menschlichen Rechner oder für eine Maschine, die diesen Algorithmus realisieren 
soll, zu groß sind, d. h., daß es unmöglich ist, bestimmte Regeln auszuführen, Bei der Regel Rı zum 
Beispiel wird verlangt, eine Division mit Rest auszuführen. Ein Rechner, der das Dividieren mit 
Rest nicht beherrscht, bzw. eine Maschine, auf der diese Operation nicht ausgeführt werden kann, 
wird bei Regel R, steckenbleiben- 

In solchen Fällen versucht man, den zu großen Schritt durch mehrere kleinere, d.h., die nicht aus- 
führbare Regel durch mehrere ausführbare zu ersetzen; der neue Algorithmus muß allerdings dem 
gegebenen ägquivalent sein, er muß dässelbe leisten wie dieser. Ist der Rechner oder die Maschine in 
der Lage, die Subtraktion auszuführen, läßt sich der im Beispiel 2 angegebene Algorithmus in den 
folgenden umformen, der dasselbe leistet. 


Beispiel 3: Euklidischer Algorithmus, dritte Form. Die in Beispiel 2 angegebenen Regeln Rı, 
Rs, Rs werden durch Rı’, Ra’, Rs’ bezeichnet; die Regel Rı dagegen wird durch Rs’ und Rs” 
ersetzt: 

Ri : Bilde (x) — (y) und speichere das Resultat in x ein; gehe nach R4”. 

Ri: Wenn (x) > (y), so gehe nach Ry’; wenn (x) < (y), so gehe nach R;. 
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Schließlich werden noch die Regeln R;, R; und R, aus Beispiel 2 aufgenommen. Durch die Regeln 
Rı’, Re’, Rs’, Re’, Ra”, Rs, Re, Rz mit Rı’ als Anfangsregel ist ein Algorithmus festgelegt, der 


offenbar das Gewünschte leistet. 


Bedingung 5. Angabe des Systems zulässiger Operationen, 


Aus der Gegenüberstellung der Beispiele 2 und 3 ergibt sich, daß genau angegeben sein muß, welche 
Umformungsoperationen zugelassen sind. Diese Festlegung ist bei den algorithmentheoretischen 


Betrachtungen fundamental. 


Bedingung 6. Angabe der Sprache, in der die Regeln formuliert werden. 


In den betrachteten Beispielen war im wesentlichen, d. h., wenn man von einigen mathematischen 
Symbolen absieht, die deutsche Sprache verwendet worden. Ebenso könnte eine andere natürliche 
Sprache, etwa die russische oder die englische, benutzt werden. Da jedoch alle natürlichen Sprachen 


E E 





A A 


Strukturdiagramme für den Euklidi- 
schen Algorithmus 


nicht streng genug abgegrenzt und nicht ausreichend 
präzis sind, wenn man damit Regeln formuliert, ist man 
dazu übergegangen, künstliche Sprachen — meist algorith- 
mische Sprachen genannt - zu konstruieren und die 
Regeln mit diesen Hilfsmitteln zu formulieren; ALGOL 
ist eine der bekanntesten dieser Sprachen. 


Struktur- oder Flußdiagramm. Die Struktur eines Algo- 
rithmus, insbesondere die zwischen seinen Regeln be- 
stehenden Beziehungen und die darauf beruhenden, von 
den gewählten Eingabegrößen abhängigen Abarbeitungs- 
prozesse können einfach und anschaulich durch ein so- 
genanntes Struktur- oder Flußdiagramm beschrieben 
werden. Dazu wird jeder Operationsregel des gegebenen 
Algorithmus ein Kreis, auch Operationspunkt genannt, 
jeder Prüfregel ein Rechteck, auch Prüfpunkt oder 
logischer Punkt genannt, zugeordnet und die Regel bzw. 
eine sie bezeichnende Abkürzung in die zugeordnete 
geometrische Figur geschrieben. Ferner werden diese 
Figuren durch Pfeile gemäß den angegebenen Folge- 
adressen verbunden, wobei die von Prüfpunkten aus- 
gehenden Pfeile durch W bzw. F unterschieden werden, 
je nachdem, ob die in der Prüfregel stehende logische 
Bedingung erfüllt (W) oder nicht erfüllt ist (F'). Schließ- 
lich wird durch Eingang E bzw. Ausgang A angedeutet, 
welches die Anfangs- bzw. die Stopregel ist. Für die 
Beispiele 2 und 3 ergeben sich die nebenstehenden 
Strukturdiagramme. 


Beispiel 4: Ein nicht abbrechender Algorithmus zur 
näherungsweisen Berechnung der Funktionswerte der 
Exponentialfunktion e* nach der für beliebige komplexe 
Zahlen x gültigen Potenzreihenentwicklung 


x? x Een. 
NE us I et ea 
Gegeben seien die Speicherzellen zı, z2, ..., 26; aus 


Gründen der vereinfachten Darstellung wird die bei 
realen Rechenmaschinen nur angenähert erfüllte Ideali- 


sierung vorausgesetzt, daß in jeder Speicherzelle beliebige komplexe Zahlen eingespeichert 
werden können. Der Bereich der umzuformenden Größen ist die Menge der komplexen Zahlen, 
vereinigt mit dem System aller möglichen Belegungen der Zellen zı, .. ., zs mit komplexen Zahlen, 
d.h. aller möglichen Zustände des aus den Zahlen 2ı, ..., 26 bestehenden Speichers. Als Opera- 
tionen sind zugelassen: das Einspeichern und das Auslesen komplexer Zahlen in die bzw. aus 
den gegebenen Zellen, ferner die Addition, Multiplikation und Division für komplexe Zahlen. 
Die Regeln des zu konstruierenden Algorithmus werden in deutscher Sprache formuliert. In 
der danebenstehenden Tabelle wird die Abarbeitung dieses Algorithmus veranschaulicht. 

Man erkennt, daß dieser Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten abbricht, sondern 
ad infinitum weiterläuft; es fehlt eine Stop-Regel. Auf diese Weise wird e* durch die in zs erschei- 
nenden Werte sukzessive approximiert. Dieser Algorithmus wird durch ein Flußdiagramm veran- 
schaulicht. 
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.. 


Speichere in 2ı Nr. des Inhalt der Speicherzelle z; 


gehe ee ar Abarbei- ne dla nach dem n-ten Takt 


tungs- 
Regel 
Speichere in z el en ale u] Im 


E 


.. 












die Zahl 1 ein; 
gehe Dar Ra. 5 ne 1 
Rz3:, Speichere in z3 3 Ra 1 | 
die Zahl 1 ein; 4 Ra +3 | 
gehe nach R.. 5 Rs an! 1 
Rs4:, Speichere in 25 6 Re l+xz 
die Zahl x ein; 7 Rr 1+x 
gehe nach R;. 
8 Rs 1l+x 
Rs: Speichere in 2s 
die Zahl 1 ein; 
Jon nach Re. 2 Bo 1+% 
Re: Bilde (23) + (z6); x? 
speichere das Resultat 10 Re l1+2+ 31 
in 2e ein; = 
gehe nach R.. 11 R; IF 2# > 
Rz: Bilde (22) + (23), 22 
speichere das Resultat 12 Rs 1+2r+ on 
in 23 ein; i 
% 
gehe nach R;. 13 RB Pe = 
Ra: Bilde (21) : (23), 
speichere das Resultat x | x ao = 
in 24 ein; 14 Rs z|11%|53|5 I+2+5, +5 
gehe nach R,. 2 23 2 23 
15 Rr 2 Iıl4|l- | |1+2 + + — 
Re: Bilde (24) x (25); 3 3! 2! 3! 
speichere das Resultat i . Ä 
in 25 ein; . . . . . . Pi 
gehe nach R.. . . A 


Beispiel 5: Der eben entwickelte Algorithmus soll abbrechen, wenn der Betrag des in Zelle z; 
en 
gespeicherten Glieds ei nicht größer als eine vorgegebene, positive reelle Zahl e ist. Für e wird eine 


weitere Speicherzelle 20 eingeführt und außerdem vorausgesetzt, daß man prüfen kann, ob 
|<z5)| > & oder ob |<25)| s e. 
Es werden dann die folgenden Regeln gewählt: 


Ro’ : Speichere in zu die Zahl e ein; gehe nach Rı’. 

R,’ : Diese Regel ergibt sich aus zu indem man dort die Folgeadresse R,+ı durch Fe ersetzt; 
BER ee 

Ri‘: Wenn I<zsd] > (20), SO gehe nach Rs’; wenn |<z3)| < (20), so gehe nach Rı:’. 

Rıı’: Gib (ze) aus; gehe nach Rı.’. 

Rıa’: Stop. 


Auch hierfür wird ein Flußdiagramm angegeben (Abb.). In ihm ist R,’ ausgelassen worden, um 
die Ähnlichkeit mit dem Beispiel 4 hervortreten zu lassen. 





Flußdiagramme zur Berechnung von e* 
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Im folgenden Beispiel wird ein nicht-numerischer Algorithmus betrachtet, d.h. ein Algorithmus, 
bei dem zum Unterschied von den bisher betrachteten im System der umzuformenden Größen 
keine Zahlen vorkommen. 


Beispiel 6: Ein Algorithmus zur Fehlersuche und Reparatur einer hydraulischen Anlage. Dabei 
wird zur Vereinfachung vorausgesetzt, daß als Ursache einer fehlerhaften Arbeitsweise der be- 
trachteten Anlage nur die folgenden Ursachen in Frage kommen: 1. im Hydrauliköl ist Luft; 
2.die Ölfüllung ist zu gering; 3.eine Leitung ist undicht; 4.ein Kolben ist schadhaft. Ferner wird 
angenommen, daß jede Ursache durch eine entsprechende Repa- 
E ratur beseitigt werden kann. Die Bedingungen, unter denen eine 
hydraulische Anlage funktioniert, sind damit sehr stark verein- 
facht und idealisiert; da es aber nur darum geht, das Prinzip der 
algorithmischen Beschreibung möglichst einfach zu verdeutlichen, 
ist dies hier erlaubt. 
Das Verhalten eines Wärters dieser Anlage kann dann durch den 
folgenden Algorithmus beschrieben werden, der durch das neben- 
stehende Flußdiagramm veranschaulicht wird. 


Rı: Wenn die Anlage normal arbeitet, so gehe nach R;; 
wenn die Anlage nicht normal arbeitet, so gehe nach R». 

Rs: Wenn im Hydrauliköl Luft ist, so gehe nach R;; 

! wenn im Hydrauliköl keine Luft ist, so gehe nach R.. 

Rs: Entlüfte das Hydrauliköl; gehe nach R.. 

Rı: Wenn die Ölfüllung zu gering ist, so gehe nach R;; 
wenn die Ölfüllung ausreicht, so gehe nach Rs. 

Rs: Fülle Öl nach; gehe nach Rı. 

Rs: Wenn eine Leitung undicht ist, so gehe nach R;; 
wenn keine Leitung undicht ist, so gehe nach R;. 

Rz: Dichte die defekten Leitungen ab; gehe nach Rı. 

Rs: Wenn ein Kolben schadhaft ist, so gehe nach R;; 
wenn kein Kolben schadhaft ist, so gehe nach R.. 

Ro: Wechsele die defekten Kolben; gehe nach Rı. 








Durch den angegebenen Algorithmus wird das Verhalten eines 
Wärters bei laufender Anlage beschrieben; demgemäß fehlt eine 
Stop-Regel. Soll das Ein- und Ausschalten berücksichtigt werden, 
muß man einige Regeln hinzufügen. 


Mehrdeutig ausführbare Algorithmen. Alle bisher betrachteten Beispiele waren eindeutig ausführ- 
bare Algorithmen, d. h., bei jeder Regel war angegeben, welche als nächste abzuarbeiten ist. In den 
Anwendungen treten auch mehrdeutig ausführbare Algorithmen auf, bei denen auf eine eben an- 
gewendete Regel R eine beliebige, aus einem R zugeordneten System ‚Sz von Regeln folgen kann. 
Im allgemeinen ist $z die endliche Gesamtheit. aller Regeln, aus denen ein derartiger Algorithmus 
besteht. Beispiele für mehrdeutig ausführbare Algorithmen sind die Ableitbarkeitsbegriffe in 
logischen und mathematischen Kalkülen. 

Das folgende Beispiel soll die mehrdeutig ausführbaren Algorithmen etwas genauer erläutern. 


Flußdiagramm zu 
Beispiel 6 


Beispiel 7: Ein mehrdeutig ausführbarer Algorithmus. Es sei A das kleine lateinische Alphabet. 
Endliche Folgen von Buchstaben aus A heißen Ketten über A; z.B. aaa, c,ab, edecaca, 








Em Rz 


aGanDe | agaDe ..0 





Mehrdeutig ausführbare Algorithmen 
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Beliebige Ketten über A werden durch P, Q, R, die Gesamtheit aller Ketten über A durch $&, 
angedeutet. Als System der umzuformenden Größen wird $4 gewählt und als einzige Umformungs- 
operation wird zugelassen: Man ersetze in einer Ausgangskeite P die Kette Q@ durch die Kette R; 
dabei ist P eine beliebige Kette aus $4, Q@ und R aber sind fest gewählte Ketten aus 84. Für jede 
Wahl von @ und R ergibt sich somit eine spezielle Umformungsregel. Kommt Q in P nicht vor, 
so wird als Resultat P selbst genommen. Kommt Q in P mehrmals vor, so ist offenbar das Resultat 
nicht eindeutig (Abb.). 

Durch Wahl verschiedener Q@ und R mögen sich die folgenden Umformungsregeln ergeben: 


Rı: Ersetze in P die Kette aa ab durch ec. Re: Ersetze in P die Kette aa durch aaa. 
Rs: Ersetze in P die Kette c durch dd. R«ı: Ersetze in P die Kette 5 5 durch e. 


Wendet man sie auf Pı=aabbb, P,=ceoder Ps =bdan, so erhält man die in der Abbildung 
angeführten Ergebnisse. Aus P3 = b d kann keine von b.d verschiedene Kette erzeugt werden. 


Seit etwa 1956 ist bekannt, daß derartige Algorithmen bei der Erforschung der Struktur natürlicher 
und künstlicher Sprachen als außerordentlich wirksames Hilfsmittel dienen können. Solche Unter- 
suchungen sind vom allgemeinen linguistischen Standpunkt aus sehr wichtig und beim Aufbau von 
Übersetzungsalgorithmen, also bei der automatischen Übersetzung, grundlegend. Sie gehören zur 
mathematischen Linguistik, einem Forschungsgebiet, in dem linguistische Probleme mit mathema- 
tischen Methoden studiert werden. 


ALGORITHMENBEGRIFFE DER MATHEMATISCHEN LOGIK 


Entscheidbarkeit und Axiomatisierbarkeit. In der neueren Entwicklung der Mathematik, insbesondere 
durch die eingangs erwähnte Entstehung der mathematischen Logik, hat der Algorithmenbegriff 
Bedeutung erlangt, weil sich mit seiner Hilfe die grundlegenden Begriffe der Entscheidbarkeit und 
Axiomatisierbarkeit einer formalisierten Theorie definieren lassen. 


1. Entseheidbarkeit. Eine tormalisierte Theorie heißt entseheidbar genau dann, wenn es einen Algo- 
rithmus siht, mit dem. estgestellt werden kann, ob ein beliebiger Satz dieser Theorie wahr oder falsch 
ist. >  - 

er Aktematiierkarke Eine Tornanerle Theorie heißt axiomatisierbar genau dann, wenn es 
einen 1 Suerigtennh! Ein mit. dem ‚genau die wahren Sätze dieser Theorie konstruiert werden 


Mit diesen Definitionen ahialen die Bestrebungen im Mittelalter, eine Ars magna zu shake 
erstmals einen exakten Sinn, und K. GöpDEL (geb. 1906) konnte 1930, auf den Arbeiten von 
LÖWENHEIM (1878—1940) und Te. SKoLEM (1887—1963) aufbauend, das erste große Resultat in 
dieser Richtung erzielen. Er gab einen Algorithmus an, mit dem genau die allgemeingültigen Aus- 
drücke des Prädikatenkalküls der ersten Stufe erzeugbar sind, bewies also damit, daß der Prädi- 
katenkalkül der ersten Stufe axiomatisierbar ist. Dieses Resultat wurde unter der Bezeichnung 
Gödelscher Vollständigkeitssatz bekannt. 

In der Prädikatenlogik der ersten Stufe werden diejenigen Schlußweisen studiert, die allein auf der 
Verwendung von „nicht“ —, „und“ A, „oder“ V, „wenn - so‘ —, „genau dann, wenn‘ «>, ‚für 
jedes“ V und „es gibt ein‘ 3 beruhen. Dabei werden beliebige Individuenbereiche und beliebige 
endlichstellige Prädikate über diesen Grundbereichen zugelassen. „Für jedes‘ und ‚es gibt ein“ 
beziehen sich dabei nur auf Elemente der Grundbereiche. Mengen von derartigen Elementen bzw. 
Mengensysteme usw. werden von der Betrachtung ausgeschlossen. 





Beispiel 1: Das kommutative Gesetz im Bereich der natürlichen Zahlen. Für jedes « und b 
gilt:ab= ba. 
VeVb ab=ba. 


Beispiel 2: Transitivität der Kleiner-Beziehung. Für jedes a, b und egilt: Wenna <bundb<e, 


soa<c, 
VaVbVce (a <bAb<c>ax<e). 


Beispiel 3: Dagegen gehört der folgende Ausdruck nicht mehr zur Prädikatenlogik der ersten 
Stufe, denn darin bezieht sich „für jedes‘ nicht nur auf Elemente, sondern auch auf Mengen. 
Für jede Menge X gilt: Wenn X Teilmenge der Menge N der natürlichen Zahlen ist, in X die Null O 
vorkommt und mit jeder natürlichen Zahl n auch der Nachfolger n’ von n in X liegt, dann ist X 
schon die ganze Menge der natürlichen Zahlen 


VZIXSNADEXAVYn meNineX-wWEeXR)-X-N]. 


Einstellige Prädikate sind z.B. „x ist Primzahl“, „x ist gerade Zahl‘; dagegen sind „= ist Teiler 
von y“, „x ist kleiner als y“‘, „x und y sind relativ prim‘ zweistellig, und ‚= ist kongruent y modulo 
z“‘ ist ein dreistelliges Prädikat. In der einstelligen Prädikatenlogik der ersten Stufe sind nur ein- 
stellige Prädikate zugelassen. 


50 Mathematik 


786 ALGORITHMENTHEORIE 


Beispiel zur einstelligen Prädikatenlogik der ersten Stufe: Für jedes x gilt: Wenn x Primzahl 
(Px) ist und x ist gerade (@x), dann ist auch x’ Primzahl; wenn x Primzahl ist und x ungerade 
(»@zx), dann ist x’ keine Primzahl (- Pr’); wenn x Primzahl ist, so ist x’ genau dann Primzahl, 
wenn x gerade ist. 


Vz(PxzA\@xz->Pr), Vx(PxA-Gxz>-Pr), Ve[Pxz-(Px — Ge)]. 


Das von GÖDEL ein Jahr später erzielte Resultat war noch bedeutender. Er konnte beweisen, 
daß der in dem Werk Principia Mathematica entwickelte und studierte Kalkül sowie weitere ver- 
wandte Systeme nicht axiomatisierbar sind, d. h., daß es keinen Algorithmus gibt, mit dem genau 
die wahren Sätze des betreffenden Kalküls erzeugt werden können. Zu diesem Resultat sind einige 
prinzipielle Bemerkungen notwendig. Es wird in der Form bewiesen, daß die Annahme der Existenz 
eines entsprechenden Algorithmus zum Widerspruch geführt wird. Ein solcher Beweis ist aber erst 
dann korrekt, wenn der Begriff des Algorithmus allgemein definiert ist. Da es damals eine all- 
gemeine Definition noch nicht gab und, wie bereits angedeutet, bis heute noch nicht gibt, stützte 
sich Gödel bei seinem Beweis auf den bereits vorhandenen und in einem anderen Zusammenhang 
entstandenen Begriff der rekursiven Funktion. 

Damit war das erste Beispiel eines algorithmisch unlösbaren Problems entdeckt. Allerdings blieb 
noch die Frage offen, wie weit der Begriff der rekursiven Funktion das, was ganz allgemein unter 
einem Algorithmus sinnvoll verstanden werden kann, ausschöpft. 


Präzisierung des Algorithmenbegriffs in der mathematischen Logik. Weitere Probleme, die in dem 
Zeitraum von etwa 1900 bis 1936 entstanden und untersucht wurden, trieben die Präzisierung des 
Algorithmenbegriffs voran. 

Als erstes ist das Entscheidungsproblem für den bereits erwähnten Prädikatenkalkül der ersten 
Stufe zu nennen, Viele Jahre hindurch versuchte man vergeblich, einen entsprechenden Algorith- 
mus aufzustellen, bis schließlich der Verdacht auftauchte, daß dies prinzipiell nicht möglich sei. 
Aus der Algebra stammen das Wortproblem für Halbgruppen (assoziative Systeme) und Gruppen 
sowie das bekannte 10. Hilbertsche Problem, das von HiLBERT auf dem ersten internationalen 
Mathematikerkongreß im Jahre 1900 in Paris formuliert wurde und nach der Existenz eines uni- 
versellen Algorithmus zur Auflösung beliebiger diophantischer Gleichungen fragt. 

Weitere Anregungen zur Präzisierung des Algorithmenbegriffs entstammen der intuitionistischen 
Logik und Mathematik. Nach der Entdeckung der Antinomien in der Mengenlehre entstanden 
zwei Richtungen, in denen mit verschiedenen Mitteln versucht wurde, dieser Schwierigkeiten Herr 
zu werden. 

Eine ist die von HILBERT begründete formalistische Richtung. Hier werden zunächst die einzelnen 
Teilgebiete der Mathematik als formalisierte Theorien aufgebaut. Durch Untersuchung der forme- 
lisierten Theorie versucht man dann, die Widerspruchsfreiheit zu beweisen. Solche Betrachtungen 
werden als Beweistheorie bezeichnet. 

Die zweite Richtung wurde von L.E.J. BRoUwER (geb. 1881) ins Leben gerufen und wird als 
Intuitionismus bezeichnet. Ein wesentliches Merkmal der intuitionistischen Richtung ist, daß der 
Bereich der zugelassenen logischen Schlußweisen stark eingeschränkt wird; z. B. wird in der klassi- 
schen Logik und Mathematik folgendermaßen geschlossen: Wenn nicht für jedes x die Eigenschaft E 
nicht zutrifft, dann gibt es ein x, so daß x die Eigenschaft Ehat; Vz Ex-3rzEx. 
Dagegen wird von der intuitionistischen Logik dieser Schluß nicht als richtig anerkannt. Das 
beruht darauf, daß die Existenzaussage ‚‚es gibt ein x, auf das die Eigenschaft E zutrifft“, kon- 
struktivistisch aufgefaßt wird, d.h., daß ein Algorithmus anzugeben ist, mit dem ein x, das die 
Eigenschaft E hat, effektiv konstruiert werden kann. 

Im Zeitraum ungefähr von 1931 bis 1947, insbesondere aber um das Jahr 1936, wurde - wesentlich 
durch die obigen Probleme beeinflußt - eine Reihe fest abgegrenzter Algorithmenbegriffe entwickelt. 
Sie werden manchmal, da die genannten Probleme zum großen Teil der mathematischen Logik 
und der Mevamathematik entstammen, metamathematische Algorithmenbegriffe genannt. Da sie die 
ersten präzisen Definitionen auf diesem Gebiet sind, ist auch die Bezeichnung klassische Algorith- 
menbegriffe angemessen. Die wichtigsten sind der @leichungskalkül, entwickelt in den Jahren 1931 
bis 1936 durch J. HERBRAND, GÖDEL und $. C. KLEENE, die Turing-Maschine (1936) von 
A.M. Turıng, der A-Kalkül (1936) von A. CHURCH, die Algorithmenbegriffe von E.L. Post und 
A.A. MArkow (geb. 1903), die um 1936 bzw. 1947 entwickelt wurden und auf Untersuchungen 
von A. TauE (1863-1922) aus der Zeit um 1914 zurückgehen. 

Auf dieser Grundlage, d. h. durch Verwendung des einen oder anderen der aufgezählten Algorithmen- 
begriffe, konnte bewiesen werden, daß der Prädikatenkalkül der ersten Stufe unentscheidbar ist 
(CHURCH, 1936). Auch für das Wortproblem in Gruppen oder Halbgruppen konnten entsprechende 
Resultate hergeleitet werden (Post 1947, MARKow 1947, Turına 1950, KALmäÄr 1952, NowIkow 
1955), während das 10. Hilbertsche Problem bisher allen Lösungsversuchen widerstanden hat. 
Es gibt Auffassungen, nach denen diese Sätze zu den wesentlichsten Resultaten gehören, die in 
der Mathematik im 20. Jahrhundert gefunden wurden. 


Rekursive Funktionen, Für die weitere Entwicklung der Algorithmentheorie war grundlegend, 
daß außer den genannten Unentscheidbarkeits- und Nichtaxiomatisierbarkeitssätzen die @leich- 
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wertigkeit der aufgezählten Algorithmenbegriffe bewiesen werden konnte, und zwar in dem Sinne, 
daß durch jeden dieser Algorithmenbegriffe dieselbe Klasse zahlentheoretischer Funktionen erfaßt 
wird, nämlich die Klasse der rekursiven Funktion; dabei wird unter einer zahlentheoretischen 
Funktion eine solche verstanden, deren Argumente und Werte natürliche Zahlen sind. Deshalb 
kann man die Auffassung vertreten, daß der Algorithmenbegriff hinreichend allgemein definiert 
ist, d.h. derart, daß bei allen weiteren Definitionen nie mehr als die Klasse der rekursiven Funktionen 
festgelegt wird. Diese Auffassung wurde 1936 von CHURcH formuliert und ist unter der Bezeichnung 
Churchsche Hypothese in die mathematische Literatur eingegangen. Da unbekannt ist, wie zu- 
künftige Algorithmen aussehen werden, wurde und wird von vielen Mathematikern die Meinung 
vertreten, daß die Churchsche Hypothese prinzipiell unbeweisbar sei. Vor kurzem ist es nun 
K. SCHRÖTER (geb. 1905) gelungen, die Churchsche Hypothese unter sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen zu beweisen. Allerdings ist dies kein „absoluter‘‘, d.h. voraussetzungsloser Beweis, aber 
die getroffenen Voraussetzungen sind so allgemein, daß sie von jedem ‚vernünftigen‘‘ Algorithmen- 
begriff - ganz gleich, ob er bereits definiert vorliegt oder erst in der Zukunft gebildet wird - erfüllt 
werden, und deshalb muß man, wenn man die getroffenen Voraussetzungen anerkennt, die Church- 
sche Hypothese durch das Resultat von Schröter als bewiesen ansehen. 

Wegen der fundamentalen Rolle, die die rekursiven Funktionen in der mathematischen Logik 
spielen, sollen sie hier definiert werden, und zwar induktiv wie in den ursprünglichen Untersuchun- 
gen von GÖDEL zur Unvollständigkeit bestimmter Kalküle. Diese Definition hat den Vorteil, daß 
dazu keine Präzisierung des Algorithmenbegriffs notwendig ist; es müssen lediglich einige auf der 
Hand liegende und völlig anschauliche Eigenschaften von Algorithmen als heuristische Hinweise 
benutzt werden. Man nennt gewisse Ausgangsfunktionen, die trivialerweise als algorithmisch be- 
rerhenbar angesehen werden können, rekursiv. Sodann werden gewisse Operationen angegeben, mit 
deren Hilfe aus gegebenen Funktionen neue erzeugt werden können. Diese Operationen sind so 
beschaffen, daß man für die erzeugte Funktion sofort einen Algorithmus zur Berechnung der 
Funktionswerte angeben kann, wenn für die gegebenen Funktionen ein solcher Algorithmus vor- 
liegt. 


A. Ausgangsfunktionen 


. Die s-stelligen Identitäten der o-ten Stelle I (1 <o< s); sie werden durch die Bedingung 
charakterisiert, daß für jede natürliche Zahl nı, .. ., ns gilt: I: (nı, nen, Man 
nennt die Funktionen J}, oft auch Argumentauswahlfunktionen. 


. Die s-stelligen konstanten Funktionen C} (0 < s, ce fest); für jede natürliche Zahl nı, .. ., 
n, gilt: C$(nı, ..,%%) = c. 


. Die einstellige Nachfolgerfunktion Na; für jede natürliche Zahl n gilt: Na(n)=n-+1. 
. Operationen mit Funktionen 


1. Die Verkeitung von Funktionen: Sind die r-stellige Funktion y sowie die s-stelligen 
Funktionen xı, ..., Xr gegeben, so wird eine neue s-stellige Funktion g dadurch fest- 
gelegt, daß man für alle nı, ... ., ns fordert: 

e(nı, ie »s Ns) = ylyı(nı, ne Ns), ART Kr(nı, Ar Ns)]. 

. Erzeugung von Funktionen durch primitive Rekursion:: Sind die s-stellige Funktion y und 
die (s + 2)-stellige Funktion % gegeben, so wird eine (s + 1)-stellige Funktion durch das 
folgende Funktionalgleichungssystem, das auch Schema der primitiven Rekursion genannt 
wird, charakterisiert. Man fordert, daß für jedes nı,.. ., ns und n gilt: 


en, .:,0,0) = ylnı,..., 0), 
PN, ..,N5,Nn + 1) = xInı,...,0,N, plnı,..., Ns, n)]. 

. Erzeugung von Funktionen durch (beschränkte) Minimumbildung : Ist eine (s + 1)-stellige 
Funktion y gegeben und gibt es zu jedem nı,...., ns ein n, so daß y(nı, . . ., Ns, n)— 0 
gilt, so wird eine neue Funktion 9 festgelegt durch: Für jedes nı, ... ..ns gilt: 
$(Rı,...,2s) = das kleinste n mit y(nı,...,Ns,n) = 0. 





Man nennt eine zahlentheoretische Funktion rekursiv, wenn sie eine Ausgangsfunktion ist oder 
sich aus Ausgangsfunktionen in endlich vielen Schritten durch Anwendung der angegebenen 
Operationen erzeugen läßt. Andere Funktionen werden nichtrekursiv genannt. 

Die folgenden Bemerkungen müssen im vorliegenden Rahmen zur Charakterisierung der genannten 
Algorithmenbegriffe ausreichen. 

Aus der mathematischen Praxis ist bekannt, daß sich die Funktionswerte gewisser zahlentheore- 
tischer Funktionen auf Grund von Funktionalgleichungssystemen ausrechnen lassen. Dieses Ver- 
fahren wird im Gleichungskalkül präzisiert und formalisiert. 

Die von Post und MARKow geschaffenen Algorithmenbegriffe gehen durch Spezialisierung aus den 
im Beispiel über mehrdeutig fortsetzbare Algorithmen betrachteten hervor. Sie eignen sich besonders 
zur Untersuchung des bereits erwähnten Wortproblems in der Algebra. 
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Turing-Masehine. Turing geht bei der Schaffung seines Begriffs einer Rechenmaschine nicht von 
technischen Vorstellungen aus und beabsichtigt auch nicht, eine Rechenmaschine zu bauen, son- 
dern er überlegt sich theoretisch, wie ein menschlicher Rechner im Prinzip arbeitet und wie dem- 
gemäß eine Rechenmaschine funktionieren muß. Somit stellt eine Turing-Maschine eine Zusammen- 
fassung der Funktionsprinzipien programmgesteuerter Automaten dar, und darauf beruht ihre 
grundlegende Bedeutung für viele theoretische Probleme der modernen Rechentechnik. Da diese 
Funktionsprinzipien als Umformungsregeln für Maschinenzustände formuliert werden, kann der 
Begriff der Turing-Maschine auch als Algorithmenbegriff aufgefaßt werden. Ihre Teile sind: das 
Rechenband B als äußerer Speicher, die Schreibvorrichtung SV, die Lesevorrichtung LV, die Ver- 
schiebevorrichtung VV für das Rechenband, der innere Speicher und das Rechenwerk. Es wird vor- 
ausgesetzt, daß eine Turing-Maschine zeitlich diskontinuierlich, taktweise, mit den äquidistanten 
Arbeitspunkten 0, 1, 2,...,2,... funktioniert und ihre Teile untereinander synchronisiert sind. 
Auf ein Steuerwerk als speziellen Teil der Maschine wird verzichtet. 


1. Das Rechenband B ist ein beidseitig unbegrenztes Band, das in quadratische Felder eingeteilt 
ist. Es entspricht dem Papier, das ein menschlicher Rechner bei seiner Tätigkeit benutzt, und ist 
im Sinne der maschinellen Rechentechnik der äußere Speicher der Maschine. Die vorausgesetzte 
Struktur von B stellt eine Abstraktion und Normierung dar, durch die die weitere Beschreibung 
der Arbeitsweise einer Turing-Maschine sehr vereinfacht wird. Insbesondere wird durch die Forde- 
rung, daß das Band beidseitig unbegrenzt ist, ausgedrückt, daß dem menschlichen Rechner beliebig 
viel Papier zur Verfügung steht bzw. der äußere Speicher der Maschine unendlich groß ist. 


2. Mit Hilfe der Schreib- und Lesevorrichtung SV bzw. LV können beliebige Symbole aus einem 
endlichen Symbolvorrat S, z. B. das lateinische Alphabet einschließlich der Ziffern und gewisser 
mathematischer Zeichen, auf B geschrieben bzw. bereits geschriebene wieder gelesen werden, Es 
wird vorausgesetzt, daß zu jedem Arbeitspunkt in jedem Feld von B höchstens ein Symbol aus S 
stehen kann und daß simultan genau ein Feld beschrieben bzw. beim Lesen betrachtet wird. Beim 
Einschreiben eines Symbols in ein bestimmtes Feld wird ein vorher dort stehendes automatisch 
gelöscht; durch das Lesen wird kein Symbol zerstört. Für die Darstellung ist es sehr bequem, 
wenn vorausgesetzt wird, daß in & ein sogenanntes leeres Symbol vorkommt. Ein Feld, auf dem 
dieses Symbol steht, ist leer. Auf Grund dieser Verabredung wird schärfer vorausgesetzt, daß zu 
jedem Arbeitspunkt in jedem Feld von B genau ein Symbol aus $ steht. Außerdem ist die Operation 
„Lösche“ jetzt entbehrlich; sie wird durch die Operation ‚Schreibe das leere Zeichen‘ ersetzt. Die 
Schreib- und Lesevorrichtung ist in jedem Arbeitspunkt t auf ein bestimmtes Feld b. von B, auch 
Arbeitsfeld zum Zeitpunkt t genannt, eingestellt. Zum genannten Zeitpunkt wird von diesem Feld 
gelesen bzw. auf dieses Feld geschrieben, alle anderen Felder bleiben unberücksichtigt. 


3. Die Verschiebevorrichtung VV hat die Aufgabe, auf einen entsprechenden Befehl hin das Band 
um ein Feld nach links oder rechts zu verschieben oder in der vorhandenen Stellung zu belassen. 
Auf diese Weise wird das Arbeitsfeld für den nächsten Arbeitspunkt festgelegt. Die entsprechenden 

— Befehle lauten: /, r, u (links, rechts, 
unverändert). 


9.1 (be)=glarlbe), ze) 





4, Der innere Speicher wird allein 
durch die (endliche!) Menge Z sei- 
ner möglichen Zustände charakte- 
risiert und dient dazu, Erfahrun- 
gen zu sammeln, auf deren Grund- 
lage die Reaktionsweise der 
Maschine abgeändert wird (vgl. 
Hauptabschnitt Abstrakte Auto- 
maten). 


5. Die Arbeitsweise des Rechen- 
werks wird durch drei vorgege- 
bene Funktionen charakterisiert, 
nämlich durch die Überführungs- 
funktion f, die Ausgabefunktion g 
und die Verschiebungsfunktion h. 
Jede ist eine eindeutige Abbildung 
vonSx ZinZ,S bzw. {l,r, u}. 
Ist s, das zum Zeitpunkt f auf 
dem Arbeitsfeld gelesene Symbol 
Schema einer Turing-Maschine und z;, der zu diesem Zeitpunkt 
vorliegende innere Zustand der 
Maschine, so gibt f(s., z.) = 2: den inneren Zustand der Maschine für den Zeitpunkt +1 an, 
9(8:, zı) = Sı+ı ist das Symbol, das beim Übergang vom Zeitpunkt i zum Zeitpunkt + 1 auf das 
Arbeitsfeld des Zeitpunktes i geschrieben wird, und A(s,, z.) ist der in die Verschiebevorrichtung 
einzugebende Verschiebebefehl, der - nachdem das Symbol s441 = g(81,2:) geschrieben wurde - 
das Band in die Lage für den Arbeitspunkt £ + 1 rückt. 
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Es sei b, das Arbeitsfeld zum Zeitpunkt 2. Ferner werde durch o;(b.) bzw. o:+1(b.) dasjenige Symbol 
aus S bezeichnet, das zum Zeitpunkt 2 bzw. ? + 1 auf dem Arbeitsfeld b. des Zeitpunktes i ein- 
getragen ist. Die Funktionsweise einer Turing-Maschine kann dann sehr übersichtlich durch das 
Schema auf Seite 788 beschrieben werden. 

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn die Funktion Ah für alle Argumente den Wert / annimmt. 
In diesem Fall wird in jedem Arbeitstakt das Band um ein Feld nach links verschoben, und die 
produzierten Verschiebebefehle sind in jedem Arbeitstakt unabhängig von dem gelesenen 
Symbol und dem vorliegenden inneren Zustand, Das bedeutet aber, daß eine derartige Maschine 
mit ihrem Rechenband als Außenspeicher nur sehr eingeschränkt in Verbindung treten kann. Sie 
kann nämlich dort keine Zwischenresultate abspeichern und bei Bedarf wieder einlesen, sondern 
kann nur die Information, die zum Zeitpunkt 0 auf dem Rechenband nicht links von dem Arbeits- 
feld des Zeitpunktes 0 eingespeichert wurde, sukzessive einlesen und die in den einzelnen Zeit- 
punkten erhaltenen Resultate sukzessive nach rechts, beginnend mit dem Arbeitsfeld des Zeit- 
punktes 0, abspeichern, wobei die Eingangsinformation sukzessive zerstört wird. 

Man kann sich überlegen, daß im beschriebenen Spezialfall die Leistungsfähigkeit der betreffenden 
Maschinen gegenüber beliebigen Turing-Maschinen wesentlich vermindert ist, und zwar stimmt sie 
mit der Leistungsfähigkeit eines abstrakten Automaten überein, der S als Eingabe- und Ausgabe- 
alphabet, Z als Menge der inneren Zustände und f bzw. g als Überführungs- bzw. Ausgabefunktion 
hat. 

Der Spezialfall, daß die Funktion A für alle Argumente den Wert r annimmt, ist dem eben bespro- 
chenen äquivalent; der Fall, daß h stets den Wert « annimımt, führt auf eine Turing-Maschine, 
die als endlicher Automat ohne Ein- und ohne Ausgabe aufgefaßt werden kann. 


ALGORITHMISCHE SPRACHEN 


Die bisher besprochenen, aus der mathematischen Logik stammenden Algorithmenbegriffe waren 
allein mit dem Ziel geschaffen worden, den Begriff des Algorithmus möglichst allgemein zu definieren 
und dann auf dieser Grundlage wichtige Begriffe der mathematischen Logik, wie Entscheidbarkeit, 
Axiomatisierbarkeit, Konstruierbarkeit, zu präzisieren. Mit diesen Hilfsmitteln konnten die er- 
wähnten fundamentalen Unentscheidbarkeits- und Nichtaxiomatisierbarkeitssätze bewiesen wer- 
den. Der Zielstellung weitgehend angepaßt, ist die Struktur dieser Algorithmenbegriffe sehr 
durchsichtig, und die zugelassenen Grundoperationen sind äußerst einfach; z. B. ist die Struktur 
einer Turing-Maschine wesentlich einfacher als die einer modernen Rechenanlage. Deshalb konnten 
die betreffenden Sätze leichter formuliert und bewiesen werden. 

Mit der Konstruktion der ersten elektronischen Rechenautomaten sowie mit der Entwicklung der 
Automatisierung und der allgemeinen Ideen der Kybernetik bahnten sich im Hinblick auf die 
Schaffung und Untersuchung von Algorithmenbegriffen grundsätzlich neue Gedanken an. Be- 
kanntlich arbeitet ein programmgesteuerter Automat nicht ‚nach eigenem Ermessen‘, sondern 
streng nach einem eingegebenen Programm. Es muß aber so formuliert werden, daß der Automat 
„versteht“, was er „tun soll“, d;h., es muß in einem Mitteilungssystem formuliert werden, das 
seiner inneren logischen Struktur entspricht. Dieses Mitteilungssystem wird häufig der Maschinen- 
code oder die Maschinensprache des betreffenden Automaten genannt. Je einfacher der Maschinen- 
code ist, desto einfacher ist auch der innere logische und damit auch technische Aufbau des Auto- 
maten und umgekehrt. 

Wie jeder aus dem Grammatikunterricht aus der Schule weiß, ist die Struktur einer natürlich ent- 
standenen Sprache — auch natürliche Sprache genannt - nicht nur sehr kompliziert, sondern die 
Bedeutung vieler Sätze ist auch nicht eindeutig bestimmt. Diese Mängel resultieren aus der Ent- 
stehungsweise einer natürlichen Sprache. Sie sind schon im täglichen Leben manchmal recht 
beschwerlich und unangenehm und machen esfast unmöglich, daß eine natürliche Sprache als Maschi- 
nensprache verwendet werden kann. Aus diesen Gründen baut man ein entsprechendes Mitteilungs- 
system künstlich auf und spricht von einer künstlichen oder formalisierten Sprache. Dabei gibt es 
die folgenden drei Wege: 


Man kann erstens die logische Struktur des Automaten und damit seinen technischen Aufbau 
möglichst einfach wählen, Dann ist auch die Maschinensprache des Automaten sehr einfach. Aller- 
dings erfordert in diesem Falle erfahrungsgemäß das Programmieren des Automaten direkt in 
seiner Sprache einen hohen Arbeitsaufwand, weil die Maschinensprache im allgemeinen nicht 
problemorientiert ist, d. h., weil sie sich im allgemeinen nicht gut zur Beschreibung von Prozessen 
eignet, die auf dem betreffenden Automaten modelliert bzw. durch ihn gesteuert werden sollen; 
außerdem weicht sie erheblich von der dem Programmierer geläufigeren natürlichen Sprache ab. 
Man könnte deshalb zweitens von einer zwar formalisierten, jedoch problemorientierten und der 
natürlichen angepaßten Sprache ausgehen; z.B. von der ALGOL. In einer derartigen Sprache lassen 
sich die betreffenden Prozesse verhältnismäßig leicht programmieren; da aber die Struktur dieser 
Sprache kompliziert ist, muß auch die Struktur eines Automaten, für den sie als Maschinensprache 
verwendet werden soll, entsprechend kompliziert sein. 

Heute wird im allgemeinen der folgende dritte Weg beschritten. Man geht von einer formalisierten 
und problemorientierten Sprache (etwa ALGOL) aus, verzichtet aber auf die Konstruktion entspre- 
chender Automaten, sondern verwendet diese Sprache als intermaschinelle Programmierungssprache 
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in dem Sinne, daß für jeden verwendeten Automatentyp ein Algorithmus aufgestellt wird, mit dem 
die gewählte Sprache in die jeweilige Maschinensprache übersetzt werden kann. Wird ein solcher 
Übersetzungsalgorithmus durch einen Automaten realisiert, spricht man von automatischer Program- 
mierung. Intermaschinelle Programmierungssprachen heißen häufig algorithmische Sprachen. 

Ein Programm, ganz gleich, ob es in einer intermaschinellen Programmierungssprache oder in einer 
Maschinensprache eines bestimmten Automaten formuliert ist, legt einen Algorithmus fest. Dies 
ergibt sich aus den oben angegebenen sechs Bedingungen. Demgemäß stellt jede derartige Sprache 
die Präzisierung des Algorithmenbegriffs in einem bestimmten Sinne dar. Jedoch sind die dabei 
zugrunde liegenden Motive ganz andere als die, die im Rahmen der mathematischen Logik zur 
Präzisierung bestimmter Algorithmenbegriffe geführt haben. Hier geht es nicht darum, erneut 
Begriffe wie Entscheidbarkeit, Konstruierbarkeit zu definieren, sondern es wird nach Wegen gesucht, 
die verschiedensten Prozesse möglichst günstig durch Algorithmen zu beschreiben. Auch die zu 
untersuchenden Probleme sind deshalb andere, Selbstverständlich interessiert die Frage der Aus- 
drucksfähigkeit eines derartigen Algorithmenbegriffs, d.h. die Frage, welche Prozesse und Funk- 
tionen überhaupt beschrieben werden können, Darüber hinaus ist wichtig zu wissen, wann Algorith- 
men Äquivalent sind, d.h., wann sie denselben Prozeß oder dieselbe Funktion beschreiben und ob 
die Beschreibung hinsichtlich gewisser Parameter (notwendiger Speicherraum, Abarbeitungszeit 
des Algorithmus u. a.) optimal ist. 

Die ersten grundlegenden Ideen auf diesem Gebiet stammen aus den Jahren 1945 bis 1949 von 
J. von NEUMANN (1903— 1957) und H. H. Gorpstine (Begriff des Flußdiagramms) und von 
K.Zuse (geb. 1910) (Plankalkül). Sie wurden weitergeführt in den Jahren etwa von 1951 bis 1953 
von H. RUTISHAUSER (Automatische Rechenplanfertigung) und von A. A. LJAPunow (Operator- 
programmierung, Logische Schemata von Programmen bzw. von Algorithmen). Intensive Weiter- 
arbeit in den darauffolgenden Jahren und viele Versuche, auf die aus Platzmangel nicht eingegangen 
werden kann, führten 1959 zur Schaffung der Sprache ALGOL, die einen ersten Höhepunkt dieser 
Entwicklung darstellt. Zur Zeit ist das Problem aktuell, für die verschiedensten Gebiete nach dem 
Muster der Sprache ALGOL, die speziell zur Beschreibung von Rechenprozessen aus der numerischen 
Mathematik gedacht ist, intermaschinelle Programmierungssprachen zu schaffen und für die Praxis 
nutzbar zu machen. Theoretisch entsteht das Problem, die Struktur derartiger Sprachen zu studieren. 
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MATHEMATISCHE ZEICHEN 


Erläuterung Erläuterung 


vom Hundert, Prozent = 3,14159... (Ludolfsche Zahl) 


vomn Tausend, Fromille a AB; Strecke von A nach 
je, pro; z.B. m/s B tohtet 
und, plus NEST REN| 

e Arkussinus 









































AB; AB 





arcsin 

































weniger, minus r 
rl ee Arccos Arkuskosinus 
: ä g arctan Arkustangens 

durch; z. B. 3:4, 3], — arccot Arkuskotangens 

4 sinh Hyperbelsinus 
gleich cosh Hyperbelkosinus 
identisch . tanh Hyperbeltangens 
nicht gleich, ungleich coth Hyperbelkotangens 
angenähert, nahezu gleich 5 









kleiner als; z. B.a<b 

größer als; z..B.b>a 

kleiner oder gleich; z.B.a < 0 
größer oder gleich; z.B.a >20 
klein gegen 

groß gegen 

entspricht; z.B. 30 Mark = 15 kg 
bis; z,B+2...8 


Quadratwurzel aus @ 


Summe; z.B. £a;, 
1 
(Summe a, fürr = 1bis 55) 
{von x, d.h. Funktion der unab- 
hängigen Veränderlichen x 
Groß-Delta-f; Differenz zweier 
Funktionswerte 
f von x, d.h. 1. Ableitung der 
Funktion f(x) 
Differentiationszeichen (total) 
d-ypsilon; Differential 



























DYAIMVARHIII 




















n-te Wurzel aus a 

(absoluter) Betrag von a 

V-1; Einheit des Imaginären 
n-Fakultät; z.B. 3l=1:'2-:3=6 


dy nach dx; Differentialquotient 


an: 


Differentiationszeichen (partiell) 
Limes, Grenzwert 


strebt gegen; z. B. lim = = 0 
n>o 

in chem. Formeln: Reaktion in 

Pfeilrichtung 

in chem. Formeln: Reaktion in 

beiden Richtungen 






n über k, Binomialkoeffizient 













allgemeiner Logarithmus, Basis «a 
dekadischer Logarithmus, Basis 10 
natürlicher Logarithmus, Basis e 
2,718 „5:5 

Basis der natürl. Logarithmen 
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3 unendlich Integrationszeichen 

nn ähnlich, proportional unbestimmtes Integral der Funk- 
re kongruent, deckungsgleich tion f(x) 

A Dreieck; z.B. AABC bestimmtes Integral von f(x) im 
I parallel Bereich —a'''+a 

+ parallel und gleich Vektor a, b, c bzw. 

Pi rechtwinklig Vektor A4,B,C 

Id rechter Winkel 

& Winkel; z.B. x ABC Mengenlehre: 

2 Altgrad; Neugrad, Gon; Element von; z.B.meM 


nicht Element von; z.B. m EM 
Teilmenge von; z.B.ZM 
echte Teilmenge von; z.B. M 
äquivalent; z.B.M-N 
Vereinigungsmenge; z.B.M UN 
Durchschnitt; z. B.MNNR 


Mathematische Logik: 
nicht (Negation) 

und (Konjunktion) 

oder (Disjunktion) 

wenn - so (Implikation) 

genau dann - wenn (Äquivalenz) 













z. B. 45° = 508 
Altminute; Neuminute; 
z. B. 27’ = 50° 
Altsekunde; Neusekunde; 
z. B. 16,2” = 50ce 


Bogen AB 
(auch Segment über AB) 
Arkus «x, Bogen zum Winkel « 
Sinus 
Kosinus 
Tangens 
Kotangens 
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Zahlentafeln 


QUADRATZAHLEN 


793 


30,25 


31,36 
32,49 
33,64 
34,81 


36,00 


37,21 
38,44 
39,69 
40,96 


42,25 


43,56 
44,89 
46,24 
47,61 


49,00 


50,41 
51,84 
53,29 
54,76 


56,25 


57,76 
59,29 
60,84 
62,41 


64,00 


65,61 
67,24 
68,89 
70,56 


72,25 


73,96 
75,69 
77,44 
79,21 


81,00 


82,81 
84,64 
86,49 
88,36 


90,25 
92,16 
94,09 
96,04 
98,01 


100,0 


30,36 | 30,47 | 30,58 | 30,69 | 30,80 | 30,91 | 31,02 | 31,14 
31,47 | 31,58 | 31,70 | 31,81 | 31,92 | 32,04 | 32,15 | 32,26 
32,60 | 32,72 | 32,83 | 32,95 | 33,06 | 33,18 | 33,29 | 33,41 
33,76 | 33,87 | 33,99 | 34,11 | 34,22 | 34,34 | 34,46 | 34,57 
34,93 | 35,05 | 35,16 | 35,28 | 35,40 | 35,52 | 35,64 | 35,76 
36,12 | 36,24 | 36,36 | 36,48 | 36,60 | 36,72 | 36,84 | 36,97 
37,33 | 37,45 | 37,58 | 37,70 | 37,82 | 37,95 | 38,07 | 38,19 
38,56 | 38,69 | 38,81 | 38,94 | 39,06 | 39,19 | 39,31 | 39,44 
39,82 | 39,94 | 40,07 | 40,20 | 40,32 | 40,45 | 40,58 | 40,70 
41.09 | 41,22 | 41,34 | 41,47 | 41,60 | 41,73 | 41,86 | 41,99 
42,38 | 42,51 | 42,64 | 42,77 | 42,90 | 43,03 | 43,16 | 43,30 
43,69 | 43,82 | 43,96 | 44,09 | 44,22 | 44,36 | 44,49 | 44,62 
45,02 | 45,16 | 45,29 | 45,43 | 45,56 | 45,70 | 45,83 | 45,97 
46,38 | 46,51 | 46,65 | 46,79 | 46,92 | 47,06 | 47,20 | 47,33 
47,75 | 47,89 | 48,02 | 48,16 | 48,30 | 48,44 | 48,58 | 48,72 
49,14 | 49,28 | 49,42 | 49,56 | 49,70 | 49,84 | 49,98 | 50,13 
50,55 | 50,69 | 50,84 | 50,98 | 51,12 | 51,27 | 51,41 | 51,55 
51,98 | 52,13 | 52,27 | 52,42 | 52,56 | 52,71 | 52,85 | 53,00 
53,44 | 53,58 | 53,73 | 53,88 | 54,02 | 54,17 | 54,32 | 54,46 
54,91 | 55,06 | 55,20 | 55,35 | 55,50 | 55,65 | 55,80 | 55,95 
56,40 | 56,55 | 56,70 | 56,85 | 57,00 | 57;15 | 57,30 | 57,46 
57,91 | 58,06 | 58,22 | 58,37 | 58,52 | 58,68 | 58,83 | 58,98 
59,44 | 59,60 | 59,75 | 59,91 | 60,06 | 60,22 | 60,37 | 60,53 
61,00 | 61,15 | 61,31 | 61,47 | 61,62 | 61,78 | 61,94 | 62,09 
62,57 | 62,73 | 62,88 | 63,04 | 63,20 | 63,36 | 63,52 | 63,68 
64,16 | 64,32 | 64,48 | 64,64 | 64,80 | 64,96 | 65,12 | 65,29 
65,77 | 65,93 | 66,10 | 66,26 | 66,42 | 66,59 | 66,75 | 66,91 
67,40 | 67,57 | 67,73 | 67,90 | 68,06 | 68,23 | 68,39 | 68,56 
69,06 | 69,22 | 69,39 | 69,56 | 69,72 | 69,89 | 70,06 | 70,22 
70,73 | 70,90 | 71,06 | 71,23 | 71,40 | 71,57 | 71,74 | 71,91 
72,42 | 72,59 | 72,76 | 72,93 | 73,10 | 73,27 | 73,44 | 73,62 
74,13 | 74,30 | 74,48 | 74,65 I 74,82 | 75,00 | 75,17 | 75,34 
75,86 | 76,04 | 76,21 | 76,39 | 76,56 | 76,74 | 76,91 | 77,09 
77,62 | 77,79 | 77,97 | 78,15 | 78,32 | 78,50 | 78,68 | 78,85 
79,39 | 79,57 | 79,74 | 79,92 | 80,10 | 80,28 | 80,46 | 80,64 
81,18 | 81,36 | 81,54 | 81,72 | 81,90 | 82,08 | 82,26 | 82,45 
82,99 | 83,17 | 83,36 | 83,54 | 83,72 | 83,91 | 84,09 | 84,27 
84,82 | 85,01 | 85,19 | 85,38 | 85,56 | 85,75 | 85,93 | 86,12 
86,68 | 86,86 | 87,05 | 87,24 | 87,42 | 87,61 | 87,80 | 87,98 
88,55 | 88,74 | 88,92 | 89,11 | 89,30 | 89,49 | 89,68 | 89,87 
90,44 | 90,63 | 90,82 | 91,01 | 91,20 | 91,39 | 91,58 | 91,78 
92,35 | 92,54 | 92,74 | 92,93 | 93,12 | 93,32 | 93,51 | 93,70 
94,28 | 94,48 | 94,67 | 94,87 | 95,06 | 95,26 | 95,45 | 95,65 
96,24 | 96,43 | 96,63 | 96,83 | 97,02 | 97,22 | 97,42 | 97,61 


——————— ll 22 [m —_——r nn nn 
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KUBIKZAHLEN 
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9,1 
9,2 
9,3 
9,4 
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IH. DEKADISCHE LOGARITHMEN DER NATÜRLICHEN ZAHLEN 


00647 
01072 
01494 
01912 


02735 
03141 
03543 
03941 
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DEKADISCHE LOGARITHMEN DER NATÜRLICHEN ZAHLEN 





0000 0004 0009 0013 0017 0022 0026 0030 0035 0039 
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IVa. NATÜRLICHE LOGARITHMEN ZERLEGUNG IN PRIMFAK- 
DER PRIMZAHLEN BIS 1000 TOREN GRÖSSER ALS5 





Beispiele 

In 326 = In(2 - 163) 

—= In2 + In163 

— 0,6931 + 5,0938 = 5,7869 


ln 0,319 = In(11 - 29: 1000) 
—= Inl1 + 1n29 — In 1000 

— 2,3979 + 3,3673 — 6,9078 
— — 1,1426 


1n 230000 = 1n(23 + 10000) 
— 3,1355 + 9,2103 = 12,3458 
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Va. NATÜRLICHE WERTE FÜR SINUS, TANGENS, Vb. UMRECHNUNG VON 
KOSINUS, KOTANGENS GRADMASS IN BOGENMASS 


0,0000 


0175 
0349 
0523 
0698 
0872 
1045 
1219 
1392 
1564 


0,1736 


1908 
2079 
2250 
2419 
2588 
2756 
2924 
3090 
3256 


0,3420 | 0,3640 


5095 
5317 
5543 


0,5774 


6009 
6249 
6494 
6745 
7002 
7265 
7536 
7813 
8098 
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VIa. SINUS- BZW, KOSINUSLOGARITHMEN 
lg sin 0°%...45° 


*0870 | *1450 
4723 | 4971 
6731 | 6889 
8098 | 8213 
9135 | 9226 


=——————— ] —— 11 | 20200000000020| (om 


9970 | *0046 
0670 | 0734 
1271 1326 
1797 | 1847 
2266 | 2310 





z Se 


lg eos 45°... 90° 
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SINUS- BZW. KOSINUSLOGARITHMEN 


lg sin 45°... 90° 
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VIb. TANGENS- BZW, KOTANGENSLOGARITHMEN 
lg tan 0°...45° 


*0870 | *1450 


4725 | 4973 
6736 ı 6894 
8107 | 8223 
9150 | 9241 


9992 | *0068 
0699 | 0764 
1310 | 1367 
1848 | 1898 
2328 | 2374 





lg eot 45°... 90° 
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TANGENS- BZW. KOTANGENSLOGARITHMEN 
lg tan 45°... . 90° 








*0008 *0409 | *0494 


0850 1341 1446 






























+ 

1893 2391 | 2525 | 2663 | 2806 | 3 

3106 | 3264 3962 | 4155 | 4357 | 4569 | 2 
5027 | 5275 6441 | 6789 | 7167 1 
0 





9130 2,2810 |2,4571 [2,7581 |(+ 


TIERTERIRERERERUERT FL N 


lg cot 0° BR |; 


51* 


vi. EXPONENTIALFUNKTION e” UND e* 


1,8965 


1,9155 


1,9348 
1,9542 
1,9739 
1,9937 





0,1353 


0,1225 
0,1108 
0,1003 
0,0907 


0,0821 


0,0743 
0,0672 
0,0608 
0,0550 


0,0498 


0,0450 
0,0408 
0,0369 
0,0334 








445,86 
492,75 
544,57 
601,85 


665,14 


735,10 
812,41 
897,85 
992,27 


1096,6 


1212,0 
1339,4 
1480,3 
1636,0 


1808,0 


1998,2 
2208,3 
2440,6 
2697,3 


2981,0 


3294,5 
3641,0 
4023,9 
4447,1 





»08 


NIdJIVLNITOVZ 





1,3499 


1,3634 
1,3771 
1,3910 
1,4049 


1,4191 


1,4333 
1,4477 
1,4623 
1,4770 


1,4918 


1,5068 
1,5220 
1,5373 
1,5527 


1,5683 


1,5841 
1,6000 
1,6161 
1,6323 


1,6487 


0,7788 


0,7711 
0,7634 
0,7558 
0,7483 


0,7408 


0,7334 
0,7261 
0,7189 
0,7118 


0,7047 


0,6977 
0,6907 
0,6839 
0,6771 


0,6703 


0,6637 
0,6570 
0,6505 
0,6440 


0,6376 


0,6313 
0,6250 
0,6188 
0,6126 


0,6065 


2,1170 


2,1383 
2,1598 
2,1815 
2,2034 


2,2255 





0,4724 


0,4677 
0,4630 
0,4584 
0,4538 


0,4493 


0,4449 
0,4404 
0,4360 
0,4317 


0,4274 


0,4232 
0,4190 
0,4148 
0,4107 


0,4066 


0,4025 
0,3985 
0,3946 
0,3906 


0,3867 


0,3829 
0,3791 
0,3753 
0,3716 


0,3679 








33,115 


36,598 
40,447 
44,701 
49,402 


54,598 


60,340 
66,686 
73,700 
81,451 


90,017 


99,484 
109,95 
121,51 
134,29 


148,41 


164,02 
181,27 
200,34 
221,41 


244,69 


270,43 
298,87 
330,30 
365,04 


403,43 


0,0302 


0,0273 
0,0247 
0,0224 
0,0202 


0,0183 


0,0166 
0,0150 
0,0136 
0,0123 


0,0111 


0,0101 
0,0091 
0,0082 
0,0074 


0,0067 


0,0061 
0,0055 
0,0050 
0,0045 


0,0041 


0,0037 
0,0033 
0,0030 
0,0027 


0,0025 


lg l/e 


2,71828183 


0,43429448 
0,36787944 


















0,0002 


0,0002 
0,0002 
0,0002 
0,0001 


0,0001 


0,0001 
0,0001 
0,0001 
0,0001 


0,0001 


0,0001 
0,0001 
0,0001 
0,0001 


—= 0,56570552—1 


uopyunjfepusauodxq 


c08 


806 ZAHLENTAFELN 


VIHa. UMRECHNUNG ALTGRAD VIIHb. UMRECHNUNG NEUGRAD 
IN NEUGRAD IN ALTGRAD 


0,4590 

0,4680 

0,4770 

0,4860 34,19° 

0,4950 37,788 
0,218 

37,998 





I +1 


0.5850 


0,5940 
0,6030 
0,6120 
0,6210 


0,6390 
0,6480 
0,6570 
0,6660 
0,2778 i 3 0,6750 


0,2889 0,76 | 0,6840 


0,3000 710, 0,6930 
0,3111 ; ) 5 0,7020 
0,3222 i 1 : 0,7110 


16,748 
14,40° 

0,67? 
15,07° 


IH 





0,5556 
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IX. OFT VORKOMMENDE KONSTANTEN 




















































































0,4971 0,2018—1 0,3679 | 0,5657-1 
0,7982 0,9008— 2 0,4343 | 0,6378-1 
0,9743 0,9943 2,3026 | 0,3622 
1,0992 1,5964 7,3891 | 0,8686 
0,3211 0,3922 0,13534| 0,1314—1 
0,6221 0,0057 —1 / 1,6487 | 0,2171 
0,1961 0,4036—2 123,141 1,3644 
er \ 0,2486 1 9,81 0,9917 
0,895 = 0,3991 96,236 | 1,9833 
0,7190— 0,1019 | 0,0083—1 
0,6477 > ’ 0,0510 | 0,7073—2 
0,7357 0,5642 | 0,7514-1 0,0104 | 0,0167—2 
0,3466 0,3989 0,6009 —1 3,1321 0,4958 
0,2586 0,7979 | 0,9019—1 4,4294 | 0,6463 
0,5029—1 2,7183 | 0,4343 0,3193 | 0,5042—1 


Wieder- Wieder- 
gabe in gabe in 
Antiqua Antiqua 


> 


Alpha 
Beta 
Gamma 
Delta 
Epsilon 
Zeta 
Eta 
Theta 


Rho 
Sigma 
Tau 
Ypsilon 
Phi 

Chi 

Psi 
Omega 


SINN sg ab 
Noao cp 


©| 


Omikron 
Pi 


pp Im So: m R 
NSOUBRABN 
a Sm EB 8 
HoamzEasran 
BB OoMBEMTRm"“ 
SEN MNM N 
sen 8 8 nd © 


A 
B 
is 
A 

E 
Z 
H 
© 


ae 
= 
5 
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Alphabetisches Stiehwortverzeiehnis 


Das Stichwortverzeichnis weist auf alle Stellen hin, an denen der Leser den betreffenden Begriff 
erklärt oder auf neue Weise angewendet findet. Halbfette Zahlen geben die Seiten an, auf denen 
wesentliche oder ausführliche Angaben gebracht werden. Zusammengesetzte oder aus mehreren 
Ausdrücken bestehende Stichwörter sind dort eingeordnet, wo sie vermutlich am ehesten gesucht 
werden. Vielfach erscheinen sie aber zugleich an mehreren Stellen, um einen Überblick über die 
Aufgliederung von Begriffen mit vielfältigem Inhalt zu bekommen; z. B. werden „trigonometrische 
Funktionen‘‘ und die „Exponentialfunktion‘‘ auch unter „Funktion, trigonometrische‘‘ und 
unter „Funktion, t Exponentialfunktion‘‘ gebracht. 

Kursiv gedruckte Zahlen geben an, daß der Begriff nicht wörtlich, sondern sinngemäß auf der 
angegebenen Seite zu finden ist. Verweise auf Bildtafeln sind durch den Buchstaben T vor der 
Tafelnummer gekennzeichnet, z. B. T 51. Namen aus der russischen Sprache sind in der üblichen 
Weise nach Steinitz transkribiert; z. B. Tschebyschow. 

Wörter mit Umlauten ä, ö, ü folgen unmittelbar sonst gleichen Wörtern mit a, 0, u; die Buchstaben- 
folge ae, oe, ue wird als zwei getrennte Vokale angesehen. Der Buchstabe ß ist unter ss eingeordnet. 
Für Begriffe aus mehreren Wörtern beginnt nach dem ersten Wort die alphabetische Anordnung 
neu. Das erste Wort wird bei den folgenden Stichwörtern durch einen Gedankenstrich ersetzt. Für 
ein wiederholtes zweites Wort steht ein zweiter Gedankenstrich. Ein Gedankenstrich kann auch 
Abkürzung für einen Teil des Stichworts sein, dessen Ende in diesem dann durch einen senkrechten 
Strich angegeben ist. Beispiele: auf das Stichwort „e‘“ folgt ‚e, Berechnung‘ und erst auf „e, 
Reihenentwicklung‘ folgt „Ebene“ ; „Dreieck“, „—,rechtwinkliges‘‘, ,„—, — sphärisches‘ ; „Drei- 


ecks|kette‘“, „-konstruktion‘, 


A 


a 191 

a” 406 

Abakus 678 

—, römischer T 12 

Abakusrechnen T 16 

Abbildung 13, 125, 711, 731 

—, affine 246, 578 

—, ähnliche 578 

—, differenzierbare 597 

—, direkte 247 

—, Gruppe 713 

—, indirekte 247 

—, inverse 579 

—-, isometrische 594 

—, konforme 733 

—, t Kongruenzabbildung 177 

—, lineare 708, 709 

—, Operator 759 

—, perspektive 577 

—, projektive 575, 577 

—, reziproke 577 

—, stetige 727 

—, streckentreue 733 

—, topologische 726, 727 

—, winkeltreue 733 

Abbildungs|maßstab 248 

—modul 733 

— vorschrift 247 

Abbinden 317 

Abel 116, 494, 712, 715 

—, Satz 496 

abelsche Gruppe 712 

Abfall 693 

abgekürzte Rechenverfahren 
40 

abgeleitete Funktion 417 

abgeplattetes Ellipsoid 568 

abhängige Variable 127 


Ablauf|planung 690 

—steuerung 690 

Ableitung 415 

—, Areafunktion 429 

—, Exponentialfunktion 427 

— als Funktion 417 

— einer Funktion 414, 732 

—, Funktionen mehrerer Va- 
riabler 429 

—, ganzrationale Funktion 
423 

—, gemischte 430 

—, höhere 418 

—, Hyperbelfunktion 428 

—, Integraldarstellung 737 

— inverser Funktionen 425 

—, Konstante 427 

—, logarithmische 424 

—, Logarithmusfunktion 428 

—-, mittelbare Funktion 424 

—, n-te 418 

—, Nullstelle 433 

—, Parameterdarstellung 425 

—, partielle 429 

—, Polarkoordinaten 426 

—-, Potenzfunktion 427 

—, Produkt 422 

—, Quotient 423 

—, Summe 422 

—, trigonometrische Funk- 
tionen 428 

—, zyklometrische Funktio- 
nen 428 

Ableitungswert, Horner 609 

Ablösungssumme 166 

Abplattung 330 

abrunden 623 

Abschnittsgleichung, Ebene 
563 

absolut konvergent 402, 496 


absoluter Betrag 757 

— Fehler 622 

absolutes Glied, kubische 
Gleichung 108 

— —, lineare Gleichung 94 

— —, quadratische Gleichung 

101 

Abstand von Geraden 350 

—, metrischer Raum 729, 757 

— Punkt-Ebene 564 

— Punkt-Gerade 560 

—, Strecke 170, 557 

— windschiefer Geraden 560 

Abstands|funktion 757 

—-verhältnis 558 

abstecken, Kreisbogen 302 

abstrakter Automat 773 

— Raum 755 

Abstraktion 12 

—, wiederholte 12 

Abszisse 342 

Abszissen, Verfahren der mitt- 
leren 601 

Abweichung 343 

—, mittlere quadratische 657, 
668 

abwickelbar 224, 227, 254, 260 

abwickelbare Fläche 570 

Abwicklung, Zylindermantel 
253 

abzählbar unendlich 702 

Abzinsung 166 

Abzinsungsfaktor 165 

Achilles, Schildkröte 396 

Achse 343 

—, Kollineation 578 

—, Parabel 366 

—, Paraboloid 569 

Achsen, Ellipse 209 

—, Hyperbel 212, 371 


Achsen, Koordinatensystem 
342 

Achsen]abschnittsform, Gera- 
de 349 

— kreuz, Parallelprojektion 251 

achsenparallele Strahlen 214 

Achsenschnitt, Pyramide 226 

Achsenschnittform 563 

addieren 771 Addition 

Addieren, schriftliches 23 

Addiergerät 776 

Addition 22, 30, 93 

—, Brüche 35, 47 

—, Dezimalbrüche 39 

—, korrespondierende 100 

— im linearen Raum 756 

—, Matrizen 705 

—, Operatoren 760 

—, Reihen 402 

—, Vektoren 538 

— im Vektorraum 707 

Additionsjalgorithmus 776 

—axiom 767 

—gesetz, Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 651 

—methode 120 

—system 20 

Additionstheorem 70 

— , Binominalkoeffizienten 497 

—, trigonometrische Funk- 
tionen 282, 285 

Adjunkte 707 

Adresse 683 

Adressenländerung, automa- 
tische 685 

—funktion 685 

—teil 683 

affine Abbildung 246, 578 

— Transformationen 555 

— Verwandtschaft 246 

— Verzerrung 568 

affines Bild 209, 371 

Affinität 210 

—, ebene 247 

—, räumliche 246 

Affinitäts]achse 212, 246 

—maßstab 247 

—richtung 247 

—strahl 246 

Ägypten, Feldmessung T 9 

—, Mathematik T 10 

Ahmes 41, 51 

ähnliche Abbildung 578 

— Figuren 734 

Ähnlichkeit 196, 257 

—, Abbildung 733 

Ähnlichkeits|faktor 197 

—Jlage 197 

— punkt 197 

—sätze 198 

Akkumulator 683, 684 

Aktivität 697, 698 

—, kritische 697, 699 

Aktivitätszeit 697 

aleph 702 

Alexander-Pontrjaginscher 
Dusalitätssatz 728 


Algebra, Boolesche 682 

—, Hauptsatz t Fundamental- 
satz 

—, lineare 704 

—-, multilineare 710 

—, topologische 717 

algebraisch unabhängig 725 

algebraische Fläche 724 

— Geometrie 724 

— Gleichung 92, 715, 724 

— Kurve 443, 724 

— Mannigfaltigkeit 724, 725 

— Struktur 708 

— Summe 31, 42 

— Zahl 722 

algebraischer Zahlkörper 722 

Algebren 716 

Algol 686, 782, 789, 790 

Algorithmenbegriff 786 

—, klassischer 786 

—, mathematische Logik 786 

— , metamathematischer 786 

Algorithmentheorie 777 

—, allgemeine 779 

algorithmisch unlösbar 786 

algorithmische Sprache 684, 
686, 782, 789 

Algorithmus 773, 776, 778, 779 

— , abbrechen 783 

—-, ad infinitum 782 

—, eindeutig ausführbarer 
781, 784 

—, Euklidischer 27, 28, 48, 
144, 777 

— , Gaußscher 705 

—, mehrdeutig ausführbarer 
781, 784 

—, nieht-numerischer 784 

Alhidade 307 

al-Hwarismi 704 

al-Hwärizmi 778 

Alphabet, griechisches 807 

Alternativhypothese 671 

alternierende Folge 390 

— Gruppe 713 

— Reihe 402 

Altgrad 173 

— in Neugrad, Tafel 306 

Altminute 173 

Altsekunde 173 

Amplitude 286, 343 

—, Schwingung 530 

Amplitudenübertragungsmaß 
690 

Amsterdamer Pegel 313 

Analog|prinzip 678 

— rechner 679, 680 

Analysator, harmonischer 517, 
T 45 

Analyse, harmonische 512,514 

Analysealgorithmus 777 

analytische Fortsetzung 739 

— Funktion 732 

— —, Potenzreihenentwick- 

lung 737 
— —, Taylorentwicklung 738 
— Geometrie 704 


Areeot 809 


analytische Geometrie, Ebene 
341 

— —, Raum 550 

analytisches Gebilde 738 

Anfangs|bedingung 533, 604 
608 

— punkt 550 

—regel 781 

Anfangswert 534 

—problem 533, 681 

anisometrisch 251 

Ankathete 270 

Ankreis 185 

Annuität 167 

Anomalie 343, 384 

—, exzentrische 383 

Anordnung 30, 34 

— von Gegenständen 646 

—, lexikographische 42, 647 

Anordnungs|axiom 761, 762 

—schema 263 

Anschauungsraum 761 

Anschlußmessung 317 

Anstieg 135, 415 

—, Kurve 415 

Antilogarithmentafel 70 

Antinomie, Mengenlehre 703, 
786 

Antiparallele 351 

Anzahl 19 

Aphel 383 

Apollonios, Satz 359 

Approximation 84 

—, Polynome 642 

—, sukzessive 535 

Approximations|funktionen 
492 

—kurve 492 

Äquator 335 

—system 335 

äquidistant 606 

äquidistanter Arbeitspunkt, 
Automat 774 

Äquipotentialfläche 742, 743 

äquivalent 701 

—, topologisch 727 

äquivalenter Algorithmus 781 

Äquivalenz, abstrakte Auto- 
maten 777 

—, Mengen 701 

—, Zustände 777 

Äquivalenzrelation 5, 76, 719 

Äquivokation 771 

Ar 191 

Araber 33 

arabische Mathematik T 15 

Arbeit 487, 540 

Arbeits|diagramm 4883 

—feld 788 

— integral 488 

— punkt 788 

—takt 780 

Arbelos 204 

arccos 133, 155, 279, 280, 506 

Arccos 280 

arccot 133, 155, 279, 280, 506 

Arccot 280 
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Archimedes 13, 202, 204, 229, 
456, Ti 
archimedisch geordnet 78, 79 
archimedische Spirale 454 
Archimedisches Axiom 78, 763 
arcosh 157, 506 
arcoth 157, 506 
arcsin 133, 155, 279, 280, 506 
Arcsin 280 
arctan 133, 155, 279, 280, 411, 
506 
Arctan 280 
Area Cosinus hyperboliceus 157 
— Cotangens hyperbolieus157 
— Tangens hyperbolicus 157 
Areafunktionen 157 
—, Ableitung 429 
—, Reihenentwicklung 505 
Area|kosinus 157 
—kotangens 157 
—sinus 156 
—tangens 157 
Argument 87 
—auswahlfunktion 787 
Aristoteles 777, 778 
arithmetische Folge 390 
— Reihe 397 
arithmetischer Befehl 683 
Arkus 280 
Arkusfunktionen 133, 155, 278, 
280 
—, Reihenentwicklung 505 
Ars inveniendi 778 
— iudieandi 778 
— magna 113, 778 
arsh 156 
arsinh 156, 506 
artanh 157, 506 
assoziatives Gesetz, absolute 
rationale Zahlen 79 
— —, Addition, ganze Zahlen 
31 
— —, Addition, natürliche 
Zahlen 22, 77 
— —, allgemeine Zahlsymbole 
42 


— —, Gruppe 712 

— —, Multiplikation, ganze 
Zahlen 32 

— —, Multiplikation, natür- 
liche Zahlen 24, 77 

— —, Multiplikation, ratio- 
nale Zahlen 37 

— —, Vektoren 538 

Astroide 447, 452 

Astrolabium T 41 

—, arabisches T 15 

Astronomie, sphärische 334 

Astronomische Einheit 171 

Asymptoten 146, 148, 149,663 

—, Hyperbel 213 

Asymptoten|gleichung, 

Hyperbel 372 

—kegel 570, 571 

— punkt 444 

asymptotische Annäherung 

640 


asymptotische Darstellung 640 

asymptotischer Punkt 333, 455 

Atomuhr 338 

Aufbereitung, Material 666 

Aufgang 335 

Aufpunkt 741 

Aufriß 243 

— ebene 243 

Aufrißprojektion 243 

—, ägyptische T 17 

aufrunden 623 

Aufwands|kurve 695 

— vektor 692 

Aufzinsung 166 

Aufzinsungsfaktor 164 

Augen/höhe 258 

—summe 652 

Ausgabe 681, 684 

—folge 775 

—funktion 775, 788 

— gerät 684 

—organ 773 

—signal 773 

— vorrichtung 773 

Ausgang 771, 773, 782 

Ausgangs|funktion 689, 787 

— größe 687 

— kette 785 

Ausgleich bedingter Beob- 
achtungen 634 

— direkter Messungen 633 

— linearer Zusammenhänge 
637 

— nichtlinearer Zusammen- 
hänge 638 

— vermittelnder Beobach- 
tungen 636 

Ausgleichs|parabel 639 

—rechnung 601, 628, 629 

ausklammern 44 

Ausnutzungsindex 772 

ausschließendes Ereignis 651 

Ausschöpfungsmethode, 
Archimedes 13 

Außen]|glieder 100 

—winkel 180, 181 

äußere Teilung 199, 588 

äußerer Teilpunkt 346 

äußeres Produkt 542 

Auswahl, repräsentative 666 

—, zufällige 666 

Automat 680 

—, abstrakter 773, 775 

—, endlicher abstrakter 777 

—, lernender 779 

—, minimaler abstrakter 777 

automatische Programmie- 
rung 686, 790 

Automatisierung 680, 773, 789 

Automatisierungsproblem 779 

automorphe Kollineation 765 

Automorphie des Winkels 247 

Axialsymmetrie 177 

axialsymmetrisch 178 

Axiom 761 

—, Archimedisches 78, 763 

—, Pasch 762 


axiomatisierbar 786 
Axiomatisierbarkeit 785 
Axiomatisierung 14, 15 
Axiomatisierungsverfahren 
778 
Axiome, Metrik 757 
—, Peanosche 77 
Axiomensystem 761, 762 
—-, euklidische Geometrie 762 
—, Kolmogorowsches 767 
Axonometrie 251 
axonometrisch 251 
Azimut 260, 311, 335 
azimutale Zentralprojektion 
260 


B 


Babbage 678 

babylonische Mathematik 
P.11 

Balken größter Tragfähigkeit 
435 

Bambusziffern T 13 

Bandbreite 772 

barometrische Höhenformel 64 

Barwert 166 

Basis, Dreieck 181 

—, Logarithmensystem 61 

—, Positionssystem 21 

—, Potenz 50 

Basisnetz 311 

Basissystem 545 

— von Vektoren 573 

Basisvektor 540, 545, 575 

Bauelemente, Rechenautomat 
682 

Bauindustrie, Materialkosten 
692 

Beale 693 

bedingte Beobachtung 635 

— Wahrscheinlichkeit 652 

bedingter Sprungbefehl 683 

Bedingungsgleichung 635 

Befehl 680, 683, 684 

Befehls|schlüssel 685 

—system 683 

—zähler 683 

Beförderungskosten 694 

Beginn 698 

—, spätester 698 

begleitendes Dreibein 588 

beliebig vorgegeben 404 

— vorgeschrieben 392 

Bemaßung 264 

Benennung 26 

Beobachtung, bedingte 635 

—-, vermittelnde 636 

Beobachtungs|fehler 628 

—punkt 256 

Bereich 25 

Bernoulli 748 

—, Daniel 532, T 30 

—, Jakob 526, 658, 747, T 30 

—, Johann 88, 408, 526, 747, 
T 30 

— und L’Hospital, Regel 408 


Bernoullische Differential- 
gleichung 526 

— Ungleichung 124 

— Verteilung 659 

— Zahlen 500, 641 

Berührung, Ordnung 587 

—, Theorie 598 

Berührungs|meridian 310 

— punkt 443, 444 

—radius 201 

Beschleunigung 419, 536, 547 

beschränkt 130, 387 

beschränkte Funktion 130 

beschränkter Operator 759 

Bessel 330, 532, 645, T 54 

—funktion 717 

Besselsche Differentialglei- 
chung 532 

beständig konvergent 495, 737 

Bestimmungs|gleiehung 91, 93 

— kongruenz 719 

Betrag, absoluter 30, 81, 87 

—, Vektor 537 

Betragsfläche 731, T 64 

Bettische Zahlen 728 

Bewegungsaufgabe 97 

bewegungsinvariant 594 

Beweis 13 

—, konstruktiver 535 

Beweis|theorie 786 

— verfahren, Euklidisches 761 

Bezout, Satz 726 

Bhäskara 107, 122, 14 

Bieberbach 537 

biegungsinvariant 594 

Bilanz 692 

Bildgruppe 713 

Bildungsgesetz 389 

Bilinearform 710 _ 

Billion 21, 50 

Binärsystem 21 

binary digit 771 

Binärzeichen 771 

Binom 42 

Binomial|koeffizient 44, 648 

—koeffizienten, Additions- 
theorem 497 

Binomialverteilung 659 

—, Mittelwert 660 

—, Varianz 660 

binomische Formel 44 

— Reihe 505, 508, 739 

binomischer Lehrsatz 45 

binomisches Integral 477 

Binormale 588 

Binormaleneinheitsvektor 589 

biologische Variabilität 677 

Biometrie 677 

bit 771 

Blaschke 537 

Blatt, Riemannsche Fläche 
739 

Blindenschrift 648 

Blitz, Entfernung 305 

Bogen 203 

—, Epizykloide 451 

—, Zykloide 450 


Bogendifferential 485 

Bogenelement 485, 598 

—, Fläche 591 

Bogenlänge 157, 484, 588 

—, Kreisbogen 511 

— in Parameterdarstellung 
484 

— in Polarkoordinaten 484 

— in rechtwinkligen Koordi- 
naten 484 

Bogenmaß 173, Tafel 799 

Bölyai 761, 764, T 51 

Bolzano 413, 416 

—, Satz 413 

—-Weierstraß, Satz 388, 389, 
731 

Bombelli 49, 88 

Bondone 257 

Boole 682, 778 

Boolesche Algebra 778 

Borelkörper 766 

Borelsches Ereignisfeld 766 

Böschung 242 

Böschungslkegel 242 

— winkel 296 

Boyneburg-Portal T 42 

Brachystochronen-Problem 
747 

Brahmagupta, auch Brahma- 
gypta 41, 122 

Brechungs|gesetz, Snellius 437 

— winkel 317 

Breite 310 

Breitenkreis 310, 596 

Brennpunkt, Ellipse 208, 367 

—, Hyperbel 212 

—, Parabel 214, 368 

Brennstrahl, Ellipse 208 

—, Hyperbel 212 

—, Parabel 214 

Brennweite 209, 212 

Brezel 595 

Brianchon, Satz 582 

Brianchonscher Punkt 583 

Brianchonsches Sechseck 583 

Briggs 70 

Briggssche Logarithmen 62 

Brouwer 786 

Brouwerscher Fixpunktsatz 
728 

Brownsche Molekularbewe- 
gung 769 

Bruch 33 

—, tDezimalbruch, Zehner- 
bruch 37 

—, tDoppelbruch 37 

—-, echter 33 

—, gemeiner 35 

—‚inverser 33 

—, reziproker 33 

—, tStammbruch 33 

-—, unechter 33 

- — mit Zahlsymbolen 46 

Brüche, ungleichnamige 33, 47 

Bruch|gleichung 113 

—linie 265 

—rechnung 33 
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Bruchstrich 33 

Brückenproblem, Königs- 
berger 727 

Brunelleschi 257 

Brunn 599 

Bruttoproduktion 690, 692 

bt 771 

Buchstabe, Wahrscheinlich- 
keit für Auftreten 772 

Buchstabenrechnung 41 

Buffon 658 

Bunjakowski 758 

Bürgi 70, T 23 

Bush 680 

Bussole um 1600 T 40 


C 


Cantor 700, 702, T 56 

Cantorsches Diagonalverfah- 
ren 702 

Caratheodory 748, T 56 

Cardanische Formel 108 

Cardano 112, 113, 715, 778, 
T 23 

Cassinische Kurven 449 

Casus irredueibilis 110 

Cauchy 496, 534, 730, 758, T54 

—-Hadamard, Formel 496 

—, Restform 502 

—-Riemannsche Differential- 
gleichung 732, 746 

—-Schwarzsche Ungleichung 
124 

Cauchysche Fundamentalfolge 
84 

— Integralformel 737 

— Urgleiehung 759 

Cauchysches Konvergenz- 
kriterium 395, 731 

Cavalieri 224, 482, T 27 

Cavalierisches Prinzip 224, 234, 
456, 482 x 

Caylay 555, 764 

Ceva 360 

—, Satz 360, 577 

ch 155 

charakteristische Gleichung 
529 

charakteristisches System 740 

Charnes 695 

Cheops-Pyramiden 226 

chinesische Mathematik T 13 

Chintchin 649, 768 

chi- Quadrat-Verteilung 
(x?-Verteilung) 672 

Church 786, 787 

Churchsche Hypothese 787 

cl 219 

Clavius 70 

cm 171 

em? 191 

cm? 219 

Code 772 

— wort 772 

Cohombologietheorie 726 

Computer 684, T 68, T 70, T 72 
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cos 268, 270, 503 

&o3 155 

cosec 270 

cosh 155, 504 

Cosinus hyperbolieus 155 
cot 270, 503 

Cotangens hyperbolicus 155 
coth 155, 504 
Coulombsches Gesetz 740 
Cramer 724 

Cramersche Regel 705 
Croftons Seilliniensatz 600 
&tg 155 

cth 155 


D 


Dachkonstruktion 243 

Daeves 675 

d’Alembert 115 

Dandelinsche Kugeln 366 

„dann und nur dann‘ 395 

Dantzig 693 

Darmstadt-System 72, 75 

darstellende Geometrie 237 

Darstellung 717 

Darstellungstheorie 717 

Data, Euklid 760 

Datenverarbeitung 684 

deckende Geraden 240 

Deckfläche 222 

—, Zylinder 223 

Dedekind 84, 723, T 56 

def 91 

definit positiv 599 

Definition 761 

Definitionsbereich 126 

—, Funktion 158 

—, logarithmische Funktion 
154 

— , Wurzelfunktion 152 

degressive Leistungskurve 695 

dekadisch 21 

dekadische Ergänzung 70 

Dekameter 171 

Deklination 335, 337 

dekodieren 772 

Delisches Problem 54, 180 

Deltoid 188 

demographische Annahme 168 

Denken, funktionales 17 

Derivimeter 419, T 45 

Desargues, Satz 579 

Descartes 49, 91, 115, 142, 229, 
341, 550, 704, 778, T 26 

Descartessche Zeichenregel 142 

Determinante 705, 706 

—, entwickeln 707 

— , Wronskische 528 

deutsche Schrift 807 

Dezimalbruch 37 

—-, unendlicher 82 

dezimalgeometrische Folge 391 

Dezimalstelle 37 

Dezimalsystem 21 

Dezimeter 171 

Diagonaldreieck 577 


Diagonale 186, 577 

—, Quader 221 

Diagonalverfahren, Cantor- 
sches 702 

Diagramm 127 

Dichte 722 

Dichtefunktion 628, 654 


—, Gauß- oder Normalvertei- 
lung 662 

—, Zufallsgröße 655 

Differential 421 

— höherer Ordnung 422, 432 

—, partielles 431 

—, totales 430 

—, vollständiges 487 

Differentialgeometrie 586 

Differentialgleichung, allge- 
meine lineare 528 

—, Bernoullische 526 

—, Besselsche 532 

—, Cauchy-Riemannsche 732 

—, elastische Linie 511 

— erster Ordnung 523 

—, Eulersche 748 

—, exakte 527 

—, explizite 523 

— , Gaußsche 532 

—, getrennte Variable 524 

—, gewöhnliche 487, 517 

—, Grad 518 

—, Hamilton-Jacobische 741 

— höherer Ordnung 528, 536 

—, homogene 525, 740 

—, implizite 523 

—, inhomogene 525, 530, 740 

— , Integral 518 

—, Integration 680 

—, Laplacesche 743 

—, lineare 518, 740 

—, — homogene 525, 528, 529 

— , numerische Integration 
602, 604, 608 

—, Ordnung 518 

—, Ostrogradskische 749 

—, partielle 518, 528, 740 

— für Potentiale 743 

—, Riehtungsfeld 519 

—, Schaltschema 680 

— zweiter Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten 529 

Differentialgleichungen, 
Klassifikation 713 

—, Systeme 536 

Differentialquotient 415 

— n-ter Ordnung 418 

—, partieller 429 

Differentialrechnung 414 

Differentiation, gliedweise 494, 
498, 738 

—, graphische 419 

— impliziter Funktionen 426 

—-Integration 459 

— , komponentenweise 546 

—, Vektorfunktion 546 

Differentiator T 45 

Differentiograph 419 


Differenz 23 

Differenzen|folge 390 

— gleichheit 80 

—quotient 415 

—reehnung 604 

—reihen 136 

—schema 605, 606 

differenzierbar 416, 732 

Differenzierbarkeit komplexer 
Funktionen 731, 737 

Digitallprinzip 678 

—rechner 678, 682 

Dimension 725, 756 

—, Vektorraum 708 

dimetrisch 251 

Diophant 32, 49, 704, 718, 
t Diophantos 

diophantische Gleichung 122, 
720 

Diophantos 122, 720, t Dio- 
phant 

Dipol 523 

Dirichlet 721, 723, T 54 

Dirichletsche Bedingung 514 

Dirichletscher Einheitensatz 
723 

Discours de la Methode 341, 
T 26 

Diskontierung 165 

Diskontierungsfaktor 165 

diskontinuierliche Arbeits- 
weise, Automat 774 

diskrete Zufallsgröße 653, 654, 
655 

diskretes Signal 770 

Diskriminante 104, 363 

Disquisitiones arithmeticae 
718 

Dissipation 771 

Distanz 258 

distributives Gesetz, all- 
gemeine Zahlsymbole 42 

— —-, natürliche Zahlen 25, 77 

— —, rationale Zahlen 37 

— —, Vektorprodukt 543 

Distributivgesetz, Skalar- 
produkt 541 

—, Vektorprodukt 543 

div 549 

divergent, bestimmt 392 

—-, unbestimmt 392 

Divergenz 396, 548 

—, Reihe 396 

Dividend 25 

dividieren 77, t Division 

dividierte Differenzen 604 

— —, absteigende 644 

— —, aufsteigende 644 

— —, zentrale 645 

Division, algebraische Sum- 
men 45 

—, Brüche 36 

—, Dezimalbrüche 39 

—, ganze Zahlen 32 

—, Körper 714 

—-Multiplikation 93 

—-, natürliche Zahlen 24, 25 


Division, Potenzen 51 

— mit Rechenstab 73 

—, schriftliche 26 

— mit Zahlsymbolen 47 

Divisor 25 

dm 171 

dm? 191 

dm? 219 

Doppel|bruch 37 

—integral 478, 479, 482 

—integration 603 

—kegel 226, 366, T 63 

—Jeiter 613, 614 

—-nivellement 313 

— punkt 443, 453, 454 

doppeltlogarithmisches Papier 
T8 


doppeltperiodisch 740 

Doppelverhältnis 360, 573, 
574, 765 

—, Ebene 577 

—, invariant 577 

Drachenviereck 186, 188 

—, Flächeninhalt 193 

Drehautomat 770 

Drehmomentenverstärker 681 

Drehsinn 172 

—, Koordinatensystem 357 

—, mathematischer 342 

—, positiver 271 

Drehung 177, 182 

—, Ellipse 370 

—, Hyperbel 372 

—, Koordinaten 344 

—, Koordinatensystem 554 

Drehzylinder 223 

dreiachsiges Ellipsoid 568 

Dreiadreßmaschine 683 

Dreibein, begleitendes 588 

Dreieck 180, 296, 302 

—, Flächeninhalt 192, 302, 357 

—, —, Fehlerabschätzung 626 

—, gleichschenklig 181, 182 

—, gleichschenkliges sphä- 
risches 330 

—, gleichseitiges 181, 182 

— mit größtem Flächeninhalt 
440 

—, nautisches 337 

—, rechtwinkliges 
184, 198 

—, — sphärisches 328 

—, schiefwinkliges sphärisches 
323 

—, Schwerpunkt 359 

—, Seitenbeziehungen 181 

—, sphärisches 319 

—, spitzwinkliges 181 

—, stumpfwinkliges 181 

—, Winkelbeziehungen 181 

—, Winkel-Seiten- 
Beziehung 182 

Dreiecke, Einteilung 180 

—, Eulersche 319 

Dreieck |impuls 515 

—kurve 515 

—netzpapier T 8 


181, 182, 


Dreiecks|berechnung, Haupt- 
fälle 299 

— kette 313 

—konstruktion 183 

—netz 311 

—seite, absoluter Fehler 627 

Dreiecksungleichung 124, 527 

— in metrischen Räumen 729, 
756, 757 

—, Vektoren 539 

Dreieckswinkel, Schätzwert 
635 

Dreier, Zahlenlotto 649 

Dreikant 579 

Dreikörperproblem 537 

Dreiprimzahlensatz 721 

Dreisatzaufgaben 100 

Dreitafelprojektion 243, 244 

—, Ebene 245 

Dreiteilung des Winkels 179 

Druckwerk 684 

dual 582 

Dualadder 776 

duale Gebilde 581 

— Objekte 600 

dualer Charakter 360 

Dualität 231, 581 

Dusalitätsprinzip 582 

— im Vektorraum 708 

Dualitätssatz 728 

Dualsystem 21 

— , abstrakte Automaten 776 

— , Rechenautomaten 679, 683 

Dualzahl 776 

Durehbiegung 511 

Durchlaufjreihenfolge, opti- 
male 696 

—sinn 170 

Durchmesser 209 

—, konjugierte 210 

— , Zeichen 266 

Durchschnitt, Ideal 724 

— von Mengen 701, 766 

—, Verband 717 

Dürer 101, 572, T18, T19, 
T 23 

dyadisches System 21 


e 62, 814 

e, Berechnung 507 
e-Funktion 153 

e, Grenzwert 394, 406 

e, Reihenentwicklung 153 
e’, Tafel 804, 805 

ebene Strömung 734 

— Trigonometrie 292 
Ebene 216 

—, Absehnittsgleichung 563 
—, Dreitafelprojektion 245 
—-, orientierte 172 

—, projizierende 239 

—, schiefe 306 


Einheitsvektor 813 


Ebenenbündel 217, 218, 573, 
581 

—, Gleichung 566 

Ebenenbüschel 217, 565, 573, 
577, 581 

—, Gleichung 565 

Ebenengleichung 562 

—, allgemeine 562 

Ebenflächner 218, 229 

Echolot 106 

echte Fläche zweiten Grades 
568 

echter Ring 716 

Ecke 180, 218 

—, dreiseitige 319 

—, Körper 218 

—, körperliche 217 

Eckenlinie, Quader 221 

Ecktransversale 360, 577 

Effektor 773 

Eigen]|differenz 282 

—-funktion 534, 753 

—Jösung 753 

—-peilung 333 

— schatten 255 

—schwingung 534, 753 

eigentliche Fläche zweiten 
Grades 568 

Eigenwert 534, 753 

Eikörper 599 

Einadreßmaschine 683 

eindeutig 126, 128 

eindeutige Abbildung 126 

— Funktion 739 

— Zuordnung 577 

Eindeutigkeit, Differential- 
gleichung 535 

eineindeutig 701 

eineindeutige Funktionen 132 

Einer 21 

einfache Gruppe 713 

Einfluß funktion 752 

— größe 637, 692 

Eingabe 684 

—folge 775 

— gerät 684 

—organ 773 

—signal 773 

— vorrichtung 773 

Eingang 771, 773, 782 

Eingangs|fehler 624 

—funktion 689 

— größe 687 

—spalte 65 

Einheit 723 

—, imaginäre 86 

Einheitensatz, Dirichletscher 
723 

Einheitsideal 723 

Einheitskreis 700 

—, trigonometrische Funk- 
tionen 271 

Einheits|matrix 709 

— punkt 574, 576 

—strecke 170, 341, 573 

— vektor 538, 545 


814 Einheitswurzeln 


Einheitswurzeln 88, 109, 115, 
190, 722 

—, primitive 116 

Einhüllende von Kurven- 
scharen 521 

—, Parabel 214 

einmaschiger Regelkreis 688 

Einsatz|gewicht T 37 

—koeffizient, totaler 692 

einschalig 568 

einschaliges Hyperboloid 570 

Einselement 712 

Einsetzungsverfahren 119 

Einsiedlerpunkt 443, 444 

Einsoperator 709 

Einstein, Relativitäts- 
theorie 598 

Eintafelprojektion 239 

—, Kugel 254 

Einweggleichrichtung 515 

Einzellmessung, Gewicht 632 

— wertkarte 676 

Eisensteinsche Zahlen 715 

Ekliptik 337 

el-Gerade 765 

el-Lot 765 

el-Punkt 765 > 

elastische Linie, Differential- 
gleichung 511 

Blastizitätstheorie 620 

Elektronenstrahloszillograph 
681 

Element, Grundgesamtheit 
665 

elementar integrierbar 523 

Elementarereignis 766 

elementarsymmetrische Funk- 
tion 161 

Elemente, Anzahl 702 

—, Euklid 760, 761, T 12 

—, Menge 700 

Elferprobe 30 

eliminieren 119, 610 

Ellipse 208, 366, 367, 375, 425, 
568, 570, 572, 580, 585 

—, affines Bild 248 

—, Evolute 447 

—, Flächeninhalt 212, 465 

—, Gleichung 369 

—, Leitlinie 585 

—, numerische Exzentrizität 
370 

—, Parameterdarstellung 371, 
494 

—, Polargleichung 382 

—, Scheitelgleichung 381 

—, Tangenten an 211 

—, Umfang 495 

Ellipsenbogen 494 

—, Näherungsformel 495 

Ellipsen|konstruktion 209 

—zirkel 209 

Ellipsograph 209 

Ellipsoid 568, 594 

elliptisch 568 

elliptische Fläche 764 

— Geometrie 765 


elliptischer Punkt 594 

elliptisches Integral 477, 529 

— Normalintegral 477 

— Paraboloid 568 

Empfänger 771 

Ende, frühestes 698 

—, spätestes 698 

endlichdimensional 708 

endliche Menge 701 

Endlichkeit, Beschreibung 780 

Endpunkt 444 

Energie-Impuls-Tensor 711 

Enriques 724 

Entartungsfall 567 

Entfernung 345 

Entfernungsschätzen 174 

entgegengesetzt liegende 
Winkel 176 

entgegengesetzte Ereignisse 
651 

Entropie 770 

—, Sprache 772, 773 

—, Wahrscheinlichkeitstabelle 
771 

Entscheidbarkeit 785, 790 

Entscheidungs|problem 786 

—-verfahren 778 

Entschlüsseler 683 

Entstehungsgeschwindigkeit, 
Information 772 

Entwickelbarkeit in Fourier- 
reihe 513 

Entwicklung nach Spalten 706 

— nach Zeilen 706 

Entwicklungssatz 544 

Entzerrung 261 

Ephemeridenzeit 339 

Epizykloide 450 

—, gemeine 450 

—, verkürzte 450 

—, verlängerte 450 

Epsilon-Umgebung (e-Um- 
gebung) 404 

Eratosthenes 27 

Frbteilungsaufgaben 90 

Erdjellipsoid 330 

—kugel, Maßeinheiten 330 

Ereignis 697, 767 

—, entgegengesetztes 651, 767 

—, sicheres 650 

—, unabhängiges 653 

—, unmögliches 650, 766 

—, unvereinbares 651 

—, vollständiges System 651 

—-Zeit-Matrix 697 

—, zufälliges 650, 653, 766 

Ereignisfeld, Borelsches 766 

Ergänzung, dekadische 70 

—, quadratische 103 

Ergänzungs|parallelogramm 

96 


—-pyramide 228 

Ergiebigkeit 549 
Ergodensätze 769 

Erlanger Programm 597, 713 


Ersatzfunktion 411 

Erwartungswert 655 

Erweitern 33, 46 

Erweiterung, Zahlenbereich 80 

Erweiterungs|faktor 35 

— körper 715 

Erzeugende 570 

—, Kegel 226 

Erzeugung, Funktionen 787 

Erzeugungsverfahren 778 

„es gibt ein‘“ 785 

Eudoxos 84, 761 

Euklid 49, 107, 169, 180, 718, 
760 

—, Elemente 761, T 12 

—, Satz 194 

euklidische Geometrie 760, 762 

— Gerade 576 

Euklidischer Algorithmus 27, 
28, 48, 144, 777, 780, 781 

euklidischer Raum 761 

— —, k-dimensionaler 756 

Euklidisches Beweisverfahren 
761 

Euler 86, 88, 92, 125, 155, 
229, 341, 430, 505, 527, 
532, 718, 720, 721, 724, 748, 
T 49 

—-Cauchy-Verfahren 608 

—-Fouriersche Formeln 513 

Eulersche Differential- 
gleichung 748 

— Dreiecke 319, 328 

— Formeln 155, 731 

— Funktion 116, 719 

— Gammafunktion 463 

— Konstante 506 

— Summenformel 641 

— Winkel 555, 556 

Eulerscher Multiplikator 527 

— Polyedersatz 229 

— Satz 555, 557 

Eulersches Kriterium 720 

— Kugeldreieck, allgemeine 
Beziehungen 324 

Everett 645 

Evolute 447, 448 

Evolvente 448 

Exhausterteil, Berechnungen 
T 32 

Exhaustionsmethode 13, 456 

Existenzproblem 705 

Existenzsatz 518 

—, Differentialgleichung 534 

explizit 129, 518 

explizite Form 128 

Exponent 50 

—, gebrochener 58 

—, irrationaler 59 

Exponentialfunktion 62, 153, 
413, 731 

—, Ableitung 427 

—, Algorithmus 782 

—, allgemeine 153 

—, Flußdiagramm 783 

—, Reihenentwicklung 503 

—, Tafel 804, 805 


Exponentiallgleichung 117 

—kurve, Fläche 463 

—papier 614 

exponieren 93 

Extremale 747 

extremaler Wert 693 

Extremum 749 

Extremwert 138, 149, 433, 
441, 747, 749, 751 

—, absoluter 433 

—-, Funktion 432 

—, — mehrerer Variabler 438 

—, relativer 433 

Extremwertaufgabe 435 

exzentrische Anomalie 383 

Exzentrizität 382 

—, lineare 209, 212, 369 

—, numerische 366, 370, 382 


F 


Fadenkonstruktion, Ellipse 
208, 209 

—, Hyperbel 212 

—, Parabel 214 

Fadenkreuz 307 

Faktorregel 422 

Fakultät, asymptotische Dar- 
stellung 641 

Fallinie 242, 245 

Faltung 754 

Faltungssatz 754, 755 

Faß, Rauminhalt 483 

—, Rotationsparaboloid 483 

Faßlinhalt 236, T 25 

—regel, Keplersche 607 

fastperiodisch 714 

Fatio 747 

Fehler, absoluter 622 

—, t Beobachtungsfehler 628 

— erster Art 671 

—-, grober 627 

—, t Instrumentenfehler 627 

—-, mittlerer 630 

—, regelmäßiger 628 

—, relativer 622 

—, Schätzung des mittleren 
632 

—, subjektiver 627 

—, systematischer 628, 665 

—, unregelmäßiger 628 

—, wahrer 627 

—, wahrscheinlicher 630 

—, zufälliger 628 

— zweiter Art 671 

Fehler|fortpflanzungsgesetz 
631, 633 

— gesetz, Gauß 628 

Fehlerintegral 629 

—, Gauß 506, 663 

—, —, asymptotische Dar- 

stellung 641 

—, Restfläche 665 

Fehlerquadrate, Summe 629, 
631, 636, 638, 639 


Fehlerrechnung 621 

—, Formeln 626 

Fehlerschranke 630 

Fehlerschranken, addieren 625 

—, dividieren 625 

—, Methode 624 

—, multiplizieren 625 

—, potenzieren 625 

—, subtrahieren 625 

Fehlerverteilungsgesetz, Gauß 
628 

Feld skalarer Vektoren 546 

Feldmessung, ägyptische T 9 

Fermat 341, 550, 649, 718, 
727 

—, Prinzip 750 

Fermatsche Vermutung 720 

Fermatscher Satz 720, 721 

— —, kleiner 719 

Fernrohrachse 307 

Fernschreibeode 773 

Ferrari 113, 715 

Ferritkernspeicher 682 

Fertigungslage 261, 262 

Festmeter 219 

Festpunkt 313 

Fibonaceische Zahlen 389 

Figur 726 

Finslersche Geometrie 598, 600 

Firsthöhe 243 

Fisher 672 

Fixgerade 177 

Fixpunkt, Kollineation 578 

—, Satz von Brouwer 728 

—, zentrale Symmetrie 178 

Fläche 566, 590 

—, abwickelbare 570 

—, Dreieck 302 

—, einseitige T 64 

—, Epizykloide 451 

—, Geschlecht 595 

—, geschlossene 728 

—, konvexe 599 

—, Viereck 303 

—, zweite Grundform 593 

— zweiten Grades 566 

— zwischen zwei Kurven 465 

—, Zykloide 450 

Flächen unter Kurven 463 

—berechnung 191 

—diagonale 221 

Flächeninhalt, Dreieck 357 

—, Integral 457 

—-, orientierter 457, 463, 574 

—, Polygon 358 

Flächen|maße 191 

—theorie 590 

—verwandlung 195 

— winkel 218 

Flachpunkt 594 

Flickstelle 514 

Flucht|gerade 618, 620 

—-Jinientafel 616, 619 

— punkt 257, 258, 260 

—strahl 258 

Flug|simulator 681 

—zeug, Seitenwind 304 


Funktion 815 


Fluß 549 
Flußdiagramm 685, 782, 790 
—, e? 783, 784 
Flußkapazität 772 
Flüstergalerie 212 
Fluxionsrechnung 414 
fm 219 
Folge 22, 30, 388, 774 
—, alternierende 390 
—, arithmetische 71, 390 
—, dezimalgeometrische 391 
—, fallende 390 
—, geometrische 71, 390, T 20 
—, monoton wachsende 390 
Folgeadresse 781 
Folgen und Reihen kom- 
plexer Zahlen 731 
Form 161, 724 
—, lineare 708 
—-, quadratische 161, 711 
formale Sprache 686 
formalisierte Sprache 789 
— Theorie 785 
formalistische Richtung 786 
Fortsetzung, analytische 739 
— ins Komplexe 731 
Fourier 142, 512, T 50 
—-Kosinustransformation 754 
—-Sinustransformation 754 
—-Transformation 754 
Fourierentwicklung 514 
Fourierkoeffizient 513 
—, angenäherter 516 
Fourier|konstante 513 
—reihe 513 
Fouriersche Integralformel 754 
Fourierzerlegung 516 
Fredholm 752 
Fredholmsche Alternative 753 
— Integralgleichung 752 
freier Schenkel 176 
— Vektor 538 
Freihandlinie 264 
Freiheitsgrad 672, 673 
Fremdpeilung, 
graphische Methode 333 
Frenetsche Formeln 589 
Frequenz 287 
— gang 688, 690 
Frühlingsjanfang 337 
— punkt 336, 338 
Fundamentaljfläche 764 
— kurve 584, 764 
Fundamentalsatz der Algebra 
88, 115, 715 
—, Zahlentheorie 723 
Fundamentalsystem 530 
—, Differentialgleichung 528, 
529 
Fünfeck, regelmäßiges 190 
Fünfer, Zahlenlotto 648 
Funktion 125, 126, 773 
—, analytische 731, 732 
—, —, Potenzreihenentwick- 


lung 737 
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Funktion, + Areafunktionen 
157 

—, t Ausgangsfunktion 689, 
787 

—, beschränkte 130, 458 

—, Besselsche 532 

—, eindeutige 739 

—, eineindeutige 132 

—, elementare 731 

—, Eulersche 116, 719 

—, t Exponentialfunktion 62, 
153 

—, Extremwert 432 

— von Funktion 413 

—-, ganze rationale 134 

—, ganzrationale 412 

—, gebrochenrationale 134, 
147, 412 

—, gerade 130, 156, 275, 516 

—, Grenzwert 404 

—, harmonische 744 

—, holomorphe 732 

—, homogene 161 

—, hyperbolische 155 

—, implizite 426 

—, innere 413 

—, inverse 132, 425 

—, irrationale 151 

—, komplexe 731 

—, konstante 787 

— , kubische 138 

—, lineare 134 

—, logarithmische 154 

—, mehrdeutige 739 

—- mit mehreren Variablen 
158 

— mehrerer Variabler, Ex- 
tremwerte 438 

—, mittelbare 413, 424 

—, monotone 129, 132 

—, t Nachfolgerfunktion 787 

—, nichtrationale 134, 151 

—, oszillierende 411 

—, periodische 131, 513 

—, t Potenzfunktion 139, 145 

—, quadratische 135 

—, rationale 133 

—, reelle 738, 759 

—, reguläre 732 

—, rekursive 786 

—, s-stellige konstante 787 

—, stetige 458 

—, Stetigkeit 410 

—, symmetrische 160 

—, trigonometrische 131, 155, 
268, 413 

—, umkehrbare 131 

—, Umkehrung 413 

—, ungerade 130, 156, 275, 516 

—, t Winkelfunktionen 155 

—, t Wurzelfunktion 152, 413 

—, zahlentheoretische 719,721 

—, zufällige 768 

—, zyklometrische 133, 155, 
413 

Funktionallanalysis 710, 755 

—determinante 481 


Funktionale, lineare 708 

funktionales Denken 17 

Funktionaltransformation 754 

Funktionen|folge 492 

—raum 754 

—reihe 491, 494 

—system, normiertes ortho- 
gonales 640 

Funktionentheorie 716, 730, 

746 

—, Hauptsatz 736 

Funktionslelemente 739 

—gleichung 92, 127 

— kurve 128 

—Jeiter 72, 613 

—netz 614 

—papier 614 

—tisch 681 

Funktionswert, Horner 609 

—, Näherungsverfahren 640 

„für jedes‘‘ 785 

Fuß 171 

Futterplan, optimaler 694 

F-Verteilung 672 

—, Tabelle 674 
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g 807 

galaktisches System 338 

Galilei 530, T 27 

Galois 116, 715, T 54 

Galoissche Theorie 116, 180, 
715 

Galtonbrett 660 

Gammafunktion, Eulersche 
463 

Ganghöhe 586 

ganz algebraisch 722 

ganze Zahlen 30, 81 

Ganzheitsbasis 722 

Garbentheorie 726 

Gärtnerkonstruktion 209 

Gauß 115, 116, 190, 310, 397, 
413, 463, 504, 508, 532, 
591, 594, 628, 629, 649, 
662, 672, 700, 718, 719, 
720, 721, 722, 740, 750, 
761, 764, T 52 

Gauß|-Bonnet, Satz 595 

—-Krüger-Projektion 310 

—, Satz 549 

—, Tagebuch T 53 

Gaußsche Differentialglei- 
chung 532 

— Ebene 88 

— Interpolationsformel 645 

— Krümmung 594, 597 

— Mittelwerteigenschaft, 
Potentialfunktion 745 

— Zahlenebene 115 

Gaußscher Integralsatz 744 

Gaußsches Fehlerfortpflan- 
zungsgesetz 632 

— Fehlerintegral 506, 663 

— —, asymptotische Dar- 

stellung 641 


Gaußsches Fehlerverteilungs- 
gesetz 628 

— Integral 663 

— Verfahren 610, 705 

Gaußverteilung 655, 662, 668 

—, Häufigkeitsdichte 662 

—-, normierte 662 

—, Verteilungsfunktion 663 

Gebiet 158,160 

Gebiets|element 478 

— integral 478 

Gebrauchslage 261 

gebrochenrational, echt 148 

—-, unecht 148 

gebundener Vektor 538 

Gedächtnis, Automat 774 

Gefälle 135 

—tafel 135 

Gegen]|kathete 270 

—koppelung 681 

—punkt 318 


.gehen durch 581 


gemischt|periodisch 38 

— quadratisch 102 

„genau dann, wenn‘ 785 

Genauigkeit 621 

— von Rechenresultaten, 
Grundgleichung 625 

— bei trigonometrischen 
Funktionen 293 

—, Zahlen 622 

Genetik 769 

Geodätische 592 

geodätische Krümmung 593 

— Linie 318, 750 

Geodätischenzug 593 

Geographie, mathematische 
330 

Geographisch Nord 311 

Geoid 591 

Geometrie 169, 301 

—, algebraische 724 

—, analytische, Ebene 341 

—, —, Raum 550 

— , darstellende 237 

—, elliptische 765 

—, euklidische 760, 762 r 

—, Grundlagen 760 

—, hyperbolische 764 

—, innere 591, 598 

—, t Integralgeometrie 600 

— als Invariantentheorie 597 

—, konforme 598 

— , Lagerungen 599 

—, t Mengengeometrie 599 

—, niehteuklidische 760, 761, 
764 

—, projektive 572 

—, Riemannsche 598 

— der Zahlen 599 

geometrische Folge 390 

— Reihe 398 

— Verwandtschaft 196 

geometrischer Ort 206, 584 

geometrisches Mittel 56 

Geometrisierung 13 

geordnete Menge 701 


geordnetes Paar 125, 128 

Gerade 169, 581 

—, orientierte 350 

—, Parameterdarstellung 559 

— im Raum 558 

—, uneigentliche 374, 573 

—, Zweipunktegleichung 559 

—, Zweitafelprojektion 244 

gerade Funktion 130 

Geraden, sich deckende 240 

—, orthogonale 171, 172 

—, windschiefe 216 

Geraden|schnittpunkt, Raum 
561 

—bündel 216, 561, 573 

Geradenbüschel in Ebene 
170, 573, 581 

—, Gleichung 354 

—, projektive 580 

— im Raum 216, 561 

Geradenfeld 573 

Geradengleichung 347 

—, allgemeine Form 352 

—, Raum 559 

Geradstreckung 614 

Geräte, mathematische T 43, 
T 44, T45, T 46 

Gerätekonstante 308 

Geschlecht, Fläche 595 

geschlossene Fläche 595 

Geschwindigkeit 415, 419, 
536, 547 

Geschwindigkeits|feld 548 

—-potential 734 

—-Zeit-Diagramm 419 

Gesetz der großen Zahlen 658 

gestaffeltes Gleichungs- 
system 644 

gestrecktes Ellipsoid 568 

Gewebe, Geometrie 597 

Gewicht 632, 633 

—, Messung 631 

gewogenes Mittel 633 

gewöhnliche Differential- 
gleichung 518 

Gezeitenrechenmaschine 517 

geT 28, 48 

Girard 115 

Gitternord 311 

Gleichheitszeichen 90 

gleichliegende Winkel 176 

gleichmächtig 19, 76 

gleichmäßig konvergent 737 

— stetig 412 

gleichmäßige Stetigkeit 412 

gleichmöglich 766 

gleichnamig machen 35 

gleichschenkliges Dreieck 181 

gleichschwebend-temperierte 
Stimmung 391 

gleichseitiges Dreieck 181 

Gleichsetzungsverfahren 119 

Gleichung 89 

—, algebraische 92, 113, 716 

—, allgemeine 704 
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Gleichung, biquadratische 113 

—, t Bruchgleichung 113 

—, diophantische 122, 720 

— mit drei Unbekannten 121 

—, t Exponentialgleichung 117 

— fünften Grades 116 

—, gemischt-goniometrische 
291 

— höheren Grades 113, 116 

—, kubische 108, 115 

—, lineare 94, 704 

—, logarithmische 118 

— mit mehreren Unbekann- 
ten 119 

—, natürliche 589 

—, quadratische 101, 115 

—-, rein-goniometrische 288 

—, transzendente 92 

—, umformen 92 

— , unbestimmte 122 

— vierten Grades 112, 

—, widerspruchsfreie 120 

—, t Wurzelgleichung 114 

— zweiten Grades 385 

— mit zwei Unbekannten 119 

Gleichungskalkül 786, 787 

Gleichungssystem, gestaffeltes 
644 

—, homogenes lineares 707 

—, inhomogenes lineares 707 

—, lineares 610, 705, 752 

Glied, lineares 94, 101, 108, 
689 

—, mathematische Beschrei- 
bung 689 

—, Regelungstechnik 687 

—, stetiges 689 

—, unstetiges 689 

gliedweise Differentiation 
494, 498 

— Integration 494 

Glockenkurve 628, 662 

Gnedenko 768 

Gödel 785, 786, 787 

Goldbach 721 

Goldbachsche Vermutung 721 

Goldener Schnitt 190, 199 

— —, Baukunst T 20 

Goldstine 790 

Gon 173 

Gonellamechanismus 679 

Goniometrie 268 

—, Formeln 284 

goniometrische Gleichung 
288, 291 

grad 548 

Grad, algebraische Zahl 722 

—, Differentialgleichung 518 

—, Funktion 161 

—, Gleichung 113, 115 

—, Winkel 173 

Gradient 547 

Gradmaß 173 

— in Bogenmaß, Tafel 799 

Graph 126 
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Grundkonstruktion 817 


graphische Darstellung 127 
— —, Häufigkeitsverteilung 
667 

— Differentiation 419 

— Integration 466, 532 

— Lösung, Gleichung 95, 104, 

‚ill, 118, 120 

— Methode 601 

Graßmann 537 

Grat 243, 586 

Gravitationsgesetz, Newton- 
sches 741 

Greensche Potentialfunktion 
744 

Greenwicher Zeit 339 

Gregory 508 

Grenzbetrachtung 235 

Grenze, obere 387 

—, untere 387 

Grenz|element 755 

—funktion 492 

— kurve 148, 149 

Grenzwert 389 

—, beiderseitiger 405 

—, einseitiger 405 

—, Funktion 404 

—, — im Unendlichen 405 

—, Funktionenreihe 493 

— konvergenter Folge 393 

—, linksseitiger 405 

—, Reehnen mit 406 

—, rechtsseitiger 405 

—, uneigentlicher 405 

—, Zahlenfolge 392 

Grenzwerte, Differenz 393 

—, Produkt 393 

—, Quotient 393 

—, Summe 393 

—, wichtige 406 

Grenzwertsatz 768 

—, Summen unabhängiger 
Zufallsgrößen 767 

griechisches Alphabet 807 

griechisch-römische Mathe- 
matik T 12 

grober Fehler 627 

Gröbner 724 

große Achse 369 

— Zahl 766 

— Zahlen, Gesetz 658 

größer als 22, 123 

Großkreis 317, 318, 592 

größte Zahl, dreiziffrige 53 

größter gemeinsamer Teiler 
719 

Großzahlforschung 675 

Grundfläche 222 

—, Kegel 226 

—, Pyramide 225 

—, Zylinder 223 

Grund|form, Fläche 592 

—funktion 747 

—gebilde, projektive Geo- 
metrie 573 

—gesamtheit 665 

—integral 462, 468 

—konstruktion 178 
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Grundlagen der Geometrie 
760 

Grunglegung der Mathematik 
778 

Grundpunkt 574, 576 

Grundriß 243 

— ebene 243 

GrundI|schwingung 514, 534 

—vektor 540, 545 

— wert 161 

Grundzahl 19, 21 

— der Potenz 50 

Gruppe 712 

—, abelsche 712 

—, alternierende 713, 716 

—, einfache 713 

— , kommutative 712 

—, Kugeldrehung 714 

—, Liesche 714 

— der primen Restklassen 719 

—, topologische 714 

Gruppen|eigenschaft 578 

—theorie 14, 711, 712 

Guldin 235 

Guldinsche Regel 236, 489 

— —-, Mantelfläche 490 

— —, Volumen 490 

gültige Ziffer 623 

günstige Fälle 766 

Gunter 71 


Hu 


h-Gerade 764 

h-Kongruenz 765 

h-Punkt 764 

h-senkrecht 764 

H-Ideal 724 

ha 191 

Hadamard 496 

Halbebene 695 

—, negative 350, 352 

—, positive 350, 352 

halbieren, Strecke 178 

—, Winkel 179 

halblogarithmisches Netz 614 

— Papier 614 

Halbparameter 214, 368 

Halbraum, negativer, posi- 
tiver 563 

Halbschnitt 266 

Halbschritt, eingeschalteter 
533 

Halbseitensatz, sphärische 
Trigonometrie 322 

Halbwertszeit 64 

Halbwinkelsatz, ebene Tri- 
gonometrie 298 

—, sphärische Trigonometrie 
321 

Hamilton 537, 750 

—-Funktion 741 

—-‚Jacobische Differential- 
gleichung 741 

—, Prinzip 751 

Hamiltonoperator 550 
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Hankel 33, 52, T 55 

—-Transformation 755 

Hansensche Aufgabe 316 

harmonisch 584 

— geteilt, Vierseit 577 

harmonische Analyse 512, 
514, 601 

— Analysatoren 517, T 45 

— Funktion 744 

— Punkte 360, 575, 577 

— Reihe 399 

— Schwingung 514 

— Synthese 514, 516 

— Teilung 199 

Harriot 123 

Härtebestimmung 106 

Hau-Aufgabe T 10 


‚Häufigkeit, berechnete 675 


—, Ereignisse 650 

—, gemessene 675 

—, relative 650 

—, Stabilität der relativen 766 

Häufigkeiten, Vergleich 674 

Häufigkeitsverteilung 666 

—, graphische Darstellung 667 

—, Normalverteilung 669 

Häufungs|grenze, obere 496 

— punkt 387, 389, 404, 703 

—stelle 389 

—- wert 389 

Hauptlachsentransformation 
345, 566, 711 

— ebene 232 

—ideal 718, 724 

—kriterium, zweites 401 

—krümmung 597 

—nenner 35, 47 

—normale 588 

— punkt 258 

—satz der Algebra + Funda- 
mentalsatz der Algebra 

—scheitel 209, 213 

Hauptwert, Arkusfunktion 
133, 155, 280 

— , Arkustangens 347 

—, Wurzel 88 

Hau-Rechnungen 90 

Hayford 330 

hebbare Unstetigkeit 411 

Hebelgesetze 96 

Hektar 191 

Hektolliter 219 

—meter 171 

Helligkeit 64 

Helmert 672 

Herbrand 786 

Herbstanfang 337 

Hermite 723 

Heronische Dreiecke 193 

— Dreiecksformel 193, 302 

Herstellungsmaß 264 

Hesse 350 

Hessesche Normalform, 
Ebene 563 

— —, Gerade 350 

Hexaeder 230, T 61 


hexagonal 232 
Hilbert 721, 723, 740, 

757, 761, 778, 786, T 56 
—-Raum 757, 758 
—-Transformation 755 
Hilbertsche Algebra 717 
Hilbertsches Problem 786 
Hilfslinie 263 
Himmelsjachse 335 
—-meridian 335 
—pol 335 
hinreichend 399, 401 
hinreichende Bedingung 749 
Hippasos 50 
Hippokrates 49 
— , Möndchen 204 
hl 219 
HN 313 
Hoch|wert 311 
—zahl 50 
Höhe 184, 335 
—, Bestimmung 295 
—, Pyramide 225 
—, Raumpunkt 239 
—, sphärisches Dreieck 329 
—, Zylinder 223 
Höhen|bestimmung, trigono- 

metrische 307, 309 
—differenz 309 
—festpunkt 313 
—-formel, logarithmische 525 
— kreis, Theodolit 307 
Höhenlinie, darstellende 

Geometrie 240, 242 
—, Funktion mit zwei Varia- 

blen 159, 160 
Höhen|satz 195 
—sehnittpunkt 184 
— winkel 309 
Hohljkugel, Rauminhalt 235 
—maße 219 
Hohlzylinder 223 
—, Oberfläche 225 
—, Volumen 225 
Hollerith 678 
holomorphe Funktion 732 
homogene Differential- 

gleichung 525, 740 
— Funktion 161 
— Integralgleichung 753 
— Koordinaten 552, 574 
— Punktkoordinaten 708 
homogenes Ideal 724 
— Material 665 
Homogenisierung 566, 724 
Homogenität, partielle Diffe- 

rentialgleichung 740 
Homologietheorie 728 
homomorph 713 
Homomorphie abstrakter 

Automaten 776 
—, Gruppen 713 
Homomorphismus 716 
homöomorph 727, 728 
Homotopietheorie 728 
Horizont 335 


Horizontallsystem 335 

—wendepunkt 433, 434 

Horner-Schema 609 

Hudde 747 

Hunderter 21 

Hundertstel 37 

Huygens 530, 649 

hydraulische Anlage, Algo- 
rithmus 784 

Hyperbel 212, 366, 371, 375, 
569, 571, 581 

—, Asymptoten 213, 372 

—, entartete 213 

—, gleichseitige 146, 157 

—, Gleichung 371 

—-, numerische Exzentrizität 
373 

—, Polarendreieck 378 

—, Polargleichung 382 

—, Quadratur 464 

—, Scheitelgleichung 381 

—, Tangenten an 213 

Hyperbelfunktionen, Ab- 
leitung 428 

—, Integrale 477 

—, Reihenentwicklung 503 

Hyperbellkosinus 155 

—kotangens 155 

—sinus 155 

—tangens 155 

—tangente 376 

hyperbolisch 568 

hyperbolische Funktion 155, 
156 

— Geometrie 764 

— Zahnräder 571 

hyperbolischer Punkt 594 

hyperbolisches Paraboloid 569 

Hyperboloid 568 

—, einschaliges 570 

—, zweischaliges 571 

Hyperfläche 536 

hypergeometrische Reihe 532 

Hypotenuse 181, 270 

Hypothese 671 

Hypozykloide 451 

—, gemeine 452 

—, verkürzte 452 

—, verlängerte 452 


i 86 

Ideal 718, 724 

—, + H-Ideal 724 

—, t Hauptideal 724 
—, homogenes 724 

—, irreduzibles 725 

—, t Polynomideal 724 
Ideal|klasse 723 
—Jlänge 726 

—-theorie 718, 723 
identische Gleichung 91 
— Permutation 712 
identischer Operator 709 


52* 


Identität 97 

—, Lagrangesche 544 

—, s-stellige 787 

Identitätssatz 500 

—, Potenzreihen 497 

Ikosaeder 230, T 61 

imaginäre Einheit 86 

Imaginärteil 731 

implizit 129, 518 

implizite Darstellung 586 

— Form 128 

indefinit 599 

Inder 32 

Index 685 

—register 685 

Indikatordiagramm 488 

indirekt proportional 146 

indische Mathematik T 14 

Induktion, vollständige 77, 141 

Infimum 457, 478, 481 

Information 770, 771 

—, gespeicherte 770 

Informationsjeinheit 771, 772 

—kanal, Flußkapazität 772 

—maß 771 

— theorie 770 

—- verarbeitung, Automat 779 

Inhalt, äußerer 730 

—, Figur 730 

—-, innerer 730 

—, Punktmenge 729 

Inhaltsbegriff, Riemannscher 
729 

inhaltstreu 598 

inhomogene Differential- 
gleichung 525, 530 

— Koordinaten 725 

inkommensurabel 199 

Inkreis 185 

—halbmesser 301 

Innenglieder 100 

Innenwinkel 180, 181 

—, Viereck 186 

innere Funktion 413 

— Geometrie 591 

— —, Fläche 598 

— Interpolation 643 

— Örientierung 261 

— Teilung 199, 588 

innerer Teilpunkt 346 

— Zustand, Automat 774 

Instrumenten fehler 627 

— höhe 309 

Integrabilitätsbedingung 487, 
527, 595 

Integral 456, 517 

—, Ableitung 429 

—, allgemeines 518, 529 

—, bestimmtes 456, 735 

—, binomisches 477 

—, dreifaches 478, 481 

—, Eigenschaften 458 

—, eigentliches 461 

—, elliptisches 477, 529 

— , Gaußsches 663 

— als Grenzwert 456 


integrierender Faktor 


819 


Integral, konvergentes un- 
eigentliches 461 

—, t Kurvenintegral 486 

—, Lebesguesches 457 

—, mehrfaches 481 

—, t Oberflächenintegral 487 

— als Ordinatendifferenz 461 

—, partikuläres 518 

—, singuläres 518 

—, Summe 458 

—, unbestimmtes 460, 468 

—, uneigentliches 461 

— einer unstetigen Funktion 
459 

Integral|begriff, Riemannscher 
729 

—cosinus 506 

—darstellung, Ableitung 737 

Integrale, erste 536 

Integrallformel, Cauchysche 
737 

—geometrie 599, 600 

Integralgleichung 729, 751 

—, Fredholmsche 752 

—, lineare 709, 752, 753 

—, nichtlineare 753 

Integral|grenzwertsatz, 
Moivre-Laplace 767 

—krümmung 595 

—kurve 460, 518 

—Jogarithmus 506, 721 

Integralrechnung 455 

—, Mittelwertsatz 459 

Integrallsatz, Gauß 744 

— sinus 506 

—transformation 754 

— zeichen T 29 

Integrand 457 

— mit Unendlichkeitsstelle 
461 

Integraph 467, 679, T 44 

Integration| -Differentiation 
459 

—, gliedweise 494 

—, graphische 466, 532, 604 

— im Komplexen 735 

—-, mittlere Abszissen 601 

—, numerische 606 

—, partielle 469 

— durch Potenzreihen 531 

—, rationaler Funktionen 474 

Integrations|grenzen, Ver- 
tauschen 458 

—-intervall, unendliches 462 

— konstante 460 

— variable 457 

Integrationsweg 736 

—, geschlossener 737 

Integrator 680 

Integrieranlage 679, 680 

—, elektronische 681 

—, mechanische 680 

integrierbar 458 

integrieren, gliedweise 738 

integrierender Faktor 527 


820 Integrimeter 


Integrimeter T 44 

Interpolation 604, 642 

—, innere 643 

—, lineare 606, 611, 642 

— in Tafeln 65, 67, 281, 646 

Interpolationsformel, Gauß- 
sche 645 

Interpolationspolynom 606 

—, Lagrange 643 

—, Newton 643, 644 

interpolieren 391 

—, linear 390 

Intervall 700 

—, abgeschlossenes 124 

—, offenes 124 

—schachtelung 83, 387 

Intuitionismus 786 

— Logik 786 

Invardraht 311 

invariant, Doppelverhältnis 
574, 577 

—, geodätische Krümmung 
593 

Invarianten|system, voll- 
ständiges 589 

—theorie 717 

Invarianzeigenschaft 589 

invers 33, 36 

Inverse 712 

inverse Abbildung 727 

— Funktion 132 

— Matrix 709 

— Operation 93 

Inversion 706 

—, Permutation 647 

Inzidenz 352, 579 

—-aussage 582 

—axiom 762 

— geometrie 762 

inzidieren 581 

irrational 63 

irrationale Funktion 151 

Irrationalität, quadratische 86 

irreduzibel 140 

—, Ideal 725 

— , Polynom 722 

Irreflexivität 76 

Irrtumswahrscheinlichkeit 
671, 672, 673, 674 

Isokline 522 

isometrisch 251, 591, 594 

—, Fläche 592 

isomorph 76, 79, 82 

isomorphe Gruppen 713 

Isomorphie 712 

— abstrakter Automaten 776 

isoperimetrisches Problem 
235, 599, 746, 749, 750 

Iterations|schleife 611 

—-verfahren 611, 753, 760 

— vorschrift 611 

iterative Gleichungsauflösung 
612 

iterierfähige Form 612 

iterierter Kern 753 


j 690 

Jacobi 750 
Jacquard-Musterwebstuhl 678 
Jakobstab T 16 

Jordan 729 

Jordäanscher Kurvensatz 728 
Joukowski-Profil 735 
justieren 307 


K 


Kalkül 778 

Kalmär 786 

Kalotte 233 

Kanal 771 

kanonische Gestalt 741 

Kante 222 

Kantenwinkel 118 

Kantorowitsch 693 

Kapazität 772 

Kardinalzahl 19, 76 

—, endliche 702 

—, unendliche 703 

Kardinalzahlen, Produkt 703 

—, Summe 702 

Kardioide 451 

Karte, topographische 311 

Karteikarte 666 

Kartenlentfernung 268 

—projektion 260 

kartesische Koordinaten 343, 
551 

— Normalform, Gerade 349 

Kartesisches Blatt 443 

Kaskade 771 

Katakaustik 522 

kategorisches Axiomensystem 
762 

Kategorizität 762 

Kathete 181 

Kathetensatz 194 

Kavalierperspektive 252 

Kegel 226 

— , Rauminhalt 228 

Kegellfläche 226 

— form, Wasserturm T 21 

—rad 571 

Kegelschnitt 208, 366, 711 

—, entarteter 366 

— aus fünf Punkten 580 

—, projektive Erzeugung 580 

Kegel|schnittgleichung, Dis- 
kussion 386 

—schnittstangente 375 

— stumpf 228 

Keil 237, T 34, T 62 

—ausscehnitt 198 

Keilschrifttafel T 11 

Keller 726 

Kendall 769 

Kennziffer 63, 65, 67 

— , Meridianstreifen 311 

—, negative 66, 67 

Kepler 70, 236, 414, 456, T 27 

—-Gleiehung 612 


Keplersche Faßregel 607 

— Gesetze 384 

Kerb/holz 20, T 38 

—zange 666 

Kern 713, 716 

—, iterierter 753 

—, lösender 753 

Kette von Buchstaben 784 

Kettenbruch 84, 85 

—entwicklung 85 

Kettenlinie 446 

Kettenregel 63, 424 

kgV 35 

Kilometer 171 

kinetische Energie 488, 750 

kinetisches Maß 600 

Kippachse 307 

Klammer 25, 42 

Klasse, Kombinationen 648 

—, Variationen 648 

Klassen|breite 666 

—einteilung 666, 668 

—-mitte 666 

Klassifikation, Geometrien 713 

Kleene 786 

Klein 572, 597, 713, 764, 765, 
T.55 

kleine Achse 369 

kleiner als 22, 123 

Kleinkreis 317 

Kleinsches Erlanger Pro- 
gramm 597 

kleinste Quadrate, Methode 
630 

km 171 

km? 191 

km? 219 

Knickpunkt 444 

Knoten 330 

— punkt 535, 697 

Kodierung 772 

Koeffizient 528 

Koeffizienten, innerer Ver- 
brauch 690 

— , unbestimmte 704, 714 

Koeffizienten|körper 725 

—-matrix 705, 706 

—schema 121 

Koeffizientenvergleich 140, 
151, 474, 531 

—, Potenzreihen 497, 500 

Kofunktion 276, 328 

Kohletransport, Optimierung 
694 

kollineare Punkte 578 

Kollineation 578 

—, automorphe 765 

—, zentrale 578 

Kolmogorow 649, 765, 766, 768 

Kolmogorowsches Axiomen- 
system 767 

Kombination, Klasse 648 

—, Ordnung 648 

— mit (ohne) Wiederholung 
648, 649 

Kombinationen 648 

— , Anzahl 648 


Kombinatorik 646 

Kommensurabilität 197, 198 

kommutative Gruppe 712 

kommutatives Gesetz 42, 77 

— —, Addition 22, 31,36 

— —-, Multiplikation 24, 32, 
37 


— —-, natürliche Zahlen 785 

— —-, Vektoren 538 

— —, Vektorprodukt 543 

komplanar 543 

Komplanation 484, 485 

Komplementärmenge 766 

Komplementwinkel 175 

komplex 529 

komplexe Zahl 86, 150, 155, 
715 

— Zahlenebene 731 

Komponente 540 

Komponentenzerlegung 540 

Konchoide 454 

Kondensator 622 

konform 598 

konforme Abbildung 733, 734 

kongruent, gleichsinnig 177, 
182 

— modulo 719 

—, ungleichsinnig 177, 183 

kongruente Strahlenbüschel 
580 

Kongruenz 182, 246 

—, binomische 719 

—, t h-Kongruenz 765 

—, lineare 719 

Kongruenzabbildung 177 

—axiom 763 

— beziehung 761 

—relation 719 

—sätze 183 

Königsberger Brückenproblem 
727 

konjugiert komplex 150, 151 

konjugierte Durchmesser 210, 
248 

— Sehnenschar 248 

konkav 445 

konkaves Polygon 189 

— Viereck 186 

Konnexität 76 

Konstanten, oft vorkom- 
mende 807 

—schätzung 637 

Konstruierbarkeit 790 

—, Zirkel und Lineal 180 

Konstruktion, Zirkel und 
Lineal 716 

Konstruktionsübung T 33 

kontinuierlich, Automat 774 

kontinuierliche Zufallsgröße 
653 

Kontinuum 598, 702 

Kontinuumshypothese 703 

Kontrollinie 263 

Kontrollkarte 676 

konvergent, absolut 496 

—, bedingt 403 

—, beständig 495 


konvergent, unbedingt 403 

konvergente Reihen, Rechnen 
mit 402 

Konvergenz 389, 396 

—, absolute 402 

—, gleichmäßige 492, 496 

—, Integral 461 

—, Reihe 396 

— , Zahlenfolge 392 

Konvergenzlintervall 492, 495 

— kreis 737, 738 

Konvergenzkriterium, Leib- 
nizsches 402 

—, Reihe 399, 401 

—, Zahlenfolge 394 

Konvergenzradius 495, 737, 
738 

konvex 445 

konvexer Körper 599 

konvexes Polyeder 599 

— Polygon 189 

— Viereck 186 

Koordinate 342, 598 

Koordinaten, generalisierte 
750 

—, geographische 590 

—, Gerade 354 

—, homogene 552, 708 

—, kartesische 343, 551 

—, projektive 573, 575 

—, Punkt 354 

—, rechtwinklige 550 

—, schiefwinklige 551 

Koordinatenlachse 551 

—-anfangspunkt 342 

— ebene 55l 

—linie 590 

Koordinatensystem 550 

—, ebenes 341 

—, kartesisches 134 

Koordinatentransformation 
554 

Koordinator T 46 

Kopf und Wappen 658 

Kopplung 536 

Körper, Algebra 714, 716 

— -, Eisensteinsche Zahlen 715 

—, Gaußsche Zahlen 715 

—., konvexer 599 

—, t Kreisteilungskörper 722 

—, krummflächiger 219 

—, platonischer 230 

—, rationale Zahlen 715 

—, Stereometrie 218 

— , Zahlentheorie 718 

Körpererweiterung 715 

körperliche Ecke 217, 319 

Körpertheorie 714 

Korrektion 622 

Korrelation 583, 671 

Korrelations|funktion 769 

—koeffizient 671 

Korrespondenz 754 

korrespondierende Addition 
und Subtraktion 100 

Kosekans 270 


Kroneeker 821 


Kosinus 268, 270 
—, Tafel 799 
Kosinus|kurve, Halbwellen 

515 
—logarithmen, Tafel 800, 801 
Kosinussatz, ebene Trigono- 

metrie 297, 542 
—, t Seitenkosinussatz, 

t Winkelkosinussatz 320 
kosmischer Körper 230 
Kostenfunktion 693 
Kotangens 270 
—, Tafel 799 
Kotangenslogarithmen, Tafel 

802, 803 
Kotangentenrelation 247 
Kowalewskaja T 55 
Kraft|dichte 752 
—eck 306 
Kräfteparallelogramm 305 
Kraft|feld 546 
—komponente 488 
Krassowski 330 
Kreis 199, 361, 375, 580, 584, 

585, 765 
—, Flächeninhalt 203, 465 
— und Gerade 363 
—, größte Fläche 746 
—, Normale 363 
—, Parameterdarstellung 362 
—-, Polarkoordinaten 362 
—, Schrägbild 250 
—, sphärischer 318 
Kreis|bogen 200 
—durchmesser 200 
Kreise, konzentrische 207 
Kreis|evolvente 448 
—fläche 199 
—frequenz 287, 530 
—gleichung 361 
Kreiskegel 226, T 63 
—, gerader, in Baukunst T 22 
—, Mantel 227 
— volumen, relativer Fehler 

627 
Kreis|mittelpunkt 200 
—-peripherie 199 - 
—ring 203 
—schar 521 
— segment 203 
—sehne, Länge 294 
—sektor 203 
—tangente 200, 364 
Kreisteilungs|gleichung 115, 

190, 722 
— körper 722 
Kreisumfang 200, 202, 485 
Kreiszylinder 594, T 63 
—, angeschnittener 254 
— in Technik T 22 
—, Volumen 225 
Krisis der Mathematik 15 
Kristall 232 
—physik 714 
—system 232 
kritischer Weg 697, 698 
Kronecker 723, T 55 
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Kronstädter Pegel 313 

Krull 726 

Krümmung 136, 139, 153, 445, 
446, 510, 588 

—, Fläche 593 

— , Gaußsche 594 

—, geodätische 593 

—, t Hauptkrümmung 597 

—, t Integralkrümmung 595 

—, t Normalkrümmung 593 

—, relative 596 

— , Rotationsfläche 597 

Krümmungslkreis 434, 445, 
446 

—kreise, Ellipse 211 

—Jlinie 597 

—-mittelpunkt 446 

—radius 445, 446 

—tensor 599 

—-vektor 589 

k-Tupel 756 

Kubatur 482 

Kubik]|dezimeter 219 

—kilometer 219 

—meter 219 

—-millimeter 219 

—tafel 138 

—wurzel 54, 74 

— zahl 53, 54, 74 

—zahlen, Tafel 794, 795 

—zentimeter 219 

kubische Form 161 

— Funktion 138 

— Gleichung 108, 615, 616 

— Parabel 138 

— Resolvente 112 

kubisches Glied 108 

Kubusverdoppelung 716 

Kugel 232, 765, T 65 

—, Drehung 710 

—, Eintafelprojektion 254 

— mit Henkeln 728 

—, Oberfläche 235, 486 

—, Rauminhalt 234 

—, Schatten 256 

—, Schrägbild 250 

Kugellabschnitt 233 

—-ausschnitt 233 

Kugeldreieck 319 

—, Flächeninhalt 319 

—, gleichwinkliges 330 

Kugel|druckprobe 106 

—fläche 232 

—funktion 717 

—kappe 233, 235, 486 

— keil 233 

—koordinaten 481, 552 

—-ring, parabolischer 483 

Kugelschicht 233 

—, Rauminhalt 234 

Kugelsegment 233 

—, Rauminhalt 234 

Kugelsektor 233, 235 

—, Rauminhalt 235 

Kugellzone 233, 235, 486 

—zweieck 233, 318 


Kulminations|höhe 337 
—punkt 335 

Kummer 722, 723 
Kurbelgetriebe 305 
Kurs, Schiff 307 
Kurs|bestimmung 331 
— winkel 331 

Kurve 586 
Kurvendiskussion 440 
Kurvenintegral 478, 486 
—, Potentialvektor 548 
Kurven/lineal T 7 

— satz, Jordanscher 728 
Kurvenschar 159 

—, Differentialgleichung 519 
—, n-parametrige 520 
Kurven|stück 586 
—theorie 586 

Kürzen 34, 46 

Kürzeste 592 

kürzeste Verbindung 170 
Kybernetik 779, 789 


L 


1 219 

Lagerung, Theorie 599 

Lagrange 86, 116, 526, 530, 
643, 741, 748, 750, T 50 

—-Funktion 750 

—, Interpolationspolynom 643 

—, Multiplikatorenmethode 
439 

—, Restform 502 

—, Satz 721 

Lagrangesche Bewegungs- 
gleichungen 750 

— Identität 544 

Lagrangescher Multiplikator 
635 

Lagrangesches Polynom 643 

Lambda-, A-Kalkül 786 

Lambert 82, T 50 

Landeslhöhennetz 313 

—-vermessung 310 

Landkarte 594 

Landwirtschaft, optimaler Be- 
bauungsplan 694 

Länge 310 

—, Kurve 588 

— , Schätzwert 634 

—, Strecke 345, 557 

Längen|differenz 339 

—-einheiten 171 

—messung 170 

längentreu 260 

Laplace 64, 550, 645, 649, 733, 
743 

—-Operator 743 

—-Transformation 754, 755 

Laplacesche Differential- 
gleichung 734, 743 

Lasker-Noetherscher Satz 725 

Lattenabschnitt 308 

laufende Koordinaten 347 


Läufer 72 

—strich 73 

Laurent-Entwicklung 738 

Ib 61 

Lebensjerwartung, mittlere 
168 

—- versicherung 168 

—wahrscheinlichkeit 168 

Lebesgue 730 

Lebesguesches Integral 457 

— Maß 730 

leere Menge 700, 701 

leeres Symbol 788 

Legendre 463, 518, 720, 761, 
T 50 

—, Satz 323 

Legendresche Polynome 518 

Legendresches Symbol 720 

Lehrmittelsaramlung T 33 

Leibniz 14, 49, 414, 456, 
508, 526, 550, 678, 747, 778, 
T 28 

Leibnizsches Konvergenzkri- 
terium 402 

Leiter, gekrümmte 618 

—, quadratische 613 

—tafel 616 

Leitkreis 211, 213 

Leitkurve 223 

—, Kegel 226 

Leitlinie 214, 366, 367, 368, 
370, 373 

—, Polare 585 

Leitungsprozeß 779 

Leitveränderlichen, Methode 
der 693 

Lemniskate 449 

Leonardo von Pisa 49 

— da Vinei 101, 572, T 18 

Lesevorrichtung 788 

lexikographische Anordnung 
42, 647 

lg x, Kurve 66 

lgcepl 70 

L’Hospital 408, 747 

L’Huilier 323 

Licht|jahr 171 

—strahl, Minimalproblem T 59 

Lie 714, T 55 

liegen auf 581 

Liesche Gruppe 714 

— Transformation 597 

— Transformationsgruppe 600 

Likelihood-Funktion 629 

lim 404 

Limbus 307 

Lindemann 723 

—, Satz 724 

linear abhängig 120, 528, 544 

— unabhängig 120, 528, 544 

lineare Abbildung 708 

— Differentialgleichung 740 

— Exzentrizität 209, 212, 369 

— Funktion 134 

— Gebilde 557 

— Gleichung 94, 704 


lineare Interpolation 65, 67, 
281, 606, 642 

— Optimierung 693 

— Skale 613 

linearer Operator 709, 759 

— Raum 756 

lineares Gleichungssystem 705 

— —, Lösbarkeit 705 

— Glied, Beseitigung 385 

— —, Gleichungen 94, 

108 
— —, Regelungsmathematik 
689 

Linearfaktor 140 

—, komplexer 150 

Linearform 161, 708 

linearisieren 530, 630 

Linearisierung 530, 630 

Linearität, partielle Differen- 
tialgleichung 740 

Linearkombination 707 

Linearplanimeter 467 

Linguistik, mathematische 785 

Linienlarten 264 

—diagramm 287 

—element 519 

linienflüchtiger Vektor 538 

Linienlintegral 486 

—schar 615 

Linkskurve 445 

linksorientiert 551 

Linkssystem 342, 551 

Liouville 477, 723 

Lipschitz 535 

—-bedingung 534, 535 

Liter 219 

Ljapunow 790 

In 62 

Lobatschewski 761, 764, T51 

Loch erster Art 728 

— zweiter Art 728 

Lochkarte 666, 679, 684 

Lochkarten|maschinen 673 

—stanzer 684 

— steuerung 678 

Lochstreifen 684 

—leser 684 

—stanzer 684 

log 61 

Logarithmen 60 

—, Berechnung 504 

—, Briggssche 62 

—, dekadische 62 

—, gewöhnliche 62 

—, natürliche 62 

—, —, Tafel 798 

— negativer Werte 280 

— negativer Zahlen 67 

—, Tafel 796, 797 

Logarithmen|gesetze 61 

—skale 72 

— systeme 62 

—tafel 60, 65 

Logarithmieren 78, 93 

logarithmische Funktion 154 

— Gleichung 118 


101, 


mathematische Papiere 


logarithmische Höhenformel 
525 

— Spirale 426, 455, 525 

— Teilung 613 

logarithmisches Netz 614 

— Papier T8 

— Potential 746 

— Rechnen 64 

Logarithmusfunktion 67, 155, 
412, 731 

—, Ableitung 428 

—, Reihenentwicklung 504 

Logik, Mathematik 778 

—, mathematische 15 

Logikerschule, Polnische 779 

logischer Punkt 782 

logisches Schließen 779 

Lorentz|gruppe 717 

—-transformation 713 

Los 696 

Lösbarkeit, praktische 16 

—, theoretische 16 

Lösbarkeitsfälle 120 

lösende Faktoren, Methode 
693 

lösender Kern 753 

Lösung, Gleichung 93 

—, singuläre 521 

Lösungs|funktion 517 

—kurve, zusammengesetzte 
521 

Lot fällen 179 

Löwenheim 785 

Loxodrome 332 

Luft/aufnahme 261 

—bildmeßkammer T 48 

—druck 525 

Lullus 778 

Lullussche Kunst 778 


M 
m? 219 
M 63, 807 
Mo 63 
MacLaurin 501, 724 
Machin 508 


Mächtigkeit 702 

—, Mengen 701 

magisches Quadrat T 19 

Magnetband 682 

Magnetisch Nord 311 

Magnet|kern 682 

— schicht 682 

—stab, Kraftlinien 523 

—trommel 682 

Mainardi-Codazzi, Formeln 
595 

Majorante 400, 401 

Majorantenkriterium, 
Weierstraßsches 493 

Mannigfaltigkeit 537, 598 

—, algebraische 724 

—, differenzierbare 714 

Manometer 774 
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Mantel, Kegel 226 

—, Kreiszylinder 224 

—, Prisma 223 

—, Pyramide 225 

—, Zylinder 223 

Mantelfläche, Kegelstumpf 485 

Mantellinien 366, T 63 

—, Kegel 226 

—, Prisma 223 

—, Pyramide 225 

—, Zylinder 223 

Mantisse 63, 65 

Markow 649, 768, 786, 787 

Markowsche Kette 769 

Markowscher Prozeß 768 

Marschkompaß 175 

Mascheronische Konstante 506 

Maschinen]|belegung, optimale 
696 

— code 789 

—durchlauf 697 

— programm 686 

—sprache 685, 789 

Maß 600 

—, kinetisches 600 

— , Lebesguesches 730 

— Null 730 

Maßleinheiten 219 

—eintragung 264 

Massemittelpunkt 489 

Massepunkt 741 

—, Bewegung 750 

Masseverlust 549 

Maß|gerechtheit 261 

—linien 265 

—pfeile 265 

—stab 239, 265 

—stäbe T 7 

Maßstabs|faktoren 681 

—frage 602 

Maßtheorie 729 

maßtreu 262 

Maßzahl, Winkelfunktionen 
273 

Material|bedarf 692 

— kosten 691 

—menge 692 

—verbrauchsnorm 692 

—verrechnungspreis 692 

Mathematik, altägyptische 
T 10 

—, altchinesische T 13 

—, altindische T 14 

—, arabische T 15 

—, babylonische T 11 

—, bildende Kunst T 17, T 18, 
T19 

—, Frühzeit T 9 

—, Krisis 15 

Mathematiklehrbuch für 
Schulanfänger T 3 

mathematische Linguistik 785 

— Logik 778 

— —-, Algorithmenbegriffe 

785 
— Papiere T 8 
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mathematische Statistik 665 

— Zeichen, Tafel 791 

mathematisches Kabinett T31, 
T 32, 733 

— Pendel 529 

Matrix 691 

—, Addition 705 

—, inverse 709 

—, Multiplikation 705 

—, quadratische 709 

Matrizenmultiplikation 709 

Maupertuis 750, T 50 

Maximum 432, 433, 439 

—-Likelihood-Prinzip 629 

—-—-Schätzung 632 

—, relatives 432 

Maxwell 537 

Mechanik 487, 536 

Medianwert 668 

Meereshöhe 313 

mehr|deutige Funktion 739 

—fache Integrale 481 

Meile 171 

—, geographische 330 

Melancholie T 19 

Mellin-Transformation 755 

Melozzo da Forli T 17 

Menelaos 360 

—, Satz 360, 577, 582 

Menge 19, 76, 125, 700 

— aller Mengen 15 

—, beschränkte 387 

—, geordnete 701 

—, leere 700 

—, teilweise geordnete 717 

—, wohlgeordnete 701 

Mengen|begriff 700 

—geometrie 599 

—Jehre 15, 700, 778 

—operation 701 

—system 76 

Meridian 310, 596 

—grad 330 

—konvergenz 311 

—messung 313 

—streifen 310 

meromorph 738 

Meß|barkeit 197 

—fehler 627 

—glied 688, 689 

—keil 198 

—schieber 171 

—stab, 16. Jh. T41 

Messung, überschüssige 632 

Meßwert 629 

—-umformer 688, 689 

—wandler 774 

metamathematischer Algo- 
rithmenbegriff 786 

Metaregel 780 

Meter 170 

—-prototyp, Internationaler 
170 

Methode der kleinsten Qua- 
drate 629, 630, 670 
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Methode der unbestimmten 
Koeffizienten 151 

Metrik 756 

metrischer Raum 729, 756, 
757 

MEZ 339 

Mikrometer 171 

Militärperspektive 252 

Milliarde 21, 50 

Milliliter 219 

Millimeter 171 

—papier T 8 

Million 21, 50 

Minimalfläche 749 

—, Fischreuse T 59 

—, Seifenlamelle T 59 

Minimalprinzip, Physik 750 

Minimierung konvexer Funk- 
tionen 695 

Minimum 432, 433, 439, 630, 
693 

—, relatives 432 

Minimumbildung, beschränkte 
787 

Minkowski 599 

Minkowskische Ungleichung 
759 

Minorante 400 

Minuend 23 

minus 23 

Minute 173 

Mischungsaufgabe 96, 121 

Mittel, geometrisches 100 

—, gewogenes 633 

mittelbare Funktion 413 

Mittelleuropäische Zeit 339 

—kristall 231 

—Jinie 187 

—- parallele 206 

Mittelpunkt, sphärischer 318 

—, Strecke 348 

Mittelpunktfläche 568, 571 

Mittelpunktsgleichung, Ellipse 
369 

—, Hyperbel 371 

Mittelpunkts|lage 368 

— winkel 200 

Mittelsenkrechte 179, 183, 206 

Mittelwert 628, 655, 667 

—, Binomialverteilung 660 

—, Gauß- oder Normalver- 
teilung 662 

— ‚ mittlerer Fehler 632 

—, Poissonverteilung 661 

—, Wahrscheinlichkeit für 
Abweichungen 658 

—, Zufallsgröße 655, 656 

Mittelwerte, Vergleich 673 

Mittelwertsatz der Differen- 
tialrechnung 408, 419, 484, 
502, 512 

—, erweiterter 420, 459 

—, Integralrechnung 459 

mittlere Abszisse 601 

— quadratische Abweichung 
668 


mittlerer Fehler 630, 632 

— —, Einzelmessung 632 

— —, geschätzter 632 

— —, Schätzwert 633, 634 

— —, von Mittelwerten 631 

«nl 219 

mm 171 

mm? 191 

mm? 219 

um 171 

Möbius 572 

Möbiussches Band T 64 

mod 719 

Modell T 31, T 61, T 62, T 63 

—, elliptische Geometrie 765 

—, hyperbolische Geometrie 
764 

Modul des Logarithmen- 
systems 63 

modulo 29, 719 

mögliche Fälle 766 

Moivre 649 

—-Laplace, Satz 767 

Moivresche Formel, Moiv- 
rescher Lehrsatz 87, 110, 
286 

Moivrescher Lehrsatz 110 

Möndchen des Hippokrates 
204, 456 

Monge 243, 572, 591, T50 

monoklin 232 

Monom 42, 43, 45 

monoton, echt 130 

—, eigentlich 130 

— fallend 130, 135, 416 

— fallende Folge 390 

— steigend 135 

— wachsend 129, 416 

— wachsende Folge 390 

monotone Funktion 129, 132 

Monotonie 78 

—gesetz 23, 24, 31, 32, 36 

—-Intervall 133 

Morera, Satz 737 

Morgan 778 

Morgen 191 

Morseceode 773 

Moskauer Papyrus 90 

Mühlespiel 16 

multilineare Algebra 710 

Multilinearform 710 

Multiplikand 24 

Multiplikation 24, 32, 93 

— von Brüchen 36 

— von Dezimalbrüchen 39 

— über Kreuz 25 

— linearer Operatoren 710 

—, linearer Raum 756 

—, Matrizen 705, 709 

—, Mengen 774 

—-, niehtkommutative 710 

—, Operator 760 

—, von Potenzen 51 

— mit Rechenstab 73 

— von Reihen 403 

—, schriftliche 25 


Multiplikation, Vektor und 
Skalar 539 

— mit Zahl 705, 707 

— mit Zahlsymbolen 47 

— zweier Binome 43 

Multiplikations|gesetz, Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung 652 

—zeichen 42 

Multiplikator 24 

Multiplikatoren, Lagrange- 
sche 750 

—methode von Lagrange 439 

Multiplizieren 77 

Multiplizität 726 


N 


n-Bein 588 

n-blättrig 740 

n-dimensionale Mannigfaltig- 
keit 598 

n-Eck, regelmäßiges 189, 303 

n-te Ordnung, Differential- 
gleichung 520 

n-Tupel 158, 545 

Nablaoperator 550 

Nachfolger 22, 34, 76 

—funktion 787 

Nachricht 770 

Nachrichtenübertragung 687, 
770 

nachschüssig 166 

Nadellabweichung 311 

— problem 600 

Nadir 260, 335 

Näherungsbruch 84 

Näherungsformeln 506, 510 

—, Tabelle 509 

Näherungs|gerade 608 

—parabel 643, 644 

—rechnung 640 

Näherungsverfahren 640 

—, Newtonsches 512 

—, Theorie 760 

Näherungswerte 506, 621, 622, 
629 

— für Quadrat- und Kubik- 
wurzel 56 

Nanometer 171 

Napier T 27, t Neper 

Napiersche Rechenstäbchen 
678 

natürliche Gleichung 589 

— Logarithmen 62 

— Sprache 782 

— Werte 280 

— Zahlen 76 

natürlicher Parameter 588 

Nautik 306 

nautisches Dreieck 337, 339 

Nebenbedingung 530, 693, 749 

— für Extremwert 439 

Neben|scheitel 209, 369 

— winkel 175, 176 

negative Riehtung 342 

Neigungswinkel 218, 241, 249, 
296. 306 
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Neilsche Parabel 616 

— —, Fläche 463 

Nenner 33 

Neper 70, t Napier 

Nepersche Analogien 322 

— Regel 328 

Nettoproduktion 690, 691, 692 

Netz 775 

—, halblogarithmisches 614 

—, logarithmisches 614 

—, Polyeder 220 

—, Prisma 224 

—, Pyramide 227 

—, Quader 220 

—, Zylinder 224 

Netz|tafel 615, 616, 619 

— werkdiagramm 697 

Neugrad 173 

— in Altgrad, Tafel 806 

Neumann 679, 685, 790 

Neumannsche Reihe 753 

Neumannsches Problem 745 

Neuminute 173 

Neuner|probe 29 

—-rest 29 

Neupunkt 313 

Neusekunde 173 

Newton 118, 142, 414, 456, 
505, 550, 643, 724, 746, 747, 
748, T 28 

—, Interpolationspolynom 
643, 644 

Newtonische Zeit 339 

Newtonsche Verteilung 659 

Newtonsches Gravitations- 
gesetz 741 

— Näherungsverfahren 512 

— Potential 741, 742 

— Problem 747 

— Verfahren 611, 685 

„nicht‘‘ 785 

Nichtaxiomatisierbarkeitssatz 
786 

nichteuklidische Geometrie 
760, 761, 764 

nichtrationale Funktion 134, 
151 

Nichtrest 720 

Niete, Schnitt 266 

Niveaulfläche 546, 547, 742 

—Jinien 159, 546 

Nivellement 313 

—, tachymetrisches 308 

Nivellier 313 

—Jlatte 308, 313 

nm 171 

NN 313 

Nomogramm 56, 613 

—, quadratische Gleichung 
618 

—, reduzierte Spannung 620 

—, zusammengesetztes 619 

Nomographie 601, 613 

norddeutsches Verfahren 23 

Nord|punkt 335 

—richtung 311 


Oberflächenzeiehen 825 


Norm 757 

—, Operator 759 

Normale 588, 591 

—, Kreis 363 

Normalebene, Gleichung 587 

Normalenleinheitsvektor 591 

—gleichung, Kegelschnitt 377 

Normalenvektor 596 

—, Ebene 563 

Normal|form 102,108,112,113, 
147 

—gleichung 630, 636, 638, 639 

—höhe 313 

— kraft 306 

—krümmung 593 

—maß, Länge T 57 

—null 313 

—parabel 104, 136 

—spurbreite 171 

Normalverteilung 655, 662, 
668, 671, 768 

—, Tabelle 663 

Normalzahl-Grundreihen 391 

normieren 352 

normiert 538 

normierte Algebra 717 

— Gaußverteilung 662 

normierter Raum 757, 760 

Noether, Emmy 716, 724, T 56 

—, Max 724 

notwendig 399 

notwendige Bedingung 749 

Nowikow 786 

Null 25 

—element 756 

— folge 393 

—hypothese 671 

—menge 700, 701 

—meridian 310 

Nullösung 753 

Nulllpunkt 341, 573 

— vektor 538, 545 

Nullstelle 141, 147, 440 

—, allgemeine 725 

—, k-fache 141 

—, mehrfache 141 

Nullstellen, Produktdarstel- 
lung 142 

—, Trennung 144 

Nullstellengebilde 724 

numerische Exzentrizität 366, 
367 

— —, Ellipse 370 

— —, Hyperbel 373 

— Integration 606 

— Rechnung 601 

Numerus 61 


0 


Obelisk 237, T 34 
Oberfläche 218 
Oberflächenlarten 266 
— element 592 
—integral 478, 487 
—zeichen 266 
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Oberreihe 400 

Oberschwingung 514, 534 

Obersumme 456 

Objekt, mathematisches 755 

Objekt|funktion 754 

—raum 754 

„oder“ 717, 785 

Ökonomie 690 

ökonomische Probleme 690 

Oktaeder 230, T 61 

—, Neigungswinkel 296 

Oktant 551 

Öllampen-Uhr T 37 

Operation 23, 688, 708, 755 

—, Grenzwertbildung 406 

—, inverse 93 

—, stetige 756 

—, zulässige 782 

Operationen mit Funktionen 
787 

Operations|charakteristik 677 

— punkt 782 

—regel 781 

—teil 683 

—-zeichen 22, 23, 24, 25 

Operator 432, 512, 550, 759 

—, identischer 709 

—, Komposition 759 

—, linearer 709, 717, 759 

— programmierung 790 

optimale Reihenfolge 696 

Optimalprobleme 692 

—, nichtlineare 695 

Optimierung, lineare 693 

—, Produktionsumfang 693 

Optimum 695 

Ordinalzahlen 20, 76 

Ordinate 342 

Ordnung 20, 78, 79, 81, 83, 722 

—, Berührung 587 

—, Differentialgleichung 518 

—, Differentialquotient 418 

—, Folgen 390 

—, Nullstelle 141 

—, partielle Differentialglei- 
chung 740 

—, Pol 147, 738 

Ordnungsllinien 263 

—relationen 76 

—zahl 701 

Orel 261 

Oresme 49 

Organisationsregel 781 

orientiert 181 

orientierte Ebene 172 

— Gerade 350 

— Strecke 557 

orientierter Abstand 557 

Orientierung 177, 551, 557 

—, Ebene 563 

—, Gerade 346 

Ort, geometrischer 206 

Orthodrome 331 

orthogonal, Vektor 542 


orthogonale Funktionen 640 

— Geraden 171, 172 

— Trajektorien 448 

Orthogonalität 172, 355 

orthonormiertes Basissystem 
545 

Orthopolarenverfahren, Gram- 
mel 604 

Orts|funktion, vektorielle 538 

— kreis 206 

— kurve 690 

—-sternzeit 339 

—-vektor 538, 540 

—zeit 339 

österreichisches Verfahren 23 

Östpunkt 335 

Ostrogradski 748 

Ostrogradskische Differential- 
gleichung 749 

oszillierende Funktion 411 

Oughtred 49, 71 

Oval 449 


P 


Paare, geordnete 125, 128 

Pacioli 112, T 23 

Palazzo Rucelai T 20 

Pantograph T 46 

Papier, halblogarithmisches 
614 

—streifenkonstruktion 209 

Papyrus, Moskauer 90, T 10 

— Rhind 41 

Parabel 214, 366, 368, 375, 569, 
581 

—, Fläche 458 

—, Gleichung 368 

—, kubische 138, 152 

—, Leitlinie 585 

—, Polargleichung 383 

—, Tangenten 214 

—, Tangentenschar 521 

Parabeljachse 214 

—schar, Trajektorien 523 

—segment 456 

parabolischer Punkt 594 

Paraboloid 568, 594 

—, hyperbolisches 569 

parallaktische Winkel 308 

Parallaxensekunde 171 

Parallele 170, 351 

—, geschnittene 175 

— ziehen 179 

parallele Geraden 171 

Parallelebenenbüschel 217 

Parallelen|axiom 172, 761, 763 

—paar 206 

Parallelepiped 223, 543 

Parallelepipedon 223 

Parallelflach 223 

Parallelgeraden|bündel 216 

—büschel 170, 216 

Parallelität 764 


Parallelkoordinaten 552 

—, rechtwinklige 343 

—, schiefwinklige 342 

Parallelogramm 186, 187, 579 

—, Flächeninhalt 192 

—, überschlagenes 359 

Parallelprojektion 238 

—, schräge 248 

—, senkrechte 239, 243 

Parallelschaltung, Glieder 688 

Parallelverschiebung 554 

—, Koordinaten 344 

— auf krummer Fläche 593 

Parameter 532, 598, 615, 714 

—, Kegelschnitte 380 

—, natürlicher 588 

Parameterdarstellung 128, 736 

—-, Differentiation 425 

—, Ebene 562 

—, Einheitskreis 726 

—, Ellipse 371, 494 

—, Flächenstück 590 

—, Gerade 559 

— des Kreises 363 

—, Kurvenstück 586 

—, rationale 726 

—, Rotationsfläche 596 

—, Tangentialebene 590 

Parameter|gleichung, 
gekrümmte Leiter 618 

— größe 692 

—spezialisierung 725 

—-transformation 586, 590 

Parametrisierung 129 

Parsevalsche Gleichung 754, 
755 

Partialbruch 150 

— zerlegung 149, 474 

Partiallsumme 396 

—summenfolge 397 

partielle Ableitung 429 

— —- höherer Ordnung 430 

— Differentialgleichung 740 

— Integration 469 

partielles Differential 431 

Partikulärlösung 529, 530 

Partition einer natürlichen 
Zahl 721 

Partridge 71, 678 

Pascal 649, 678, T 65 

— ‚Satz 582 

Pascalsche Gerade 583 

Pascalsches Dreieck 45 

— Sechseck 583 

Pasch 761 

—, Axiom 762 

passend gewählt 404 

passender Index 392 

Peano 77, 534, 729 

Peanosche Axiome 77 

Pearson 658, 672, 677 

Pegel, Amsterdamer 313 

—, Kronstädter 313 

Peilung 333 

Pendel 536 

Pentagondodekaeder 230, 231, 
T 61 


Perihel 383 

Periode 131 

periodisch 38 

periodische Funktion 131, 513 

Periodizität, trigenometrische 
Funktion 274 

Peripheriewinkel 200 

Permanenzprinzip 52, 58, 59, 
78, 272 

— , Hankelsches 80 

Permutation 647, 706, 711 

—, gerade 647 

—, identische 712 

—, Produkt 712 

—, ungerade 647 

Permutationen, Anzahl 647 

perspektiv 258, 366 

Perspektive 258 

perspektive Abbildung 577 

— Lage 580 

perspektives Bild, Geraden 
257, 258 

— —, Würfel 257 

Perspektivitätszentrum 581 

Pfeifkessel 688 

Pfeiladdition 31 

Phase 343 

Phasen |differenz 287 

—verschiebung 690 

Photogrammeter 261 

Photogrammetrie 260 

—,t Stereophotogrammetrie 
261 

Phototheodolit 261 

pi, sr 202, 471, 807 

—, rt, Berechnung 507 

—, 7, experimentell 600 

—, zz, transzendent 723 

Pikometer 171 

Plani|globen 260 

—meter 467 

—metrie 169 

Plankalkül 790 

Planung 665 

Planungsprozeß 779 

platonische Körper 230, T 61 

Platonischer Dialog 54 

Plücker 572 

plus 22 

pm 171 

Pohlke 251 

—, Satz 251 

Poincareö 600, T 56 

Poisson 649, 743 

Poissonverteilung 661 

—, Mittelwert 661 

—, Varianz 661 

—, Verteilungsgesetz 661 

Pol, graphische Integration 602 

—, Kegelschnitt 377 

—, Kugel 255, 318, 334 

— n-ter Ordnung 738 

— , Planimeter 467 

—, Polarität 365, 584, 585 

—, Polarkoordinaten 343 

—, Unendlichkeitsstelle 147, 
410 
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Polar|dreieck 319 

—dreikant 319, 320 

polare Aufgabe 327 

Polare, Kegelschnitt 377 

—, Kugel 318, 334 

—, Polarität 365, 582, 584, 
585 

Polarecke 218, 319 

Polarengleichung 378 

Polargleichungen, Kegel- 
schnitte 382 

Polarität 583, 584 

—, absolute 764 

Polarkoordinaten, Differen- 
tiation 426 

—, ebene 343 

— im Raum 552 

Polar|koordinatenpapier T 8 

—planimeter 467, T 43 

Poldistanz 602 

—, veränderliche 602, 603 

Polhöhe 335 

Polyeder 218, 229 

—, abgestumpftes 231 

—-, Eulersches 229 

—, konvexes 599 

—satz, Euler 229 

Polygon 188 

—, Flächeninhalt 358 

—, konkaves 189 

—, konvexes 189, 358 

—, nicehtkonvexes 358 

—, überschlagenes 358 

— zug 316, 608 

—züge, Methode 533 

Polynom 42, 139, 141, 759 

—-ansatz 642 

—darstellung 140 

Polynome, Raum der 756 

Polynomideal 724, 725 

Poncelet 572 

Ponton 236, T 34 

Porismen, Euklid 761 

Positionssystem 21 

—, dekadisches 37 

positive Richtung 342 

Post 786, 787 

postnumerando 166 

Postulat 761 

Potential 547, 741 

—, logarithmisches 746 

— einer Masse 742 

— mehrerer Punkte 742 

—, Newtonsches 741, 742 

—, Stab 746 

—, zweidimensionales 745 

Potentialfläche 160 

Potentialfunktion, allgemeine 
744 

—, Gaußsche, Mittelwert- 
eigenschaft 745 

—, Greensche Formel 744 

—, konjugierte 746 

Potentialgleichung 744 

—, einfache Lösungen 745 


Probe 827 


Potentiallströmung 734 

—theorie 733, 741, 744 

—vektor 547 

potentielle Energie 750 

Potenz einer Kardinalzahl 703 

— eines Kreises 205 

— , Rechenart 49, 50, 77, 93 

Potenzen bei komplexen 
Zahlen 87 

Potenzfunktion 139, 145 

—, gerade ganzrationale 139 

—, ungerade ganzrationale 139 

Potenzgesetze 52, 58, 61 

Potenzieren 50, 77, 93 

Potenz|papier 615 

—regel 423, 427 

Potenzreihe 495 

—-, Division durch 500 

—-, innere Funktion 499 

Potenzreihen, Differenz 499 

— im Komplexen 497 

—, Produkt 499 

—, Summe 499 

—, Transformation 498 

—, Umkehrsatz 501 

Potenzreihen|ansatz 532 

—entwicklung analytischer 
Funktionen 737 

Potenzreste 719 

Prädikat, ein-, zwei-, drei- 
stellig 785 

Prädikatenkalkül 785 

—, unentscheidbarer 786 

Prädikatenlogik 777, 785 

—, einstellige 786 

Prag, Saal der Mathematik 
T 42 

praktische Mathematik 601 

— Lösbarkeit 16 

— Schülerübungen T 32 

praenumerando 166 

Präzision, gleiche 633 

—, ungleiche 633 

Präzisionsmaß 630, 631 

Primärideal 725 

prime Restklassen 719 

Primfaktoren 48 

Primfaktorenzerlegung 27, 48 

—, Tafel 798 

Primideal 723, 725, 726 

Primitivwurzel 719 

Primzahl 27, 48, 700 

—, größte 27 

Primzahlen, Anzahl 721 

—, Tafel 798 

Primzahlensatz, t Dreiprim- 
zahlensatz 721 

Primzahl|folge 27 

—zwillinge 27 

Prineipia Mathematica 778 

Prisma 222, 224, T 62 

—, Oberfläche 224 

—, Volumen 225 

prismatische Fläche 222 

Prismatoide 236 

Prismoide 236, T 34 

Probe 94 


828 


problemorientiert 


problemorientiert 789 

Produkt 24 

—, äußeres 542 

—, Determinante 713 

—, Ideale 718 

—, inneres 541 

—, Kardinalzahlen 703 

—, Operator 759 

—, Permutationen 712 

—, skalares 541 

—, tVektorprodukt, Spat- 
produkt 542 

Produktdarstellung 115 

— ganzrationaler Funktionen 
140 

Produkte, vierfache 544 

Produktgleichung 100 

Produktion 690 

Produktionsprozeß 779 

Produkt/regel 422 

—Teihe 403 

Programm 680, 684 

Programme, zyklische 685 

programmgesteuert 680 

programmgesteuerter Ziffern- 
rechenautomat 682 

Programmieren 684 

Programmierung, automa- 
tische 686, 790 

Programmierungssprache, 
intermaschinelle 789 

Programm prüfung 684 

—-steuerung, interne 679 

progressive Aufwandskurven 
695 

Projektion auf Achsen 268, 
282 

—, darstellende Geometrie 238 

—, stereographische 260, 598 

—, Strecke 347 

—, Vektor 541 

Projektions|achse 243 

— ebene 238 

—strahlen 238 

—-zentrum 238, 256 

projektiv invariant 574 

projektive Abbildung 575, 577 

— Ebene 576 

— Geometrie 572 

— Geradenbüschel 580 

— Koordinaten 573, 575 

projektiver Raum 724 

Projizieren 238 

projizierende Ebene 239 

— Flächen 254 

— Geraden 258 

Proportion 74, 98 

—, bildende Kunst T 18 

—, fortlaufende 98 

—, stetige 98 

proportional 196 

Proportionale, mittlere 98 

—, vierte 98 

Proportionalität 146 

—, direkte 99 

—, indirekte 99 

—, umgekehrte 99 


Proportionalitätsfaktor 99, 
135, 146 

Proportionaltafel 66 

Prozent 161 

—-rechnung 161 

—satz 162, 163 

—- wert 162 

Prozeß, Markowscher 768 

— ohne Nachwirkung 768 

—, Poissonscher 769 

—, stationärer 769 

—, stochastischer 768 

—, zufälliger 768 

Prüf|punkt 782 

—test 671 

Prüfung von Hypothesen 673 

Prüfverfahren 673 

—, statistische 671 

Prüfverteilung 671 

Pseudosphäre T 64 

Punkt 169, 581 

—, asymptotischer 333, 455 

—, äußerer 573 

—, elliptischer 594 

—, hyperbolischer 594 

—, innerer 573 

—, parabolischer 594 

—, Potential 741 

—, singulärer 442 

—, trigonometrischer 311 

—, uneigentlicher 346, 552, 
572 

—, unendlich ferner 572 

Punkte, harmonische 360, 575, 
577 

Punktepaare trennen 573 

Punkt/feld 573, 581 

—folge 388 

—menge 387, 726 

— potential 742, 743 

— reihe 573, 581 

—-richtungsform 347 

—wolke 670 

Pupilleneinstellung, Auge 689 

Pyramide 225, T 62 

—, n-seitige 225 

—, Schatten 255 

—, Schrägbild 250 

—, Volumen 228 

Pyramiden, ägyptische T 22 

Pyramidenstumpf 228, T 10 

Pythagoras 194 

—, Lehrsatz 194 

— —, Anwendung T 32 

—, Satz T 15 


0 


Quader 219, T 62 

—, Diagonalen 221 

—, Flächendiagonalen 222 
— größten Rauminhalts 435 
—, Oberfläche 220 

—, Raumdiagonalen 222 

—, Rauminhalt 221 
Quadrant 342, 551 


Quadrantenrelationen 277, 
283 

—, Übersicht 278 

Quadrat 187 

—, Flächeninhalt 191 

Quadratdezimeter 191 

Quadrate, Prinzip der klein- 
sten 629 

quadratische Ergänzung 103, 
136, 476 

— Form 161, 711 

— Funktion 135 

— Gleichung 101 

— —, Nomogramm 618, 619 

— Leiter 613 

quadratischer Nichtrest 720 

— Zahlkörper 722 

quadratisches Glied 101, 108 

Quadrat/|kilometer 191 

—meter 191 

—millimeter 191 

—tafel 136 

Quadratum geometricum T 41 

Quadratur 463 

— des Kreises 180, 716, 723 

— des Zirkels 180 

Quadraturproblem 456 

Quadratwurzel 54, 57 

Quadratzahlen 53 

—, Tafel 792, 793 

Quadratzentimeter 191 

Quadrieren 74 

Qualitätskontrolle, statisti- 
sche 676 

quanteln, Signale 770 

Quarzuhren 338 

Quelle 549, 771 

quellenfrei 549 

Quellpunkt 741 

Querschnittsfläche 482 

Quersumme 29 

—, alternierende 29 

Quetelet 668 

Quintupel 775 

Quotient 25 

—, Permutationen 712 

Quotienten|kriterium 400, 401 

—regel 423 


R 


radialsymmetrisch 178 
Radiant 174 

Radikal 116, 715 
Radikand 55 

Radius 200, 232, 343 
—, sphärischer 318 
—-vektor 208, 212 
Radizieren 55, 93 

—, graphisches 56 

—-, numerisches 55 

—, Tafeln 56 
Randlbedingung 534, 604, 748 
—-lochkarte 666 

— punkt 496 


Randwert 534, 745 

— aufgaben 745 

—problem 533, 534, 754 

rationale Funktion 133 

— Zahlen 78, 80, 81 

— —, ganze 719 

Rationalmachen des Nenners 
59 

Raum, abstrakter 755, 759 

—, euklidischer 761 

—, t Funktionenraum 754 

—, + Hilbertraum 757, 758 

— , höherdimensionaler 598 

—, linearer 756 

— , metrischer 729, 756, 757 

—-, normierter 757, 760 

—, t Objektraum 754 

—, Polynome 756 

—, projektiver 724 

—, t Resultatraum 754 

—, Riemannscher 5983 

—, topologischer 729 

Raum |diagonale 221 

—element 481 

—inhalt 218 

—maße 219 

—meter 219 

Rauschen 771 

Rauschinformation 771 

Raute 187 

Realisierungsmöglichkeit eines 
Axiomensystems 15 

Realteil 731 

Rechenlanlage, elektronische 
601 

—-arten, höhere 49 

Rechenautomat 678, 773, 789, 
7:67, T 68, 7'602, T 70, 
a PR Bl 

—, elektronischer 682 

—, mechanischer 678 

—, Schaltelemente 682 

—, Speicher 682 

Rechen|band 788 

—-genauigkeit, Rechenstab 75 

— geschwindigkeit 684 

—hilfsmittel 678 

—-kontrolle 293 

Rechenmaschine, älteste 678 

—, Leibniz T 29 

—, mechanische 778 

—, Pascal T 65 

—, Schiekard T 66 

Rechenoperation 22, 24, 25, 
31, 32, 77, 83 

— t Operation, Rechenarten 

Rechen]|pfennig T 36 

—prozeß 779 

—räder 75 

—scheiben 75 

—schema 601, 610 

Rechenschieber 71, 601 

—, t Großrechenschieber T 33 

Rechenstab T 6 

—, chinesischer T 13 

—, logarithmischer 71, 678 


Rechen|stäbchen, Napiersche 
678 

—tisch, 16. Jahrhundert T 25 

— verfahren 684 

— walzen 75 

— werk 682, 788 

—zeichen 31 

Rechnungsfehler 624 

Rechteck 187 

—, Flächeninhalt 191 

—impuls 515 

—kurve 514, 515 

Rechter 172, 175 

rechter Winkel 172, 175 

— —, behinderte Sicht 294 

Rechts|kurve 445 

—system 271, 342, 543, 551 

— wert 311 

rechtsjorientiert 551 

—seitig differenzierbar 417 

Rechtwinkelzuordnung 583 

rechtwinklige Koordinaten 551 

rechtwinkliges Dreieck 181 

Recorde 49, 90 

Redundanz, relative 773 

reduzibel 140 

—, Ideal 725 

—, Polynom 722 

reduzierte Form 108 

— Gleichung 112 

reelle Funktion 129 

— Zahlen 82 

Reflexivität 76, 719 

Refraktion, terrestrische 307 

Regel 779, 780 

—fläche 570, 581 

Regelkreis 688 

—, biologischer 689 

—, einmaschiger geschlossener 
689 

regelmäßige Fehler 628 

— n-Ecke 189 

— Polyeder 230 

Regeln, Arten für Algorith- 
men 781 

Regellschar 581 

— strecke 688, 689 

Regelungsmathematik 687 

Regiomontanus T 23 

Register 683 

—tonne 219 

Regression 669 

Regressions|gerade 670 

—gleichung 637 

— koeffizient 637, 638, 670 

regula falsi 611 

regulär 232, 732 

—, Punkt 587, 591 

reguläre Funktion 732 

Regularitätsbereich 732, 737 

Reibintegrator 679 

Reibungskoeffizient 306 

Reihe 396 

— , alternierende 402 

—-, arithmetische 397 

— , binomische 505, 508 

—, Fouriersche 513 


Riehtebene 829 


Reihe von Funktionen 491 

—, geometrische 398, 493 

— , harmonische 399 

—, hypergeometrische 532 

—, Neumannsche 753 

—, Taylorsche 501 

—, trigonometrische 512 

—, Umordnung 402 

Reihen, Addition £02 

—, Multiplikation 403 

Reihen|entwieklung, Funk- 
tionen 503 

—folgeprobleme 696 

—schaltung 688 

rein|kubisch 108 

—-periodisch 38 

—quadratisch 102 

Reißzeug T 5 

Rektaszension 336, 337 

Rektaszensionssystem 336 

Rektifikation 484 

rektifizierbar 485 

rektifizierende Ebene, Glei- 
chung 587 

Rekursion, primitive 787 

Rekursionsformel 389, 470, 
532, 659, 661 

rekursive Funktion 786 

Relation 76 

relationstreue Spezialisierung 
726 

relativ prim 28 

relative Häufigkeit 650 

— — von Buchstaben 772 

— Krümmung 596 

relativer Fehler 622 

Relativitätstheorie 599, 711 

Rentenrechnung 166 

repräsentative Stichprobe 666 

Residuum, Funktion 738 

Resolvente 753 

Resonanz 753 

—fall 531 

Rest, Division 26, 29, 719 

— einer Funktion 492, 641, 
721 

Reste, Rechnen mit 29 

Restfläche 671 

—, Fehlerintegral 665 

Restform von Cauchy 502 

— von Lagrange 502 

Restglied 502, 646 

—, MacLaurin 503 

Restklasse 719 

Restklassen, prime 719 

—ring 719 

Restsystem 29 

Resultante 539 

Resultatraum 754 

Rezeptor 773 

reziprok 33, 36 

Reziprokskale 72, 74 

rhombisch 232 

Rhomboid 187 

Rhombus 186, 187 

Richtebene 569 


830 Richtung 


Richtung 537, 573 

—, Gerade 347 

Richtungs|faktor 347 

—feld, Differentialgleichung 
519 

— vektor 559 

Richtungskosinus 555, 558 

—, Vektor 541 

Richtungswinkel 311, 317, 558 

—, Strecke 348 

—, Vektor 540 

Riemann 457, 598, 721, 730, 
739, 764, T 55 

—, Integralbegriff 457 

Riemannsche Fläche 738, 739 

— Geometrie 598 

— Vermutung 740 

— Zetafunktion 721 

Ries 25, 101, T 24 

Rietz-System 72 

Ring 716, 718, 724 

— gebiet 737 

Riß 244 

— ebene 243 

Ritz 751 

—, Verfahren 751 

rm 219 

Rohstoffverbrauch 693 

Rolle 420 

—, feste 306 

—, Satz 420 

Rollkurve 450 

römische Zahlzeichen 807 

rot 549 

Rotation 549 

Rotationsellipsoid 568 

Rotationsfläche 594, 595, 596 

—, Schmuckform T 4 

Rotationshyperboloid, ein- 
schaliges 571 

—, Kühlturm T 21 

—, zweischaliges 571 

Rotationskörper 235 

—, Mantel 485 

—, Oberfläche 482 

—, Volumen 482 

—, Widerstand 747 

Rotationsparaboloid 568 

Rotationszylinder 223 

RT 219 

Rück |führung 688 

—führungsschaltung 688 

—kehrpunkt 443, 444, 453, 
454 

—koppelung 681 

— koppelungsprinzip 679 

— schlag, Multiplikation 73 

Rückwärtsleinschnitt 314, 315 

—glied 688 

Rückwirkungsfreiheit 688 

Rudolff 50 

Ruffini 116 

Runden 623 

Russell 778 

Rute T 57 


Ss 


Saccheri 761 

Sägezahnkurve 515 

Saite, ausgelenkte 752 

Salinon 204 

Sandkörnchen, Ostseestrand 
700 

Sashen 171 

Sattellfläche 594 

— punkt 438, 535, 569 

Schachspiel 16 

Schalt|algebra 682, 775 

—elemente 682 

—kreis 775 

—schema 680 

—tafel 681 

Schaltung, Glieder 688 

Schatten|grenze 255 

—-konstruktionen 255 

Schätzwert 629, 632, 633 

—, mittlerer Fehler 633, 634 

—, wahrscheinlichster 629 

Scheffel 219 

Scheitel 367, 368 

—, Parabel 366 

—, Paraboloid 569 

Scheitelgerade 569 

Scheitelgleichung 368 

—, Kegelschnitte 380 

—, Parabel 368 

Scheitellkreis 209, 212, 213 

—krümmungskreis 211 

—Jlage 368 

Scheitelpunkt, Kegelschnitt 
172, 368, 369, 371 

—, Winkel 136 

Scheiteltangente 368 

Scheitelwinkel 175, 176 

—raum 213 

Schenkel 181, 187 

—, freier 176 

— des Winkels 172 

Schickard 678, T 66 

Schiebefläche 569 

Schieber 72 

Schiebezettelmethode 26, 499 

Schiebung 177, 182 

schiefe Ebene 306 

schiefwinklige Koordinaten 
551 

Schiffsort 340 

Schlagschatten 255. 256 

Schleife 451 

Schleppkurve 452 

Schlupfzeit 697, 698 

Schlüsselgleichung 618 

Schlußlinie 604 

Schmidt 753, T 56 

Schmiegeebene, Gleichung 587 

Schmiegungsparabel 510 

Schnabelspitze 443 

Schnelldrucker 684 

Schnitt 84, 724 

— dreier Ebenen 566 

—, Ebene 704 

— zweier Ebenen 565 


Schnitt|darstellung 265 

— gerade 565 

Schnittpunkt 170 

—-, Gerade 373 

—, Kegelschnitt 373 

—, nicht zugänglicher 185 

— zweier Geraden 354, 704 

Schnittpunkte mit den Ko- 
ordinatenachsen 440 

— zweier Kegelschnitte 379 

— zweier Kreise 365 

Schnittwinkel 240, 245 

—, Gerade mit Kegelschnitt 
375 

— zweier Geraden 355 

— zweier Kegelschnitte 380 

— zweier Kreise 365 

Schnittzeit 616 

Schraffurlinien 265 

Schrägbild 238, 248 

— aus Grundriß 249 

—, Kreis 250 

—, Kugel 250 

—, Pyramide 250 

schräge Parallelprojektion 248 

Schrägreihe 403, 499 

Schranke, absoluter Fehler 622 

—, obere 387 

—, relativer Fehler 622 

—, untere 387 

Schraubenlinie 586 

Schreib|maschine, elektrische 
684 

— vorrichtung 788 ’ 

Schriftsprache, Entropie 772 

Schritt|weite 605, 607, 646 

—zähler T 38 

Schröter 787 

Schrumpfung 539 

Schumacher 17 

Schütt|kegel 296 

— winkel 296 

Schutzstelle 624 

Schwarz, 430, 758 

—, Satz 430 

Schwarz-Weiß-Prinzip 15 

Schwarzsche Ungleichung 758 

Schwerachse 491 

Schwerelinie, Gewicht 315 

Schwerpunkt 185 

Schwerpunktkoordinaten 489 

—, Dreieck 359 

Schwingung, gedämpfte 286 

Schwingungs|dauer 287, 530 

—frequenz 752 

—gleichung, Helmholtzsche 
744 

sec 270 

Sechseck, regelmäßiges 189, 
303 

Seemeile 171, 330 

Seger 724 

Segment 200 

—, Kugel 233 

Sehne 200, 232 


Sehnen satz 205 

—sechseck 582 

—tangentenwinkel 201 

Sehnenviereck 205 

—, Flächeninhalt 304 

Sehstrahl 260 

Seilleckskonstruktion 603 

— kraft 305 

—Jiniensatz, Crofton 600 

—spannung 306 

Seite 180 

Seitenlansicht 262 

—fläche 218 

—halbierende 185, 359 

—kosinussatz 320 

Seitenriß 243 

—ebene 243 

Seitensumme, Kugeldreieck 
324 

Seitwärtseinschnitt 313 

Sekans 270 

Sekante 200, 232 

Sekanten|satz 205, 582 

—tangentensatz 205 

Sektor 200, 203 

—, Kugel 233 

Sekunde 173, 339 

selbst|konjugiert 583 

— konjugierte Punkte 584 

Senke 549 

Senkrechte errichten 179 

senkrechte Parallelprojektion 
239, 243 

Senkrechtstehen 764 

Separation der Variablen 741, 
745 

Severi 724 

Sexagesimallbrüche 41 

—system 21 

sh 155 

Shukowski-Profil 735 

Sichelträger 466 

sicheres Ereignis 650 

Sichtbarkeitsverhältnisse 244 

Sieb des Eratosthenes 27 

Siebzehneck, regelmäßiges 190 

Signal 771, 773 

—, diskretes 770 

—, stetiges 770 

—, Verarbeitung 775 

Signalbau 312 

Signale, trigonometrische T 47 

Signalfolge 770 

Simplexmethode 693 

Simpson 236 

Simpsonsche Regel 236, 607, 
608 

sin 268, 270, 274, 503 

Sin 155 

singulär 732 

singuläre Lösungen 521 

— Punkte 442, 535, 587, 591 

— — transzendenter Kurven 

d4d 
— Stellen 737 


Singularität 738 

—, wesentliche 738 

sinh 155, 504 

Sinus 268, 270 

— hyperbolicus 155 

—, Tafel 799 

Sinuskurve 254 

—, allgemeine 286 

Sinuslogarithmen, Tafel 800, 
801 

Sinussatz 297 

—, sphärische Trigonometrie 
321 

Skalar 537 

skalares Feld 546 

Skalarprodukt 541, 757 

—, Grundvektoren 542 

Skale, logarithmische 72 

Skalen, parallele 617 

—, sich schneidende 617 

Skatspiele, sämtliche mög- 
lichen 647 

Skolem 785 

Sonne, mittlere 339 

—, wahre 339 

Sonnen|bahn 337 

—höhe 295 

—tag 339 

Sonnenuhr, Elfenbein T 39 

—, t Ringsonnenuhr T 39 

Sonnenzeit, mittlere 339 

—, wahre 339 

Sortiernadel 666 

Spalte 706 

Spaltenmatrix 705 

Spannungstensor 711 

Spat 223, 543 

— produkt 321, 543, 587 

Speicher 682, 684 

—, innerer 788 

—, Rechenautomat 682 

Speicherelement 682 

Speicherkapazität 682 

—, unendliche 780 

Speicherzelle 683, 780, 782 

Sphäre 595 

sphärische Geometrie 765 

— Trigonometrie 317 

— —, Anwendung 330 

sphärischer Exzeß 319 

— Kreis 318 

sphärisches Bild 595 

— Dreieck 319 

— Zweieck 318 

Spiegellbild T 58 

—Jineal 419 

Spiegeln 132 

Spiegelung 137, 177, 551, 578, 
T 58 

— an Geraden 183 

— an Punkt 178 

Spiegelungsbegriff 762 

Spirale 454 

—, archimedische 454 

—, logarithmische 426, 455, 
525 


Ster 831 


Spitze, Dreieck 181 

—, gewöhnliche 443 

—, Kegel 226, 366 

—, Kurve 450, 451 

—, Pyramide 225 

—, t Schnabelspitze 443 

spitzwinkliges Dreieck 181 

Sprache, Algol 686 

—, algorithmische 684, 686, 
1782, 789 

—, Entropie 773 

—, formale 686 

—, formalisierte 789 

—, künstliche 686, 782, 789 

—, t Maschinensprache 685, 
789 

—-, natürliche 782 

—, Regeln 782 

Sprung 411 

—, endlicher 411 

—, unendlicher 411 

Sprungbefehl 683 

—, bedingter 685 

Sprungregel, bedingte 781 

Sprungstelle 459 

—, Tangensfunktion 273 

Spuren, Ebene 245 

Spurl|gerade 240 

—punkt 239, 256 

Staatlicher Mathematisch- 
Physikalischer Salon T 35, 
T 36, T 37,T 38, 739, T 40, 
T4l 

Stab 72 

Stabilität der relativen Häu- 
figkeit 766 

Stamm]|bruch 33 

—funktion 460, 468 

—körper 715 

Standardabweichung 657, 
668 

Standlinie 309 

stationäre Strömung 548 

stationärer Prozeß 769 

— Punkt 535 

statisches Moment 488 

Statistik 665 

—, Anwendungsgebiete 675 

—, mathematische 665 

—, technische 675 

statistische Prüfverfahren 
671 

— Qualitätskontrolle 676 

— Wahrscheinlichkeit 651 

Stauchen 137, 153 

Staudt 572 

Stecktafel 683 

Steigung 135, 604 

Steiner 572, T 54 

Steinerscher Satz 491 

Steinschnitt 243 

Stellenwert 37 

—system 21 

Stellglied 688, 689 

Stensen 232 

Ster 219 


832 ___ Sterbenswahrscheinlichkeit 


‘ Sterbenswahrscheinlichkeit 

168 

Sterbetafel 168 

Stereoautograph 261 

stereo|graphisch 260 

—graphische Projektion 260, 
598 

Stereolkomparator 261 

—metrie 215 

—-photogrammetrie 261 

—-planigraph T 48 

Sternbilder 337 

Sterne 702 

Stern|himmel, nördlicher 338 

— kurve 452 

—tag 339 

—zeit 339 

stetige Abbildung 727 

— Funktion, Topologie 714 

— Operation 756 

— Teilung 199 

— Zufallsgröße 653, 654, 662 

stetiges Glied 689 

— Signal 770 

Stetigkeit, beiderseitige 410 

—, einseitige 410 

—, Funktion 410 

—, gleichmäßige 412 

— im Intervall 412 

— im Komplexen 732 

— komplexer Funktionen 731 

Stetigkeits|axiom 763 

—begriff, Gruppe 714 

Steuerwerk 682 

Stevin 41, 70, T 23 

Stichprobe 665 

—, Mittelwert 668 

—, Umfang 665, 666 

—, Varianz 668 

—, Variationsbreite 668 

Stichproben |pläne 676 

—umfang 672 

Stifel 33, 50, 55 

Stirling 645 

Stirlingsche Formel 642 

stochastisch 670 

stochastischer Prozeß 768 

Stoicheia 760 

Stokes, Satz 549 

Stopregel 781 

Stör|funktion 528, 530, 531 

— größe 687 

Störmer 508 

Strahl 170 

Strahlenbündel 216 

Strahlenbüschel 216, 561, 585 

—, kongruentes 580 

Strahlensätze 197 

strahligsymmetrisch 178 

Strecke 170 

— halbieren 178 

— im Raum 557 

Strecken 137, 153 

—-kongruenz, Invarianz 765 

—teilung 199 

streckentreu 733 


Streckung 539 

Streichwinkel 311 

Streubreite 666, 668 

Streuung 628, 629, 630, 631, 
655, 656, 657 

Strich|arten 264 

—Jinie 244, 264 

—maß 174 

—punktlinie 239, 264 

—teilung 174 

Stromfunktion 734 

Strömung, beliebige Kontur 
734 

— in Knie 734 

— um Kreiszylinder 734 

—, stationäre 548 

Strömungsprobleme 734 

Strophoide 453 

Strudelpunkt 522, 535 

Struktur 712 

—, algebraische 708, 717 

—, Untergruppe 716 

Strukturdiagramm 685, 782 

—, Euklidischer Algorithmus 
182 

Strukturtheorie 15 

stück weise glatt 485 

— stetig 485 

Student 672 

Stufe, Prädikatenlogik 785 

—, + Rechenstufe 50 

—, Rechenoperation 22, 23, 
24, 25, 31, 32, 60 

Stufen|punkt 434 

—sprung 391 

—winkel 176 

stumpfwinkliges Dreieck 181 

Stunden]|kreis 335 

—winkelsystem 336 

Sturm 140 

Sturmsche Kette 143 

Sturmscher Satz 143, 144, 
440 

stürzende Linien 261 

Stützdreieck 241, 245 

Stützstelle 604, 605, 642 

—, gleichabständige 645 

Stützwert 642 

subjektive Fehler 627 

Substitutionsmethode 471 

Subtrahend 23 

Subtrahieren 77 

—, schriftliches 23 

Subtraktion 23, 30, 31, 93 

— von Brüchen 35, 47 

— von Dezimalbrüchen 39 

—, korrespondierende 100 

—, Vektoren 539 

Subtraktionsmethode 120 

süddeutsches Verfahren 23 

Südpunkt 335 

Summand 22 

Summe 22, 725 

—, algebraische 31, 42, 45 

—, Determinanten 706 


Summe, Ideale 724 

—, Kardinalzahlen 702 

—, Mengen 701 

— der positiven Teiler 721 

— einer Reihe 396 

Summen]|formel, Eulersche 641 

—prozentkurve 669 

—regel 422 

— zeichen 396 

Super|position 286 

—-positionsprinzip 740 

—regel 780 

Supplementwinkel 175, 181 

Supremum 457, 478, 481 

Syllogistik 777, 778 

Symbol 772 

—, leeres 788 

—-vorrat 788 

Symmetrie, axiale 177 

—, Planimetrie 177 

—, radiale 178 

—-, Rechenoperationen 76, 719 

—, zentrale 178 

Symmetrieachse 177, 201, 232 

—, Ellipse 208 

—, Hyperbel 212 

—, Parabel 214 

Symmetrieebene 232 

Symmetriezentrum 178, 232 

—, Ellipse 209 

—, Hyperbel 212 

symmetrische Funktion 160 

synchron arbeitender Auto- 
mat 774 

synchronisieren 774 

Synthese, harmonische 514, 
516 

Systern von Differential- 
gleichungen 536 

systematische Fehler 628, 665 


T 


t-Verteilung 672 

—, Tabelle 673 

Tachymetrie 308 

Tafel, doppelter Eingang 280 

—, Fakultäten 647 

—, k-stellige 646 

—, trigonometrische 280 

Tafel|differenz 53, 65, 281 

—-ebene 238, 239 

Tafeln für Quadratzahlen 53 

Tagundnachtgleiche 337 

Taktgeber 682 

Talsperre 768 

tan 270, 504 

Tangens 270 

— hyperbolicus 155 

—, Tafel 799 

Tangens|funktion 273, 274, 
405, 416, 419, 503 

—logarithmen, Tafel 802, 803 

—satz 298 


Tangente 232, 416 

—, Gleiehung 587 

—, Kegelschnitt 585 

—, Kreis 201 

— an Kreis 364 

Tangenten, äußere 202 

—, Ellipse 211 

—, Hyperbel 213 

—, innere 202 

— an Kegelschnitte 374 

— , Parabel 214 

— von Punkt an Kegelschnitt 
379 

Tangenten]|abschnitt 201 

—gleichung 364 

—-polygon 602 

— problem 456 

—sechseck 582 

— vektor 547 

— viereck 205 

Tangentialebene 232, 317 

—, Gleichung 590 

Tangentiallraum 598 

— vektor 598 

tanh 155, 504 

Tartaglia 109, 112, T 23 

Tausender 21 

Tausendstel 37 

Tautochrone 530 

Taylor 501, T 50 

—, Satz 502, 510, 512 

—, Satz bei mehreren Ver- 
änderlichen 511 

Taylorentwicklung, analy- 
tische Funktion 738 

Taylorsche Reihen 501, 630 

technische Statistik 675 

technisches Zeichnen 261, T 60 

Teilbarkeit 26 

—, Ideal 718 

Teilbarkeitsregeln 28 

Teiler 26 

—, größter gemeinschaftlicher 
28, 48 

—-, unechter 26 

teilerfremd 28, 48 

Teillfolge 393 

— menge 700, 701 

—programm 684 

— punkt 347, 348 

—stück 401 

—summe 396 

Teilung, äußere 199, 558 

—, harmonische 199 

—, innere 199, 558 

—, stetige 199 

—, Strecke 199 

Teilverhältnis, Doppelverhält- 
nis 574 

—, Strecke 346 

Telegramm 770 

Telegraphengleichung 744 

Temperaturschwankungen 769 

Tensor 711 

—algebra 711 

—raum 711 


Termine, früheste 698 

—, späteste 698 

Terminsetzung 697 

—, Aktivitäten 699 

Terrassenpunkt 434 

terrestrische Refraktion 307 

Test|größe 673, 674 

—regel 781 

Tetraeder 227, 230, T 61 

—, Neigungswinkel 296 

tetragonal 232 

Textjaufgaben 94 

—gleichung 89 

Tg 155 

th 155 

Thales 184 

—, Satz 184, 542 

Theaitetos 107 

Theodolit 307 

Theodoros 50 

Theorema egregium 594 

— fundamentale 720 

theoretische Lösbarkeit 16 

Thermometer, Übergangs- 
funktion 687 

Thomson 679 

—-Transformation 745 

Thue 786 

—, Satz 720 

—-Siegel-Roth, Satz 723 

Tiefengerade 249 

Tilgung 167 

Tilgungs|betrag 167 

—formel 168 

—plan 167 

—rate 168 

Tonnenkörper 236 

Topologie 726 

topologisch äquivalent 727 

topologische Abbildung 727 

— Eigenschaften, Fläche 595 

— Gruppen 714 

Torricelli T 27 

Torse 570 

Torus 595, 726 

—, Oberfläche 236 

—, Rauminhalt 236 

totales Differential 430 

— — n-ter Ordnung 432 

TP 311, T 47 

Träger 170, 216, 217, 573 

Trägheitsmoment, axiales 490 

—, Kreisscheibe 490 

—, polares 490 

—, Stab 490 

Trägheitszeitkonstante 687 

Trajektorien,orthogonale 522, 
523 

Traktrix 452 

transfinit 702 

Transformation 177, 343, 745 

—, affine 555, 597 

—, Fourier- 755 

—, Hankel- 755 

—, Hilbert- 755 

—, Liesche 597 


Tripelpunkt 833 


Transformation mehrfacher 
Integrale 481 

—, Mellin- 755 

— , Potenzreihen 498 

— durch reziproke Radien 
453 

Transformations|formeln 344 

—gruppe 597, 765 

Transinformation 771 

Transistor 682 

Transitivität 22, 76, 719 

—, Kleiner-Beziehung 785 

Translation 171, 554 

Transporteur 173, 176 

Transport |probleme 694 

—regel 781 

Transversale 183, 361, 582 

Transversalmaßstab 173 

transzendent 62 

transzendente Gleichung 92 

— Zahlen 723 

Trapez 187 

—, Diagonalmitten 188 

—, Flächeninhalt 193, 465 

—, gleichschenkliges 187, 188 

—, Mittellinie 193 

Trapezregel 606, 607 

—, Integration 607 

Traufendreieck 243 

Treibriemen, Länge 305 

Trenn-Beziehung 764 

Treppenfunktion 602 

Triangulation 311 

Triangulationsnetz 312 

Triehotomie 78 

Trichter, größtes Fassungs- 
vermögen 436 

Trigonometrie 292, 317 

—, allgemeines Dreieck 296 

—, ebene 292 

—, rechtwinklige Dreiecke 292 

—, sphärische 317 

trigonometrische Funktionen 
131, 155, 268, 731 

— —, Ableitung 428 

— —, Beispiele 289 

— —, Einheitskreis 271 

— —, Integrale 476 

— —-, Kurven 273 

— —, Periodizität 274 

— —, Reihenentwicklung 503 

— —, Tangentenrichtungen 

274 

— —, Unstetigkeiten 272 

— —, Vorzeichentabelle 272 

— —, Wertevorrat 274 

— Reihen 512 

— Tafeln 280 

trigonometrischer Punkt (TP) 
311, T47 

triklin 232 

Trilateration 313 

Trillion 21, 50 

trimetrisch 251 

Trinom 42 

Tripel 158, 160, 545, 708, 756 

— punkt 443, 444 
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Trisektion des Winkels 179, 
180 

tropisches Jahr 338 

Tschebyschow 477, 649, 658, 
T 54 

Tschebyschowsche Unglei- 
chung 657 

Tschirnhaus, von 116 

Turing 786 

—maschine 788 


U 


überbestimmt 122 

Überführungsfunktion 775,788 

Übergangsfunktion 687 

Überlagerung 286 

überschlagen 189 

Überschlagsrechnung 73 

Übersetzungsjalgorithmus 790 

— aufgabe 685 

Überstelle 40, 624 

Übertrag 776 

Übertragungs|fehler 771 

—problem 772 

—system 771 

Übungsgerät, Winkelbestim- 
mung T 31 

Umfang, Kreis 202 

—, Stichprobe 666 

Umfangswinkel 200 

Umformungsjoperation 782, 
785 

—regel 785 

Umhüllende 581 

umkehrbare Funktion 131 

Umkehr|funktion 55, 132, 
152, 154, 155, 156 

—-operationen 77 

—-regel 425 

—satz 501 

Umkehrung 23, 24, 63 

Umklappung 177, 246 

Umklappungsverfahren 239 

Umkreis 184 

Umlaufsinn 177, 182 

Umlegung 254, 256 

Umordnung 739 

— von Reihen 402 

Umordnungssatz 498 

unabhängige Ereignisse 653 

— Variable 127 

Unabhängigkeit 762 

unbedingte Wahrscheinlich- 
keit 652 

Unbekannte 91 

unbestimmte Gleichung 122 

unbestimmtes Integral 460, 
468 

Unbestimmtheitsstellen 410 

„und‘‘ 717, 785 

uneigentliche Elemente 572 

— Flächen zweiten Grades 
567 

— Gerade 374, 573 


Trisektion des Winkels 


uneigentlicher Punkt 346, 552, 
572 

unendlich, abzählbar 702 

— ferner Punkt 572 

— klein 421 

unendlichdimensional 708, 709 

unendliche geometrische Reihe 
398 

— Menge 701 

— Reihe 396 

Unendlichkeitsstellen 410 

Unentscheidbarkeitssatz 786 

ungerade Funktion 130 

Ungewißheit, beseitigte 770 

Ungleichung 123 

—, Bernoullische 124 

—, Cauchysche 759 

—, Cauchy-Schwarzsche 124 

—, Minkowskische 759 

—, Schwarzsche 758 

—, Tschebyschowsche 657 

Universalautomat 680 

unmögliches Ereignis 650 

unregelmäßige Meßfehler 628 

unstetiges Glied 689 

Unstetigkeit 441 

—, hebbare 411 

Unstetigkeitsstellen 410, 458 

unterbestimmt 122 

Unter|determinante 706, 707 

—gang 335 

—-gruppe 712 

—menge 700 

—reihe 400 

—summe 456 

unvereinbar 766 

unvereinbares Ereignis 651 

unwesentliche Ziffer 623 

unzugängliche Seite 300 

unzugänglicher Kreismittel- 
punkt 302 

— Schnittpunkt 185 

Urliste 666 

Ursachengröße 687 

Ursache-Wirkungs-Zusam- 
menhänge 687 

Ursprung 550 


V 


Variabilität, biologische 677 

Variable 127 

—, getrennte 524 

Varianz 655, 656, 657, 666, 668 

—, Binomialverteilung 660 

—, Gauß- oder Normalver- 
teilung 662 

—, Poissonverteilung 661 

—, Zufallsgröße 657 

Varianzen, Vergleich 674 

Variation 648 

—, erste 748 

— der Konstanten 526, 530 

Variationen, Anzahl 648 

— mit (ohne) Wiederholung 
648 


Variations|breite 668 

— problem T 59 

Variationsprobleme mit Ne- 
benbedingungen 749 

— ohne Nebenbedingungen 
747 

Variationsrechnung 592, 746 

—, Näherungsverfahren 751 

Vektor 87, 537 

—, t Einheitsvektor, Null- 
vektor, Ortsvektor 538 

—, freier 538 

—, gebundener 538 

—, t Grundvektor, Basis- 
vektor 540 

—, Länge 540 

—, linienflüchtiger 538 

—, Komponenten 540 

—, Koordinaten 540 

—, Projektion 541 

—, Richtungskosinus 540 

Vektorjaddition 538 

—algebra 537 

— analysis 546 

—darstellung, spbärisches 
Dreieck 321 

—diagramm 287 

Vektoren, Gleichheit 538 

Vektorfeld 538, 546 

—, konservatives 547 

Vektorfunktion, Differen- 
tiation 546 

Vektorprodukt 542, 587 

—, dreifaches 544 

—, Grundvektoren 544 

Vektorraum 545, 690, 707, 708 

—, dualer 708 

—, n-dimensionaler 545 

Vektor|rechnung 537 

—-subtraktion 539 

VENN-Diagramım 771 

veränderliche Größen 125 

Verband 717 

Verbesserung 281, 282 

Verbiegung, Fläche 591 

Verdopplung des Kubus 180 

Vereinigung 701, 717, 725 

Vereinigungsmenge 701, 766 

Verfahrenstechnik, Rechen- 
automaten 601 

Verflechtungsbilanz 690, 692 

Vergleichs|kriterien 400 

—stelle 688, 689 

— werte 665 

Vergrößerung 197 

Vergrößerungsverhältnis 311 

Verhalten im Unendlichen 144, 
148, 440 

Verhaltensfunktion 775, 776 

Verhältnis 98 

—gleichung 98 

Verkehrsplanung 699 

Verkettung, Funktionen 787 

Verkleinerung 197 

verknoteter Volltorus 728 


Verknüpfungsaxiom 762 

Verkürzen 623 

Verkürzung 249 

Verlauf im Unendlichen 405 

Vermarkung TP 312 

Vermessungswesen T 47, T 48 

vermittelnde Beobachtungen 
636 

Verschiebevorrichtung 788 

Verschiebungsfunktion 788 

Verschlüsselung 685 

—, duale 683 

Verschnitt 693 

Verstärker 688 

—, gegengekoppelter 681 

Versuchsplanung 665 

Vertauschen, Zeilen 706 

—, Zeilen mit Spalten 706 

Vertauschungssätze 100 

Verteilung 653, 659 

—, Bernoullische 659 

—, t Binomialverteilung 659 

—,1°- 672 

—,X?-, Tabelle 675 

—, F- 672 

—, F-, Tabelle 674 

—, Gauß- 662 

—, Linienzug 667 

—, Newtonsche 659 

—, t Normalverteilung 662 

—, Poissonsche 661 

—, Prüfen 675 

—, t- 672 

—, t-, Tabelle 673 

—, Treppenlinie 667 

Verteilungs|aufgabe 97, 121 

—funktion 653, 654, 659, 768 

Verteilungsgesetz 653, 654,659 

—, Binomialverteilung 660 

—, Poissonverteilung 661 

Vertikal 335 

Verwandtschaft, affıne 246 

—, geometrische 196 

Verzerrung 249, 260 

Verzerrungs|verhältnis 249 

— winkel 249 

Verzweigungspunkt 740 

Vieleck, Flächeninhalt 194 

—, regelmäßiges 191 

Vielfaches, kleinstes gemein- 
schaftliches 28, 35 

Vielfachheit 726 

Vielflächner 218, 229 

Viereck 186 

—, allgemeines 303 

—, Fläche 303 

—, konkaves 186 

—, konvexes 186 

—, regelmäßiges 189 

Vierer, Zahlenlotto 649 

Vierfarbenproblem 727 

Vierseit, vollständiges 576, 
579, 585 

Vierteldrehungssatz 277 


Vieta 49, 110, T 27 

—, Satz von 108 

—, Wurzelsatz 115, 161 

Visierbüchlein T 25 

Vollinie 264 

vollständige Induktion 77, 423 

vollständiges System, Ereig- 
nisse 651 

— Vierseit 576, 579, 585 

Vollständigkeit 762 

—, Beschreibung 780 

Vollständigkeitssatz 83 

—, Gödelscher 785 

Volltorus, verknoteter 728 

Vollwinkel 173 

Voltaire 750 

Volumen 218, 221 

—, Rotationskörper 482 

Volumenberechnung aus 
Querschnittsfläche 482 

Vorderansicht 262 

vorschüssig 166 

Vorwärtsleinschnitt 313 

—glied 688 

Vorzeichen 30, 31, 80, 81 


Ww 


Waben, Geometrie 597 

Wachstum, organisches 64, 
117 

Wachstums|funktion 153 

—prozeß 117 

Waerden, van der 724, 725, 
726 

wahre Entfernung 239 

— Größe 239 

— —-, Dreieck 243 

wahrer Fehler 627 

— Wert 621 

wahrscheinlicher Fehler 630 

Wahrscheinlichkeit 628, 650, 
765 

— für Abweichungen vom 
Mittelwert 658 

—, Additionsgesetz 651 

—, axiomatische Definition 
766 

—, bedingte 652 

—, geometrische 600 

—, klassische Definition 765 

—, statistische 650 

—, —, Definition 766 

—, unbedingte 652 

Wahrscheinlichkeits|dichte 
654 

—netz 669 

— papier 669, T 8 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 
649 

—, Multiplikationsgesetz 652 

—, Multiplikationssatz 631 

Wahrscheinlichkeits|tabelle 
771 

—theorie 765 

—verteilung 770 
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wahrscheinlichste Schätz- 
werte 629 

— Zeit 697 

Wallis 471 

Wallissches Produkt 471, 495 

Walze 223 

Wälzwinkel 450 

Wandmalerei, ägyptische T 17 

Warenproduktion 692, 693 

Waring 721 

—problem 721 

Wärmelausbreitung 751 

—Jeitungsgleichung 744 

Warmwasserspeicher 689 

Warte|schlange, Maschinen 
696 

—schlangenprobleme 695 

—zeit 696 

Wasserstandsregler 689 

Wechsellstrom, gleichgerich- 
teter 515 

— winkel 176 

— wirkung 773 

Weg, kritischer 697 

—-Zeit-Diagramm 415 

Wegintegral 488 

Weierstraß 84, 388, 389, 493, 
514, 730, 738, 748, 749, 
T55 

—, Satz 414 

Weierstraßsches Majoranten- 
kriterium 493 

Weil 726 

Weitschweifigkeit, Sprache 
773 

Wellen|gleichung 744 

—Jänge 286 

Weltlachse 335 

—zeit 339 

Wendekreis des Krebses 337 

— des Steinbocks 337 

Wendepunkt 138, 432, 434, 
441, 663 

—, t Horizontalwendepunkt 
433 

Wendetangente 434 

„wenn — so‘ 785 

Werst 171 

Wertelbereich 126, 152, 154, 
158 

—tafel 126 

—-vorrat 126 

Wertschranke 622 

—, Methode 624 

Wertzuweisung 685 

wesentliche Singularität 738 

— Ziffer 623 

Westpunkt 335 

Whitehead 778 

Wichte, Schätzwerte 636 

Widerspruch 75 

widerspruchsfreie Gleichung 
120 

Widerspruchsfreiheit 762 

Widmann 49 

windschief 216, 240 

windschiefe Geraden 577 
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windschiefe Geraden, Abstand 
561 

Windung 589 

—, Riemannsche Fläche 739 

Windvogelviereck 188 

Wingate 71 

Winkel 172 

—- antragen 176 

— aufschlagen 2832 

— zwischen Ebenen 217, 564 

—, entgegengesetzt liegende 
176 

—, Eulersche 555, 556 

—, gestreckter 173 

—, gleichliegende 176 

— halbieren 179 

—, + Nebenwinkel 175, 176 

—, rechter 172, 175 

—, t Scheitelwinkel 175, 176 

—, spitzer 172 

—, t Stufenwinkel 176 

—, stumpfer 172 

—, überstumpfer 173 

—, t Wechselwinkel 176 

— zwischen Gereden 560 

Winkellarten 174 

—beständigkeit 232 

—bestimmung T 31 

—dreiteilung 716 

Winkelfunktion 155, 268 

— aufschlagen 280 

— , Konstruktion 273 

—, negative Winkel 276 

Winkelhalbierende 185, 206 

—, Gleichung 356 

—, Innenwinkel 359 

Winkellkonstruktion 176 

—kosinussatz 320 

—maße 173 

—messer 173, 176, T 7 

—messung, Ausgleich 636 

—sätze, Kreis 200 

Winkelsumme 181, 186, 761, 
765 

—, Kugeldreieck 324 

winkeltreu 260, 311, 733 

Winogradow 721 

wirbelfrei 549 

Wirbelpunkt 535 

Wirkungs|größe 687 

—-weg, geschlossener 688 

wirtschaftsmathematische 
Aufgaben 690 

Wirtschaftsplanung 690 

Wittich 70 

wohlgeordnete Menge 701 

Wortproblem 787 

—, Gruppen 786 

Wronski 528 

Wronskische Determinante 
528, 530 

Würfel 219, T 61, T 62 

—, allgemeine Lage 253 

—, Flächendiagonalen 222 

—, idealer 651, 766 


Würfel, Kantenlänge 633 

—, Oberfläche 220 

—, perspektives Bild 257 

—, Raumdiagonalen 222 

—, Rauminhalt 221 

—, Zweitafelprojektion 252 

Würfeln, relative Häufigkeit 
650 

Wurzel 49, 54 

—, berechnen 55 

—, t Einheitswurzel 722 

— der Gleichung 93 

Wurzellexponent 55 

—funktion 152, 413 

—gleichung 114 

—kriterium 401 

Wurzeln bei komplexen 
Zahlen 87 

—, näherungsweise 508 

— als Potenzen 58 

Wurzellsatz von Vieta 115, 
161 

—ziehen 55, 74, 78 


Yard 171 


Z 


Zahl, algebraische 722 
—, Bettische 728 
—, Eisensteinsche 715 
—, Gaußsche 715 
—, größte dreiziffrige 53 
—, imaginäre 86 
—, komplexe 86, 150, 155, 
715 
—, natürliche 702 
—, rationale 34, 702 
—, transzendente 723 
Zahlen, absolute rationale 78 
—, ganze 30, 81 
—, — rationale 719 
—, Geometrie 599 
—, natürliche 19, 30, 32, 76 
—, negative 30 
—, positive 30 
—,— ganze'32 
—, rationale 39, 78, 80, 81 
—, reelle 82, 702 
Zahlenbereich 30, 36, 41, 75, 
80, 102, 115, 140, 150, 

' 704, 714, 718 
—, Erweiterung 82, 715 
Zahlen|dreieck T 13 
—folge 388 
—funktion 757 
— gerade 30, 34, 35, 82, 341 
— lotto 648 
—menge, beschränkte 389 
—-paar 342 
—strahl 22, 23 


zahlentheoretische Funktion 
721, 787 

Zahlentheorie 718 

—, additive 721 

—, algebraische 716, 718 

—, analytische 721 

—, elementare 26, 718 

Zahlentripel, Vektor 544 

Zähler 33 

Zahlkörper, algebraischer 722 

—, quadratischer 722 

Zählstock, Bambus T 38 

Zahljsymbole 41, 46 

—-wort 20 

Zahlzeichen 20 

—, römische 21, 807 

Zapfenlinie 620 

Zariski 726 

Zehneck, regelmäßiges 189 

Zehner 21 

—bruch 37 

—logarithmen 62 

Zehnerpotenzen 50 

— mit negativen Exponen- 
ten 53 

Zehner|system 21 

—-übertragung 678 

Zehntel 37 

Zeichen, mathematische, 
Tafel 791 | 

Zeichen|dreiecke 176, 182 

— ebene 243 

—-einheit 613 

— geräte T5, T6, T7 

— maschine T 60 

—-regel, Descartessche 142 

— wechsel 142 

Zeichnen, technisches 261, 
T 60 

Zeichnung, technische 266 

Zeichnungsnormen 264 

Zeigerdarstellung 287 

Zeile 706 

Zeilenmatrix 705 

Zeit|gleichung 339 

—rechnung 338 

Zenit 260, 335 

—distanz 335, 337 

Zenodoros 746 

Zenon 396 

Zentilliter 219 

—meter 171 

Zentrale 201 

zentrale Kollineation 578 

Zentralprojektion 238, 256, 
577 

—, azimutale 260 

—, Geraden 258 

—, Malerei 257 

Zentralpunkt 178 

zentralsymmetrisch 178 

Zentriwinkel 200 

Zentrum 576 

Zerfallsprozeß 117 

Zerlegungsbeweis 194 


Zetafunktion (£-Funktion) 
721, 740 

Ziellfunktion 693, 694, 695 

—Jlinie 308 

Ziffer 20 

—, arabische 21 

—, gültige 40, 623 

—, unwesentliche 623 

—, wesentliche 623 

—, zuverlässige 623 

Ziffern |prinzip 678 

—rechengerät 678 

—rechnen T 16 

Ziffernrechenautomat, pro- 
grammgesteuerter 682 

Zinsen 163 

Zinseszins 117, 164 

—formel 164 

—rechnung 164 

—tabelle 166 

Zins|faktoren 165 

—formel 163 

—rechnung 163 

—satz 163 

—teiler 163 

—zahl 163 

Zirkel T5 

Zirkulation 549 

Zirkumpolarstern 335 

Zissoide 452, 453 

Zoll, englischer 171 

Zonenzeit 339 


zufällige Ereignisse 650 

— Meßfehler 628 

— Stichprobe 666 

Zufallsfunktion 768 

Zufallsgröße 653 

—, diskrete 653 

—, kontinuierliche 653 

—-, Mittelwert 656 

—, stetige 653 

—, unabhängige 768 

—, Verteilungsfunktion 654, 
655 

Zufallstafel 666 

Zugriffszeit 682 

Zunge 72 

Zuordnung 19, 125, 711, 759 

Zuordnungsprobleme 694 

zusammenfallen 581 

Zusammenhang, funktionaler 
670 

Zuschnittprobleme 693 

Zuschnittsmöglichkeiten 693 

Zuse 679, 685, 790 

Zustand, innerer 775 

zustands|homomorph 776 

—isomorph 776 

zuverlässige Ziffer 623 

zweiachsiges Ellipsoid 568 

Zweiladreßmaschine 683 

—eck, sphärisches 318 

Zweiersystem 21 

Zweipunkte|form 347 

—gleichung, Geraden 559 


Zylinderkoordinaten 837 


zweilschalig 568 

—schaliges Hyperboloid 571 

Zweilstellungselement 682 

—tafelprojektion 243, 261 

— weggleichrichtung 515 

zweiwertig 739 

Zwischenlabszisse 601 

—-Beziehung 764 

—träger 684 

Zyklid T 64 

zyklisches Programm 685 

— Vertauschen 297, 321, 357 

Zykloide 426, 450, 530, 747 

—, Bogen der 485 

—, gemeine 450 

—, verkürzte 450 

—, verlängerte 450 

Zykloiden|pendel 530 

—schar 522 

zyklometrische Funktionen 
133, 155, 279 

— —, Ableitung 428 

Zyklus 685, 780 

Zylinder 223, T 63 

— kleinster Oberfläche 435 

— in Kreiskegel 436 

—, Mantel 224 

—, Oberfläche 224 

—, Volumen 225 

—, Zweitafelprojektion 253 

Zylinder|fläche 223 

—funktion 532 

— koordinaten 481, 553 
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CELEBRAZIONI ARCHIMEDEE 


DEL SECOLO XX 





11-16 APRILE 1961 


1 Archimedes Werbeplakat der Stadt Syrakus (Italien) anläßlich der Gedächtnistagung zu 
Ehren des altgriechischen Mathematikers Archimedes vom 11. bis 16. April 1961. 
128 Mathematiker, Physiker und Ingenieure aus 14 Ländern nahmen daran teil 
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2 Mathematik in der Schule I Einführung der Zahl Sieben 











4 Mathematik im Kunstgewerbe Rotationsflächen als Schmuckform bei einem Keramikservice 





3 Zeichengeräte I Reißzeuge 
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7 Zeichengeräte III Maßstäbe, Winkelmesser und Kurvenlineale 
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iecknetzpapier 


6 Wahrscheinlichkeitspapier 


4 Polarkoordinatenpapier 
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2 doppeltlogarithmisches Papier 
3 einfachlogarithmisches Papier 


1 Millimeterpapier 


1ere 


8 Mathematische Pap 





oben und rechts 


Tongefäße der jüngeren Steinzeit 
mit mathematischen Ornamenten 


9 Aus der Frühzeit der Mathematik 


unten 


Frühe ägyptische Feldmessung 
(um 1415 v.u. Z.; Malerei auf Stuck) 
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oben 


Originaltext der Hau-Aufgabe 
in demotischer Schrift, 
darunter: Transkription 

der demotischen Schrift 

des oberen Bildes 

in Hieroglyphen 


10 Altägyptische Mathematik 
(Moskauer Papyrus) 


Berechnung 
eines Pyramidenstumpfes 
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Keilschrifttafel 
mit Flächeninhaltsberechnungen 


11 Babylonische Mathematik 


Ausschnitt 
aus der obenstehenden Tafel 








Predanflimus liber elementozum Euclidis peripi, 
caaflimi:in artem Beometrie indipit quäfoelicfüime: 
Unctuschteninspsno eft.@ linea cft 
lögimdo fine latituduieci? quide ers 
trenntates fr duopücta. Ufinearccra 
€ ab vnopüctoadaliü beeuifluna ette/ 
fo extremitates fias virügzeoyreci 
piens.d Hupficiese dlögındun sları 
fudine tin bz:cur?rermi quide fütlinee. 
AHuphcies plane € ab vnalineaada, 
li ertelio i extremitatesfuasrecipies 
Q Ungulus planuse duarü !inearu al, 
KCrmUS Aractus:quay Erpalto € lup lup, 
harcapplicanogsnöbırecta. U K2uAdo adrangulanı priner Due 
Iimeerecterectiline”angulusnoiaf. d £Mirectalınea fuprecra 
fleterit onogzaangnli yrrobigz hıcrir eäles:cox viergzrecrcrit 
AL ineagzlinee fnpftas ei cut iupftat ppendicularis vocat.dAn 
gulus vo gun recto maio2 € ebrufus Dicit.AAngul’yomino2re 
cto acur"appellaf.q Termine qd vniulcufgz hnise. (A Sigura 
€ Atmino vltermis annch.AKircul”e hgura plana vna gdcm liv 
nea pteta: äcircüferentie noiatun cm medıo pücre: a quo'ots 
lineerecread cırcüfergtis ercütes ibuiucez fur equales. erbic 
quide pücr”cerrü circuli &.4 Diameter cırculi ehınea recta que 
InpciTcentx träfiens extremtatelgz luas eircüterene applicang 
cireulü i duo media dinidit.dHemarculuse figure plana die, 
inerro circuli a medıetate cırcuferentic 2tenra.C Foo cırcu/ 
lı€ figura plana recra linca 7 parte cırcüfercne prera: lemicircu, 
lo quıde aut maioz aut ıning2. A Recallnee hgurelürgrecnslu, 
neis cönnenf quarü gucds trilarere g mb°rechs lınas: qued3 
quadrilatereg gtuor recnslineis. (da mlülaterc que plunbus 
3 quamıor rechishneiscontinent. U Sigurard rrilarcrarü:alıa 
cittrangulusbrismialatera cqualıa. Alıa trangulus Duo big 
cälialatcra. Alıs mangalas min ıncqualımmn larerü. NDaz ırerü 
alıa et orrbogomu:ynü.i.rcctum angulim babens.Alıa C am 
bligonum alıquem obtmium angulum babens. Alız eft orıgom 
um:ın qua res angel: iunt acun.( Sıgurarü aute quadrılaterar 
Alia echt üdranım quod cft equulareru arg; rectangulü. Alıa eit 
rerragon"long?:ä citfigura rectangula :ıcd equilarcranon eft. 
Alıa cl pelmuaym: que citcquilatera : Iedrectangula non cl. 
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Mr kanpurdı 


Ongonms orchegamus amousonioc 


Elemente des Euklid, 
erste Druckausgabe 
in Europa, 1482 


12 Griechisch-römische 
Mathematik 


Römischer Handabakus 


13 Altchinesische 
Mathematik 


Aus einer Handschrift 
von 1303 (das später nach 
B. Pascal benannte 
Zahlendreieck) 





Bambusziffern 


einer I N N 


Zen 


Chinesischer Rechenstab _ 
(um 1660) Hunderter wie Einer usw. 
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Astronomisch-mathematische Bauwerke aus dem 17. Jh. zur Bestimmung von Zeit, Deklination 
und Stundenwinkel (bei Delhi) 


14 Altindische Mathematik 


Mathematisches Manuskript aus dem 16. Jh. (Kopie einer Handschrift von Bhaskara) 


IKEUCBErE; Gern, 
Iı Ar 
ei N TG 


RR BES ner 


ZUR aaa 

210 <3 24 Sr 
INSCh lad ga at 
U NASFTUERTIN ar 
AER fair: Sn eh an 





15 Arabische Mathematik 
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Satz des Pythagoras Pan, Yyikyda, ; 
in einer arabischen m at ud, 1. ih, 
mathematischen Handschrift 7 RT Br 
aus dem 14. Jh. rer —ir— el 


Arabisches Astrolabium 
für Höhenmessungen 
und astronomische 
Berechnungen, 

Anfang des 15. Jh. 





16 Mathematik im Europa 
des 15./17. Jahrhunderts 


















Sieg des Ziffernrechnens 
über das Abakusrechnen. 
Zeitgenössische Darstellung 
von 1504. 

Pythagoras, 

der als Erfinder 

des Abakusrechnens galt, 
sitzt griesgrämig noch beim 
Rechnen, während Boethius 
(links), der angebliche 
Erfinder des schriftlichen 
Rechnens mit indischen 
Ziffern, bereits fertig ist. 
Die Göttin Arithmetica 

im Hintergrund beaufsichtigt 
den Wettbewerb 


Gebrauch des Jakobstabs. 
Zeitgenössische Darstellung 
aus dem 16. Jh. 





—— N 2 


n 
- 
> 





LACH 
[4 


== 


— nm zu”, 





7; 


LA AN ee 11, 


—— 
N 


ye ra 2 Se | 
| 


URRIHONNNN 


Ss 


Altägyptische Wandmalerei: Fischstechen und Vogeljagd im Papyrusdickicht. 
Aufrißprojektionen der charakteristischsten Querschnitte, vgl. etwa 
die Lage von Kopf und Schultern bei den Hauptpersonen 


17 Mathematik und 
bildende Kunst I 


Beispiele für die Dar- 
stellung räumlicher 
Gebilde in einer Ebene 


Gemälde 

von Melozzo da Forli 
(1438-1494): 

Papst Sixtus IV. ernennt 
Platina zum Präfekten 
des Vatikans (Rom, 
Vatikanische Galerie). 
Die Entdeckung 

des Fluchtpunktsatzes 
zu Anfang des 15. Jh. 
bedeutet einen Wende- 
punkt in der Geschichte 
der Malerei 
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Handzeichnungen 
von Leonardo da Vinci 


18 Mathematik 
und bildende Kunst II 


Proportionen 
des menschlichen Körpers 
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19 Mathematik und bildende Kunst III 
ich von Albrecht Dü 
vgl. untere Zeile des Quadrates) 


Melancholie, Kupferst 
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21 Geometrische Formen 
in Baukunst 
und Technik II 


Neuartiger Wasserturm ; 
durch seine Kegelform 


bietet er einen ungewohnten 
Anblick 


Kühltürme 
eines Heizkraftwerkes 
(Rotationshyperboloide) 





$; 





oben 


Ägyptische Pyramiden bei Gizeh 
(gerade quadratische Pyramide) 


Mitte 
Kraftwerk 
(gerader Kreiszylinder) 





22 
Geometrische Formen 
in Baukunst und Technik III 


Stadtmauerturm 
(gerader Kreiskegel) 
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23 


Bedeutende Mathematiker 
im 15./16. Jh. 


1 Regiomontanus (1436-1476) 
2 Simon Stevin (1548-1620) 


3 Albrecht Dürer (1471-1528) 
(Ausschnitt aus Selbstbildnis) 


Niccolo Tartaglia (um 1500-1557) 
Geronimo Cardano (1501-1576) 
Jost Bürgi (1552-1632) 


Luca Pacioli (1445-1514) 
(nach einem Gemälde eines 
unbekannten Meisters um 1500) 


Ja Mm» 





Fechnung auff 


der Einihen ond 


v°> 


ER, 


ND, .y RT 


zum andern mal vberfehen 
vnd gemehrer. 
. D 


Anno . ZIXU, 


Adam Rifen. 
Bihefauff. 





Ktem/ciner hat 100. fr. dafür wil er 100. 
haupt Vihce fauffen / nemlih + Ochfens 


Schmein/ Kälber, ond Beiffen’ foft ein Ochs . 


4. ft.ein Schtcht anderrhalben fr. ein Kalb 
einen halben ft. end cin Beiß ein ore von cinem 
fr. neie viel fol er jeglicher haben fürdteroo. fr? 
Machsnach den vorigen/mach eines jeglichen 
koften zu örrern/degleichen dis 100. fr. undfee 
alsdann alfo: 


1E 15 
6 5 

100 400 
2 ] 





Xechenting nach der 


lenge/ auffben Linihen 
und Feder. 


Darsu forteil ond behenvigfeit durch die Dropprtios 
nes Practica genant/ Mit grüntlichen 
onterricht des vifierens. 


Durch Adam Riefen, 


im 15 5 0. Jar, 





Cum gratia & priuilegio 
Cirfareo, 


oben links 


Titelbild der 1532 von Melchior Sachse 
in Erfurt gedruckten Ausgabe 


oben 

Titelblatt der 1550 von Jakob Bärwald in Leip- 
zig gedruckten Ausgabe mit einer Wiedergabe 
des Verfassers 


24 Bedeutende Mathematiker 
im 16. Jh. 


Adam Ries (1492-1559), Rechenmeister in 
Erfurt und Annaberg, vollendete 1522 sein 
Werk „Rechnung auff der Linihen und 
Federn ...“. Es wurde zum echten Volks- 
rechenbuch und ist in über 100 Auflagen er- 
schienen 


Rechenaufgabe, die den Einkauf von Vieh 
behandelt (eine Seite aus dem Rechenbuche 
von Ries) 
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Abschluß eines Geschäfts 
am Rechentisch, auf dem 
Linien und eine Münz- 
einteilung aufgezeichnet 
sind (alter Holzschnitt) 


25 Aus alten 
Rechenbüchern 


Berechnung des Inhalts 

von Fässern 

(d. i. Visieren); 

Titelblatt des 1531 

in Nürnberg gedruckten 
Visierbüchleins 

r von Johann Frey 





DSISEDH UNE 26 Bedeutende 


DE LA METHODE 


Pour bien conduire fa raifon,& chercher 


la verit& dans lesfciences. 
PrHus | 


LA DIOPTRIQVE. 


LES METEORES. 
EI 
LA GEOMETRIE. 


Qui font des ejlais de cete Metnones. 
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Titelblatt 

des von R. Descartes 
verfaßten Werkes 
„Discours de la 
Methode“, dessen 





A-LEYDE | dritter Teil 
- a „La Geometrie“ 
De ’Imprimerie delan MıAıre. die: Grandlsgen 
der analytischen 
€ er I “, z n zuıh Geometrie enthält 
net I rım e2e. 


Rene Descartes (1596-1650) 
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Bedeutende Mathematiker 
im 17. Jh. 


Frangois Vieta (Viete; 1540-1603) 
John Napier (Neper; 1550-1617) 
Galileo Galilei (1564-1642) 
Johannes Kepler (1571-1630) 
Bonaventura Cavalieri (1598-1647) 
Pierre de Fermat (1601-1665) 
Evangelista Torricelli (1608-1647) 
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oben links 

Das Leibniz-Denkmal 
in Leipzig 

oben 


Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716) 


28 Bedeutende Mathematiker 


im 17./18. Jh. I 


An der Erfindung 

der Infinitesimalrechnung 
(Differential- und Integral- 
rechnung) haben Leibniz 
und Newton unabhängig 
voneinander gearbeitet 


Isaac Newton (1643-1727) 


Beben en Bart a 9 eg “ de Ya, re 


L;; 777 ul men - E | 
PRO Fe Ente 


























1 Fo te ee ie re na 2. an = en et 
e’ Z fr X fl £ eg: gi a 57 FR T = Br % EZ wo, 
| mut Dehlafiee, m "6 Omi ABER 0 






ge ah tum u; um, Sn uf 
GN Opel Pe a REST 


| par. f 4 ka a zig 
{+} ‘ ing 
ha nd Sn wnler ac k mnahkuriet 
Wrtiom nie ulın A An KA xx‘ 
kun mafape kam - af 3 
a 2 ML. ne anf Id, en) te 
we A hirainz er 1 Aare +7 wu 





‚ Sind u! v Am , 
ae a EEYoae Er 27 ah: An ec hie The Pt eh 
#1, Sat ; Be ng Prag ft = PR ei ie den dl a 

ne J A, 27) en fx RER ia aan Benz Pe FE 
$4 ri gı + fg 2 weh Ss VAT # e, 20,7% g: \elarr a’ + 23 

# Er, z EN 
52 u ale? un Pr gie In Brad -i 379 
un e zu d Ar ext. Ag u 185 EN px 
F} fi En Stay Bılk er er pe ER. 


s aber en ch Pure 5 “=. a = 3433 " 
UT ee IE De Be TEL tl ya 


| ee et ging Be A ‚ja: Sa FR | a Nm 2 ae A De 









De * Na f E .. Afer£ KR 
ns k a, PERREE 
yry Blscn 5 
PET Rn IR 


Ausschnitt aus einem Manuskript von Leibniz vom 29. Oktober 1675, in dem zum ersten Male 
das Integralzeichen auftritt 


29 Bedeutende Mathematiker im 17./18. Jh. I 


Rechenmaschine von Leibniz 











oben links 
Jakob Bernoulli (1654-1705) 


oben 
Johann Bernoulli (1667-1748) 


30 Bedeutende Mathematiker 
im 17./18. Jh. III 


Die Schweizer Gelehrten- 
familie Bernoulli 

brachte innerhalb dreier 
Generationen acht 
bedeutende Mathematiker 
hervor. Die drei wichtig- 
sten sind Jakob Bernoulli, 
sein Bruder Johann 

und dessen Sohn Daniel 


Daniel Bernoulli (1700-1782) 


31 Mathematisches 
Kabinett I 


Praktische Arbeit 
von Schülern einer 


Oberschule 


Arbeiten an einer 
Hafttafel 


Winkelbestimmung 
mit einem selbstgebauten 
Schülerübungsgerät 


Besseres Verständnis 
durch geeignete Modelle 





Praktische Schülerübungen im Freien. 
Berechnungen an einer Plakatsäule 


32 Mathematisches Kabinett II 


Anwendung zum Lehrsatz des Pythagoras 





Berechnungen an einem Exhausterteil 





33 Mathematisches 
Kabinett IN 


Konstruktionsübungen 
an der Wandtafel 


Blick in die 
Lehrmittelsammlung 


Hal 
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Großrechenschieber 
für Unterrichtszwecke 





Obelisk im großen Ammontempel Keil als Spaltwerkzeug 
in Karnak (Altägypten) 


34 Prismoide 


Ponton als frei schwimmender Tragteil für bewegliche Brücken 
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Gesamtansicht des Staatlichen Mathematisch-Physikalischen Salons im Dresdner Zwinger 
35 Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Salon I 


Teilansicht des Ausstellungsraumes 








nr 
ae 










w Be 3 


, 

















. #%. Na EN 
TA FEETT Ne j' 





36 Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Salon IT Rechenpfennige mit Rechendose, 16. Jh. 


37 
Staatlicher 
Mathematisch-Physikalischer 


Salon III 








38 Staatlicher 
Mathematisch- 
Physikalischer 
Salon IV 


Schrittzähler, 1741 


Aufgeschlitzter Bambus 
als Zählstock (Sumatra). 
Darunter: Kerbholz. 
Beim Abschluß eines 
Geschäftes wurden 
gleichzeitig in beide 
ineinandergelegten 
Hölzer des Kerbholzes 
die entsprechenden 
Kerben eingeschnitten. 
Jeder Partner erhielt 
dann eine Hälfte als 
Rechtsunterlage 





Mathematisch- 
ikalischer 
Salon V 


39  Staatlicher 
Phys 


ın 


aus Elfenbei 


Aufklappbare Sonnenuhr 
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40 Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Salon VI 


inkeln im Gelände, um 1600 


Auftragbussolezum Messen und graphischen Festlegen von Strecken undW 
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links Astrolabium; astronomisches Instrument, das u. a. zu Höhenmessungen der Gestirne und zur 
Ermittlung der Sonnen- und der Sternzeit diente, 1568 


rechts Quadratum geometricum, ein geodätisches Instrument für Winkel- und Streckenmessungen, 
Augsburg 1569 


41 Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Salon VII 


Meßstäbe mit verschiedenen Zolleinteilungen aus dem 16. Jh. 
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Saal der Mathematik 
in der National- 
und Universitätsbibliothek Prag 


42 Zwei Bibliotheken 


Eingang zur Wissenschaftlichen 
Bibliothek der Stadt Erfurt 
(Boyneburg-Portal). 

Zu den bibliophilen Kostbarkeiten 
dieser Bücherei gehört das 

1532 erschienene Rechenbuch 

von Adam Ries 










Meßwerk 


Fahrarm Fahrlupe 
\ 


\ 





Kompensationspolarplanimeter mit Polarm, zur Ausmessung von Flächen auf Karten und Plänen; 
der Fahrstift ist als Lupe ausgebildet 


43 Mathematische Geräte I 


Kompensationspolarplanimeter mit Polwagen, zur Auswertung von bandförmigen Diagrammen 








Integraph zum Zeichnen der Integralkurve zu einer gegebenen Funktion oder Differentialgleichung 


Integrimeter zur Ermittlung des Integrals zu einer gegebenen Funktionskurve 


44 Mathematische Geräte II 





45 Mathematische Geräte III 


Harmonischer Analysator 
zum Ermitteln 

der Fourier-Entwicklung 
einer periodischen Funktion 


Differentiator (Derivimeter) 
zum Ermitteln der Tangente 
bzw. der Normale einer 
gezeichnet vorliegenden Kurve 

















Präzisionspantograph zum Verkleinern, Vergrößern und Kopieren von Karten, Plänen und dgl. 


46 Mathematische Geräte IV 


Kleinkoordinator für rechtwinklige Koordinaten zum Vermessen von Koordinaten bzw. zum Zeichnen 
von Punkten, deren Koordinaten gegeben sind 











Yu 


RX Me | X _ Tri 
EN | mm 
ler: a 
Fe, In, Feng 


7 
FERN / 















\) 


N 


oben und oben rechts 


Signale zur Beobachtung 
trigonometrischer Netze 


47 Vermessungswesen I 


Trigonometrischer Punkt (TP) 


48 Vermessungswesen II 


Luftbildmeßkammer 


Stereoplanigraph, ein 
Präzisionsauswertungs- 
gerät für Luftbilder; 
auch 

terrestrische Aufnahmen 
können damit unter 
gewissen Bedingungen 
ausgemessen werden 








je jencmert frgrratıs A, namen hy 
Algar ass +d efe gudhari, Sy als 


auge 5 Vec- 90 id >3C 
| f 
ene 44 Pl tl auytilt! 
a R “8 (= ze+Vp2ee+) 





ne 
nr Beer 4 er 
_ - 14 Be+3VBeer/ are Anumer Es 


LK aradir fl 1ER ost guadre mr Yin 
ber eh /+YEt) 7/4 


fa radıx Lee 





Manuskriptseite einer Abhandlung von Euler 


49 Bedeutende Mathematiker 
im 18. Jh. I 


Leonhard Euler (1707-1783) 
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Bedeutende Mathematiker 
im 18. Jh. II 


Brook Taylor (1685-1731) 

Moreau Maupertuis (1698-1759) 
Johann Heinrich Lambert (1728-1777) 
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 
Gaspard Monge (1746-1818) 
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) 


Jean-Baptiste-Joseph de Fourier 
(1768-1830) 
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Handzeichnung 
von Jänos Bölyai zur nicht- 
euklidischen Geometrie (1820) 


51 Bedeutende Mathematiker 
im 19. Jh. I 


rechts 
Jäanos Bölyai (1802-1860) 


rechts außen 

Nikolai Iwanowitsch 
Lobatschewski (1792— 1856). 
Beide entwickeln 
fast gleichzeitig unabhängig 
voneinander eine 
nichteuklidische Geometrie 
(hyperbolische Geometrie) 





Unterschrift von Gauß 





links Porträt des jungen Gauß 
rechts Gauß im Alter 


32 Bedeutende Mathematiker im 19. Jh. II 


Einer der größten Mathematiker aller Zeiten 
war Carl Friedrich Gauß, geb. 30. 4. 1777 
in Braunschweig, gest. 23.2.1855 in Göttingen 


Die Universität in Göttingen, 
an der Gauß nahezu 50 Jahre wirkte 
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53 Bedeutende Mathematiker im 19. Jh. IH 
Eine Seite aus dem wissenschaftlichen Tagebuch von Gauß (30. März bis 24. Mai 1796) 
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Bedeutende Mathematiker 
im 19. Jh. IV 


1 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) 
2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) 
3 Jakob Steiner (1796-1863) 

4 Niels Henrik Abel (1802-1829) 


5 Peter Gustav Lejeune Dirichlet 
(1805-1859) 


6 Evariste Galois (1811-1832) 


7 Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow 
(1821-1894) 





55 


Bedeutende Mathematiker 
im 19, Jh. V 


1 Bernhard Riemann (1826-1866) 
2 Leopold Kronecker (1823-1891) 
3 Karl Weierstraß (1815-1897) 

4 Hermann Hankel (1839-1873) 

5 Sophus Lie (1842-1899) 

6 Felix Klein (1849-1925) 

7 Sonja Kowalewskaja (1850-1891) 
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Bedeutende Mathematiker 
im 20. Jh. 


1 Richard Dedekind (1831-1916) 

2 Georg Cantor (1845-1918) 

3 Henri Poincare (1854-1912) 

4 David Hilbert (1862-1943) 

5 Constantin Carath&odory (1873-1950) 
6 Erhard Schmidt (1876-1959) 

7 Emmy Noether (1882-1935) 
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Längenmaße 
einst 
und heute 





Darstellung einer Rute durch Aneinandersetzen von 16 Füßen (1 Rute = 16 Fuß, aus „Jacob Köbel, 
Geometrie, Frankfurt 1616°‘). Unten Deutsches Normalmaß der Länge aus Platin-Iridium, Kopie des 
in Stvres bei Paris befindlichen Prototyps, aufbewahrt durch das Physikalisch-Technische Zentral- 
institut des Deutschen Amtes für Meßwesen und Warenprüfung. Der Abstand zweier Marken auf 
dem Mittelsteg beträgt 0,99999850 m bei 0 °C. Der x-förmige Querschnitt schützt vor Verbiegun- 
gen. Nach dem Beschluß der XI. Generalkonferenz der Meterkonvention 1960 soll aber in Zukunft 
das Meter auf die Lichtwellenlänge zurückgeführt werden; ein Meter entspricht danach 1650763,73 
Wellenlängen der Orangelinie des Kryptonisotops 86 im Vakuum 





Schiffsdiesel in Links 





39 Variationsprobleme 


Die Ausbildung 
einer Minimalfläche 
bei einer Fischreuse 


Die Ausbildung 
einer Minimalfläche 
bei einer Seifenlamelle 


| 
| 


ne a 


Der Weg des Lichtstrahls 
von A nach B ist die Lösung 
eines Minimalproblems 
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Früh übt sich, wer ein 
Meister werden will. 
Schüler einer 
Oberschule beim 
technischen Zeichnen 


60 
Technisches Zeichnen 


Technischer Zeichner 


an der 
Zeichenmaschine 


61 


Modelle 
für den Mathematikunterricht I 


Die fünf platonischen Körper 


1 Tetraeder 

2 Hexaeder (Würfel) 

3 Oktaeder 

4 Pentagondodekaeder 


5 Ikosaeder 
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62 
Modelle für den Mathematikunterricht II 


1 Würfel mit Flächen und Raumdiagonalen 
2 Quader mit Unterteilungen 
3 Keil, zerlegt in Restkeil und Prisma 
mit trapezförmiger Grundfläche 
4 Prisma, zerlegbar in drei Pyramiden 
5 Pyramide mit regelmäßigem Sechseck 
als Grundfläche 


63 (nebenstehende Tafel) 
Modelle für den Mathematikunterricht III 


1 Gerader Kreiszylinder 

2 Zylinder mit Querschnitten 

3 Zylinder mit Mantellinien 

4 Kugel, zerlegbar 

5 Doppelkegel mit Schnitten 

6 Gerader Kreiskegel mit Schnitten 


(sämtliche Modelle aus Plastwerkstoff) 
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64 Modelle für den 
Mathematikunterricht IV 


Möbiussches Band, 
eine „einseitige‘‘ Fläche 


Zyklid, eine geschlossene 
Fläche, die wie der Torus 
vom Geschlecht 1 ist 


unten links 


Pseudosphäre, einfachste 
Fläche konstanter 
negativer Krümmung 


unten 
Betragsfläche der Funktion 
1 


w= e* in der Nachbar- 
schaft der Stelle 2, = 0 
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Die von Pascal 1642 konstruierte mechanische Rechenmaschine 


65 Rechenmaschinen I 


Blaise Pascal (1623-1662) 


Münze mit Pascals Bild 





Rechenmaschine von Schickard 
(Rekonstruktion) 
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66 Rechenmaschinen II 


Der Tübinger Professor 

Wilhelm Schickard erfand 1623, 

also noch vor Pascal, 

die erste mechanische Rechenmaschine 


Aus Schickards Notizbuch, 
wahrscheinlich ein Entwurf 


Eine Skizze der Maschine, 

die einem Briefe Schickards 

an Kepler aus dem Jahre 1624 beilag 
(im Nachlaß Keplers gefunden) 





67 Rechenautomaten I 


Vertikale 
Lochkarten-Sortiermaschine 
(Baujahr 1908), 

konstruiert von 

Dr. Hermann Hollerith 


Alte Hollerith-Lochkartenanlage 
mit Kontaktpresse, Zählwerken 
und Sortierkasten. 

Im Hintergrund 

moderne lochkartenorientierte 
Datenverarbeitungsmaschine 


der dritten Computergeneration 
(IBM System/360 Modell 20) 
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Steuerpult eines modernen Computers (IBM System/360 Modell 40) 


68 BRechenautomaten II DR 
Datenverarbeitungsanlage mit Konsolschreibmaschine, Karteneinheit, 


Schnelldrucker und Magnetbandeinheiten (IBM System/360 Modell 30) 





Prozeßrechenanlage IBM 1800 
zur direkten 


Steuerung und Überwachung von 
Produktionsprozessen, 
Verkehrssteuerungsanlagen, 
Krankenüberwachungssystemen 
und ähnlichen Vorgängen 

der Regel- und Steuerungstechnik 


69 Rechenautomaten II 


Elektronische Rechenanlage 
IBM 1130 mit 


Kurvenzeichengerät, besonders 
geeignet für technische und 


wissenschaftliche Berechnungen 








Über die Sprachausgabe-Einheit IBM 7772 meldet sich der Computer am Telefon und gibt 


Informationen in akustischer Form auf Anfragen, die er codiert erhielt, 
z. B. Ziffernkombinationen der Wählscheibe 


70 BRechenautomaten IV 


links Auch auf Bildschirmen können Computer heute Informationen darstellen. Mit einem 
speziellen Leuchtstift lassen sich Anderungen vornehmen 


rechts Schnelldrucker IBM 1403, der in einer Minute etwa fünf Meter Endlospapier beschriftet 
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Immer kleiner werden die Bausteine 
für Computer. Beim IBM-System/360 
sind die 

Transistoren nicht mehr größer 

als Salzkörner 


71 Rechenautomaten V 


rechts Stark vergrößerter Ausschnitt 
eines Magnetkernspeichers 


Fertigungsstufen eines 
Computer-Mikrobausteins mit 
Widerständen und Transistoren 
(Solid Logic Technology der IBM) 
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Versuchsanlage der IBM 
für Zeichen- und 
Spracherkennung 


72 BRechenautomaten VI 


Teil eines IBM- 
„Supercomputers‘‘, der 
acht Millionen Additionen 
je Sekunde erledigt. 
Anwendungsgebiete 
reichen von der 
Weltraumforschung bis 
zur Physik kleinster 
Teilchen 
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